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: RESUMEN

En el presente trabajo se obtuvieron expresiones analiticas aproximadas, usando la
técnica de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos, para la energia del estado base
de un atomo hidrogénico perturbado en tres dimensiones por un potencial lineal mas uno

cuadritico, de la forma V(r) = gr+ Ar’. Las expansion de la energia, en serie de

potencias, para valores pequefios de los parametros de acoplamiento se obtuvo usando el
teorema del hypervirial y el teorema de Hellman-Feynman. La expansion asintotica, valida
solamente para valores intermedios y grandes de los parametros de acoplamiento, se obtuvo
utilizando la teoria de perturbaciones de Rayleigh-Schrédinger. Usando una formulacion
adecuada de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos, se recuperaron ambas
expansiones. Se fijo el pardmetro g y se obtuvieron aproximantes validos para todo valor

positivo del pardmetro de acoplamiento A. La precision de los resultados obtenidos se
determinoé a través de la integracion numérica de la ecuacion de Schrodinger. Se calcularon
aproximaciones a los autovalores usando el método modificado 1/N. Los aproximantes
cuasifraccionales obtenidos resultaron ser mucho mas precisos, para todo valor de los
parametros de acoplamiento. \

—_——
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

El problema de los potenciales polindmicos radiales con simetria esférica, ha
sido estudiado en una gran variedad de contextos, debido a su importancia tanto fisica
como matematica.

El operador Hamiltoniano en este caso tiene la forma:

Z39(por)+ £ (1)

il
B :
2 ¥ 2

donde V ([3, r) es un polinomio enry B denota un vector cuyas componentes

son las constantes de acoplamiento, { > denota el operador momentum angular.
Algunos tipos de potenciales radiales simplifican importantes situaciones fisicas que
son de interés en fisica atomica, fisica molecular, astrofisica, fisica del estado solido,
etc. Ya que en el presente trabajo solo consideraremos el estado base (1 =0 ), no

consideramos la parte angular del Hamiltoniano de la ecuacion (1)
En la familia general de perturbaciones \7(1’)= Br”, siendo P la constante de

acoplamiento, el caso con p =1 corresponde por una parte al efecto Stark esférico en

el hidrégeno[1,2]. En este caso B viene expresado en unidades atomicas de campo

eléctrico Ep e 'ag - E. J. Austin[1], calculé la serie potencial a alto orden ( 28

términos ), para valores pequefios del parametro P, usando el teorema de Hellman-

Feynman y a partir de dicha serie potencial obtuvo los aproximantes de Padé. Los

aproximantes de Padé diagonales obtenidos resultaron ser convergentes para varios
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valores del nimero cuantico parabolico, a pesar de que la serie potencial es
divergente. Tambien ha sido estudiado en el contexto del modelo de quark para el
espectro J/Y¥ y en otros problemas similares en fisica de particulas|3].

Un estado ligado de un quark encantado y un antiquark encantado tiene
mucho en comun con los atomos simples, por ejemplo, el atomo de hidrégeno. Dicho
estado ligado recibe el nombre de charmonium, debido a la analogia que éste presenta
con el positronium, el cual es un estado ligado de un electrén y un positron.

La hipétesis de los quarks fue propuesta en 1963 independientemente por
Murray Gell-Mann y George Zweig[4], pertenecientes ambos al Instituto de
Tecnologia de California. En la version original del concepto habia tres clases de
quarks, denominadas u, d y s, del ingles "up" ( arriba ), "down" (abajo) y "strange"
(extrafio) y estaban los tres antiquarks correspondientes, denominados T, d y §. Los
hadrones se forman combinando los quarks y los antiquarks segin reglas sencillas. Se
han identificado mas de 100 clases de hadrones, de los cuales los mas familiares son
el proton y el neutrén.

Observando las reglas de combinacién de los quarks y del contaje de sus
numeros cuanticos, se pueden explicar todas las propiedades de los hadrones. Cada
hadrén conocido puede definirse como una combinacion de un quark y un antiquark,
o bien de tres quarks. Ain mas, a cada combinacién permitida de quarks le
corresponde un hadrén conocido.

En 1974 el descubrimiento de la particula J/¥, sugeria un nuevo esquema

para la clasificacion de los hadrones[4]. Esta particula era un hadrén, pero no podia
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formarse mediante ninguna combinacion permitida de tres quarks, ya que su masa es
de cerca de 3.1 GeV.

Desde el momento de su descubrimiento. la explicaciéon mas extendida acerca
de la particula J/'¥ fue la de un estado ligado de un nuevo quark y un nuevo
antiquark.

Para distingir este nuevo quark de los quarks conocidos los investigadores
James D. Bjorken, del Stanford Linear Accelerator Center (SLAC), y Sheldon Lee
Glashow, de la Harvard University, le asignaron un nuevo numero cudantico al cual
llamaron "charmed" (encanto). El quark encantado se designa por ¢ y al antiquark
encantado por C.

Sequidamente, 10 dias después del descubrimiento de la particula ¥ se
encontrd una nueva particula de masa 3.684 GeV, estrechamente relacionada con la
. A esta segunda particula se llamé ¥'. Al igual que la particula ¥, la W' es
neutra eléctricamente y tiene una unidad de espin, no tiene vida media tan larga como
la ¥, pero la anchura de la resonancia, de 228.000 electrén-voltios, es ain mucho
mas estrecha.

Thomas Appelquist y H. David Politzer, de la Harvard University pudieron
predecir formas adicionales del charmonium. Encontraron estados sin momento
angular orbital y con los espines de los quarks antiparalelos. Los espines en
direcciones opuestas se restan, con el resultado de que el conjunto tiene un momento
angular cero. Esta configuracién se denota por el prefijo "para" y tiene una energia

total mas baja que la configuraciéon "orto" en la cual los espines tienen la misma

direccion.



Encontraron un estado paracharmonium con masa ligeramente menor que la
de la ¥ y otro con masa ligeramente menor que la de la W' . El quark y el antiquark
deben también combinarse con espines paralelos y con una unidad de momento
angular orbital. Estos tres estados se conocen en conjunto como charmonium de
onda P. Sus masas estan entre la masa de la ¥ y lade la ¥'. En las transiciones
entre los estados del charmonium, los fotones emitidos son rayos gamma de alta
energia.

Los quarks encantados son tan pesados que pueden ser tratados no
relativisticamente. E. Eichten et al.[3] sugirieron que el espectro de excitacion del
sistema quark-antiquark puede ser interpretado como una deformacién continua de un

oscilador armonico isotrépico en un campo Coulombiano, siendo el potencial no

relativista asociado

2
V()= 28 1—(1) : (23
1 a
o lo que es lo mismo
v(r)=-2s |8, (3)
r a

siendo Os la constante de estructura fina.

En otras areas de la fisica encontramos que el caso con p = 2 puede ser
considerado como un efecto Zeeman cuadratico esférico[5,6]. Este potencial es muy
importante para el diagnostico del corrimiento en frecuencia de la linea espectral

Lyman- . en el nedn, en plasmas de deuterio-tritio[7]. Los resultados experimentales
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muestran que el corrimiento en la linea oscila desde el rojo hasta el azul, para bajas
densidades, pero para densidades mayores que 4 gr/em’ (para el neén) existe un
corrimiento continuo hacia el rojo el cual incrementa casi linealmente con la
densidad. En esta region el corrimiento puede ser usado para diagnosticar la densidad
del plasma.

Estudios realizados usando el modelo del potencial de Debye-Hiickel, aunque
arrojan resultados correctos para bajas densidades, para altas densidades predicen un
corrimiento incorrecto de la linea espectral, hacia el azul.

S. Skupsky[7], usando el modelo de esfera i6nica demostr6é que este potencial
conduce a resultados acordes con el corrimiento de las lineas espectrales para altas
densidades. En el modelo de esfera ionica el potencial de Coulomb del ion se escoge
cero sobre una esfera centrada en el ion, la cual contiene suficientes electrones libres,
mas el electrén ligado como para neutralizarlo y el cual se puede representar por un
potencial de la forma

2 » % 2
viry=_2e  (Z0)e s (]| k. (4
r 2Ro Ro ]

donde R, es el radio de la esfera idnica y éste viene dado

Ro=((Z-1)/(4rne/3)) " siendo p ¢ la densidad numérica de electrones

libres. El primer término en la ecuacion (4) es el potencial nuclear que da lugar al
espectro normal del atomo de hidrogeno. El término restante es el potencial generado
por los electrones libres que rodean al ion. Esta es la fuente del corrimiento de la

linea.
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R. Cauble et al [8], desarrollaron un formalismo mecanico cuantico para la
caracterizacion de las propiedades atomicas fundamentales de atomos fuertemente
ionizados, en plasmas densos. El modelo de esfera iénica se usd, en el contexto de
dicho formalisme para hacer comparaciones, en el caso de plasmas de gas nedn bajo
condiciones de acoplamiento fuertes, con el modelo semiclasico de interaccion de dos

Cuerpos.
. , & 2 : "
Un potencial mas general es V(r) = ——+gr+ Ar . Potenciales de este tipo
r

han sido sugeridos como potenciales de confinamiento de quark[9], sobre la base de

la divisién de los niveles 3’P j del charmonium, para valores de r intermedios.

Corresponden también a atomos hidrogénicos inmersos en campos eléctricos y
magnéticos constantes ( Efecto Zeeman cuadrético y efecto Stark). Han sido usados
en el estudio de problemas similares en estados ligados en fisica de particulas[10].
Para el caso en que Z = 0 tenemos el potencial asociado al modelo vibracional-
rotacional mas simple de una molécula[11].

R.P. Saxena, P. K. Srivastava and V.S. Varma[52 ] estudiaron el espectro de

energias, para la ocho primeros estados excitados, de las ondas S de un atomo de
hidrégeno con la perturbacién polinomica radial 2Ar + 2 (Ar)° , demostrando la

existencia de una discontinuidad en el espectro en el limite A = 0, cuando A cambia
de positivo a negativo. Este caso fue un ejemplo importante en el area de Catéstrofe

Cuantica.
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En las dos tltimas décadas los potenciales polinémicos en r han sido
estudiados usando una gran variedad de técnicas, entre las mas conocidas podemos
citar la teoria de perturbaciones de Rayleigh-Schrédinger[12]. métodos
variacionales[12], la teoria de Bender-Wu[6]. los aproximantes de Padé[13, 17],
el teorema del hypervirial y el teorema de Hellman-Feynman[14-17], el método
1/N[18-25], el método 1/N modificado[11, 26-33], el método de los momentos[34],
el método de las fracciones continuas[35-37], métodos basados en la Mecanica
Cuéntica Supersimétrica SUSYQM[38-45] . el método del determinante de
Hill[46-48] y otros[49-55].

Un hecho que ha centrado la atencién en este tipo de potenciales es que
recientemente se han podido dar grandes avances usando SUSYQM vy otras técnicas
analiticas, las cuales han permitido hallar soluciones exactas para algunos casos
particulares, en los cuales se cumplen ciertas restricciones en los parametros de
acoplamiento.

El método 1 / N modificado [32,33] ha probado ser una herramienta util, la
cual da buenos resultados en el caso de pcﬁenciales con simetria esférica que poseen
s0lo un minimo. Sin embargo, en la medida en que incrementa el valor de los
parametros g y A, tambien incrementa el error en la precision de los resultados.
Ademas, las aproximaciones analiticas que se obtienen al usar este método son
extremadamente extensas, generando mucha incomodidad algebraica si uno necesita
calcular la derivada de los autovalores, para obtener por ejemplo susceptibilidades

eléctricas o magnéticas, o otras funciones electromagnéticas. Las derivadas de los




UCAB 8

autovalores suelen aparecer en algunos calculos en la espectroscopia de los quarks
pesados[49,50], donde el valor de las autofunciones de la onda-s, en el origen
( necesario para derivar el ancho leptonico ). depende de los autovalores y de sus
derivadas. En estos casos es conveniente tener soluciones analiticas, de facil
manipulacion, en lugar de métodos de integracion numérica.

Es importante mencionar, que el método 1 / N puede dar resultados muy
pobres [33], e incluso incorrectos ( puede dar nimeros cuanticos radiales incorrectos),
en aquellos casos en los cuales el potencial tiene mas de un minimo.

En este trabajo presentamos una metodologia distinta a la desarrollada por
otros autores previamente[69]. Es bien sabido que la teoria de perturbaciones de la
Mecanica Cuantica permite obtener expansiones en series de potencias validas
solamente para valores pequefios de los pardmetros de acoplamiento. Por otro lado en
el limite del régimen de acoplamiento fuerte ( valores grandes de los parametros de
acoplamiento) tambien se puede obtener una expansion en serie de potencias en
funcién del inverso de los parametros de acoplamiento (serie asintética). Aqui
nosotros construimos un puente analitico entre ambas expansiones valido para todo
valor de los parametros de acoplamiento y el cual permite recuperar la informacion
de ambas series y las singularidades de la funcion exacta.

En trabajos anteriores se ha aplicado la técnica de los aproximantes
cuasifraccionales a dos puntos en problemas fisicos que presentan un comportamiento
analitico similar. Un ejemplo importante, es el estudio de los autovalores asociados a
un atomo hidrogénoide, sin espin, sometido a un campo magnético uniforme

bidimensional[61].
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El proposito de este trabajo es analizar las implicaciones de los aproximantes
cuasifraccionales a dos puntos en el cdlculo de los autovalores asociados a dtomos
hidrogenicos perturbados por potenciales polindmicos radiales con simetria esférica.
similares a los anteriormente descritos, introduciendo algunas modificaciones y
mejoras con,respecto a la informacion existente sobre dichos aproximantes, en la
literatura conocida.

La ventaja del uso de esta técnica es que se obtiene una tnica expresion
analitica, de facil aplicacion y la cual es valida, con un grado de precision mayor que
el que pueden ofrecer otros métodos conocidos, para todo valor de las constantes de
acoplamiento.

El capitulo II, es devoto al estudio de las propiedades analiticas de los
aproximantes cuasifracionales a dos puntos, ilustrando sus caracteristicas
fundamentales, las cuales nos dan criterios para obtener mecanismos algoritmicos que
nos indiquen la forma correcta de dichos aproximantes en el caso en estudio.

En el capitulo III, se obtiene la expansion en serie de potencias, alrededor del
origen, a la energia del estado base, utilizando el Teorema del hypervirial y el
Teorema de Hellman-Feynman.

En el capitulo IV, se determina la expansion asintética a los autovalores de la
energia del estado base utilizando la teoria clasica de perturbaciones de Rayleigh-
Schrodinger.

El objetivo del capitulo V es obtener , a partir de la serie potencial y de la

expansion asintdtica, previamente calculadas, la formulacion adecuada para los
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aproximantes cuasifraccionales a dos puntos, ilustrando ademas. las técnicas a usar
para ¢l calculo de los parametros del aproximante.

En el capitulo VI se presentan los resultados obtenidos, los cuales son
comparados con aquellos que se obtienen utilizando técnicas de integracién numérica
de la ecuacion de Schrédinger y con el aproximante analitico desarrollado a partir del
método 1 / N modificado.

Finalmente en el capitulo VII, se presentan las conclusiones que se generan a
partir de los resultados obtenidos, ilustrando las ventajas que presenta el uso de esta

técnica en esta area, que actualmente es motivo de estudio en la Mecanica Cuantica

No Relativista.
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CAPITULO 11

TECNICA DE LOS APROXIMANTES QUASIFRACCIONALES
A DOS PUNTOS

Los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos son aproximaciones
analiticas, las; cuales permiten obtener una expresion aproximada de una funcién en
aquellos casos cuando se conocen sélo algunos términos de la serie potencial en un
punto, para valores pequefios de la variable independiente y algunos términos de su
expansion asintdtica en un segundo punto, para valores grandes de la variable
independiente.

Las ideas que originaron los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos
parten de los aproximantes de Padé[56-59]. Este dltimo método provee una manera
sistemdtica para obtener aproximaciones de funciones por medio de cocientes de
polinomios, determinandose los respectivos coeficientes a partir de la serie de Taylor
asociada a la funcién que se estd aproximando alrededor de un punto. La exactitud de
este tipo de aproximacion depende de cuan cerca estemos del punto de expansion.

En el caso del método de Padé a dos puntos se suele usar las expansiones en
series de Taylor en dos puntos distintos de la variable de expansién. En el caso de
Laurent-Padé, se suelen usar expansiones en series de Laurent. La desventaja del uso
del método de Padé es que se suelen necesitar un nimero muy grande de términos de
cada una de las expansiones si se desea lograr una buena aproximacion. Sin embargo,
la ventaja de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos es que con polinomios

de muy bajo grado, por lo general se hallan muy buenas aproximaciones.
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El método de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos se diferencia
del método de Padé a dos puntos en que se usa la serie potencial alrededor de un
punto y la serie asintotica alrededor del otro. Por esta razon inicialmente se le dio el
nombre de método asintotico modificado de Padé y por sugerencia de los referees
examinadores, posteriormente se le dio el nombre de “aproximantes cuasifraccionales
a dos puntos™ .

La estrategia de dichos aproximantes es obtener una expresion analitica que
sirva de puente entre ambos puntos, recuperando la informacion de los coeficientes de
ambas expansiones y minimizando el error cometido al comparar con los valores
exactos, obteniendo asi resultados muy precisos. La precision de las aproximaciones
analiticas obtenidas con este procedimiento es grande, en todo el rango de valores de
los parametros de acoplamiento, aliin en las regiones donde ambas expansiones se
comportan en forma divergente. Los resultados son usualmente buenos independiente
de los radios de convergencia de cada una de las expansiones. En algunos casos se
han obtenido aproximaciones con 7 digitos exactos usando expansiones con radio de
convergencia cero[67]. "

Para obtener los coeficientes de los aproximantes cuasifraccionales a dos
puntos, la metodologia a seguir es comparar la serie potencial y la serie asintotica,
previamente conocidas, con la serie potencial y la serie asintdtica de nuestro
aproximante, razéon por la cual nos vemos obligados a introducir cocientes de
polinomios en combinacién con funciones no fraccionales, las cuales se denominan

funciones auxiliares.
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Estas funciones auxiliares se escogen de manera tal que permitan determinar
los parametros del aproximante sin contradicciones ni ambigiiedades. La metodologia
a seguir en la escojencia de estas, es que no solo han de tener el comportamiento
asintotico adecuado, sino que al combinarse con los cocientes de polinomios han de
tener el mismo comportamiento potencial de la funcién. Cuando el aproximante se
restringe a funciones fracccionales (cocientes de polinomios) exclusivamente, sus
parametros se determinan siguiendo la técnica de los aproximantes de Padé a dos
puntos.

En los aproximantes los puntos de ramificacion vienen de a pares, razon por la
cual las funciones auxiliares usualmente afiaden singularidades fuera de la region de
interés, lo cual mejora la exactitud de los resultados en el interior de dicha region.

La regla de oro es que la funcién y el aproximante deben tener las mismas
singularidades en la region de interés, pero es de libre eleccion decidir en qué puntos
fuera de la zona de interés han de estar las singularidades que se introducen, que no
son propias de la funcion en estudio. Dicha region de interés estd situada entre los
puntos alrededor de los cuales se hacen las expansiones potencial y asintética.

Los coeficientes del aproximante se determinan comparando las potencias de
las series anteriormente mencionadas, y resolviendo el sistema de ecuaciones
resultante. En algunos casos se suele escoger un niimero de ecuaciones que sea menor
que el nimero de parametros, de manera de dejar mas de un parametro libre los
cuales se determinaran por criterios de errores de truncacién, minimizacion de

diferencias con resultados numéricos, determinacién de la media cuadratica de los
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resultados obtenidos al variar la relacion entre la cantidad de ecuaciones asintoticas v
potenciales del sistema, etc...

Dependiendo de la precision que se desee, en algunos intervalos de la region
de interés, se pueden escoger mas ecuaciones de la serie potencial que de la serie
asintdtica, o viceversa. En el presente trabajo se tomo igual nimero de ecuaciones de
ambas partes.

Las funciones fraccionales en el aproximante deben tener un denominador
comun con el fin de garantizar la linealidad del sistema de ecuaciones que aparece en
la determinacion de los coeficientes del aproximante. En el presente trabajo
encontraremos que nuestros aproximantes tendran mas de una funcién auxiliar y por
tanto mas de una funcion fraccional, no obstante todas las funciones fraccionales han
de tener el minimo denominador.

Las combinaciones de funciones fraccionales con funciones auxiliares estan
usualmente expresadas en términos de una variable 6ptima ( parametro libre ), la cual
se introduce para minimizar el error del aproximante con la soluciéon exacta y para
evitar los défectos. Un defecto es tener un polo y un cero muy cercanos. Al aparecer
un defecto, el aproximante se dispara alrededor de ese punto, perdiéndose asi todo
sentido de aproximacion. Estos se reconocen facilmente pues desaparecen al variar el
valor del parametro libre. Al eliminarse el defecto, el aproximante recupera su
comportamiento normal en toda la regién de interés.

Es importante hacer notar que en la Mecanica Cuantica no Relativista
aparecen frecuentemente andlisis potenciales y asintdticos de los parametros de

acoplamiento, al utilizar las teorias de perturbaciones a problemas de autovalores. La
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aplicacion de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos en esta area surge
como una consecuencia directa del intento de construir aproximaciones analiticas con
mayor rango de validez y precision, usando como punto de partida los resultados ya
conocidos.

En Jos siguientes capitulos analizaremos, como se determinan los

aproximantes adecuados, a partir de los argumentos enunciados en el presente

capitulo.




CAPITULO III

EXPANSION POTENCIAL

IIL1.- INTRODUCCION:

Como vimos en el capitulo anterior los coeficientes de los aproximantes
cuasifraccionales se determinan comparando las potencias de la serie potencial y la
serie asintdtica, en dos puntos, con las de la serie potencial y la serie asintotica del
aproximante cuasifraccional. El objetivo del presente capitulo es obtener una
expansion en series de potencias alrededor del origen, de la energia del estado base,

para valores pequeifios de los pardmetros de acoplamiento g y A, usando el teorema

del hypervirial y el teorema de Hellman-Feynman.

III.2.- El TEOREMA DEL HYPERVIRIAL Y EL TEOREMA DE
HELLMAN-FEYNMAN.

éstos teoremas han sido utilizados en la literatura para obtener expansiones en
series de potencias, a los autovalores de la energia, en los casos de potenciales
radiales con simetria esférica, para valores pequefios de los parametros de
acoplamiento. R. J. Swenson y S. H. Danforth [15] los usaron para estudiar el caso
general de un potencial oscilador arménico.

J. Killingbeck[12,47] aplicO ambos casos para el estudio de un atomo

hidrogénico perturbado con un término perturbativo Ar y para el caso con un
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término perturbativo 2A r +2 A ? 12, determinando en ambos casos, los niveles de
energia en funcion del parametro perturbativo .

C. S. Lai [16,17] obtuvo aproximantes de Padé a la expresion en series de
potencias, obtenida usando estos teoremas para el caso del potencial de Yukawa.

La importancia de esta técnica radica en que, para el caso de potenciales
polindmicos con simetria esférica, se puede obtener la expansion en series de
potencias de los autovalores, alrededor del origen, en forma directa, evitando asi
complicadas sumas con productos de elementos de matriz, las cuales suelen aparecer
en la teoria de Rayleigh-Schrodinger (RS).

Para simplificar los célculos, usaremos unidades atémicas % = e = m, =1. En

el calculo de la serie potencial, para cada uno de los casos en estudio en el presente
trabajo, la carga nuclear Z se comporta como un factor de escala, y no es importante
para la explicacion de los métodos expuestos en el presente trabajo, asi que

tomaremos Z = 1. La ecuacion radial del Hamiltoniano (1) se puede escribir como

" i d* 1 d A .
His ot it 4 W , ‘ 5
() 2 d - i (r) ()

donde V ( r )es el potencial efectivo, el cual se puede descomponer en la suma del

potencial centrifugo y el potencial de confinamiento

-+ V(B,1). (6)

[i, ﬁ} _dVv +Li (7)
dr r
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|2, B |

donde j son enteros positivos. El teorema del hypervirial (T H V) requiere que

L@

para todos los autoestados de la Ec. (2), con j > 0. Sustituyendo las ecuaciones (5),

o 5 e o M
JCi+1) 7+ gt —
' d

J|—

(8)

t

(7) y (8) en (9), y considerando que estamos estudiando el estado base, obtenemos

las relaciones de hypervirial entre la energia E y los valores esperados de ( T j) , las

cuales vienen dadas por:

2By =2 (7 V0)+ <r* %)— L1 G=DG-D(). 10

Introduciendo la Ec.(6) en la Ec. (10) obtenemos las relaciones de hypervirial
; 1 2j+1 , | — ;
E - TR RS e g Y] (P =1 i-2

—iﬁk [2j+k+1J(rj+k-l>i|’ (11)

K =2 i 41

donde p es el orden del polinomio enry B, son las constantes de acoplamiento que

representan las componentes de p. La energia y los valores esperados de ( r j)

pueden ser expandidos en series de potencias del parametro de acoplamiento

( asumiendo que todos los 3, se fijan con valores constantes, menos el k = 1), el

cual por comodidad llamaremos genéricamente A ( es decir, A = 3, ), tal que
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Eos . g EB'2gS (12)

(r'*)=ic§“xk (13)
k=0

donde la energia del n-ésimo estado no perturbado es conocida y viene dada por

E(O)_ 1
n - = .
2n?

El teorema de Hellman-Feynman establece que si H=H(A ). entonces:
9E _ [oH\ _[9V(@®\ (14)
ol oA oA
Combinando la condicion de normalizacién ( + 0 ) =(1)=1, tenemos que

C Y’ =8 x. Para calcular las energias perturbadas E ‘X’ procedemos a introducir

las expresiones (6), (12) y (13) en la ecuacion (14), quedandonos

P
kEW=-% mp o, (15)

m=0
\
Para calcular las energias E ‘&) procedemos a introducir las expresiones (12)

y (13) en la ecuacion (15), quedandonos

%j(j‘l)(i C}% l}’r[iﬁk[wn[i ¢ ;9 l’] ] (16)

i=o0 ol

+ o~
-~
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Comparando individualmente los términos con potencias en A . a ambos lados de la

(k)

igualdad, determinamos los C';’. Para ilustrar presentamos los 4 primeros

coeficientes que se determinan usando este procedimiento

YER ) . 2j+1 y
CEO :{Z H=De j£02) S+ [JT]} Cfﬂ} (17)

cy =0 (18)

B 2i+1 2343
C§2)= ZJ(J_l)CJ(E% + (jJT]Cj(Z)I _(3(: (?)_(TL_—JC J'(S)I]Blj| (19)

1 1
B 2741 2i+4
cf=|LiG-ncy + [J)T]c,@, - (6(: (;”—[—J.L—IJC ;3’2] BZJ (20)

Este calculo se puede extender hasta que se obtengan todos los C ‘¥’ que se

necesiten para determinar las energias perturbadas E ‘¥’ . Introduciendo cada uno de

estos coeficientes en la expansion (12), obtenemos la serie en potencias, de los

parametros de acoplamiento, deseada.

IIL3.- .- EXPANSION POTENCIAL A LA ENERGIA DEL ESTADO BASE
En la presente seccion se obtendrd una expansion, en serie de potencias, de la
energia del estado base, para valores pequefios de los parametros g y A, asociada al

Hamiltoniano radial

o LY LY. T ORI ] (21)
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utilizando el teorema de Hellman-Feynman y el teorema del Hypervirial, previamente
explicados en la seccion anterior.

Las relaciones del hypervirial, obtenidas en la ecuacion (11). para el caso del

potencial V(r) = - +gr+Ar’, adoptan la forma
r
c 1(1.,. o (2§41}, oy [(2)+3 : 2j+4 :
E{(p)=—=||=jG-D|{r )+ —— (¢ ") =— I = M) ] (22
(=] o) (Z e (2ot - (2ot 2
Definiendo
} i
aj =7iG-1). (23)
2j+1
.= i 24
Pj [j+1J @4)
I 2j+3 g, (25)
j+1
Vyy=. | 234, (26)
j+1

podemos reescribir las relaciones del hypervirial de la forma
j 1 j— - j+ j+
Bl == 5 [ ()4, () +rs (o) r v (0} @2
El teorema de Hellman-Feynman establece en el caso de este potencial que

kE®=2gc*? + 324 ¥, (28)
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S1 expandimos en series de potencias la energia E y los valores esperados de las

coordenadas (rj >, ecuaciones (12) y (13), y ademas consideramos la condicion de

normalizacion C'§’ = §,, , encontramos que

[ =

LéE‘n‘" %.“J(gc oo xiJ —-{aJ(Zc‘” x]ﬂij[Zc“’ J

(ZC ja A ]“{:i (icj‘ié 3\"“”. (29)

Igualando potencias en A, en ambos extremos de la igualdad, encontramos

que paratodo j= —1, setiene

k=0 > CcP=a,cQ+p,cT, 60)
k=1 > c%=o0, (31)
k=2 5> CcP=q;C3+B,CA+7,cQ+3C? , (32)
k=3 = €P=2e,08 +BCR+y,; 08 +64C Y., S €X)

k=4 > cP=0q;c2+B,cB+y,CcB+38Cc P -3gc P, (39
k=5 = CP=0;08 +B,Cl+yyC R +v5C 8+3gC P+
6LC P-27g2c P , (35)

= 6) __ 6 6) (4) 3 (4)
k_6 -2 C(j)—ajCj(_z)+BjCJ(I+YUCJ+]+'Y21Cj+‘2)+3gcj +

6AC (3) 3g C (2)_‘}_[227 g3_%2lzjc (jO) : (36)
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k i 7 ~% C(J?’: JC (7) + B]C:71:+ Y!JC |+5 i Y" C (“+35C P
64 € P-3g'Cc P+2Tgdc P 43P P . &

Para obtener los coeficientes E}’ utilizames la expresion (28). encontrando

E® = _Elz_ . (38)
ED =0 . (39)
EP=gc?=2¢ (40)
E(?)=§8C(11’+ gl =3% (1)
ET’=%C( %?LC“) __% g2, (42)
EP =g cP+ 2rc? =g, (43)
E(i”=% cP+ %C‘S’ =2747 g3—%12= (44)
E‘,”=:2!-g cO 4 ;kc“" —%lg , (45)
BP=8cos2ace =22 0,2, g
E(9)“.% CP+2ac® __.2_0548_7 g A+ 5?1 AP ()
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Finalmente la expansion en serie de potencias. ecuacion (12). viene dada por

i 3g(l—-g) 27 3+ 795 a
E(HF) ’A' :(_ﬁ+ L T, Y +
100" (1) 2 7 4 £ 16 g

(3—;lg+231 220887 .}, (2709, 129) ., 5451,
- 20 W ¢ 16 ° 4

Esta e-:xpansién esta expresada para cualquier valor de g y L. El propésito del
presente trabajo es obtener aproximantes cuasifraccionales a dos puntos como
funcién solamente de un Gnico parametro, por lo tanto el parametro g se adopta fijo y
debe ser especificado al empezar al analisis para obtener el aproximante apropiado al
caso en estudio. La serie de potencias (48) es solamente convergente para pequefios
valores de la constante de acoplamiento g, tales que g < 0.2. Para ilustrar nuestro
método tomaremos g = 0.1. Introduciendo el valor numérico de g en la ecuacion (48),

la serie de potencias en A viene dada por
ESR (M) =ac+arA+as A +a3 A%+ eerrennne . (49)
donde g, =—0.36, a, =1.934, a, =35.475, a; =1362.75. Esta serie es divergente

\' - -
para todo valor de A distinto de cero al igual que sucede con la serie de potencias en

A que se obtiene si se hubiera usado el método clasico de perturbaciones de RS.
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CAPITULO 1V
EXPANSION ASINTOTICA

IV.1.- TEORIA DE PERTURBACIONES DE RAYLEIGH-SCHRODINGER.

En el presente capitulo obtendremos la expansion asintdtica a los autovalores

del estado base usando la Teoria de Rayleigh-Schrodinger.
La teoria de perturbaciones de Rayleigh-Schrédinger esta concebida para
sistemas cuyo operador Hamiltoniano H(PB), siendo P la constante de acoplamiento,

puede ser particionado en una parte completamente soluble fy,(r), cuyos autovalores

y autofunciones son conocidas, y una perturbacion B V(r), de acuerdo a
H(B) = f1,() + B V() . (50)

El formalismo de esta teoria permite expresar un autovalor E(B) de HP),

como una serie de potencias en la constante de acoplamiento P, de la forma

-]

Ea(B)=D aaB" . (5D

m=0
Consecuentemente, solo se pueden obtener resultados con sentido fisico para valores
pequefios de la constante de acoplamiento. La convergencia de esta serie en una

vecindad de P, solo estd garantizada si el dominio de fj, estd contenido en el

dominio de V(r), es decir
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D(fi,)c D(V@)) . (52)
v si la desigualdad

| Voy w| < a|f,®|+b|¥

' (53)
se satisface para todo ¥ € D (j],). con ay b constantes positivas cualesquiera[63].

Si el operador perturbativo V(r) no satisface ambas condiciones, la serie de la

ecuacion (51) diverge.
IV.2.- EXPANSION ASINTOTICA:

Para determinar la expansion asintdtica de la energia del estado base del
Hamiltoniano radial de la expresion (21), para valores grandes del parametro de
acoplamiento A, usando la teoria de clasica de perturbaciones de RS, es conveniente

tomar como el Hamiltoniano radial no perturbado fy, (r) al Hamiltoniano

A 1d2 ld 2
) e P R 54
\ H, (1) S aF £ ik (54)

El potencial perturbativo es el potencial Coulombiano mas el término lineal en r, tal

que
1
V() =- - +gr. (55)
r

En este caso el operador Hamiltoniano radial, dado en la expresion (21) se puede

escribir de la forma

H(r) = 1, (t) + V(1) . (56)
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El Hamiltoniano no perturbado radial , ecuacion (54), corresponde al
Hamiltoniano de un oscilador armonico tridimensional isotropico, cuyas

autofunciones y autovalores son respectivamente

Y., (100 =Nr'e "' E(n143/22:) Y "0.0) »  (57)
En]m:(2n+l+%)\/ﬁ _ (58)

Donde N es la constante de normalizaciéon, |F (-n,1+3/2,A+?) es la funcién
hipergeométrica confluyente[65] y Y :"(9,43) son los arménicos esféricos. Usando

el método de perturbaciones de RS obtenemos las correcciones a primero, segundo y

tercer orden para el estado base del Hamiltoniano (21), dadas por

Baa=Vy » (59
&, Vo Vio
Eg=y Yo Ve (60)
- i; E oi
& Vi Vi; Vio & Vo Vio
E= T LB L
o ,',;1 E oi Eoj © i§ (E Oi)z

Se wusaron los 8 primeros estados excitados para el calculo de las
expresiones (59) - (61). Para calcular dichas correcciones se uso el software
Mathematica® V4.0.

Los resultados obtenidos ordenados en potencias decrecientes de A vendran

dados por

Egg')=bo l+b|7L”4+b2+—l£'+ ........ P (62)

Ja
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donde by = 2.1213, b, =-1.3418, b, = -0.1577 y b;= 0.0652. Los valores de los
coeficientes con decrecientes a diferencia de lo que sucede en la serie de potencias,

ecuacion (49), determinada usando el formalismo de Hellman-Feyman.
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CAPITULO V

APROXIMANTES ANALITICOS A LA ENERGIA DEL
ESTADO BASE

V.1.- APROXIMANTE CUASIFRACCIONAL A DOS PUNTOS:

Para elegir la forma mas apropiada del aproximante cuasifraccional a dos

puntos, es conveniente reescribir las expresiones (49) y (62) de la forma

3
Efo (W)=Y an', [A]<<1 : (63)
i=0

Eﬁ(l)zi ( b(:)xu2+n)+b(n1)k(ll4+n)_!_b(:)ln_i_b(j)l-(lm-i—n) , !?\‘! s>1 . (64)
n=0

Desde el punto de vista de los aproximantes cuasifraccionales los coeficientes
de la serie de potencias en (63) son tan importantes como aquellos de la expresion

asintotica en (64). Las expresiones anteriores sugieren que A y A '’* son buenas

variables en base a las cuales podemos desarrollar el aproximante.

Sélo se conocen los coeficientes de la serie potencial E(%’(A) hasta a;, en la
region definida por | A | << 1, esto nos indica que en el limite cuando | A | — 0,

el aproximante debe tender a este limite con potencias hasta ) °. Para el

comportamiento asintético, en la region | A | >> 1, la expansion asintotica ET (L)
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decrece en potencias de  ''*

. Por lo tanto el aproximante a desarrollar debe tener
como maximo, grado 3 para | A | << 1 y potencias, no enteras, de grado % para
| A | >>1.

Para valores de | A | << 1, los aproximantes cuasifraccionales, al igual que en

los aproximantes de Padé, al aproximar el comportamiento potencial de los
autovalores, pueden contener expresiones en forma de cocientes de dos polinomios

en la variable A. es decir de la forma

= 7 : (65)

El comportamiento de esta division de polinomios no se ve alterado si se

multiplica o divide por una constante, razén por la cual se elige q, =1, lo que implica
que en el limite | A | << 1, entonces Q (1) — 1.

Un punto importante en nuestro andlisis es que nuestro aproximante debe ser
“eficiente”. El significado del término eficiencia se usa en el sentido que las series
potencial y asintética del aproximante cuasifraccional s6lo deben involucrar términos
en potencias comparables con aquellos obtenidos en las series potencial y asintdtica
dadas por las ecuaciones (63) y (64). Esto significa que no tenemos que hacer cero
los coeficientes que no tienen potencias correspondientes. Dicha especificacion es
necesaria ya que existen términos en potencias en el aproximante, que no aparecen en

la serie original.
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En el método de Padé este hecho es usualmente ignorado. El criterio de
efectividad en nuestro contexto es muy relevante, ya que este reduce el numero de
parametros a ser determinados solamente al nimero necesario.

Es decir, como ya se dijo, en la serie potencial obtenida usando el HFT y el

HVT, la expansion potencial estda expresada en potencias de A, y la expansion

1/4

asinttica, esta expresada en potencias decrecientes de ) ''*. Si escojemos como

1/4

nuestra variable ) ", en lugar de A, entonces el aproximante tendra la expansion

asintotica correcta, pero en este caso nos encontrariamos con muchas potencias

indeseables, tales como 3 "*,5 '?,% *'*, etc., que no aparecen en la expansion
potencial de HF, lo que significa que muchos coeficientes indeseables en la serie de
potencias del aproximante tendrdn que ser tomados iguales a cero. Esto es lo que
entendemos por baja eficiencia. Sin embargo, alta eficiencia significaria que la serie

de potencias del aproximante tenga solamente términos con exponentes iguales a

aquellos que aparecen en el analisis perturbativo. En resumen el escoger 3, ''* como

nuestra variable nos daria una serie potencial del aproximante eficiente.

Al utilizar el método de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos se
deben reproducir las singularidades de la funciéon exacta, por tanto, se deben
introducir potencias enteras y potencias fraccionales de la variable A en el
aproximante a través de las funciones auxialiares convenientemente elegidas.

Para hacer una escogencia efectiva de las funciones auxiliares, conviene
considerar que si queremos reproducir el comportamiento de la expansion asintotica

dada en la expresion (64), debemos considerar cuatro funciones fraccionales
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(division de polinomios de potencias enteras) y cuatro funciones de potencias no
enteras (funciones auxiliares).

Los puntos de ramificacion en el aproximante vienen de a pares. razén por la

cual la escogencia de ) '"* como una de las funciones auxiliares no es conveniente.
En dicho caso tendriamos un punto de ramificacién inconveniente en A = 0, ya que
deseamos conocer el aproximante para A = 0, y tendriamos un punto de
ramificacion correcto en el infinito.

Por esta razdn el criterio de escogencia de las funciones auxiliares, para
nuestro caso en estudio, debe considerar que el punto de ramificacion en A = 0 sea

trasladado fuera de la region de interés (A > 0). En este caso la funcion auxiliar mas

1/4

simple que podemos escoger es (1+puA) = con p >0, siendo p una constante a

determinar. Ahora uno de los puntos de ramificaciéon estd en el infinito como se
requiere y el otro esta sobre el eje negativo de las A, en el punto p=-1/A , ya que
siempre A >0 entonces dicho punto de ramificacion estd fuera de la regiéon de

interés. Por esta razon nuestro aproximante cuasi-fraccional debera contener

. .qe 5 1/4
funciones auxiliares en potencias no enteras de (1+pi)''*.

Teniendo estos argumentos en cuenta se puede concluir que la forma mas

eficiente para el aproximante es

E.%L)(x){f,(x) 3 T0b Vi NP R L8 B4 B2

1+pA 1+pA

A ")
£3(1) (q;’:fk‘ ) & £ 1) (Q°]i£ )}, (66)
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siendo las respectivas funciones auxiliares:

f (M)=J1+pi , (67)
f,(A)=(1+par)"" X (68)
f,(A) =1 : (69)
f,(A)=0+pr)" " . (70)

El orden del aproximante viene dado por el grado del polinomio de mayor
orden, en nuestro caso el mayor orden en la expresion (66) es uno, luego nuestro

aproximante es de primer orden.
Todas las funciones fraccionales en el aproximante E ) (1) deben tener un

denominador comun con la finalidad de prevenir que surgan ecuaciones no lineales
en el proceso de determinar los pardmetros py, Po, P;» Pi»> Qo> Qp» 91> Q, -

El pardmetro p es un parametro libre, que le da al aproximante la libertad de
seguir la tendencia de cualquiera de las dos expansiones, asintética o potencial en la
region intermedia. Para p grande el aproximante tiende a seguir la tendencia de la
expansion potencial en la region intermedia.

Pudimos haber tomado p =1, pero es muy util dejarlo libre ya que el valor de

éste se puede optimizar por medio de un proceso de minimizacion de la diferencia
entre el aproximante cuasifraccional a dos puntos y la solucién numérica de los

autovalores de la ecuacion de Schrodinger . Ademas, el dejar libre a p nos permite

evitar los defectos que son usuales en los aproximantes de Padé.
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V.2.- COEFICIENTES DEL APROXIMANTE CUASIFRACCIONAL:

Para determinar los valores de los parametros p,. Pq. p;- Pi- Gy Q- q,- Q,

en el aproximante cuasifraccional dado por la ecuacion (66), se debe considerar que
los términos de la serie potencial y la expansion asintotica del aproximante
cuasifraccional deben coincidir con los términos de la serie potencial y de la
expansion asintotica , previamente calculadas en las expresiones (63) y (64).

La expansion potencial del aproximante cuasifraccional viene dada por

(1+PA) Bpena Q) = A+p2) 2 (p o+ p ) + Q+pR) " (P o+ P, A) +

Qo+q, M) +A+pd) "(@Q,+Q ). (71)

Expandiendo en serie de potencias de cada una de las funciones auxiliares, en

la forma

2
Gipny =1 e By o B g8 2B o

2 8 48 y Ve
(1+pdr)"* =‘1+Ex—3—“2x2+7—”3x3+ ........... , (73)
4 32 128
5p’ 15p°
ATV Lo P . S SETL B Y , 74
(I+pA) 1 5 i 5 A (74)

y sustituyendo en la expresion (71) obtenemos

2 3 3 2
(1+m)ﬁ,,:,::,,d,,(x):po+[p,+”Pﬂjx +(”p'_“ Po}m [—“ ey PR p.]m"_

p: 2 8
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32 128 32

2 2 3
+Q0+[Q1 —“S”J l+[5i§°—“—Q'J A2+[5“ Q _Dw Q"] R (75)

P 3 P 3 2
+p.)+[pTP“ +P]) ?“+[%——”—&J 12+(7p Ty, Ph P'] At qotq, At

4 32 128
Introduciendo la serie potencial E (' (A) dada en la expresion ( 63 ), en

Epaumt (A) obtenemos

(1+pA)E (o) (M) = a0 + (Rao+ar) A+ (Hai+as) A2 +(pas+as) A2+ .. . (76)

Comparando los términos individuales con potencias 2., A", A%, A7, ..... en

las expresiones (75) y (76) obtenemos

s Py Py 2, 20 a7
al"'PaO:%po"'%PO* %Qo+p1+Pl+q1+Q1 s (78)
p' o 3’ 5p’ B B p
+ =—I—py— — ——Q, +=p,+—=P,—-=Q , 19
a»tHa, 3 Po 32 Po + 32 Q, 2P| 4 1 4Q| (79)
s == T, B g i, 3, o o)
e TR T 128 0 gPiTy 1

Consideremos ahora la expansion asintdtica del aproximante la cual presenta

la forma

( ) E gzntalu(l) J_ luz ( J (

®ragar
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St expandimos en serie de potencias cada una de las expresiones asintoticas de

las funciones auxiliares tenemos

112
\/E)\.]'Z(I'F'Ln] =ﬁllz(1+ 1A - 17 ﬂ+ ‘)‘l:‘+ ________ ] s (82)

HA 2pa 8utat 48w

i/4
f. - 4 1 3 7
1/4 1/4 1/4 1/4
A | Tp— — X 1+ o & 2 -~ T esese » 83
a ( M] H ( 4udh 32p%2 128\ J .

1/4

l/’41 |f4[1+“1_] :—ﬁ[]—» 1 i 52 2 151 PR PR ] . (84)
B, A pA TRY dpud  32p°3° 128

Sustituyendo las expresiones (82)-(84) en (81) obtenemos:

1. Q
(H+E]EA§£¢@(l)zulupulllerPlMP'l”4+q‘+W+ .......... . (85)

Igualando F .. . () con E;‘:ﬁ’)(l) dado en la expresion (64), hallamos

que

. )
(l”';f] E 0’ (M) = pbod "% + RbiA ' + byt pbsd T e, . (86)

Comparando los términos individuales con potencias 7, '/2, 3. '/*, 3% 2~ /*

llegamos al siguiente sistema de ecuaciones

p=+Bbo . (87)
P=p""b, , (88)
G=uby ; (89)
Q=11 - (90)
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En nuestro analisis hemos usado el mismo nimero de ecuaciones de la serie
potencial que de la serie asintética, encontrando que las expresiones (77)-(80) y (87)-
(90) determinan un sistema de 8 ecuaciones lineales con 8 incognitas. las cuales seran
determinadas como funciones del parametro libre .

No existe ningiin método establecido para determinar los parametros libres, ya
que los métodos conocidos no pueden aplicarse, en general, para todos los
aproximantes cuasifraccionales a determinar, pues ya solo el hecho de definir la
funcién que se ha de minimizar resulta problematico.

En nuestro caso en particular, para determinar el valor aproximado que

optimice el valor del parametro libre p, el cual denotaremos por .. ., calculamos
numéricamente el autovalor de la energia E ;o (A) para un valor del parametro de
acoplamiento A. El valor de p es determinado por la condicion de que el aproximante
cuasifraccional a dos puntos E {5’ (A)seaiguala E 10 (A).

El valor de A a ser considerado, que denotaremos por ) ,, debe ser un valor

intermedio en la region donde la serie potencial y la serie asintética no son precisas.
Este punto intermedio actua como un puente entre ambas expansiones.
Para determinar el autovalor de la energia para este punto intermedio ) , se

procedié a integrar numéricamente la ecuacion radial de Schrodinger

J +V(r) R(D) + 1(1;21) R(r) = E R(r) , 1)
Tr

C27dr dr

1 d( ,dR()
r ———
2r% dr

usando el método de Runge-Kutta (RK) a cuarto orden, donde 1 es el nimero

cuadntico asociado al momentum angular, V( r ) es el potencial radial de
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2 = 5 1 ,
confinamiento definido por V(r)= —— +gr+Ar~ y E es el autovalor de la
r

energia. En nuestro caso solo deseamos estudiar el estado base, por lo tanto se
tomo 1= 0. En este método las condiciones iniciales se obtienen al expandir en serie
de potencias a la funcion R(r), y el autovalor de la energia se introduce como una
variable libr;a a ajustar. La integracion se realiza en la variable A y el autovalor es
aquel que logra mantener finita la funciéon de onda, con el mayor nimero de pasos de
integracion. El paso de integracion se tomé del orden de Ah =0.01, obteniendo asi
cuatro digitos de precision, lo cual es mas que suficiente para todos los fines tedricos
y experimentales de los cuales se tiene conocimiento.

Para simplificar el analisis de los resultados renormalizamos nuestro

parametro de acoplamiento A, por el parametro A'= A/ (1+ A) , el cual mapea los
valores de A, validos en la region entre [0, ), en el intervalo comprendido entre
[0,1).

Una vez determinado el autovalor de la energia para el valor de A’,, se

determind el valor de p .., usando el método de Newton-Raphson.
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CAPITULO VI

RESULTADOS

VI.1.- RESULTADOS

El valor del punto intermedio }’, considerado para determinar el autovalor de
la energia fue 2, = 0.1y se tomé g = 0.1. El valor de p . obtenido, usando el
meétodo de Newton-Raphson, fue de p . = 174.1192. Introduciendo este valor de

M simo €N los sistemas de ecuaciones (77)-(80) y (87)-(90), se obtuvieron los

parametros del aproximante, los cuales vienen dados por:
p,=—0.0680 , Pp,=-0.6620 , q,=-0287 , Q,=-0.082

p,=279917 , P =-64320 , q,=-27464 , Q=41243

Para evaluar la exactitud del aproximante cuasifraccional propuesto es
necesario comparar con sus correspondientes soluciones numéricas, obtenidas al
integrar la ecuacion de Schrédinger, para diversos valores de L' , como valores de
referencia.

En la figura 1 se muestra la energia adimensional como funcién de la
constante de acoplamiento A para los resultados obtenidos usando integracion

numérica de la ecuacion de Schrédinger, la serie potencial E s’ (L) y la serie

asintotica E (s’ (A ).
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La Figura 2, presenta la energia adimensional como una funcién de la

constante de acoplamiento renormalizada ', para el aproximante cuasifraccional a

dos puntos ”p:‘,éﬂ‘ (A"), obtenida en la ecuacion (66), y el aproximante analitico

obtenido usando el método 1 /N modificado ( ver apéndice A ).
La Figura 3 ilustra el error absoluto en funcion de la constante de
acoplamiento renormalizada A', para el aproximante cuasifraccional a dos puntos y

para el método 1/N modificado.

V1.2.- FIGURAS:
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FIGURA 1: Energia en funcién del parametro de acoplamiento A
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Energia

FIGURA 2 : Energia como una funcion de la constante de acoplamiento renormalizada '

15

10 ¢

3
(o
[
——————— Aproximante Cuasifraccional L

o  Método 1/N Modificado ¢

o

®
q'b i

g

2

@

o
ﬁa
@
o
™
__9---0-‘0’"@“0
L me.--@--@“’e—-o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
%!



LUCAB

FIGURA 3 : Error absoluto en funcién de la constante de acoplamiento renormalizada A'
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V1.3 .- ANALISIS DE RESULTADOS:

Al analizar la Figura 1 encontramos que la serie potencial E ' (1) es

convergente alrededor del origen para valores pequefios de A, y por lo tanto esta serie

cumple con ‘los requisitos necesarios para obtener la informacion alrededor del

origen. En contraste, la serie asintotica E(O'O“O’(X) difiere notablemente de los

resultados, para valores pequefios de A, pero es valida para valores intermedios y
grandes de A.

La Figura 2, ilustra que nuestro aproximante cuasifraccional al igual que el
obtenido usando el método 1/N es valido para todo valor de la constante de
acoplamiento renormalizada A'. Esta figura no nos dice cuan precisos es cada uno de
los métodos con respecto a los valores obtenidos por integracion numérica.

En la Figura 3 encontramos que nuestro aproximante cuasifraccional a primer
orden presenta una precision de mas de cuatro digitos exactos para valores de
A'< 0.25 y para valores de A' cercanos a 1, es donde encontramos el mayor error
absoluto. Sin embargo, alin en esta region nuestro aproximante es notablemente mas
preciso que el aproximante obtenido usando el método 1/N modificado.

En resumen, podemos afirmar que la precision del aproximante
cuasifraccional a dos puntos, para todo valor de A', es superior a la obtenida con el
método 1/N modificado, haciendose mas pronunciada esta diferencia para valores

grandes del parametro de acoplamiento.
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se obtuvieron expresiones analiticas aproximadas,
usando la técnica de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos, para la energia

del estado base de un atomo hidrogénico perturbado por potenciales polindémicos

. ' ) - &
radiales con simetria esférica de la forma V(r) = ——+gr+ Ar .
T

El método de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos es una técnica
que permite obtener expresiones analiticas aproximadas para autovalores en funcion
de los parametros de acoplamiento del potencial, con una precisiéon superior a la de
otros métodos conocidos y valida en regiones donde otros métodos fallan.

El método de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos, en funcion de
un solo parametro libre, necesita dos expansiones, una alrededor de un punto, para
valores pequeiios del parametro de acoplamiento, y otra alrededor de otro punto, para
valores grandes del parametro de acoplamiento. La idea fundamental de dichos
aproximantes es servir de puente, para construir una expansion analitica que recupere
la informacion en ambos puntos de expansion, y que ademas, sea valida con un buen
grado de precision, en todos los puntos intermedios en la region de estudio, donde las

expansiones previamente consideradas divergen.
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La precision de los aproximantes cuasifraccionales a dos puntos
depende fundamentalmente de la informacion contenida en los coeficientes de las
expansiones que se utilizan para obtenerlos. pero no dependen del radio de
convergencia de estas, encontrandose que aun en los casos en que dichas expansiones
tengan radio de convergencia cero se pueden obtener aproximantes muy precisos.

Las ventajas de obtener una solucion analitica aproximada en lugar de la
solucién numérica son:

1.- Es sencillo ver como la solucion depende de los diversos parametros de
acoplamiento del potencial.

2.- Al observar el comportamiento de las funciones auxiliares se pueden identificar
claramente las singularidades de la solucion exacta.

3.- Es facil incorporar la solucién en otras expresiones que involucren la cantidad
calculada.

Con la finalidad de obtener un aproximante con un solo parametro libre se fijo
el valor de g dejando a A como el pardmetro de acoplamiento libre. EI valor usado

\
para g, fue g = 0.1, con la finalidad de ilustrar el método usado. Para pequefios
valores del parametro de acoplamiento A, se realizd una expansion en series de
potencias a los autovalores de la energia, usando el teorema de Hellman-Feynman y

el teorema del hypervirial. Para valores intermedios y grandes de A se obtuvo una

expansion asintotica usando el método de Rayleigh-Schrodinger.
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Los aproximantes asi calculados recuperan los valores de la energia del estado
base, para los valores extremos de A, expresados en la serie potencial y la expansion
asintotica.

Los resultados obtenidos muestran que tambien en este caso los aproximantes
cuasifraccionales permiten obtener resultados mucho mas precisos que aquellos
obtenidos usando el método 1/N modificado. La precision de los resultados en el
peor de los casos es superior a tres cifras decimales exactas.

Si se desea obtener aproximantes mas precisos, se debera incrementar el
esfuerzo de célculo de las serie potencial y la expansion asintética, para obtener asi
correciones a mayor orden. Sin embargo en todos los casos analizados en el presente
trabajo, usando solamente aproximantes a primer orden, se pudieron obtener
resultados cuyos ordenes de precision son suficientemente buenos para todas las
aplicaciones experimentales conocidas.

Este hecho nos permite afirmar que la técnica de la aproximantes
cuasifraccionales a dos puntos es una herramienta util y muy precisa en el célculo de
los autovalores, en forma aproximada, para sistemas hidrogénicos en presenc;ia de

potenciales polinomicos radiales con simetria esférica.
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APENDICE A

METODO 1/N MODIFICADO PARA POTENCIALES

CON SIMETRIA ESFERICA

Expansiones para valores grandes del nimero de dimensiones espaciales “N”,
han sido aplicadas frecuentemente como una alternativa a la teoria de perturbaciones
en la Mecéanica Cuéntica No Relativista, en especial para aquellos potenciales en los
cuales no se conoce una solucion exacta a la ecuacion de Schridinger. Estas no son
expansiones en una constante de acoplamiento, por tanto no es un método
perturbativo, sino que cada coeficiente en la expansion es una funcién de las
constantes de acoplamiento.

El método 1/N modificado ha sido aplicado a una gran variedad de casos en
los cuales estan involucrados potenciales con simetria esférica, tales como el
potencial de Yukawa[22,23 ], el potencial de Hulten [28 ] y otros[23].

Para entender dicho método consideremos las coordenadas de un punto

NI . ), donde r

arbitrario P en N dimensiones espaciales denotadas por (r, a
es la coordenada radial y o, (7 =1, ....... , N—1) son las coordenadas angulares.

La ecuacion de Schridinger adimensional, independientemente del tiempo, en N

dimensiones espaciales es
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1 . N-1) @ .
[——( o +( = )———L—J+V(l’.0;; ....... ona) | Proa i) = El‘]"(r,ai). {Al)

2 8r2 or [2

donde 1.%es la generalizacion N-dimensional del operador momentum angular. Este

depende solamente de las coordenadas angulares ¢ ;. Las autofunciones de ,* son

los polinonlj(;s de Gegenbauer T, (o ;) tal que

L T,(ai) =1(l+N-2)T;(a;) (A2)
Si el polinomio presenta simetria esférica, es decir V.= V (r), podemos asumir que

Flrooi) =¢ ()T (a;), donde y(r)satisface la ecuacién radial de

Schrédinger N dimensional

_1jd® (N-1) d | 1(1+N-2) s
( 2{dr2+ . er+ - +V(r)]1|1(r) Ew() . (A3)

Si definimos ¢(r) = wy (r) r~ "', la ecuacion anterior adopta la forma

(_%-9—5+Veﬁ(r)] ¢(r) = E ¢(r) , (Ad)
dr

(N+21-3)(N+21-1)

donde Vegf (r) =V (r) + ™
r

es el potencial efectivo.

Denotando por k= N+2/, encontramos que la ecuacion (A4) puede

expresarse como

r ) &

[—%dd_zz+v(r)+(k_38)(2k_l)J¢(r)=E¢(r)- (A5)

En el método 1/N propuesto inicialmente por U. Sukhatme y T. Imbo [26] el

parametro de expansion es 1/k. La aplicacion de este método fue extensivamente
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estudiada en potenciales de la forma V(r)= Ar", motivados fundamentalmente en
la existencia de soluciones exactas para “v = -1 ( potencial de Coulomb )”

y v =2 (oscilador armonico) ” . Sin embargo, T. Imbo, A. Pagnamenta y U.
Sukhatme[27] mostraron que el método 1/N modificado daba mejores resultados. En
este nuevo método el parametro de expansiénes 1/ k,con k =k -a, siendo a un

grado de libertad adicional que se introdujo para obtener resultados altamente
precisos al compararlos con los resultados conocidos para el oscilador armonico y
para el caso Coulombiano.

Ademas, al introducir un grado de libertad adicional se
1.- simplifican los célculos
2.- mejora la convergencia de las expansiones, por esta razon algunos autores se
refieren a este método como un método de convergencia rapida[31].
3.- convierte la solucion al problema de determinar los autovalores de la energia en
un proceso algoritmico.

En términos de esta nueva variable adicional la ecuacion (AS) se puede

reescribir como

[_1 a> , K'a-(-2)/K)a-(3-a)/ k)

2 dr? gq? +V(r)J¢(r) = E ¢(r) . (A6)

El método 1/N modificado consiste entonces en resolver la ecuacion (A6)

sistematicamente en términos del parametro de expansién 1 / k. La contribucién
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principal a la energia (leading term), para valores grandes de k. se obtiene a partir

del potencial efectivo

V r)= 7+kf. A7
eff() § 17 kz ( )

I. E. Avron et al [66], mostraron que en el limite de k grande, la autofuncion

¢(r) tiene un pico alrededor del minimo r del potencial efectivo y todo el espectro
de autovalores se concentra alrededor del valor Vefr (o).
Asumiendo que V(r) se comporta lo suficientemente bien como para que

Vefr (r) tenga un minimo y ademas su estado base esté bien definido entonces la

siguiente relacion es valida 9 Veff (1) l - o, obteniendo asi
dr I=1o

dV(r=
4r03 (r=ro)

=L % A8
i k (AR)

Si corremos nuestro origen de coordenadasar =r , es conveniente definir

—uz(f—ro)

x=f ' — (A9)
\ Tro
o lo que es lo mismo
r=ro[1+—Ef,2] (A10)
tal que
d*  k 4°
e B (Al1)
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Sustituyendo en la ecuacion (A6) y expandiendo alrededor de x = 0 en potencias de x

se obtiene

% [V(ro) +

45*  5x°

V(ro) 1'02)(2

(1-a)(3-a) (2-a)

V(o) ro x°

2k

— 32

2k

si hacemos las siguientes identificaciones:

L To V(ro)

v(l‘o)

1/2
] , g=

8k

4

81=

2

8k

_3(2-a)
4

H

_(-a)(3-a)
4

_ 3(1-a)(3—-a)

8

1 ro5 V(ro)
+—

2

- 4

)

k

_k_(@-a) -a)B3-a) 1, Vlro)
8

4

|-

2

k

2x
+

bt 12

0 (x) =TI 4 (),

(A12)

(A13)

(Al14)

(A15)

(A16)

(A17)

(A18)

(A19)

(A20)
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§:=(2-a) ., (A21)
04 :_M : (A22)
4
3 1o VVieo
B o o et _50 . (A23)
4 120k
i rosv‘”(ro)
iy Erdp =, (A24)
8 720k

obtenemos finalmente, que la ecuacion de Schrédinger (A12) se puede reescribir de la

forma

2
(_% ddx2 4 %0}2X2+90+V(X)J¢(x) =E¢(X) ? (A25)

en donde el término V (x) viene representado por

V(x) =g" (e1Xx+e3x’) + 2(gax2+eax’)+

gm( 81 X + 33 x3+65 xs) + g2(62x2+84x4+86 x6) . (A26)

Como podemos ver el potencial no perturbativo corresponde al de un oscilador

armonico simple, cuyas autovalores y autofunciones son conocidas y tienen la forma

Q= ao+(n+§_—)m , (A27)

¢:(x)=(-2---,,—; ----- - ) e "7 Ha(Wox). (A28)

Para obtener la solucion aproximada a la ecuacién de Schrodinger de la
ecuacion (A25), podemos utilizar la teoria de perturbaciones clasica de Rayleigh-

Schrédinger. Las correcciones a primer y segundo orden, E') y E ) , de la energia



= i

UCAB 54

no perturbada E (), suelen ser de uso muy comun en los textos de Mecanica
Cuantica, sin embargo las correcciones a tercer y cuarto orden, E ) v E ) .

aunque son faciles de derivar, no son tan faciles de ubicar en la literatura, siendo estas

E(rll)=Vnn (A29)
V .V.
E® = et (A30)
i#n Eni
V .V. .V. V .V.
E®-= Z B4 LI L0 L o ’"2 (A31)
i,j#n Eni Enj i=n (Eni)

i,j;)k#n Eni EnjEnk

Vai(ViaVnj+2 VanVij) Vjn

2

i,j#n (Eni)zEnj

2 VniVin
v 24 000 (A32)

[Van ; (En;i)’
en donde En;=EP-EY yademas vi;={(iLm|V(r)|jl,m),
obteniendo asi En=E QY +EWV+E XD +g @ + g @ +...... . Los célculos son

largos y tediosos pero directos en principio. Los resultados son

_x2 2 v m 2
En | = ,IS } T 1'07\7/751'1) ¥ ((n + IJQ) - (2 a))+'y_¥2 +x_—3 + 0[?11)"'...- (A33)
. ro) | 8 k 2 4 Kk k

donde
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y"'=—Hﬁa)8(3—a)+(l+2n)§3+3 (1+20+28%) 8 ~

—1—(§I2+6(1+2n)'§;’,’§3+(11+30n+30n2)§32 (A34)
(6)]
v'*'=(1 +2n)3,+3(1+2n+2n?) 5, +503+8n+6n2+4n%) 5, -

l [(1+2n)’€22+12(1+2n+2n2)’§2’§4+ 2(21+59n +51n"‘+34n3)"€4z+
®

28,85,+6(1+2n)%,5,+30(14+2n+2n?) %5, +6(1+2n)E;5, +

2(11+30n +30n2) 535, +10(13+40n+42n2+28n°) 533, | +

%[4glzgz+36(1+2n)g.'gzg3+8(11+30n+30n2)§2’g32+
w

Sl T42 0 Bl B+ S0 T8n+ T8 45VE 0,5, + {57 + 9 + 205 3

1
150 n° )85 s |- —[ 88 8:+108(1+2n) 8, 8, +
®

48(11+30n+30n°)T35 &, +30(31+109n+141n%+94n*) 5, ](A35)
con

- £j ) - dj

L= — g Sem—————e & '=1,2, ...... A36
€] (203)],'2 6_1 (2(,))_]/2 (.] ) ( )

Sustituyendo las anteriores expresiones en la ecuacion (A33) obtenemos una

expresion para el método 1/N modificado para los autovalores de la energia en

términos de r,, k y a. Como podemos observar la principal contribucién a la

energia ( Leading Term ) es | ° V off (1), la siguiente contribucion es del orden de
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2 - a ) 4 s 66,9
— | . El parametro libre “a” se

k y viene dada por i;{[n + i] 0 - (

ro 2
escoge para que este término de una contribucion nula. U. Sukhatme y T. Imbo [26]
compararon los resultados obtenidos usando el método 1/N modificado con los
resultados aJ}aliticos exactos clasicamente conocidos del oscilador armonico y del
atomo de hidrogeno, encontrando que si se hacia cero dicho término se podian
obtener resultados altamente satisfactorios en cada uno de los casos. Entonces se tiene

a=2-2(2n+l)o (A37)
Ademds, usando las expresiones (A8), (Al3) y (A37) podemos obtener una

expresion que explicitamente nos permite hallar el valor de r,, usando el método de

ensayo y error, y la cual tiene la forma

- 1/2
N+21—2+(2n+1)[3+%] =l * Flaa )| (A38)

es importante notar que el valor de r, depende del nimero cuantico radial n y del

nimero cuantico angular /. Una vez determinados todos los parametros anteriores,

los autovalores de la energia vendran dados por

K1 Vi) | y" y? 1
En’[ o e g i =5 0, + ‘sz +YT3 + O[]+--. (A39)

Este método ha demostrado ser una de las herramientas mas utiles en el

andlisis de de los autovalores de la energia para aquellos sistemas en los cuales no se
conoce la soluciébn exacta, y siendo ademas el método mas usado en el area.

Los resultados obtenidos en la mayoria de los casos en la literatura [21-27] indican
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claramente que cuanto mas grande es el nimero cuantico radial ™ n ™ mayor es la
precision de estos, y que para aquellos casos en los cuales se analiza el estado base,
en especial para valores grandes de las constantes de acoplamiento en el potencial
perturbativo, mas grande se hace la diferencia con el resultado exacto.

A continuaciéon se presenta un programa, el cual permite generar la expansion

a los autovalores de la energia, para el caso del potencial

V(r)=-1/r +gr+ Ar’ , usando la teoria del método 1/N modificado. El

presente programa fue elaborado en GWBasic.

1  REM "PROGRAMA 1/N.BAS "

2 CLS

5  H=.00001

6 DIM DELTAP(92)

9 DIM G(92)

10 OPEN "DP1SN.DAT" FOR INPUT AS #1

11 OPEN "DPI1SN2.DAT" FOR OUTPUT AS #2
12 OPEN "INFISN.DAT" FOR OUTPUT AS #3
14 C=0

15 WHILE NOT EOF(1)

16 INPUT #1, DELTAP(C)

17 PRINT "DELTAPRIMA = "; DELTAP(C)

18 G1=0

20 G(C)=DELTAP(C)/ (1 - DELTAP(C)) \
21 G2=G(C)

30 REM kkkkekkkkkkkk Rk kkkk CALCULO DE RO kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

40 RO=0

50 Al=1+(3*GI*(R0OA2))+(8*G2*(RO"3))
60 A2=1+(GI*(RO~2))+(2*G2*(RO*3))
70 A3=RO0+ (Gl * (RO”3))+(2* G2 * (RO 4))
80 TERMI = 1+ SQR(Al / A2)

90 TERM2=SQR(4 * A3)

100 REST = TERMI - TERM2

110 DIF = ABS(REST)

120 IF DIF <.0001 THEN GOTO 160

125 IF RO >2 THEN GOTO 800

130 RO=RO+H

140 GOTO 50

160 REM ******+ CALCULO DE LOS PARAMETROS FUNDAMENTALES ##*####*
170 W =(.5) * SQR(A1 / A2)

180 A=2*(1-W)
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200
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220
230
240
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300
310
320
330
340
350
360
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380
390
400
410
420
430
440
450
460
470
480
490
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510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690

AB

K2=4%A3

K = SQR(K2)

El=(2-A)/(2*SQR2 * W))

E2=(3*(A-2))/(8* W)

E3=((1/(4* A2))-.5)/(SQR(Z* W)~ 3)
E4=((5/8)-(1/(4* A2)))/ (4 * (W " 2))
DI=((A-1)*(3-A))/(4*SQR2* W)
D2=(3*(1-A)*(3-A)/(16* W)
D3=(2-A)/(SQR(2* W)"3)

D4 =(5*%(A-2))/(16*(W~2))

D5=((1/(4* A2))-(3/4))/(SQR(2 * W) " 5)
D6=((7/8)-(1/(4* A2)))/(8* (W *3))

REM kkkkkRkEkk Rk kR R RERE CALCULO DE GAMMAI kkkkkkkkkkkkkkkk Rk k¥
Gll=((1-A)*(3-A)/8

GI2=E2

GI3=3*E4

GI4=E1"2

GIS=6*El *E3

G16=11*(E3"2)

GAMMALI = (G11 + G12 + GI13) - (G14 + G15 + G16)/ W)
REM kkkkkkkkkkkkkkkkkkk CALCULO DE GAMMM kkkkkkRkkkkkkkkkkkkk
G21=D2

G22=3*D4

G23=15*D6

TG21 = G21 + G22 + G23

G24=E2"~2

G25=12*E2*E4

G26=42* (E4"2)

G27=2*El * DI

G28=6*El * D3

G29=30*El * D5

G210=6*E3 * DI

G211=22*E3* D3

G212=130*E3 * D5

TG22 = ((G24 + G25 + G26 + G27 + G28 + G29 + G210 + G211 + G212)/ W)
G213=4*(E1°2)* E2

G214=36*El * E2* E3

G215=88* E2* (E32)

G216=24+*(E1~2)* E4

G217=248* E1 * E3 * E4

G218=684 * (E3~2)* E4

TG23 = (G213 + G214 + G215 + G216 + G217 + G218) / (W ~ 2))
G219=8*(E1 ~3)*E3

G220=108* (E1 ~2) * (E3"2)

G221=528*El * (E3"3)

G222=930* (E3 " 4)

TG24 = (G219 + G220 + G221 + G222) / (W 3))
GAMMA2 = TG21 - TG22 + TG23 - TG24

REM kkkkkkk kR Rkkk CALCULO DE LA ENERGIA kkkkkkkkkkkkkkRRkRE
A4 = (Gl * (RO 2)) + (G2 * (RO~ 3))- |
FC=K2/(R0O"2)
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700 EFIRST =FC * ((1/8)+ (A4 / (4 * A2)))

710 ESECOND = GAMMALI /(R0 " 2)

715 ESEGUNDO = EFIRST + ESECOND

720 ETHIRD = FC * (GAMMA2 / (K * 3))

730 ENERGY = EFIRST + ESECOND + ETHIRD

774 PRINT #2, USING "###. #####4  ### #488484". DELTAP(C): ENERGY

784 PRINT #3, USING "##4. 444441 HHH BHRRERE  HIH AH4BIIH":
DELTAP(C); ENERGY: RO

785 C=C+1

787 WEND

788 CLOSE #1

790 CLOSE #2

795 CLOSE #3

800 END
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