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Introducion

La elaboracion de esta “Guia de Cdalculo Diferencial de Varias Variables”
atiende a una finalidad badsica principal que podriamos resumir en brindar al
estudiante de ingenieria, asi como de algunas especialidades de ciencias
sociales y economicas la comprension de manera clara y sencilla de los
temas de la primera parte de la materia de Cdlculo de Varias Variables que

reune los conceptos de cadlculo de una variable pero en multi-variables.

Esta Guia no sustituye los libros de Calculo creados por grandes profesores,
pues ellos son y seguirdn siendo el primer material a consultar en el estudio
de esta materia. Solo que al pasar varios afios por las aulas y ver las
dificultades en el aprendizaje de esta materia compleja decidi realizar este
trabajo para facilitar el estudio de la misma, la cual contiene la teoria
preliminar basica resumida de cada tema, ejercicios resueltos que suben de
nivel y ejercicios propuestos. Al final del trabajo aparecen las respuestas de

todos los problemas planteados.

Pienso que también los profesores podrdn encontrar aqui un buen material
para orientar tareas y confeccionar examenes, segin el grado de dificultad

requerido.

Cada capitulo ha sido revisado por profesores y estudiantes por lo menos tres

veces.

Espero que este esfuerzo tenga un buen recibimiento en la Universidad
Catolica Andrés Bello, asi como en otras universidades y porque no, en

institutos tecnoldgicos y centros de ensefianza superior.
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UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Capitulo 1: Geometria Analitica

1.- Distancia entre dos puntos:

Sean A,Be®R"/A(a,,a,,---,a,) y B(b,b,,~-,b,) entonces:

d,y=\(a—b) +(a=b,) +--+(a,~b,)’

2.- Punto medio: Sean 4,BeR"/ A(a,,a,,---.a,) 'y  B(b.b,, --,b,) entonces:

— - +b +b
Pn_ = ¢l punto medio del segmento 4B = (a, Zb' ’a22 2,"',a"2 "}

3.- Sistema_coordenado_tridimensional: Es el sistema donde representamos los
puntos en el espacio, estd conformado por el origen y tres rectas dirigidas a
través del origen que sean perpendiculares entre si, a los cuales se les denomina

ejes coordenados, y que se les nombra como eje x, eje y, eje z.

A S -X
" A
rd
F
Z
(_ pe—, — — g e 5
¥ (0,0,0)=origen de ¥
coordenadas
|
I
|
X
I
1§

-z

R =RxAxR= {(x,y,z)/x,y,zeiﬁ’}
P el LSS
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UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

4.- Tres puntos 4, B,C € R’ son colineales (que estan en la misma linea) ver figura

81 dg+dy =d

A B C

Ejercicios Resueltos:

1.- Dibuje en el sistema coordenado tridimensional los siguientes puntos:
a-  A-124) b- B2 c-  C(4-4-2)
Solucion:
z A
A (129
+ v7| =
4 J L
AL “) £ 2 4
1% T
7
2 o
1 ¥
v C . ¥
e - z >
1 unidad hacia | B l &
amba porque . . .
es @4+ - ~ - _
4unidades Wacia la izgquierda paralelo al eje ¥
porqtyi({((l- 4. 1)
x
2.- Verifique grafica y analiticamente que los puntos A, B y C son o no colineales:
a.- A(1,-4.3) b.- B(1,-2,3) c.- C(L,2,3)
Solucioén:

B e e e e P S e ettt et =1
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UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

e e R B T R B e B S e PP BRI (0 . ST

Graficamente =
N
B
{’ " ? Graficamente vemos que A, B, C
pasan por una risma linea
¥
4 -2 2

Analiticamente: Debemos ver que d,, +d,. =d .

Ay =\(1-1) +(4(2)) +(3-3)" = VA =2

dy =J(1-1)’ +(-2-2) +(3-3) = fl6=4

d,c =\J(1-1) +(4-2) +(3-3)" = 36=6

Nétese Que d,, +dy. =2+4=d,. = A, B,C son colineales

3- Pruebe por dos formas que los siguientes puntos no son colineales:
Al23) B037) y C@GB51)D

Solucion:

FORMA 1: Analiticamente d, = /(1-0)’ +(2-3)’ +(3-7)" = i8

Lic. Daya Elizath Villegas Perez - o 7 o - Pagina




UCAB Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables

%

dy =\[(0-3) +(3=5) +(7-1) =29

d,e =\(1-3) +(2-5) +(3-11) = V79

s +dy =J18+/29 #d,- =VJ79 = A, By C no son colineales

FORMA 2: Graficamente

c

ET B -
.

. no son
colineales
A -
¥
X
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UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Ejercicios propuestos:

1.- Dibuje en el sistema coordenado tridimensional los siguientes puntos:
a.- A(-34)) b.- B(1,2,9) c.- C(-1,-1,-3)
d.- D(-2,0,3) e.- E(-1,0,0) f- F(0,0,-3)
g-  G(0,04) h.- H(0,-1,-3) i- I(5,~1,-3)
2.- Verifique analiticamente si los siguientes puntos son colineales:
a.- A(1,4.3) B(1,6.3) C(1,9,.3)
b.- A(1,0,1) B(2,0,2) C(0,0,4)
c.- A(25,1) B(2,5,-3) C2.5-7)
d.- A(-9,1) B(-8.L1) C(2.L1)
3.- Demuestre la formula de punto medio de un segmento.

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez.
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Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Capitulo 2: Vectores en el Espacio

Un vector de n-componentes (o n-dimensional) es un conjunto ordenado de “n”
elementos escrito de la forma:

£ = (5, %,004,)
Decimos que xe®R" esun vector de n-componentes, donde cada componente es
real. Esto se escribe asi: xe®R"/ x= (x,x,,---,x,) donde cada xR, Vi=l-n
En particular estudiaremos los vectores bidimensionales y tridimensionales:
Un vector bidimensional en ®* es un conjunto de la forma ;c=(x,,x1) donde
XX, EN.
Un vector tridimensional en ®* es un conjunto de la forma ;c=(x,,x:,x3) donde
XXXy €9,
Un vector dado dos puntos:
(En ®*) Sean PyQ dos puntos en R’/P(p,,p,) y Xq,,4,) entonces el vector
PQ=(q, - P4 - ).
(En ®’) Sean PyQ dos puntos en R'/P(p,,p,,ps) v q,.4,.q;) entonces

el vector PO =(q, — P.4, = P1,4; — Ps)-

Norma de un vector. Es el tamafio o longitud de un vector y se calcula:

En R* H:W/xlz 2y
En %’ ";“:,/xlz +2," 4%,

 Pégina 6




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

5.- Vector Nulo. En R’ es un vector de la forma 0= (0,0) yen R es 0= (0,0,0).

6.-  Propiedades de la norma: Sean ;,;e‘}l" donde n=2 6 3 y “a” un

escalar real entonces se cumple:

S

b.- q >0 Vx#0

c.- ;i =0 x=0

d.- ;+;|}S’H| +H (desigualdad triangular)
7.- Vector unitario. Decimos que el vector X es unitario si su norma es “1”. En

caso de que el vector x no sea unitario pero lo queramos hacer unitario quedaria:

-

X

Xu =
:

OBS: A partir de aqui a veces aplicaremos las definiciones solo a R’, se deja al

= . 2 .
estudiante aplicarlas en R~ que es igual solo que con una coordenada menos.

8.- Operaciones con Vectores: Sean los vectores

x,ye®R’ 1x=(x,%,%,);¥=(3,¥,¥3) ¥ “@” un escalar real.
a.- Suma entre Vectores:

X+ y=(x + ;% + Yy, X, + )
b.- Multiplicacion de un escalar por un vector:

ox =(0x,, 0x,, 0x3)

Lic. Dayana Elizabeth Villas Perez Pagina 7




Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

D=

10.-

c.-  Producto Escalar (o punto) entre vectores:
X-Y=EXp N TX Yy +X50 ),

Propiedades de la suma y el producto escalar de un escalar por un vector:

Sean los vectores x,ye®R" ; donde n=2 6 3 'y @/ escalares reales.

Entonces se cumple:

a.- X+ ; =; +x (propiedad conmutativa)
b.- 0+x=x+0=x (el vector nulo es el elemento neutro de la suma)
C.- a(; + ;) =ax+ a; (primera ley distributiva)

d.- (a+ ﬁ);c =ax+ ﬁ;c (segunda ley distributiva)
e.- 0-x=0
f- (af)x = a( Bx)

g.- lx=x (el escalar “1” es el neutro multiplicativo)

Propiedades del producto escalar entre vectores: Sean los vectores x,yeR";

donde n=2 ¢ 3. Entonces se cumple:

5w popd

S

b.- X y=y-x Propiedad conmutativa
C.- ;-(;+E):;-;+;-; Ley distributiva

d- 0-x=0

P S BE bbb s Sii s =Sl ]
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Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Teorema: Sean los vectores x,yeR"; donde n=2 o6 3, @ es el angulo
formado por los dos vectores no nulos x,y, entonces: x-y= ";c””}"cos 6.

OBSERVACION: Este teorema 11 nos sirve para encontrar el angulo entre

dos  vectores. Como? Despejando cos & de la formula nos queda

m59=ﬁ|~;}|}—| = 0 = arccos m

12.-  Corolario 1 (desigualdad Cauchy-Schawrz): Sean ;,;eiﬂ”, todo producto
escalar satisface la desigualdad |;:\.z| < lHN}” .

OBSERVACION: Denotaremos la Desigualdad de Cauchy-Schwarz con el
acrostico C-Sh.

13.-  Corolario 2 (Perpendicularidad de Vectores): X es perpendicular a
;Q;-;=0.

14.-  Base Candnica: En R’ la base canénica es el conjunto formado por los
vectores {f 2 j} donde 7 =(1,0); j=(0,1). Ambos son unitarios y perpendiculares
entre si. Ademas cualquier vector en R’ puede escribirse como una
combinacion lineal de los vectores i Jr ; es decir
VxeR2 i x=(x,x,)=xi+X,).

En R’ la base canénica es el conjunto formado por los vectores {f : },IE} donde
i=(1,0,0; j= (0,1,0) y k=(0,0). Estos tres vectores son unitarios y
perpendiculares entre si. Ademés cualquier vector en R’ puede escribirse como

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez Pagina 9




Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

15.-

17.-

18.-

20.-

21.-

Lic. aana Elizabeth illegere

una  combinacion  lineal de los  vectores i,j,k. es decir

2 : - & &
VxeR x=(x,%,,%)=xi+x,j+x:k.

Vectores Paralelos. X es paralelo a ; & JaeR/ _J;:LI:V..

Igualdad de Vectores. ;c=;<:>;,;e*ﬂ" y x,=y Vi=l-n

Combinacién Lineal. Decimos que el vector x € R" es combinacion lineal de

=% =¥ o

los  vectores  y,,),,...,¥, Si existen escalares @, a,..Q,/
xX=a,y, to,y, +--+a,y, -

Producto Cruz: Sean ;,;e‘.ﬁ”/ ;=(x,,x3,x3) : ;=(y,,y:,y3) , entonces el

producto cruz de ;,; es el vector:

J? _} é xz.y3f+x3.y|j'+xl.y:1;
XXY=|X X, Xy|= —y:.xaf—xl.yj—xz.y,k.
h N N

(Xy5 = Ya X5y X)) =X Y3s X0y — X3 0y)
Teorema: El vector ;x; es perpendicular tanto X como __);
Teorema: Si es 6 el angulo entre x,y donde fe [0, Jr] entonces
oo =Flsene
Corolario:  x// ; o xx ; =0

La ley asociativa para la multiplicacion no siempre se cumple; es decir, en

general: (;x;)x;:at;x(;x;)

Pagina 10




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

22.- Teorema: Si x,y,z son vectores en R’ y a es un escalar, entonces algunas
propiedades del producto cruz son:
a) XXY=—yXX

b (@0)xy=a(xxy)=xx(ay)

¢l ;x(;+—z:)=;x;+;x_z:

d) (;x;)+;=;x;+;x;

e) x- (; % ;) = (; » ;) z= ;, ;, _z:J (Triple producto escalar o Producto mixto)
) x (; X ;) = (; . ;);' = (; : ;); (Triple producto vectorial)

g) xx;:ﬁ

23.-  Otra Notacién Del Producto Mixto v como calcularlo de manera riapida:

‘xl xZ I3
F,ysZ]:x'(J’xz):yl Yo Vs
Z By B
Aplicaciones del Producto Cruz...
24-  “El 4rea de un paralelogramo cuyos lados adyacentes son x e ; es ;x;
25.-  “El area de un triangulo cuyos lados adyacentes son Xe ; es EH;CX;
26.- “El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores ;,;,; es la

magnitud de su triple producto escalar, V = ‘x (yx ;)‘

e e e A e e e e RS B )
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UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

27.-  Tres vectores son coplanares si estan en el mismo plano. En otras palabras su

producto mixto es X - (¥ xz) = 0. (Su volumen es cero).

Proyecciones...
28.-  La proyeccion vectorial del vector x sobre y es: | XY [}

s
g

Ejercicios Resueltos

29.-  La proyeccion escalar del x sobre } Bs:

l-  Sean P(-123) O(-23-4) x=—k+3i+2] y=(0,6,7) hallar:
o [Po]-4
b) 3x +4y— PO
c¢) Hallar el unitario del vector @

Solucion:

a) Por la Def. 3 tenemos que

PO = -3~ (-D3~3-4-3) = [-1,1)

Porla Def.4, [PO|= Jmy +m+77 = V51
=>||E"—4=\/_5_1—433,1414

b) El vector x =—k+37 + 2} =(3,2,—1) = Aplicando la operacién 8b

tenemos que: 3x = 3.(3,2,—1) =(3.3,3.2,3.(=1)) = (9,6,~3) .

Pigina 12
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Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Luego 4y = 4(0,6,7) = (0,24,28)

3x+4y— PQ =(9,6-3) + (0,24,28) - (-1,1,-7)

(9+0—=(=1),6+24—-1,-3+28—(-7))

= (10,29,32)
¢)  Elvector OP =—PQ ademés se puede probar que "Q_f’" = HFQ" =51
— oP 1
entonces Op = Q: =—-(,-1,7)-

Nz

2.- Encuentre el valor de “ & ™ para que el vector 4 = [a’%’OJ sea unitario.

2
Solucidn:

V2

Si A es unitario entonces “2" =1 = ”;i" = \/az +[LJ2 +0? =1

= |a* +5 =1= elevo al cuadrado a ambos lados =

1
:>a2+5:l:>a2 =l-——a’=—=a=+

5l-

1
2

2

2 - —
.

4

s
Pruebe que x-y ==

Solucién:

Desarrollemos el lado derecho:

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez
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UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

*)
— —12 - = — — - = - — —_ = = =
" =(x+y)-(x+y) = X-X+x-y+y-x+y-y " || +2x- y+"y"
Propiedad “=1| "
10a
distributiva Gh-ba
Aplicando la misma idea hacemos:
i ) =FF-F Py
- e S | 2
I M R (l -2+ )
2 -
—12 —_ - = 2 — — om
’"x +2x- y+{y +2x-y— y” 4x-y_; _
> - =&Y
<+ -
4.- Demuestre la desigualdad triangular:
Solucién:

Dado los vectores x,y € R" queremos probar que: [l;c - ;H < ";“ - |Hl

Para ello desarrollemos (ya se hizo en el ejercicio anterior, ver (*))

[

Tl + 253 +[5 <IFl + 2031+ DA7 <=1+ 20171+ 1A = (%] + 1)

X

Propiedades Usadas

a<ld

Desigualdad  Cauchy-Schwarz

Al final producto notable

S e e s S S E R S
Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez Pagina 14




Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Por transitividad hemos llegado a que [+ 7| < (||J?||+||J7||)2, sacando la raiz

cuadrada nos queda:
(Il +11)
| (Fl+71) |

(como las normas son positivas, podemos quitar las barras de valor absoluto)

IA

%+ 51

IA

| F+7] |

[k+3 < (F+pl) Laad
OBSERVACION: L.q.q.d quiere decir “lo que queriamos demostrar”.

Encuentre el dngulo entre los vectores a= (2,2,-1)y b (5.-3,2).

Solucion:

‘ a-b
Recordemos que por el teorema 11 en la observacion llegamos a cosf = —"im_"
b

Calculemos: @-b =(2,2,—1)-(5-3,2) = 2.542.(-3)H-1).2) = 10-6-2 =2

[H=f+fﬂ4f:ﬁ=3

IW=§H4ﬁHﬁ=Jﬁ

2 2
= cos @ = —— = @ = arccos| —— | = 83,79°
3./38 (3J§§]

Sabiendo que II}" =3; ";h =4y “}4—;" = 3  encuentre “;—;“
Solucioén:

Podemos encontrar ”x— yu y luego sacar la raiz cuadrada de este nimero para

asi hallar "; - ;u

e e ]
Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez P4gina 15




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

w5 o

Nos falta saber cuanto vale “2;-;" para ello utilicemos la hipdtesis de que
Luego de aqui podemos despejar 2 x- ;: y nos queda:

et - -

Luego sustituyendo en (*) nos queda que:

Por el ejercicio 3 vimos que ”; —}l

2

2 - -

+2x-y+

2

”; + _);" = 3. Sabemos que ||; 7

— 112 - - - —
V| =2x-y=>2x-y=-16

> 2 =[x i —2}-}+||}f= 3 —(<16) + 4% = 41 :>||SE—}{2 =41
~ -7
7.- En cada caso diga si el vector dado es o no combinacion lineal (C.L.) del
conjunto presentado.
a-  A=(53)) 1(1,0,3);(0,-2,4);(0,0,9)}
b-  A=(1,-3,5) {2,2,6);(—4,-9,-12)}
Solucion:
a.- Aplicando la definicién 17 tenemos quesi 4 es C.L. de los vectores

{(1,0,3);(0,-2,4);(0,0,9)} quiere decir que existen escalares a,/f,y/

A= a(1,0,3) + B(0.~2.4) + (0,0,9)
= (5,3,)) = a(1,0,3) + B(0,~2,4) + 7(0,0,9)
= (5.3.) = (@.0.3a) + (0.~23.48) + @, (0,0.9y)

=(5.3.1)=(a,—2p,3a+4+97)  Porigualdad de Vectores se tiene:

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez Péina 16




Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables

(i) a=5
(i) -28=3 =de la (@) [="%=> sustituimos
(iii) 3a+4f+9y=1

en
gd=35 ¥ ,8:_32 la no (iii) =
usada
-3 8
3S5+4| — [+ =1l=yp=——
(Z)ror=12r--2
Como el sistema tiene solucion = el vector A4 es C.L. de
{(19 0: 3)3 (O: _23 4); (09 0, 9)} "
b-  Nuevamente aplicando la definicién 17 tenemos que si 4 es C.L. de los

vectores {(2,2,6);(—4,——9,—12)} quiere decir que existen escalares

o, B/ A= a(2,2,6)+ f(—4,~9,~12) .

= (1,-3.5) = a(2,2,6) + f(—4,-9,—12)
= (1,-3,5) = (a—48.2a—9B,60—12)
Por igualdad de Vectores se tiene:

() 2a-48=1
(1)  20-9B=-3 Este es un sistema de 3 ecuaciones con 2 incdgnitas,
() 6a-128=5

para resolverlo, tomaremos dos ecuaciones cualesquiera y hallaremos @, f}

Tomemos la (i) y (ii) @ ] multipli la (ii) “l”yl
0 i ii ultiplicamos la (ii) por “- a

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez ' ~ Pagina17




Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

() +2a-48=1
(i) —-2a+98=3
sumamos a la segunda: =>p= g sustituimos en (i) y
5p=4

nos queda:  2a —4(%) =l=a= % Cuidado todavia NO podemos afirmar

que el sistema tiene solucién y que por lo tanto son C.L. Pues primero debemos

verificar que los resultados dados satisfagan la ecuacion “no usada”. Para ellos

sustituimos a = £1 B= 4 en la ecuacion (iii).
10 3
oi5)-43)
0 5 9

6{%]—12{%): 3+ 5= no se satisface la (iii) ecuacién por lo tanto el Sistema

NO tiene solucién lo que quiere decir que 4 NO es C.L. de.
{22.6);(4-9-12)}.
OBSERVACION: Si cuando se sustituye los valores de &, 8 en la ecuacién no

usada se satisface, la conclusién seria que el sistema SI tiene solucion (es decir
es compatible) y por lo tanto SI seria el vector combinacién lineal del
conjunto dado.

Pruebe la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Solucion:
Por el teorema 11 tenemos: x- ; = IHHMI cos @

Aplicamos valor absoluto a ambos miembros

T e e L B S e e Tt
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3= peose

o= Pl = . A

valor
absoluto

Por transitividad
FoAsH-Pl-H-Pl oo

9- Seav= 6k + 7j +3i . Encuentre el valor de w tal que sea paralelo a v y de
longitud “2”.
Solucién:
Como w/v=3aeR/w=av (definicién 15)
= w=(3a,7a,/6a)

Como la longitud es “2”

:>M=2=>”(30;,7'0:,,/80;)"=2:> JGay +(ay +(J6ay’ =2

Elevando al cuadrado ambos lados nos queda  9a” + 494> + 64> =4

=S6da’ =4 = a2=i:> —
64 4
, - o
= existen dos vectores  w; = é,z,ﬁ y w2 = ——,——,—ﬁ ;
4’4" 3 4" 47 3

10.-  Hallar la proyeccién vectorial y escalar del vector x = (1,1,2) sobre y=(-2,3,1).

Solucién:

=

Sea el vector u la proyeccion vectorial de x sobre y/ z=| X [

b

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez
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2
=14

||}“=,/(—2)2 132417 =\/1_4:>||}

La proyeccién vectorial serd u = i(—2,3]) = _—3,1,1
14 7 14 14

Y la proyeccién escalar es: ";“ = ljlcljill . :/;?_-Z
OBSERVACION: Nétese que para la proyeccién escalar si tenemos el vector

proyeccion basta con calcular su médulo pero quisimos usar la férmula para

practicar su uso.

Lic. Dayana Elzabeth Villegas Perez REE Pégi
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Lic. Dayana Eli Villegas Perez ) _ P 2

Ejercicios Propuestos:

Sean los puntos P(-124); 0450 y los vectores

A=(30,~4); B=(0-1-3); C=3j—k+2i; D=5k-i; E=—k+2.
Calcular:

a) ITQ. " b) El angulo entre @Z
o [4+28-Pg| o [p.E]

e) El drea del paralelogramo cuyos lados adyacentes son C y B,

f) El unitario de los vectores A y 1.

g) El valor de “« ™ para que el vector (a + 2,3, ) sea perpendiculara E

hy C(D-E)

Encuentre el valor de “ 3™ tal que los vectores X =(8,6) y Z=(3,/) sean
ortogonales:

Se sabe que H;" =133

H‘ =5y “} + q, = 2 encuentre "; = ;” :

Se sabe que ".;” =2 H| =3 y cosf= %;donde 6 es el angulo entre los

—_ -

vectores X, V.
Calcular: a) “; + ;ll b) "; — ;"
Sean los vectores x = (1,3,2);; =(—2.41 vy z= (0.1.4). Hallar un

vector ;/2;——;+3; =4z,




UCAB

Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

10.-

11.-

Determine si el vector 4 es o no combinacién lineal de los vectores dados en

cada caso:
a)  A=(-2.5) {(3,1):(4,5)}

by  A=(3.D) {(1,0,3);(0,-2, 4);(0,0,9)}
o) A=(95) {(2,4),(1,2)}

d  A=(-25) {3.25:(5,6):(-3,1)}

e) A=3j-k {(1,0,1);12}

Sean X,y vectores ortogonales en R’/

koA v o

Los vectores ;,;eER3 forman un angulo de % . Suponiendo que la

M=l

Calcular: a) x-y b) ”.;c + }“ c) ”;c - ;“‘

e = jij~7 =

Sean ;C,;)EERS perpendiculares cuyas magnitudes respectivas son “4” y “27.
Hallar la magnitud del vector (; -+ 2__1;)x (3}— }7)

Sean x =(2,-3,1); y=(1,2,—1) Hallar:

a) x-y b) px+7) 5 ) ||(2} —P)x(2x+ })“
Si x, y eR’/ x" “ y" 5; encuentre “a” para que los vectores
(;c+ a;) y (} - a;) sean ortogonales.

T e e T I o)
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12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-

19.-

20.-

2

2

2

M-

-

Sean u,ve R’ /u Lv pruebe que ||11+;|
Si x//y entonces ||;x:1;||=0

Sean u,ve R’/ ;” = H Pruebe que (; +;)J_ (;l—;’)

Sean ;,;eiﬂs vectores no nulos / ";—;":“z:”:H Demuestre que el angulo
entre # y V es ”3 .¢(Cuél es el anguloentre u ; i —Vv?.

Sean u,ve R’ vectores no nulos. Hallar dos vectores A ¥y B en funcién de
uyvl u=A+B; Allv y Blv.

u -\u.v SR
’ 5. Demuestre que w L u.

Si (u + v) ¥y (u — v) son colineales entonces # y V son colineales.

Sea w=v—

—

U

Sean u,ve R/ el dngulo entre ellos es % . Pruebe que u-v= “z_l x ;” N

Demuestre las siguientes propiedades:

Jas +fa-7 = +2fff
b- @@-B)x(@-+5)=2.@axb)

e [-J=Ghra-p
d- Jat] + -5 =[] I

T e e B W S B
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21.-

22.-

23.-

24 -

25.-

26.-

27.-

Lic. ayana Elizabeth Vlas Perez

Dado los vectores a = (1L23) ¥y b= (3,1,2) encontrar un tercer vector p que

sea combinacion lineal de ellos, de magnitud 4 y ademés perpendicular al vector

b.

Sea el vector C = (Z % E) +B; el vector B es unitario y "?i x a‘ =/3. Hallar el

angulo entre el vector B y E.

Hallar un vector v de médulo 10 paralelo al vector 34—4B sabiendo que
— 2 ”~ R T ]

A= ——3—k +3:2% ;B =(\E,-5,0].

Dados los vectores x = (3,LDy b= (1,4,0) . Hallar los vectores c y d e R’

/b :E+3; ¢ es paralelo a x y d es perpendicular al vector x.

Sean los vectores A4 y B ortogonales en R

=3B - 2. caeta
a-  |@d+Byx(4-4B)

b- (d+B)(i-4B)

c-  Eléngulo entre los vectores 4:(4— B).

Si 4 y B sonvectores unitarios y perpendiculares pruebe que:
o [i-B=15.
b.- Ax B es unitario.

Se sabe que "; X H‘ = % Hallar "(2} - 3:) X (3; + 4:1;)" :

Pagina 24
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28.- El angulo entre los vectores "x;y" es: 7 L Se sabe que
H =3 y "}" = 4. Hallar:
i "(} +2p)x (3% — 35)" b.- "} il

29.-  Sean 5,5 en’. Suponga que u es ortogonala V ; IFJ + ;ﬂ =5

TR
Sl O

b.-  El angulo entre los vectores (I,_ ;) y @ +§].

Pﬂ =4. Hallar:

30.-  Determinar la primera componente del vector a= (x,3,—1) sabiendo que forma
un angulo de % con el vector b = (1,3,1).

31.-  Encuentre en cada caso las proyecciones escalar y vectorial de b sobre a:
a- a=(3-4); b=(50).
b-  a=(-23-6); b=(5-14)

c- a=i+j+k; b=i—j+k

32.- Hallar el vector proyeccion de a sobre b donde b = (1,2,1), sabiendo que el

vector a es perpendicular a (5 ~3a) y "B” =2,

a lizailegas Pere o - in25
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Capitulo 3: Rectas , Planos y Esferas...

1.-  Ecuaciones de la Recta: Sea F(x,.5,,z,) un punto por donde pasa la recta L

delay E; =(a,b,c) un vector paralelo a L llamado “vector director” entonces

tenemos:

a.- (x,5,2) = (x5, Y- 2,) +1(a,b,c) Esta es la “Ecuacién Vectorial de la
Recta” lo abreviaremos como E. V. R.

Aplicando las operaciones de vectores en la parte (a) nos queda:

(x,3,2) =(x, +at, y, +bt,z, +ct)

x=x,+at
b-  Porigualdad de vectores y=y,tbt Esta ecuacion es la:
z=z,+ct

“Ecuacion Paramétrica de la Recta”. La abreviaremos E.P.R.
C.- Despejemos “t” de cada ecuacion en (b) nos queda:

=%

=t

[}

ki PRt | O
a b c

Z =
Igualando nos queda: % . Esta ecuaci6n es la:

“Ecuacion Simétrica de la Recta”. Que denotaremos con el acrdstico

E.S.R.

Lic. Dayana Ebeth VigasPerez g'ina 26
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Conclusion.
Para hallar la ecuacion de una recta en R’ necesito un punto por donde pase la

recta y un vector paralelo a la misma.

Posicién relativa de las rectas: Sean L.L, dos rectas en R’ cuyos vectores

directores respectivamente son ¥, y V. Las rectas pueden ser:

PARALELAS o NO PARALELAS.
a-  Rectas Paralelas: L/ L &V, IV, &V, xV,, =0

Se cortan en un  punto

b.-  No Paralelas {0
No se cortan se cruzan, son  Oblicuass

OBS1: Dentro de las NO paralelas pueden estar las perpendiculares,
L 1L, &V, LV, <V -V, =0.
OBS2: Para probar que dos rectas son “oblicuas” debemos ver que no son

paralelas y que no se cortan.

Ecuacion de un Plano: Sea Fj(x),y;.z,) un punto dado del plano 7 y

P(x, y,z) un punto arbitrario, ademas sea n=(a,b,c) un vector perpendicular al

plano 7 llamado “Vector Normal” del plano. Puede observarse en la figura que

se cumple que:

PP Ln I

=

RP=(x—%, Y= Vss2~%)

E}'S L;1:>(x—xn,y—yﬂ,z~zo)-(a,b,c) =0

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez ) - - Pagina 27




UCAB

Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

e e —
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Esta ultima ecuacion es la “Ecuacion Vectorial del Plano” (E. V.P.)

Si efectuamos el producto escalar en (a) nos queda:
() a(x—x,)+b(y-y,)+c(z—2z,)=0
nos queda La Ecuacidn Escalar del Plano (E.E.P.)
Si aplicamos distributiva y simplificamos en (b):
ax—ax, +by—by,+cz—cz, =0
ax+by+cz = ax, + by, +cz,
Llamemos d = ax, +by, +cz,
(¢) ax+by+cz= d *“Ecuacion Lineal del Plano” (E.L.P)

Conclusion:
Para hallar la ecuacién de un plano se necesita un punto por donde pase el plano

¥y un vector perpendicular al mismo.

Recta Interseccién: La interseccion de dos planos da una RECTA. ;Como se

halla dicha RECTA?
La recta interseccion esta en ambos planos 7, y 7,, quiere decir que esta recta

es perpendicular al mismo tiempo a los vectores normales de dichos planos

significa ¥, = vector director de la recta interseccion = nxn, donde

—

.y n, son los vectores normales respectivos de los planos 7,yz,. Luego se

halla un punto comiin de los dos planos y se construye la recta deseada.

Dos planos son paralelos, si los vectores normales son paralelos.
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6.- El 4ngulo entre dos planos no paralelos, es el dngulo agudo entre sus vectores

normales, es decir, si n, es el vector normal del plano 7, n, es el vector normal

—

del plano 7, y 6 es el angulo comprendido entre los vectores n, y n, entonces

nn,
@ = arccos| —m—r |-
22
7.-  El angulo entre dos rectas L yL, es el angulo entre sus vectores directores. Es

decir si ¥, es el vector director de la recta L, V), es el vector director de la

recta L, y 0 es el angulo comprendido entre los vectores V,, ¥ V,, entonces

— . p—

||VDI EVDZ
8.-  Ladistancia del punto Py(x,,¥,,2,) al plano m:ax+by+cz=d es:
4 = |ax, + by, +cz,—d|
S Va* +b* +¢?
9- La distancia entre dos planos paralelos: 7 iax+by+cz=d, vy

T, ax+by+ccz=d, es:

d Id, _d2|

&, =
Ja®+b* +¢?

10.-  Distancia de un punto P aunarecta L es:
v, %0
dp_L S i R
VD

Lic. Dayana Elizabeth Vilegas Perez
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OBS: 7[; = vector director de la recta L y O es un punto cualquiera de la recta

L.

La distancia de dos rectas oblicuas L yL,es: “si pensamos que las rectas estin

en planos paralelos 7, yz, es la distancia entre dichos planos paralelos”.

12.- Familia_de Planos: an los planos 7, y 7,/ 7 :ax+by+cz=d, vy
myiayx+by+c,z=d, . Si aplicamos haz de planos =, + ar,=0 nos
queda:
ax+by+cy+d +a(ax+b,y+c,z+d,)=0
Haciendo distributiva nos queda:
ax+by+cy+d +aa,x+ab,y+ac,z+ad, =0
Asociando los términos comunes:

(a, +aa,)x+(b, +ab,)y+(c, +ac,)y=—d, —ad, Nos queda la
familia de planos que pasan por la interseccion de los planos 7, y 7,.
Ademads, su recta comun, se llama EJE o ARISTA DEL HAZ.

13.-  Esfera: La ecuacion cartesiana de una esfera es
AP+ Ay + Az* + Be+Cy+Dz+ E=0. Al completar cuadrados en esta
ultima ecuacion, nos queda la ecuacion canoénica de la esfera, la cual es
(x=x,) +(¥=») +(z—2)" = R* donde “R” es el radio y (%5 V50 %) esel
centro de dicha esfera.

14.-  Elvolumen de una esfera de radio “R” es: ;m’ :
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Ejercicios Resueltos:

l.- Encuentre La ecuacién vectorial, paramétrica y simétrica de la recta que pasa

por el punto A(5,1,3) y es paralela al vector M =—2k +i +4] y luego halle otros
dos puntos de dicha recta.

Solucion:
(%, 3,2) = (g5 Y. 20) +1V)
(x,3,2)=(51,3)+1(1.4,-2)
(%, 3,2)=(5+1,1+41,3-21) EV.R
E.B.R.
x=5+t¢
Por igualdad y=1+4t

z=3-2t
de vectores

en E.V.R.

Despejando “t” de cada ecuacion nos queda

oy 1, i

lgualando: x-5= = = z—_;- ES.R.

Para hallar puntos de la recta, lo ideal es escoger la “Ecuacion Paramétrica” de la
misma dandole cualquier valor a “t”. Por ejemplo si hacemos:

=D
t=0=>y=1
2=3

este es el punto 4, no nos sirve.

LiDayana Elizbeth Villeg Perez
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x=5+1
t=1=y=1+4 = B(6,5,))
z=3-2

x=542
1=2= y=1+42>C(79-1)
z=3-22

Conteste las siguientes preguntas:
a.- Encuentre la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos

A(2,4,-3) y B(3,-1]).

b.- ¢En qué puntos esta recta intersecta al plano xy?
Solucidn:
a.- Podemos dibujar la situacion, para hallar la recta necesitamos un

vector paralelo a la misma para ello podemos construir el vector AB o BA.

Usaremos AB =V, =(3—2,—1—4,1—(=3))=(1,-5.4)
Tomemos cualquiera de los puntos, en nuestro caso tomaremos “4”

x=2+t
y=4-5t EPR
z=-3+4¢

b.- Para intersectar superficies con rectas lo ideal es tener la recta en forma

paramétrica.

‘Pigina 32
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x=2+1
Liiy=4-5t O Planoxy (z=0)
z=-3+4t

Donde aparece “z” coloco “0”
: 3
0=-3+4t despejo t / tzz

Sustituyo en la Recta L, para hallar el punto de interseccién

x=2+2=!
4 4
3 1 111
T & 2
y 4 =5 3(4, ,OJ
z=—3+4-§:0
4

Esto ultimo no hacia falta, es una comprobacion

3.- Verifique la posicion relativa de las rectas L, y L,, donde:
x+3=5t
: . Fid
L:yy-2=~t L:5~2x=y= :
z+2=¢
Solucién:

Veamos si son paralelas

x=-3+5¢
Liy=2-1¢
z==-2+1t

e ——

Notese que V,,D son los nimeros que acompaiian a la “t” con sus respectivos

signos.

V,, =(G-11)

ic. Dyan Elizabth illegas erz S Pa3
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La Recta L,esta casi simétrica, hay que arreglarla para que sea de la forma

X=X Y= _272%

a b c
@5 ==z
N ¥

Debemos convertirlos en un “1” invisible

OBS: no confundir creyendo que es <0 la “p” esta dividida entre un “1”
invisible.

A nosotros nos interesa la direccion de ¥, ., y no el tamafio, asi que

multipliquemos por “2": E: = (-1, 2, 3) . Para ver si L, //L,basta ver que

ﬁ“ //Z; , es decir, probar que -f/;:x_P_;):- =0

‘Pigina 34
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B = R e S S e e o T

i ~3i—j+10k
iy % =2 =1 1= '25‘]5}_" =L, noesparalelaa L,

<1 2 3 @ —
(-5,-169) #(0,0,0)

Veamos si son perpendiculares: L, L L, <V, K =0

G-, 1) (-1,2,3)=-5-2+3=-4#0 =L AL,
Falta ver si se cortan o son oblicuas. Para ello interceptamos Ly L, para

intersectar rectas lo ideal es pasarlas a paramétricas

x==34+5
Lidy=2-t ya estd en forma paramétrica
z==2+t
S
(3) oy
Pasemos L, a E.P.R. e y=s 32 =5
T 2

3
x==-=
2 2
Liiy=s
z=—+25

Igualamos L, con L,:

5 &
BT W)
2 2 —6+10¢=5-5 a) {101 +s=11 Sistema de 3 ecuaciones con 2
2-t=5 2—=t=4 b) {t+s=2
—
5 3 4+2=-5+43s ¢) |20-3s5=—1 SR
—2+t=7+-2—s

Para resolver un sistema como éste elijo dos de las tres ecuaciones:

Lic. Dayanabeth Villegas Perez
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(-2) -2t-25=-4
(—2)a) [t+s=2 2t-3s=1
=
h)|2t-3s=1
=hy==5
s=1

dela(b) t=2-s=2-1=t
Sustituyos =1 y t =1 en la que no utilicé (a) 10+s=1
10.1+1 =11

? 11=11
Como satisface la ecuacion no usada entonces el Sistema tiene una (nica
solucion, es decir, las rectas se cortan. Si la Gltima ecuacién no se hubiese
satisfecho con los valores de “s” y “t” hallados con las dos ecuaciones
utilizadas, entonces el Sistema seria incongruente, es decir no tendria solucién

por ende no habria punto de corte y entonces las rectas serian oblicuas.

Conclusién: L, y L, son no paralelas que se cortan. Como informacion extra
buscaremos el punto de corte entre L, y L,. Para ello sustituimoss=1en L, o

t=1en L. F.(21-1)

4.- Pruebe que L, y L, son OBLICUAS donde:
x=1+¢
Liky=-2+3 Lifzy—3:z—ﬁ
-2 4
z=4-t
Solucion:

Para probar que dos Rectas son oblicuas, basta ver que no sean paralelas y

no se corten.

Vp =(3-1) y V,,=(214)

Lic. Dayana Elizabeth ilies Perez y 3 - o o Pégina
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~1|=12i =2 +k +i —4] - 6k = (13,~6,-5) # (0,0,0)
4

_— LD >

=1L noesparalelaa L,

Ahora falta ver que mo se cortan, para ello interceptamos las rectas y

comprobamos que el sistema no tiene solucion.

Pasemos L, aforma paramétrica: x=s y-3=s Z+3 =s
2 4
x=2s k=14
L, 4 y=3+y N Li{y=-2+3
z=-3+4s z=4-¢
(a) 25 =1+1 (@) 2s-t=1

(b) 3+5=-2+3t =) s-3t=-5
() -3+4s=4—-t () 4ds+t=7

2s—t=1
ds+t=7 8 4
Sumemos (a)y (¢) :>S=g:§ sustituyendo en (a)
6s=28
4
hallamos “t” = 2s—-t=1=2]— —t:I:>§—t=]:>§—]:t:::§
3 3 3 3
i 5 '
Ahora sustituimos t=§ Y $=-—enlaecuacién no usada () s-3r=-5

TN Ll
3 132

L §J=i—5=—5¢—5
3 3) 3 3

Esto quiere decirque L, y L, no se cortan.

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez Pagina 37




UCAB Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables

Entonces como L,)\(Lz y no se cortan, hemos probado que L, y L, son

oblicuas.
5.- Hallar la interseccion de las Rectas dadas con las superficies respectivas:
a.- EelL=p=g-] z=x+)"
3
x=1+t
b.- y=2u x+y+z=1
z=3
Solucion:

a.- Para intersectar Rectas en %’ con superficies es necesario pasar la recta a

su forma paramétrica.

x=1+3
x-1=y=1z-1 =1y=t
3
z=1+t
Ahora podemos intersectar:
x=1+3t
y=t s z=x+)" (Igualamos “z”)
z=1+t¢
I+t=1+3+" = +20=0 = (t+2)=0 >
t=00 t=-2

Como hay dos valores para “t”, hay dos puntos de interseccion

Para =0, sustituyo en la recta en forma paramétrica y tenemos => (1,0,1)
Para t=-2, nos queda el punto (-5,-2.-1)

x=t+l
b.- x+y+z=] ~ y=2t = sustituimos los valores de
z=3t

x=1+t y=2t z=3t enelplanoy nos queda:
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1+t+2A+%=1=26t=0=>¢=0 para hallar el punto de interseccion,

sustituyo =0 en la recta y nos queda (1,0,0).

6.- Hallar los puntos de cruce de las rectas :
x=2 x=1+2k
Liiy=% y L:y=2-4k
z=12+¢ z=-11k
Solucidn:

Los puntos de cruce son los puntos de corte de la recta perpendicular comin

Ly L conlasrectas , y L,.(Verfiguraa continuacion).

Recta Perpendicular
Comun R.P.C.

Rectall

/ Punto de Cruce 1

Busquemos el vector director de la recta perpendicular comin el cual

Rectal2

ij ok
llamaremos 4. Donde A=V, xV,,=[2 2 1 =—18i +24j-12k. (Este
2 -4 -11
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vector lo podemos simplificar porque necesitamos solo la direcciéon y no su

= 1
tamafio). 4= : (-18,24,-12) = (-3,4,-2).
La recta perpendicular comtin pasa por el punto de cruce | el cual llamaremos:
B (%), ¥4 2,)- Por lo tanto la ecuacién paramétrica de la recta perpendicular

comun es:

x=x,—3s
(") RPC:K{y=y,+4s

z=2z,-2s
Ahora nétese en la grafica que la recta L, pasa por dicho punto P (xy, ¥y, Z,)-
Quiere decir, que éste punto satisface la ecuacion de larecta L, .

X, =21
Yo=2t' = sustituimos en la Ecuacién paramétrica de la R.P.C. (*) y nos
z, =12+t

queda:
x=2-3s x=1+2k
RPC.:{y=2t+4s ¢ intersectamos con la recta L,:{y=2-4k para hallar los
z=12+1-2s z=-11k

puntos de cruce. Igualamos y nos queda:

1+2k=2t-3s () 2t-3s-2k=1 () 2-3s-2k=1
2-4k=2t+4s ={(ii) 2U+4s+4k=2 =:{3i) t+25+2k=1
-1k=12+1-2s |(iii) (-25+1lk=~12 (@) t-2s+11k=-12

Para resolver este sistema apliquemos Kramer:
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R ] =3 «f
AS=ll 2 2|=8§7 AM=|1 2 2|(=87
1 -2 11 -12 -2 11
2 =3 1
Ak =|1 ) 1 |=-87 :)[:E:E:] y k:.A_kz__s.?:_l
AS 87 AS 87
1 =2 -12

Para saber cudles son los puntos de cruce, basta con sustituir:
t=1 en L 'y k=-1 en L, ynosqueda:
t=1 en L=F,(2213) yk=-1 en L, =>P,(-16]1)
7.- Hallar la  ecuacién del plano que pasa por los puntos
P(132); 0(3-16) y R(520).
Solucién:
Para hallar la ecuacion de un plano necesitamos dos datos, un vector

perpendicular al plano y un punto por donde pase el mismo. Para hallar el vector

perpendicular, basta con crear dos vectores con los puntos dados por ejemplo

F’@ y @é y hacer su producto cruz.
PO =(3-1-1-36-2) = (2-4,4)

OR=(5-32-(-1).0-6) = (2,3,~6)

~.

i k
n=POx0OR=12 -4 4|=(1220]4) puesto que sdlo necesitamos sélo la
2 3 -

posicion 'y no el tamafio tomaremos como vector normal a

B:%angM):mJan.
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Ahora elegimos cualquiera de los tres puntos dados, en particular tomemos
P(1,3.2) y nos queda:

La ecuacion vectorial del planos es: (x-1,y-3,2-2)-(6,10,7)=0, si hacemos
distributiva nos queda la  ecuacién escalar del plano:
6(x—1)+10(y=3)+7(z-2)=0, y si ahora desarrollamos y simplificamos nos
queda la ecuacion lineal del plano:

6x—6+10y-30+7z-14=0=6x+10y+7z=50.

Determine la ecuacién simétrica de la recta interseccion de los planos

T ix+y-z=2
y luego calcule el angulo entre los planos:

T, :3x—4y+5z=6
Solucién:

Sirevisamos el punto (6) de la teoria, veremos que el vector director de la recta

interseccion es el producto cruz de los vectores normales de los planos  dados

esdecir ¥, =mxm =|l 1 -1=(1-8,-7). Ahora debemos buscar un punto
3 -4 5

de la recta interseccion, para ello resolveremos el sistema:

*) x+y-z=2
3x-4y+5z=6"

Este sistema es de 2 ecuaciones por 3 incognitas, para resolverlo, fijamos una de

las tres variables con un valor cualquiera y luego resolvemos el sistema que nos

quede.
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@B x+ty=2
() 3x-4y=6

Por ejemplo fijamos z =10 3{ multiplicando la primera por

(i) =3x-3y=-6
(i) 3x-4y=6

*-3" nos queda:

=Ty=0=>y=0
Sustituimos y=0 en (i) x+y=2=2x+0=2=x=2

Esto quiere decir, que un punto de la recta interseccion es F,(0,2,0).

OBS: Notese que si los planos se intersectan, quiere decir que el sistema (*) tiene
infinitas soluciones porque en una recta hay infinitos puntos, por ello no se extraiie
que a sus compaiieros les den resultados distintos.

También tome en cuenta que si asigna un valor cualquiera a una variable puede
pasar que el sistema resultante NO tenga solucidn, esto no significa que los planos
no se intersectan sino que la recta interseccién NO pasa por ningiin punto donde la
variable que usted eligi6 de ese nimero, por lo tanto cambie de valor hasta que el
sistema de 2x2 resultante, sea compatible.

Falta hallar el angulo entre los dos planos, para ello busquemos el dngulo agudo

entre sus vectores normales, es decir sea @ el angulo comprendido entre los

—_ — n,’

vectores # ¥y 1, entonces @ = arccos || ”

n n, =(LL-1)-(3,4,5)=3-4—-5=—6
|- P - 5

3 4(4)?+5% =

1,

=52
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= i = arccos -J—g- ~ 2
:G—M(,mz—ﬂ— [ 5 J 60,6661

x=3+%
9.-  Hallar la distancia del punto P(3,-8,1) alarecta ¥y =-7-1 .
z==245t

Solucion:

Por la formula (10) de la parte teérica tenemos d,, = .Sea 0 un

uzh

punto cualquiera de la recta L, para ello démosle el valor de =0 a la

ecuacion paramétrica de L y tenemos que @Q=(3-7-2) . Luego

éP =(3-3-8-(-7),1-(-2))=(0,~-13)

Vo =(315)
i ]k
wXOP=3 -1 5=(2-9,-3)
0 -1 3

1)1“"1/3 HEDE 48 =38
Vi xOH =2 +(-9)" +(3)" =94

oo _

A

~1,6388

PE

_J_s

10.-  Hallar la ecuacién del plano paralelo a 2x+2y-z=6 tal que el punto

P(2,5-10) equidiste de ambos.

Lic. Dayana Etiz Villega Pz - o o o= Pagma 44




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Solucién:

Sea el plano buscado (*) m,:2x+2y—z=a entonces debe ocurrir que
dP,m, =dP,m,. Hallemos ambas distancias:

: [2.2+2.5-(-10)-6| _18_,

_[22+25-(-10)-d] |24-4]

dP,x, :
J22 402 sy 3

P

igualando ambas distancias nos

queda
2d—g=18

24-4]

T=6=>|24—a|=18=>o =>a=6 o a=42
24-a=-18

a=6 ya lo tenemos, lo que indica que a=42 si sustituimos en (*) nos queda

que el plano buscado, es 7, :2x+2y—z=42.

11.- Hallar la distancia entre las rectas oblicuas [, y L, donde:
x=1+1
: . z+3
L}: y:_2+3t y le—:y—:’,:—
2 4
z=4-t
Solucién: Segtin la parte (11) de nuestra teoria, dice que la distancia

de dos rectas oblicuas L yL,es: “si pensamos que las rectas estan en planos
paralelos z,yx, es la distancia entre dichos planos paralelos”.

Construyamos dichos planos:

El vector normal #n, com(n para ambos planos debe ser perpendicular a los

vectores directores de la recta es decir:

Daana ]beth ilIegas erez
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i j ok
n=VyxVp,=|l 3 =1|=(13-6,-5).
21 4

Para construir el plano z, que contiene a la recta L,, necesito un punto de dicha,
recta por ejemplo t+=0 en la EPR = P(1,-24).
(x=1y+2,z-4)-(13,-6,-5)=0= La ecuacion lineal del plano =, es:
7z :13x—6y—5z=5,

Para construir el plano z, que contiene a la recta L,, necesito un punto de
dicha recta, por ejemplo ©(0,3,-3).

(x=0,y-3,z+3)-(13,-6,-5)=0= La ecuacién lineal del plano =z, es:

m,:13x—6y—5z=-3,

s L vl s |d, —d,| _ |5—(—3)| _ 8
CoNa+br+c? (137 +(-6)7 +(=5)° 230

12.-  Encuentre la ecuacion de la esfera con centro C y radio R en cada caso:

- C21-D R=4 b IC(=612) R=23
Solucion:
a-  (x=2) +(y=1) ' +(z+1) =4 =>x-22+(-1)>+(z+1)’ =16

bo [x=(=6)] +[y~(-1)] +(z-2)’ =(243)
= (x+6) +(y+1) +(z-2V =43 = (x+6) +(y+1f +(z—2f =12
13.-  Encuentre el centro, radio y volumen en la esfera

X+ +22 +4x—6y+2z+6=0
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14.-

Solucion:
X4y +2 +4x—6y+2z+6=0
(F*+4x ) + (Y —6y+ ) + (22422 )=-6

Completamos cuadrado

(x+4 Y+ P 6y +(z+2 +Pi=5+2 %47
HQ_
&

Factorizamos

(x+2)> +(y-3)*+(z+1)*=8. Ecuacién canénica de la esfera

c=(23-1)
R=\8=22
Ve =%7ER3 =%ﬂ(x/§)l =%7z(2%)3

647r\/5
3

=§ﬂ'.2% =-:—ﬂ\[2—8-2=%ﬁ.24\/§: ==

Encuentre la ecuacidn cartesiana de la esfera si se sabe que su diametro es el
segmento AB donde A(2,1,4)  B(4.3,10).
Solucion:

2+4 1+3 4+10

g " 3" 2

j:(3,2,7)

El centro de la esfera = P medio ﬁz[

Radio = d,. , :\/(3—2)2 +(2--1)2 +(7_4)2 -

= ECE: (x=3)+(y=2)+(2=7)" =11 (candnica)
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= X' —6x+9+)y’ —4y+4+2z7 —14y+49=11
= x* +y* +2z° —6x—4y—14z+51 =0 (cartesiana)
15.- Hallar la ecuacién del plano que pasa por la interseccion de los planos

T 3x-2y+5z=1
y pasa por el punto P(2,-3.5).

T, 2x+Ty—6z+11=0

Solucion:

El plano buscado (aplicando Haz de Planos) es: 7, +am, = 0. Pero para aplicar
dicho concepto ambos planos deben estar igualados a “0”. Para ello arreglemos el
plano 7, :3x -2y +5z—-1=0.

Ahora si

T, +or, =0=3x-2y+5z—-1+a(x+7y—6z+11)=0
=>3x-2y+5z-1+Qa)x+(Ta)y —(6a)z +11a=0 (*)

Asociando las variables comunes tenemos:
B+2a)x+(2+7a)y+(5—6a)z =1—1la estaes la familia de planos
que pasan por la interseccion de los planos 77, Y77, . Pero no los queremos
todos, en particular deseamos aquel que pasa por el punto P(2,-3,5) lo que
hacemos es sustituir x=2  y=-3 z=5 en(*)y nos queda:
B+2a)2+(2+7a)(3)+(B5-6x)5=1-11lx
36—36=0=a =1 sustituimos en (*) y el plano buscado es:

5x+5y—z=-10

7 yaa Eiabeth llegas Pee B
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Ejercicios Propuestos:

l.- Hallar la posicion relativa de las siguientes rectas en cada caso:
o -1 z+1 ® 2+3
a.- Ll:—=L= y &y =y-3=
3 2 -2 - 4
B Xx=5
b L $-2=L "=z=2 Lz:x =—y—;z=1
. 2 -1
x—=t=0
.x=5 "
6 Lir—tedigal y L,iqy—-2t=0
2 -1
z=1+¢
d.- Pruebe que las siguientes rectas son oblicuas:
x=1+t
11 - - z+3
Liisy=-2+3t y L2:§=y—3: 1
z=4-¢
Sug: Vea que no son paralelas y no se intersectan.
2.- Hallar la  ecuacion del plano que pasa por los puntos

A2,1,0;;  B(02-1) y C(,-13).

x—=2
3 Hallar la distancia del punto (0.1,—1) a la recta L, ZT =y-1z=0,

4.- Hallar la ecuacion del plano en cada caso:

a-  Que pase por los puntos A(—1,2,3);  B(9,6,7) vy C(10,0).
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b.- Que pase por el punto A(1,—4,6) y es paralelo a la recta

. S5y-15 " 5z-20 |

-3 2
c-  Que pase por el punto C(1,5,9) y es paralelo al plano de ecuacion
x+y+3z=9,

d- Pasa por el punto A(—L,-2,6) y es perpendicular al plano
3x-5y+8z=8.
e.- Pasa por el punto de interseccion de las rectas L; y Lo.

X y=1 z+] X—3
Li—=——=— Li——=yp-3
13 5 _, ¥ R > ¥

43
4

Ademés dicho plano es perpendicular al vector i+ j .

5.- Encuentre dos puntos de los siguientes planos. (Aqui se procede asignando a

dos variables el valor que se quiera y se despeja la tercera variable).

a- Ix—-5y—8z=8 b- 2x+6y—-9z=9
c.- x+8y—z=0 d.- Ix-z=9
6.- Encuentre el (o los) punto(s) en que las rectas dadas intersecan a las superficies
dadas:
2x-2=4t
a.- L :y4y—4 =16t y el plano 3x-T7y+82=12
z—-6-3t=0

Lic. Dyan Elizabeth Villegas Perez 7 - 7 - Pagina 50




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Ix =3 . .
: =y=z—1 y la superficie z=x+y .

. Z 2
c.- Lix-3=y-1= 37 laesfera (x—10)* +(y=2)* +(z+2)* =72
7.- Determine la recta interseccion de cada uno los siguientes pares de planos:
a- x+y+z=1 x+z=0
b.- 2x+y—-z=5 6y—z=8

c.- 2x—-z=4 x+2y—=T7z=8

8.- Calcule el dngulo en cada uno de los pares de planos del gjercicio 7.
9.-  Calcule la distancia entre los siguientes pares de planos paralelos:
a.- 3x6y+7z=2 6x— 12y +14z=3
b.- 3x—4y+5z=9 3x—4y+5z=4

10.-  Hallar el volumen de las siguientes esferas:
a- (x=-D*+)y*+(z-8)*=81
b.-  2x?+2)? 4227 +12x—-4y—-20z+62=0
- x4+’ +z22 +x-y—-20z+6=0
Problemas de desarrollo:

11.-  Hallar la ecuacién del plano paralelo a 7 i2x+2y—z=6 tal que el

punto P(2,5,—10) equidiste de ambos.
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12.-  Hallar la ecuacién de la recta que es perpendicular al plano 3x-y+z=2,
ademas dicha recta pasa por el centro de la esfera
2 2 a2
x +y +z"+x-4y-20z=62.

3x—-2y=2

. .x—3
13.-  Sean las rectas Ll:{ y L2:—=Z+5;y=4-
= 2

13.1.- Pruebe que las rectas LlyLz son oblicuas y halle la distancia entre

ellas.

13.2.- Pruebe que la recta Ll es una recta tangente a la esfera

2 2 2
X 4+ +E — 14z+16=0. Sugerencia: “demuestre que la distancia del

centro de la esfera a la recta que decimos que es tangente es igual al radio”.

14.- Hallar la ecuacion de la esfera cuyo centro estd en la recta
Xx-3 y—-4 =z )
L > =—1=§. Dicha esfera pasa por la interseccion de la recta
=l
L,:yy=6 con la superficie
z=2+k

x2+y2+22—6X+4y—4z—51:0. Ademés se sabe que el

volumen de la esfera buscada es “ 367 >,

15.-  Hallar el dngulo entre las rectas L y M. Donde L es la interseccion de los
x+y+z=0 x—=1 y
planos y M —==—=z+],
2x-y—4z=6 2 -

e e e e S
Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez Pagina 52




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

16.- Hallar la ecuacién del plano que contiene al punto (2,3,—1) y a la recta

Ex—3_y+5_z—2
"2 3 2

.{3x+6y:11

17.-  Hallar la ecuacion del plano que contiene la recta £ -
Sy-z=1

ademés dicho plano pasa por el punto 4(1,2,3) .
18.-  El vértice de un tridngulo equilatero esta en (10,2 —2) . Su lado opuesto estd

Tx—-1ly+z=10

sobre la recta interseccion de los planos . Hallar los
x+3y—-z=6

vértices y el drea del tridngulo.

19.-  Hallar vectorialmente el volumen del paralelepipedo cuyos lados adyacentes

—

son los vectores U,V y W, sabiendo que U= AB; v=AC y

w= AD . Donde 4,B,Cy D satisfacen las siguientes condiciones:

19.1) A es el origen de coordenadas.

192) B es el punto de interseccion entre las  rectas

x—2y+2=0

‘x—2=y—-2=z-2 L
Li:x—2=y—2=2 y la recta 2{z+y-4:0

.x—3
19.3.- Cy D estén en la recta L3:—2— =z+5; y=4; y equidistan del

punto O =(5,4,—4) una distancia de V5 unidades.
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Hallar el area del rectangulo, cuya diagonal es el segmento formado por los

-2 -2 -2
puntos de cruces de las rectas Ll:x2 . 5 _—.22

-3 . . :
L,: > =z+5; y=4.Sabiendo que uno de sus lados mide 5 unidades.

Hallar la ecuacién del plano que dista 5 unidades del punto A =(4,4,3) y ademas

z=x+3

que contenga la recta L :
y==3
Hallar la ecuacion de la recta L que pasa por el punto de interseccion de la recta

=1

Liyy=6 con la superficie x2+y2+zz—6x+4y—4z—51=0.
z=2+k

Ademas se sabe que la recta buscada es paralela a la recta interseccion de los

mix+y+z=0
L m,2x-y—4z=6

Sean los planos 7,:x—2y+z=0 y m,iax+2y+bz=1.
23.1- Para a=-2;b=2 obtenga las ecuacién simétrica de la recta
interseccion de T, V7T, .

23.2.- Obtenga los valores de a y b para que los planos 77,V7, sean

paralelos.

23.3.- Obtenga los valores de a y b para que 7, contenga el punto

0(1,1,2) y sea perpendicular al plano 7.
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or

Lic. yna Elizabeth Villegas Perez S

X ¥ x-1 y-2 z
S 1 ta Lyi—===2z-12; L,: = = :
ean as rec L iy g =
Jx+y=3 )
3¢ z—y=1 yelplano 7:z=X+y.Responda las siguientes preguntas:
a.- Dibuje el triangulo cuyo primer vértice es el punto de corte de la recta

L, con el planoz. Y los otros dos vértices son los puntos de cruce de las rectas

LyL,.

b.- Hallar el drea de dicho tridangulo vectorialmente.
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Capitulo 4: Superficies Cuddricas

Una superficie cuadrica es la grafica de una ecuacion de segundo grado con tres
variables X 2. La forma general es
A+ By +CP + Dy + Bz + Fe +Gx+ Hy+ Iz +J =0,

A fin de dibujar una “superficie cuadrica” resulta util determinar las curvas de
interseccion de la superficie con los planos paralelos a los planos coordenados.
Esas curvas se llaman trazas (o secciones transversales) de la superficie.

Tipos de Cuddricas...

ELIPSOIDE: Supongamos que el centro es ((0,0,0) entonces la ecuacion

) 3 2
B, 8 L oxy
candnica del “elipsoide” serd: —+= +—=1, veamos los cortes con los

a b v

planos:
P2y
Plano xy (z=0)=>—F+-—5=1
a
y oz
Plano )z (x=0)=>3~2—+c—2=1
Plano 2 (y=0)=>21+Z =1
a &

Se llama Elipsoide porque todas sus trazas
son “elipses”.

Su gréfica seré:
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® o o000
c
O
=
vs]

-Si el centro es C(x,,),.2,) entonces la ecuacion canonica del “elipsoide™ sera:

4
A

(x—xo): +(y—yﬂ)2+(z-zo) =

. 9 2 2
- a b ¢
4.- HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA: Supongamos que el centro es C(0,0,0) y
®
- el eje de rotacion es el eje z entonces la ecuacion candnica del “hiperboloide de
~ x? yz 2
una hoja” sera: — +b—1— —=1, veamos los cortes con los planos:
a b ¢
® :
® Plano xy (z=0) :)x—,+ y1 =1 es una elipse (donde se encuentra la seccion
- a b
central)
¥ B - . .
Plano yz (x=0) :>b—2_ =1 es una hipérbola con eje real en el eje y y
o

eje imaginario el eje z.

2 2
X ¥4

Plano xz (y=0)=—-—=1 es una hipérbola con eje real en el eje x y eje
a o

imaginario el eje z.

Su gréfica sera:
~
-~
Lo
®
o
o
-
o
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-Si el centro es C(0,0,0) y el eje de rotacion es el eje y entonces la ecuacion

X
candnica del “hiperboloide de una hoja” serd: — - y, =],

b- ¢

-Si el centro es C(0,0,0) y el eje de rotacion es el eje x entonces la ecuacion

- - - . ’ x
canonica del “hiperboloide de una hoja” serd: ——+ )
a I

-Siel centro es C(x,,7,,2,) ¥ el eje de rotacion es paraleo al eje z entonces la

> ]

ecuacion  candnica del  “hiperboloide de una  hoja’ sera:

-2 +(.V‘.Vo)2 _(2—20)2 =

-
a b o

-Si el centro es C(x,,¥,,2,) y el eje de rotacion es paraleo al eje y entonces la

ecuacion  canonica  del  “hiperboloide @ de una  hoja”  sera:

(x_-’co)2 _(y—yn)2 +(2’—20)2 =1

a b* ¢’

-Si el centro es  C(x,,¥y,2,) y el eje de rotacion es paraleo al eje x entonces la

ecuacion candnica  del “hiperboloide  de una  hoja”  sera:

_e=x) 0-n)  (-z) _

L
a b’ o

OBSERVACION: Notese que la variable del eje de rotacion es negativa y las

otras son positivas.

B e e e ]
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5.-  HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS: Supongamos que el centro es C(0,0,0) y

el eje de rotacion es el eje z entonces la ecuacion canénica del “hiperboloide de

2 2 2

NPT AR A
dos hojas” serd: —— —=5+— =1, veamos los cortes con los planos:
g N v
2 2
&, o 3 :
Plano xy (z=0)=>-— _5_2 =1 esto es una contradiccion quiere decir
a

que en el plano xy no hay grafica.

2 2
z

Plano )z (Jr=0):=>—-’z2 +— =1 es una hipérbola con eje imaginario en el
¢

eje ¥ yejerealeleje z.

5
Z

*- =z
Plano xz (y=0):>—F +— =1 es una hipérbola con eje imaginario en el
c

eje X yejereal el eje z.

Su gréfica sera:

® -Si el centro es C(0,0,0) y el eje de rotacion es el eje y entonces la ecuacion
~ - - . N Y
- candnica del “hiperboloide de dos hojas™ sera: —— + ¥ e ]
a b ¢
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-
canoénica del “hiperboloide de dos hojas™ sera: ——“5-—=5 = 1.
e

-Siel centro es C(x,,;.2,) ¥ el eje de rotacion es paraleo al eje z entonces la

ecuacién  candnica del  “hiperboloide de una  hoja” sera:

_(x_fu)z _-x) +(z—f[.)2 -t

2
a: b ¢’

-Si el centro es C(x,,¥,,2,) ¥ €l eje de rotacion es paraleo al eje y entonces la

ecuacion canénica del  “hiperboloide de dos hojas” sera:

_(x_xu): +(.V“.VU)2 _ (z—ze): =1
a* b ¢’ )
-Si el centro es  C(x,.¥,,2,) y €l eje de rotacion es paraleo al eje x entonces la

ecuacién  canénica del  “hiperboloide ~de dos hojas” sera:

G=x) _@-»)_@-z) _,
al b! CZ :

OBSERVACION: Notese que la variable del eje de rotacion es positiva y las
otras son negativas.

CONO: Supongamos que el vértice es ¥(0,0,0) y el eje de rotacion es el eje z

B 2 9

entonces la ecuacion canonica del “cono™ sera: — =—3+-b7 , veamos los

cortes con los planos:

a %

3
- +:: =0 =(x,»)=(0,0) esto quiere decir que en
a

Plano xy (z=0)= -

el plano xy solo encontraremos el vértice del cono ¥(0,0,0) .
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2 2 c

Plano )z (x=0):>z—2=§—2=> z=iglyi es una par de rectas.
¢
2 xl

Plano @ (y=0)>5== z=i£|.11 es una par de rectas.
¢ a a

Su grafica sera:

-Si el centro es C(0,0,0) y el eje de rotacion es el eje y entonces la ecuacion

(€3

2 2

o : o WXL E
canonica del “cono™ sera: ~—5 =—+—.
¥ ¥ ¢

(=]

-Si el centro es C(0,0,0) y el eje de rotacion es el eje x entonces la ecuacion

A

candnica del “cono” sera: — ==5+—.
a b ¢

-Si el centro es C(x,,¥,,2,) y el eje de rotacion es paraleo al eje z entonces la

(f‘-'_fo)2 - (-"‘3‘70)2 _}_()":"0)2 -

-
c a b

ecuacion canonica del “cono” sera:

-Si el centro es C(xy,¥,,2,) ¥ el eje de rotacion es paraleo al eje y entonces la

(}"'yo)2 _ (x_xu)2 +(Z—ZO)3 _

b a ¢’

ecuacion canonica del “cono” sera:
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-Si el centro es  C(x,,¥,,Z,) vy el eje de rotacion es paraleo al eje x entonces la

2 2 2
T2 o @ » £ ('x_xﬂ) _(y_yﬂ) (Z_ZO)

ecuacion canonica del “cono” sera: - = = + —

a a e

PARABOLOIDE: Supongamos que el vértice es y el eje de rotacion es el eje

sz _ . " . Z ¥
z entonces la ecuacion candnica del “paraboloide™ serd: —=—+ b—z , veamos
c a

los cortes con los planos:
OBS: Si ¢>0 entonces el paraboloide serad concavo hacia arriba. Pero si ¢ <0

entonces el paraboloide serd concavo hacia abajo.

a

x:‘. 2
Plano xy (z=0)=> —2+§ ==0 =(xy)=(0,0) esto quiere decir que en
a

el plano xy solo encontraremos el vértice del paraboloide ¥(0,0,0).

2

z c
Plano yz (x=0)=>-= ;:—2 = Z =b—2y2 es una parabola.
c
L e .3
Plano 2 (y=0)=-=—5= z=—x es una parabola.
c a a

Su gréfica sera:

R e S T )
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-Si el vértice es V(0,0,0) y el eje de rotacion es el eje y entonces la ecuacion

x2+z]‘.
=g
a

candnica del “paraboloide” sera:

o =
o

Si b >0 entonces el paraboloide abrird hacia la derecha. Pero si b <0 entonces
el paraboloide abrird hacia la izquierda.

-Si el centro es V(0,0,0) y el eje de rotacion es el eje x entonces la ecuacion

2 P
canodnica del “paraboloide™ sera: — ='b—2+ 5
a c

Si a>0 entonces el paraboloide abrird hacia el eje +x. Pero si a <0 entonces el

paraboloide abrira hacia el eje —x.

-Si el vértice es V(x,,¥,.2,) y el eje de rotacion es paralelo al eje z entonces la

(z-2) _ (x-x,) +(y‘yo)2 _
c at b*

ecuacion canonica de la “pardbola™ sera:

Si ¢>0 entonces el paraboloide serd concavo hacia arriba. Pero si ¢<0

entonces el paraboloide serd concavo hacia abajo.

-Si el centro es V(x,,¥,.2,) ¥ el eje de rotacion es paraelo al eje y entonces la

2 2
- X=X z-z
ecuacién canénica del “paraboloide™ sera: 5l byo) = ( 20) +( 20) ]

a c

Si b >0 entonces el paraboloide abrira hacia la derecha. Pero si b <0 entonces

el paraboloide abrira hacia la izquierda.

-Si el centro es V(x,,¥,,Z,) y el eje de rotacion es paralelo al eje x entonces la

2 2
-2 - z-z
ecuacion canonica del “paraboloide™ sera: (x=%) = 54 i’o) +( ) .

2
a a c

T T T e e S e T
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Si a >0 entonces el paraboloide abrird hacia el eje +x. Pero si a <0 entonces el

paraboloide abrira hacia el eje —x.

8.- PARABOLOIDE HIPERBOLICO (o La Silla de Montar): Su ecuacién serd
z_x y
& g B
9.-

CILINDROS CUADRATICOS: Cuando “x, y ¢ z” faltan en la ecuacion de la
superficie entonces es un cilindro. Por ejemplo *un cilindro eliptico”

x2 y2
Ty

=1. Su grafica sera:
a
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10.-

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez

CILINDROS EN GENERAL: Es una curva que estd contenida en el plano

horizontal y se llama directriz.

Los datos para hallar la ecuacion cartesiana de un cilindro son: “un vector
paralelo a las generatrices y la ecuacién de la directriz”.

Su pongamos que la directriz es F(x,y)=0.

Sea P(x,,y,.0) un punto de la directriz y A =(a,b,c) un vector paralelo a las
generatrices.

Entonces el vector director de la recta generatriz serda V, =A=(abc), la
generatriz pasara por el punto P(x,,¥,,0) entonces la ecuacién simétrica de la

X=X, =Y, _Z :
st Bl

a b i

recta generatriz sera:

El punto P(x,,y,,0) satisface la ecuacion de la directriz es decir

F(x,,y,)=0 (ii).

La interseccion de (i) y (ii) nos daré la ecuacion cartesiana del cilindro.

g x_'xl) y_ o z
() =% 2
a b c

(") F(xo’ya)zo

(Como debemos intersectar? De (i)

hacemos una doble igualdad tal que:

x B xﬂ Z y il y(J Z -
=— y ——=-—= despejamos X,
c

a ¢ b

¥y ¥, ynos queda:
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sustituimos (iii) y (iv) en (ii) y nos da la ecuacion cartesiana

2
Lo

» y,=
G

del cilindro.
OBS: Dejamos la bisqueda del cilindro cuando la directriz es  F(x,2)=0 y

F(y,z) =0 para el estudiante.

Ejercicios Resueltos:

Clasifique y dibuje la superficie cuadrica x* +2z° —6x-y+10=0:
Solucion:

Completaremos cuadrado.

(x*-6x )+2z°=y-10

(x* =6x+3%)+2z" = y—10+3°

(x=3)2+2z* = y-1

2
z
(x-3)° +l—=y—1 Es un paraboloide con vértice ¥(3,1,0) que gira en un eje

!

paralelo al egje y-

como b=1>0=abre hacia la

derecha. A continuacion su gréfica:
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Para la siguiente figura:

a.- Defina las ecuaciones

cuadricas, eligiendo de manera adecuada los

ejes coordenados e indicando sus dominios

respectivo.

b.- Calcular el area de las figuras definidas

por las trazas de cada una de las superficies

dadas con el plano xy.

Solucioén:

a.- Primero montaremos
la grafica en los ejes
coordenados y nos queda:

Es importante notar que
desde el origen de
coordenadas hasta la traza

deben haber “12” unidades.

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez

Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables

de las superficies
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Comenzamos con el “cono”, si el vértice es V(x,.),.Z,) y el eje de rotacion es

el eje =z entonces la ecuacion candénica del “cono” serd:

(z‘zo)2 _ (x'“xo)z " (y_yo)l
¢ a’ ¥
El vértice es V(0,0,-14), c=altura=6, a=>b=radio de la tapa. Debemos buscarlo

por semejanza de triangulos:

p——— a=b=radio ———{
2.8 P gty
6 2 2
La ecuacién del cono sera:
6 : (1) s ¥
T 6 18 18
o 3 . f
= (z+14) =67 2L
v . 18
‘ N ) 2 +y2
Finalmente la ecuacién del cono es: (z+14)" = 3 zE€ [—]4,—8]

Paraboloide:  Si el vértice es V(x,,,,2,) ¥ el eje de rotacion es el eje z

entonces la  ecuacion  canonica de la  “pardbola” sera:

(z2-2,) _ (x_x0)2 +(}’_}"u)2
¢ a b

Su vértice sera ¥(0,0,20), c¢=altura=8, a=b=18=radio de la tapa. Como es

concavo hacia abajo la ecuacion del paraboloide sera:
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(z=20) x*+)* =8 .35
= =z-20= Ty )=
s g T WEpe )

z-20= “8—]2(;:2 +y?)  zel12,20]

Hiperbolide de una hoja: Si el centro es C(x,,¥,,2,) y el eje de rotacion es el

eje z entonces la ecuacion canodnica del “hiperboloide de una hoja™ sera:

(x-xn): +(}’_yu)2 _(z"za)2 2

= - i
a b- ¢

El centro es ((0,0,2). Como es de revolucion a=b=6 = el radio de la seccién

central.

Pero cuidado c¢ #altura del hiperbolide de una hoja. "¢" debemos buscarlo por

la traza.
2 2 2
x4+ z=2)
La ecuacion canodnica hasta el momento sera: 6’y —( 3 ) =1 (*
7 c
Para z =12 =x’+y* =18 sustituimos en (*) y nos queda:
2 2 2
12-2 10 1 1 25
i—( - ) :l—_‘>£1"~—2—=1=>8=$::~c2 ..
6 c c c 8§ 2
Finalmente sustituimos este tltimo valor en (¥)
2 2 _7?
x'+y 4(225%) -1 ze[-817]
36 g
b.- La unica superficie con traza z=0 es el hiperboloide, es decir

sustituimos z =0 en su ecuacién canodnica y nos queda:

%y w2 _9\2 % piid
2 S, =l:>x—+—y-—8—=l=>x2+y2=36{l+£)
36 2% 36 25 25
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2. .5 1188 , , 1188
X"+y ' =——= elareaes 71 =——7
2 25

3.- Determine la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio cuya
distancia el punto (1,2,-1) es el doble de su distancia al plano x=4. Identifique
la superficie y todos sus datos.

Solucion:

Sean (x, y,z) los puntos del espacio:

D 420 = J(x‘ D} +(y=2)" +(z+1)°

@ d _|x+0y+02—4{_x

(x,y.z) plano x=4 — e | _4|
1%4+:0% 407

Se debe cumplir que (i) =2(ii), entonces:

J(x—l)2+(y—2)2 +(z+1)? =2|x—4{:>(\/(x—1)2+(y-2)2 +(z+1)2)2 =4[x-4|2
(x=1)* +(y=2)* +(z +1)* =4(x-4)

Desarrollemos solo las “x”

X =2x+1+(y=2)* +(z+1)* =4(x* -8x+16)

X =2x+14(y-2)* +(z+1)* =4x* -32x + 64

X' =2x+1-4x" +32x-64+(y-2)’ +(z+1)’ =0

32 430x-63+(y=-2)2 +(z+1)2=0>  =3(x*-10x)+(y-2)* +(z+1)* =63
=3(x* =10x+25) +(y-2)* +(z +1)* =63-3-25

-3(x=5)" +(y-2)" +(z+1)* =-12 ahora dividimos entre “-12”

TN LT e L )

-12 -12 4 12 12
e o ]
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Es un hiperboloide de dos hojas, con centro en C(=5,2,-1); a=2 b=c= 23

es de revolucion.

3.- Calcular el cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector Vv =(24,-1) y su
directriz es x* =4y.
Solucién:
Sea el punto P(x,,y,.,0) € directriz = 2 =4y D

Por otro lado la ecuacion simétrica de la recta generatriz sera:

s X=w Y=Y 2
ii = =
@) 2 4 -1

(i) x," =4y,

De (ii) hacemos una doble igualdad tal que:

e =, & ;
5 =_—.T y T:_—lz despejamos x, ¥ ), y nos queda:

-x+x,=2z2=>(ii) x,=2z+x
—-y+y,=4z=>(v) y,=4z+y

Sustituyendo (iii) y (iv) en (i) nos queda:

(2z+x)* =4(dz+y)=> 42" +4zx+x" =16z +4y
Finalmente la ecuacion cartesiana del cilindro sera:

42" +x* +4zx-162-4y=0
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Ejercicios Propuestos:

1.- Para la figura al lado presentada,
hallar las ecuaciones de las superficies
cuédricas de revolucion y su respectivo
dominio. Donde “C” es el cono, “P” el
paraboloide y el “V” sefialado es el
centro de la esfera y a su vez vértice del

parabolice “P”.

2.- Para la figura mostrada determine las
ecuacion de cada superficie cuadrica
indicando su respectivo dominio. Donde
“H2” es un hiperboloide de dos hojas,

“H1” es un hiperboloide de una hoja.

3.- Para la figura a continuacién, se sabe que
T es la traza en y=2 de la superficie_conica
de revolucion C y del parabolice P. Se pide:

a) Hallar las ecuaciones y los dominios de C

v B

b) {Qué otra traza comutn T’ tienen P y C?

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez
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4.- Dada las siguientes ecuaciones cartesianas de cuddricas. Para cada caso

Identifiquela y esboce su grafica:

a) 4x* —y* +22° +4=0
b) x?+2z2 -6x—y+10=0
c) 4x* +4y* —252* +100=0
d) 5y 43z -2x+10y-12z+21=0
e) 9x* +4z* =36y =0
f) x°—4y° -4z +10x+16y—8z+1=0
2) 9x* +9z° +4y—18x+72z+137=0
h)y 4x’—)°+2z° +8x+8z+24=0
5.- Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia

al punto fijo (2,—1,3) es el doble de su distancia al eje x.

6.- Encuentre la ecuacién de la cuadrica que consiste en todos los puntos que
equidistan del punto (—1,0,0) y del plano x=1. Identifiquela y esboce su

grafica.

7.- Hallar la ecuacion cartesiana del cilindro cuyas generatrices son paralelas al

vector ¥ =(2,4—1) y sudirectrizes: z° =4x.

e A e o e e oot
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10.-

Sean los vectores A =17 + } —k; B= 3]2;6 =-2i +} . Hallar la ecuacién del

cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector ix(ﬁxa) y su directriz estd

ZZ yZ -
. .p ____+x ==
dada por la interseccion {25 16
x=0
7, :x+2=1

Sean los planos { Hallar la ecuacion cartesiana del

7,i—8x—6y+2z=1
cilindro cuyas generatrices son paralelas a la recta interseccion de los planos 7,

y m,. Donde su directrizes y = 2,

Hallar la ecuacion del cilindro oblicuo cuya directriz estd dada por la

2

12

LS W

interseccion  de 25 16 y se sabe que el punto
z=0

P(—1,3,3) estd sobre el eje  del cilindro.
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Capitulo 3: Sistemas de Coordenadas Polares...

l.- Un sistema de coordenadas polares viene definido por un punto fijo O, llamado
POLO y una semirrecta con el origen en O, que se llama SEMIEJE POLAR, y
que, habitualmente coincide con la parte positiva del ejex.

2. Cada punto del plano se representa por un par P(R,6).

Donde @ es el angulo orientado. Si es positivo es medido en contra de las agujas
y si es negativo a favor.

R es un niimero tal que |R| es la distancia del punto P al polo O. Si es positivo,

se toma P sobre la semirrecta Q y si es negativo sobre la opuesta.

¥ (RO
s El punto (-R,f) se obtiene mediante la
¢
'> simetria del origen con respecto al punto
. 8
- (R, ).
X ¥ x
]
7
/
'
/
/
(—R:f.?) ¥ ¥y ¢ (R.c?l
&,
El punto (R,—#)) se obtiene mediante la simetria ¥ \ P
e g
. e NN\
del ejex con el punto (R,0). *\ )-a .
b 1
‘\
Y
“
\
(R-0)
e 4
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5.-

N

Representaciones principales de un punto: Por ejemplo los puntos (R,6) y

(-R, 0+ ) son el mismo punto.

En general: Todo punto distinto del polo tiene dos representaciones
principales, a saber:

G (RO R#0  Oe[027]

(ii) (-R,0+m) 0<8+7x<2rx.

Relacion entre las coordenadas polares v cartesianas:

a) Cambio de Polares a Cartesianas: x=Rcosf y=Rcosf.

b) Cambio de Cartesianas a Polares: R=x"+)" vy

- arctg

1{ donde para hallar # seguimos las siguientes formulas:
x

(i) SifelC=6=0
(i) SifellC=0=1-0
(i) Si@ellC=>0=1+8

(iv) Sif@elVC=0=27-0

Curvas polares mas importantes:

’\b CARDIOIDES:

7D

r=a-acosb r=a+acosb
forma estandar girode 1
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'7 L] ~ ‘ e ——
r=a—asenb r=a+asenb
giro .de /2 giro de 3m/2
CARACOLES

r=b-asenb r=b-acosb
b/a < 1 b/a < 1

lazo interior girado forma estandar
/2 con lazo interior.

r=b-acosB r=b-acos ©
1<bla<?2 bla=2
forma estandar forma estandar
con hoyuelo. convexa
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ROSAS
Si n es impar, la rosa tiene “n” pétalos.
Si n es par, tiene “2n” pétalos.

N

r=acos B r=acos (386)
forma estandar con forma estandar con
un pétalo circular tres pétalos

r=a sen B N B
Un pétalo circular r=a cos (2 6)
rado /2 forma estandar con
girado cuatro pétalos

r=asen(36) r=asen(20)
tres pétalos girados cuatro pétalos
w6 girados /4

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez
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?= a? sen (2 0) = a’ cos (2 ©)
giro w4 forma estandar
APLICACIONES...

6.- Area limitada por curvas polares:

TEOREMA: Sea la curva R= f(#), f continua, f(0)20 con f € [a, ﬁ] El 4rea

de laregion f(6) con las semirrectas f=a y 6= f es:

5
A:EB[f (0)do

7.- Pendiente de la curva: R= f(0) es:

9
dx

_ f'(O)senb + f(f) cos 6
(R8) f'(0)cos - f(8)sent

8.- Longitud de una curva polar:
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Ejercicios Resueltos:

De la otra representacion principal de los siguientes puntos:

- 3
-

Solucion:

a.- Supongamos que (3, %J es la principal entonces R=3 y 6 =% por la
parte 3 de la teoria (ii) tenemos que (—- R.0 +fr) = (— 3, g + zJ = (— 3,%:] notese
que ST” =225°e[0,2x].

b.-  Si suponemos que (5, %T) es la principal donde R=5 y 0= -5%
entonces la otra representacion seria (— R0+ JT) = (— 3 STE + JT] = (— 5, 9%} pero

or 5
notese que TE[O,Z?T], esto quiere decir que el punto (S’TﬂJ nos es la
representacion (i) sino la (ii).

5
Quiere decir que —R=5y 3+IF:TE:>R=—5 y 9:—5-5——;1'=% entonces la

4
otra representacion sera (—5, ZJ
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Solucion:

a.- Sea R=4y 9=%, por la parte teérica 3 tenemos que x=Rcosf 'y

v = Rsen@ entonces:

x=4cos(%)=4€=2\[§

= (4,%):(2\/5,2).

5
b- SeaR=-3y 9:7”

x==3 oos(s—ﬂ]=—3(—cos£J
4 +

57 m

=-3sen — |=-3| —sen—
y sev{ 2 ] ( sen :

4 2 2

|5

. Pna
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3.- Halle la representacién principal en polares de los siguientes puntos en

cartesianas:

a.- (3 B )

53 5
- (49

Solucion:

a-  x=-3 p y=8 > R={J(+(BY =J12=23

4(b)

" +V3| 7@
0= arctg(-—g’—] = B como la “y” es positiva que corresponde al seno y la "x”

es negativa que corresponde al coseno quiere decir que: GellC =
4b(ii)

O=r-6= :r—% = 5?” el punto buscado en polares es (2\5, 5{)

/4
E\ = § come la “y” es negativa que corresponde al

=5
5 = arctg —2-" = arctg
B
2

senoy la “x” es positiva que corresponde al coseno quiere decir que:
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e IVC = 9=2:r—5=2:r—%=1—]67—r . El punto buscado en polares es

4b(iv)

[195}
6
Graficar las siguientes curvas polares:

a.- R=6

g G=t paf
6

Solucion:

a. R=6 es el conjunto de los puntos
(6,0) esto representa una
circunferencia de radio 6 centrada en
el origen. Podemos comprobarlo

pasando a cartesianas, recordemos

que R=\+y =P +)* =6

=x"+y’=36.

b.- 92% R>0 es la semirrecta

cerrada con origen en el polo y

angulo con el semieje polar de

1
\

Pagina 83



UCAB Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables

es la recta cuyo i
30°

angulo con el

semieje polar es
=

-~

de 9:%. /

5.- Identifique las siguientes curvas pasando a cartesianas:

a.- R=3cosf
b.- Rcos@=4

6
" 2sen6 + cos @

d.- R =asen6 + bcos 6
Solucion:
a-  Multipliquemos la ecuacion R=3cos@ por “R” = R’ =3Rcos?d

= x° + y* =3x ahora completamos cuadrado
~ i g : 3 e
=|x- 5 +y° = ) circunferencia centrada en 5,0 y radio 5

b.= Rcos @ =4—= x=4 recta vertical.

6

=—— = R(2senf + cos @) =6 = 2Rsenf + Rcos 8 =6
2sent + cos @

= i =1
:>2y+x=6:>y=—2x-+3 una recta cuya pendiente es -

d.- R=asenf +bcosH = R* =aRsen®@ + bR cos 0
multiplicamos

por R

Lic. Dana Eizaeth Vi!leg rez
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6.-

1 T
=—|T+2sent+—+
2 2

7.-

Lic. Dayana Elizabeth Vil]gas Perez
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=>x*+y  =ax+by

Completando cuadrados nos queda:

2 2 2 2
el 4 y=2| = "+ ircunferencia centrada en 2, Zlyde
2 4 2 2

Hallar el 4rea de la mitad superior (0 <@ < ) de la cardioide R=1+cos&.

Solucion:

1% s 17 5 om LT y
Ao A=5£f (Q)dB:EJ;(Hoosﬂ) d9=5£(1+2cose+oos 0)do

::sl 9+2sen9+g+sen29 =
2 2 4 |,

sen2m 0j| 3z
4

0
Encontrar los puntos de interseccion y el drea de la region que se encuentra
dentro del circulo R=1 y fuera de la cardioide R=1-cos@.

Solucién:

Dibujemos la regién para determinar sus fronteras y encontrar los limites de

integracion (Ver figura en la siguiente pagina).
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¥ Limite superior Busquemos los limites de integracion.
Para ellos igualemos las curvas:

l=1-cos@=cos@=0

=0=2 o 9=-2
2 2

Los puntos de interseccion seran:

T
‘-." []’ _)
™ Limite inferior 2

0=-w/2
El 4rea sera:
1% 1 3 1% 2
A==[r2@do== [[P-(-cos0)’l6 = 2= [(1-1+2cos0-cos’ O)do
2, 2] wr B
’ simetria

x
2

(2cos @ —cos’ 0)dé =|i23€n9—§—-}:sen(29)j| =2 —%.

0

S C— 3 | 5

8-  Hallar la pendiente de la cardioide R=—1-+cos@ en 9:—%.

Solucion:

F(O)=—1+cos@=> f'(6) =—send

m(B)—@‘ _ f'(B)senf+ f(0)cosd _ — sentend) +(cos 0—1)cos 0
it [(O)c0sO—f(B)send  —sencos (cos O—1)send

_ —senfsenf+(cosO—1)cosf  —sen’B+cos’ H—cos b
- senf) cos @—(cos @—1)senf —senf cos 8 —send cos O+ sent
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cos(268)—cos 8

=>m(f)=
m(®) —sen(26)+sent

9.- Encontrar la longitud de la cardioide R=1—cosé.

Solucion:

R=l-cost9:>d—R=sen9
do

g dr\' =t e——p
— 2 e - —
:>L—;[ R +(d9) dewj;\/(l cos )’ + sen’0d6

2x Ir
= I\/l—20059+oosz 0 +sen’0do = Id2—2wst9d9
0 0

l1-cosé@ =2senz(§J

i G-l

Como sen(g] >0 #Helo27]

g oo
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Ejercicios Propuestos:

l-  Dibuje los puntos:
s B.7) A
o [4274) o (0.7)
o (-L7) n (0-27)
2-  Déla otra representacion de los puntos:
9 37) by 55%)
o (6274) o (L)
3.- Encuentre las coordenadas cartesianas:
9 (37) by 67)
o 57%) d)(-5.-27/3)
4-  Encuentre las coordenadas polares:
9 (+422) b (2432)

o () g (e
o (%)

5.- Graficar las siguientes curvas polares:

a) R=9

=TT/ .
b) G_A,R':O
~ Péagina 88
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10.-

11.-

Lic, Dyaa Elizabeth Vill Perez

c) t9=”3; ReR

d) Rsen =—1

e) R=2cscl

ﬂ D -
2cos @+ sent

Hallar el 4rea de una rosa de 4 pétalos R = cos(26).

Dadas las curvas R, =2(1—sen@) y R, =2.Hallar:

a) Las gréaficas de las curvas.

b) Determinar los puntos de interseccion de las curvas.
c) El drea de la region dentro de R, y fuerade R, .

Hallar la pendiente de R = cos(26) para cualquier 8.

6
e
Hallar la longitud de la espiral R = 7 Oe [0,7[].

Hallar la pendiente de la curva R=1+cos@ en 6= % y luego calcule la

longitud de arco con G e [0,2?[].

Sea R la region limitada por la proyeccién en el plano x = 0, de la interseccion

de las superficies:

{xzi-yz—z2 =16

X +y*+22 <32

Determine el drea de la region R utilizando coordenadas polares.
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Calcular el area mediante polares de la region del plano determinada por:

i-(1-cost)? lio

Ly | N

1
Sea la expresion 5

w4

a) ;Qué representa dicha integral?
b) Representar graficamente dicha expresion y encuentre los puntos de

interseccion.

3Y’ 9
Sean las curvas (X*EJ +y2=z y R=1+cosé.

a) Graficar ambas curvas.
b) Encuentre los puntos de interseccion de las curvas en coordenadas
polares.

2
| 9
c) Dibuje el drea de la region dentro de (X—E) +y2 = Z y fuera de

R =1+co0s6. Luego calcule dicha area usando polares.
Encuentre la ecuacion cartesiana de las graficas en cada caso y dibuje las

mismas:

a- R*—6R(cos@+senf)+9=0

b-  R’cos(20)=9

Determinar el rea de la region que yace dentro del circulo R =3send y fuera

de la cardioide R =1+ sen@.

90
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Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez

Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Sean las curvas (x—-1)2+y2=1 y R=],

a.- Dibuje la region dentro de la primera curva y fuera de la segunda.
b.- Halle los puntos de interseccion en polares.
C.- Halle el drea de la region dibujada en la parte (a) en polares.
y=1
Sean la region R= {y m
a.- Dibuje la region R
b.- Halle los puntos de interseccion en polares.
C.- Halle el drea de la region R dibujada en la parte (a) en polares.
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hd Capitulo 6: Funciones Vectoriales...
. = n
L 1.- Una funcién vectorial es una funcion de la forma R:R— R" /
. P g R2
. R(tr)= [Rl (1), R,(2), -, R, (¢ )] . Nosotros estudiaremos en y
‘ 3
principalmente en R~ .
; 2- Si R_(fj — [R1 (1), R, (1), R, (t)] entonces el Limite de una funcién vectorial es:
- o , o, 0]
lim, ,  R(t) = ltm',_le (t),lim, R, (t),lim, , R,(t)

3-  Lafuncién R(?) escontinuaen # =a siysélosi /im,_,,R(t)=R(a) .
4.-  Definimos una curva en el espacio como una funcién de la forma:

x=f()
Cicy= (D) tel

z=h(1)
5.-  La Derivada de una funcién vectorial es: R'(¢) = [er(t )s Rz’(f), Rgr(f ):l

B~

El vector tangente unitario se define como “un vector paralelo a R’(t )

unitario”, esto es: T(t) = @)

[

La recta tangente: La ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva

C = R(1) en el punto R(t,) = (X4, 79, 2,) es: (x, Y:2)=R(t))+1.R'(t,)

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez ‘Pégina 92

u—._._.—._.-—._lu..ul—._u#u...l;..




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

Teorema: Sean R(?) y S(#) funciones vectoriales derivables, e R y f ()

una funciénreal/ f :R—>R  y= f(?).

;f(t)R_(rj]= Y i '(t)R_(tj +f (t)m esto devuelve una funcion

~
. i) DRO+50O|-FD+50
- ()  DJeR®)|=aR®
- Gi) D,
. vectorial
o ) D,
: escalar
: ®)  DJROSO|- K50+ KO
j vectorial.
.} ~i)  DRGO)|=RTFO)r©
- |
#
i |
|

LR(t)-S(t)JzR’(t)-S(t)+R(t)-S'(t) esto devuelve una funcion

x S'(r) esto devuelve una funcién

9.- La integral definida de una funcién vectorial es:

}E(T)dr i [jl R, (t)dt, _i R, (t)dt, j'RJ(t)dt:l

Teorema fundamental para funciones vectoriales:

[ Rt = S(t)]: = S(b)-S(a) donde [R(t)dt =S(t)+K

10.-  Longitud de arco: L

Il
D C—

R'(t)"dt

este concepto serd (til

ds
Diferencial de longitud de arco: 7 _—.’

en las demostraciones posteriores.

Lic. Dayana Elizabeth \ Vi[leg
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12.-  La curvatura dela curva C = R(#) en un punto dado es una medida de que tan

répido cambia la curva de direccion en ese punto. Especificamente, se define

como la magnitud de la tasa de cambio del vector unitario tangente con respecto

ala longitud de arco.

13.- Definicion de curvatura: En R°0R*: k(1) = “@“
R'(1)

., s 3
Teorema: La curvatura de la curva dada por la funcion vectorial en %" es:

Fo7

K(@t) =

3

7o

14- En el caso especial de una curva plana cuya ecuacién es ¥ = f(x) la curvatura

sera:
A
h+(reorfs

15.- Vectores Normal v_Binormal unitarios: El vector 7'(¢) L 7(#)entonces

x(x)

definimos el vector normal unitario como: N(t):& . Luego el vector
ol

Binormal unitario serd: B(r) =7(1)x N(t)
OBS: Los vectores tangente, normal y binormal unitarios son tres vectores
ortogonales entre si con norma “1” en un punto dado de la curva. Ellos forman

el “triedo de frenet”. (Ver figura anexa).
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16.-

17.-

Lic. ya lizabth illas Per

Ademas podemos agregar que N(r)= B_(B 3% T_(ti )
El plano determinado por los vectores N(¢) y B(t) en el punto P sobre la curva

C se llama plano normal de la curva C en el punto P. (Consiste en todas las
rectas que son ortogonales al vector tangente unitario).

El plano normal es aquel que tiene como vector normal el tangente unitario o

R@).

OBS: T(1)// R'(1) .

La ecuacién del plano normal a la curva C en el punto P(x,,V,.2Z,) es
(x—xo,y—yo,z—zﬁ)-m =0 donde R—(zﬁ = (X9 Y0520) -

El plano determinado por (@) y N(7) se llama plano osculante de C en el
punto P.

Osculum es una palabra latina que quiere decir “beso”.

Este plano es el plano que estd tan cerca que contiene la parte de la curva que
estd cerca de P. (Para una curva plana, el plano osculante es simplemente el

plano que contiene la curva).
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OBS: B(t)// R'(t) x R"(1)
La ecuacion del plano osculante a la curva C en el punto P(x,,).2,) es
(X—X5, ¥ — V52— 2,) - R'(2,)x R"(2,) = 0. Donde R(%,) = (xy,¥5:2,) -

18.- El plano rectificante es aquel que tiene como vector normal el normal

unitario o (R'(?) x R_"(t_j) X E;(t) ;

OBS: N(1)// (R'(H)x R"(1))x R'(r)

La ecuacién del plano rectificante a la curva C en el punto P(x,,),.2,) es

(X—Xgs Y= Yos2—20) (R'(ty)x R"(1,)) x R'(1,)=0.
Donde R(%,)=(xy,¥0:25) -

19.-  El circulo que esta en el plano osculante de la curva C en el punto P (que tiene la

misma tangente que la curva C en el punto P) estd en el lado concavo de C

(hacia donde apunta N(r)), y tiene como radio p=- se llama CIRCULO
K

OSCULADOR o CIRCULO DE LA CURVATURA de C en P. Este es el
circulo que mejor describe la forma en que C se comporta cerca de P, comparte

la misma tangente, normal y curvatura de P.

El circulo osculante de una curva R(f) en el punto P es:

plano osculante en P
N
esfera osculadora en P

e o o i s S s aseeee)
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20.-

21.-

27

El radio de la esfera osculadora p(l‘)=% y el centro es:
R(D) + p(1).N (D).

—_—

Movimiento en el Espacio: Si R(1) representa el vector posicion entonces

ocurre:

V_(tj = R—'—(l‘j (velocidad) y la rapidez = "R_'(SH

a(t)=V"'(t) = R (¢) (aceleracién)

5
Ahora si tenemos la aceleracion entonces ocurre: V(1) =V () + I a(u)du

1y

R()=R(1,) + j V (u)du .

R()-R"(1)

Componente tangencial de la aceleracion: a; ()=
50
"R’(r) x R”(t)”
Componente normal de la aceleracion: a,(t)="————

<0

El vector aceleracion puede escribirse en funcion de las componentes anteriores

de la siguiente forma:

R —

a(t)=a, I +ayN
Sea C la curva suave. La torsion de C mide el “grado de torcedura” de la curva,

mide el desvio de la curva respecto al plano osculante. Su féormula serd:

e e L e e S Sy s
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e e e L= e e

(R’(t) : (R"(r) X R"'(t)))

()= 5
ORY0
23.-  Se denomina curva plana al recorrido de una funcién vectorial tal que todos sus

puntos se encuentra en un mismo plano.

OSB: Para probar que una particula se mueve en un plano basta ver que su

torsion sea “0”.

24.- Foérmulas de Frenet: £ = k.]_\f'
GesSS ds
d—N = —k.? + r.x_é
ds
dB =
—=—7.N
ds

Ejercicios Resueltos:

— (l-cost £*+2t —
- Sean la funciones vectoriales:  R()= % ® g o vI-t |
— [ 1-9t Int
S()= ,—,V9—1 |, Hallar:
25" §
a- lim _,R0)
b  Dominio de S(f).
Solucion:
o — (.. l-cost, P+2 —
a.- hmr-—)O R(t) == hmr—)ﬂ t—z’hmaat] _f——, hm,_,{) 9—t
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p I-cost 0

10 =7
0 R+ u 0

L' Hopital lim, g 0

e 222N L hopital lim, N9~ =9-0=3
20 . AU+2

L' Hopital W= %

L

=0 2 2

:>h}n,_,0R_(Ij=(% ,2,3}

b.- Dom %=dom [1—9[ Jn dom(gj N dom\9—-t

t* =25
Dom  8(t) =R~ {55} (0.0)n (9] = (0.9]- 5}
2.- Sea la funcién vectorial R_(l'j=(312 +4I,€rl‘2,S€m*t4) hallar el tangente

unitario en 1 =0.

Solucién:

70 = 2O

x|
R'—(t) = (6t +4,e't* +e'2,cost - 413)
R(0)=(60+4,¢°0% +€°2.0,c050- 4.0° )= (4.0,

“mhzdﬂ +0% +12 =17

T(0) = %(4,0,1)
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3.-  Muestre que si R_(fiu =@ entonces RT(Ij 1 E(;-)

Solucion:

Como R(t)“za elevemos al cuadrado ambos lados y nos queda que

Jre

R0 RO)|=L @) = R- Ko+ RO R=0
dt dt )
8(iv)

2 _—

=a’ = R(f)-R{E)=a’ derivando a ambos lados nos queda que:

2R'(1)-R()=0=R'(1)- Rt)=0=>R(t) L R()

NN

—

4-  Sea R(t)=(2cost,sent,2t) calcular R(t)dt .

(=]

Solucién:

[R@)dt = [ (2cost, sent,2t)dt = (2sent,~cost,1*) +(k, , ky. ;)

- J— >
f R(t)dt = (2sem‘,—c:{>st,t3)E/2 = [2sen-§~,—005£,(%) J—(2sen0,—cos 0,0%)

) 2
= (2,0, i J —(0,~1,0) = (2,1, 5)
4 4

2

Jy=z
Bta Sealacurva C: Hallar:

2

z=x
a.- El punto de la curva C donde el plano osculante es paralelo a la recta
x=z-4,y=22
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1 oL
El b' | 't i ] t g T e
Inormail unitario €n €l punto [ 2 16 4)

El normal unitario en el punto (LLI).

Solucién:

a.-

Lic. Dayana E

Primero debemos buscar la funcion vectorial que representa la curva C:
= 2P _ g4 . . ¢ DAY &
z=t" y=t"] =t lafuncion vectorial sera R(f)=(t,t",t")

Vector director de la recta

Normal del
Plano Osculante

_/

En la figura podemos ver que el vector normal del plano osculante es

perpendicular al vector director de la recta.

n,o = Bt) 11 ROXR'(@)

RO=(04852) y R()=(0]22)
ik

R(OXR()=|1 4 2|=(-16f ,-2,12¢%)
0 12 2

@ L (10,)=(-16£°,~212t*)-(1,0,) = 0= -16* +12t* =0

= (<16(+12)=0=31=0 o r%

lizabeth Villegas Perez égna 1
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Los puntos seran: para t=0 = F{)) =(0,0,0)
R(3 3 81 9
= SRR o
4) (4 256 16

I 44
b.- Queremos saber de que “t” viene el punto (—" — —]

y &=

| W

27164

1
t=-—

2
f=Ls r=—1 APY AN 1—(2 2.3)

I6 2 _E I —E X _5 i e
i

4

Como el Binormal debe ser un vector unitario dividimos entre su norma.

1 1

(2-2.3)
== e 28

C.- Queremos saber de que “t” viene el punto (1,1,1)
t=1
t'=1= =1 N /1 lR‘(l)xR'(l)JxR’(l)
1t =1

R()xR"(1)=(-16,-2,12) //(-8,-1,6)

ij ok
(8-LE)xR(1)=|-8 ~1 6 =(-26,22-31)
1 4 2

— (2622-31) 1
N() = =
o I26,2231) 2121

(-26,22,-31)

Lic, Dayai Vias
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6.- Sea la curva _R(—t) =(—m+cost, 7 +sent,t —2x) hallar la ecuacién del circulo
osculador en el punto de interseccion de la curva E(B conel plano z=-x.
Solucién: Primero hallaremos el punto de interseccion.

Xx=-mw+cost
y=rm+sent N z=-T t-2p=-a>t=271-7="1
z=t-2x
El punto de interseccidn sera sustituir / =7 en la curva E(_t-j asi tendremos:
R(m)=(—m+cosm,m+senm,n—2n)=(-m—1, m,~7)
El circulo osculante de una curva R(f) en el punto P(—7—1,7,—7) es:
plano osculante en P
N
esfera osculadora en P
T'(7)|
K(r)=3—
R'(;r)ﬂ
Fai = (—sent,cost,])
R(7)=(senm,cos z,1) =(0,~-L1)
[R©)| = (seny’ +(cos)* +17 =2 "R(zr)" =2
— R@® 1 — 1
T(t) = =—=(—sent,cos t,1) = T'(t) = —= (- cos t,—sent,0
xa| 7 )
= ~eret 1
T'@) == (100) = [T@)] == +0° +0" = —
V2 V2 2
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') 75
-1
R'(zr)" 2 Z
El radio de la esfera osculadora p(?t)=—]——=2 y el centro es:
K (7)
R(m)+ p(7).N(x).
— T(ir) l
N =g (1,0,0) = (1,0,0)
ol 7

El centro serd C(7) =R(7)+ p(m)N(m) = (~1~1, 7,-7) + 2(,0,0) = (~7 +1, 7.7
La esfera osculadora es: (x+7-1)* +(y-1)* +(z+7)* =4

Hallemos el vector binormal unitarioen 1 =7 :

i ] k
B(z)=T(z)xN(7)=|0 -/\5 %/5 Jl_(on)
I 0 0

El plano osculante en f =7 sera:

(c+l+m,y-mz+71)-—(OL)=0=>—(y- 7r)+——(z+7r) 0=>y+z=0
f JE

V2

(x+7=1+(y-7)’ +(z+7)* =1

Circulo Osculador
y+z=0

Pruebe usando las formulas de Frenet que IF(—tj =S '(t)% + ic(t)[S '(t)]z m

Solucién:

LlC Dayana Ehzabeth Vl]legas Perez ) i e Pégina4
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En la parte 11 de la teoria vimos que el Diferencial de longitud de arco es:

= "R 't )H sustituyendo en 7'(f) = 2@ nos queda que T_(‘i . Rdg)
[ &
t

R'(r)= T_(I_SE- ahora podemos derivar para hallar la segunda derivada:

R'(1) = T(t _’dS

—— gl o i
como 17(f)= ok sustituimos en la anterior y nos queda:
1

m _dr a8  =—d" S
dt dt
Por regla de la cadena tenemos que ar =— LV , sustituimos en (*)
dt dS dt
it — % TG,
R"(t)= géﬁ T(t )d 3 = xN[d—SJ + e a
ds drt dt dt® Frenet dt dr’
dT N
das

S R()=8 '(t)Ft)+ x(t)[S '(t)]2 N_(Ij (esto es lo que queriamos probar).
8.-  Determine el circulo osculante de y = x” en (0,0).

Solucion:

Como es una curva plana utilizaremos la formula K(X) =

b+ (reoy ]

|£(0)|
[1 + (f'(O))z ]%

k(0) =

Lic. Dayana Elizaeth Vlegas Pe ; 7 o S 7 na 05
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fE@)=2x= £'(0)=0 = x(0)= 2

f1(x)=2= f"(0)=2 [i+0°]* S

1 1
El centro del circulo osculador es (O,%J y el radio es p = — = — por lo tanto
K

2

2
el circulo osculador sera: x? —[ y- 1] ok .
2 4
9.- Hallar la velocidad y posicion en un tiempo #. Si se sabe que una particula tiene
posicién inicial R(0) = (1,0,0) con una velocidad inicial ¥ (0) = (1,—1,1)donde

la aceleracién viene dada a(r) = (4£,61,1).

Solucion:

V)=V (0)+ j'a(u)du =(,-LD) + j(4u,6u,])du =(,-1)+ [(2u2 Ju® ,u)]

V(t) = (L,—11) + (2¢2 32, 1) — (0,0,0)

V()= +13¢° =1t +1)

R(t) = R(0) + j V(u)du = (1,0,0) + j(Zuz +1,3u* — L, u+du

L. 3 2 :
R(1) = (1,0,0) + [[2—;’- +uu® —u, ”7 + uH

0

- 3 2 3 2
R(1) = (1,0,0) +(% +1,1 —t,t—z—+t}—(0,0,0) :(2‘? 41,0 —:,-’i-ﬂJ

10.- Dada la funcién vectorial R(f)=(cost,sent,t) con € [O,27r] determinar la

kY 4
recta tangente en [ = —5-
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Solucion:

Hallemos el puntoen 7 = 37” = R(%r] = (cos(ézz], ser{

La ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva C = R(f) enel

2 2

37

La ecuacion vectorial de

(x,3,2) = (0,-—137”)“(1,0,1)

R(?’—ﬂ) = (0,—1,%) es: (x,y,2)= R[B—”

E’(_rj = (—sent,cost,l) = R'(—z—) = (1,0,])

UCAB Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables

punto

tangente sera:
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Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez

Ejercicios Propuestos:

Hallar el dominio para cada funcién vectorial:

t-3

s E(t‘_jz?%f+\/4+tj bis E(T)=G,xft2+1,—2—)

g 1% ~1 2 o ol
= R(1) = N S W8 " = 3
c. 0 {"{2;]’6—:’:] d- RO =larctgt,in@® +1).1°)

Hallar los siguientes limites:

—_— — —— 2 —
a.- Iim.r—»Z R(t) donde R(t) = [:2 _24 st :-_tz B VIt 2]

sen(4t) cost—1 t2+9t]

b-  lim,_,R(t) donde %=( > & @ g

Dada la curva RO =(¢—£2) +32 ]+ Gt + )k :

a-  Hallar la velocidad, rapidez y aceleracién en 7 = 1.

b.-  Elplano normal a la curvaen 7 = 1.

Una particula se mueve sobre la curva

_R_(t-j = - a)i + (1 + 41‘)} + (8¢ —3¢° )12 . Hallar las componentes
tangencial y normal de la aceleracion en el instante 7=2.

Hallar las ecuaciones del plano oscilador, y de los vectores normal y

2
E i
binormal a la curva {xz - en el punto (1,1,1).
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10.-

11.-

Lic. yana Elbet ils Perez o

4 3 2

Dada la curva R(f)= Z; . '3—} o k encuentre los puntos de la curva

donde la tangente es paralela al plano X +3y +2z=10.

Sea R_(tj =(cos t)f + (sent)j’ +tk donde t € [0,275 ] determine:

—

a- Los puntos de R(f) en los cuales el plano oscilador es

perpendicular al plano x +z=3.

b.-  Una funcion vectorial que represente a la recta tangente a R_(l'j en
los puntos hallados en la parte (a).

c.-  La curvatura para cualquier “t”.

Dada la curva R()= (- +cost)i + (7 + sent) ] +(t - 27r)l€ hallar el

vector aceleracion en términos de los vectores tangente unitario y normal

—_—

unitario en el punto de interseccion de la curva R(?) con el plano z=-7

Demuestre usando las formulas de Frenet:

a- RO=s"OT+k[yOFN b- ROxRO=k[s©].B
Cc.- F(T) = [s" -k (s"? ]f + [3k.s'.s" +k'(s)? ]]_V' +kz(s")’ B

S— n
Hallar la curvatura de R(f) = [Sccos3 t8sen’t] ent= Tl

B

[¥

Demuestre la formula de la curvatura k(1) = 3
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ﬂ

12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17~

(En qué punto de la curva E(_d:(t 33t,t*) el plano normal es

paralelo al plano 6x+6y-8z=1?

Sea el vector posicion R(f) = (¢ Jnt ,2.\/5 ) para t € [1,2]. Encontrar:

a) La longitud de arco.

b)  ¢En qué punto(s) de la curva R(t) el plano normal es paralelo al plano

x+y+ J2z=9
c) La recta tangente en el punto(s) encontrado en la parte (b).

e 2 A 2 z
Dada la curva R(f) =ti +1 2j+ (5 t’ Jk hallar la relacion entre la curvatura

y la torsion.

z=4x*+)° _
. Determinar la recta tangente en el punto

Sea la curva
z=1+y

(1,0,1).
Dada la curva _IE(_tj =1 + ]n(sect)j' + In(sect + rgt)lg cen qué punto la

curvatura es maxima?

Ax2+y*=-2=0
G-
Sea la curva {x+z—4=0 2

a) Parametrice C .
b) Determine la ecuacion paramétrica de la recta tangente a la curva C

en el punto (1,1,3) .

c) Halle la curvatura en el punto (1,1,3) "
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18.-

20.-
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Una mosca camina a lo largo de un alambre en forma de hélice de tal manera

que su posicion es % = 6005‘.(111‘)1T =+ 6sen(nr)}' + 2tk para t=0 .

Hallar:

a-  (En qué punto chocaria la mosca con la esfera x* + y2 +2z2 =100
b-  ;Qué tanto viajé desde el inicio (+=0) hasta que choca con la esfera?

c.- Curvatura en 1=2.

=y s a 2 ~
Dada la curva R(f) =1i +1%] +(§t3)k hallar:

S,

a-  Suponga que un mévil se desplaza a lo largo de la curva R(1).

Determine la longitud recorrida por dicho movil en el intervalo [0,2]

y luego encuentre las coordenadas de los puntos inicial y final del

recorrido.

=2
b.-  Torsion en el punto | — 1=15—3‘ ‘

4 3 2

= Pt e A
Sea R(7) =?I +?1+3k . Hallar:

_———

a-  Lospuntos de lacurva R(f) donde el plano oscilador es paralelo a

x-2
2

la recta =yp-3z=1,

1 -11
b.-  El vector binormal unitario en el punto (— 34 —}.

4’372
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21.- Sealacurva R(f)= (e’ .COS t,e'.sem‘) Is [O,%:I . Hallar:

a.-  Punto inicial y final de la trayectoria.

b.-  Longitud de la trayectoria.

c.-  Curvatura V7.

22.- (En  qué puntos de la recta tangente a la curva
R(t)=@Bt—13t>3t +1%) es paralelaal plano x+y+z+2=02

2 2t
I,T—TJ tE[O,l], hallar la

23- Sea el definid r(1)= -
ea el arco definido por r(f) (t2+l T

longitud de arco.
24.- Dada la curva definida por R(f) =, +£2,t—1*) calcule los puntos

donde la torsion es “07.

25.- La posicion de una particula es de R_(ti=(l+sent,cost,2c0st——sent)

pruebe que:
a.-  La particula se mueve en un plano. (Sug: Pruebe que 7(/) =0 ).
b.-  Encuentre la ecuacion del plano.
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Capitulo 7: Funciones de Varias Variables.

Dominio, Conjunto de Nivel y Graficas

1) Sea f:R >R/ w=f(x,x,,x,) esta funcion es una funcion de varias

n

variables la cual tiene una variable dependiente "w"y n-variables independientes

"X, X, X," en particular estudiaremos el caso de n=2 o 3. Es decir las

funciones f:R* =R/ z= f(x,y) donde “z” es la variable dependiente y “x,y”
son las variables independientes y f ‘R* >R/ w=f(x,y,z) donde “w” es la
variable dependiente y “x,y,z” son las variables independientes.

2) Dominio de funciones de varias variables: Sea f R: AR/ z=f(x,y)

decimos que el Domf < R’ y se cumplen las siguientes reglas de dominio:
a.- DomP(x,y) =R’ donde P(x,y) es un polinomio en R

b= Dom(K)=%R* donde K es una constante real.

C.- DOW{MJ =R’ -{Q(x,y) = 0} donde P(x.y) y QOx)) son
o, »)

2 . 2
polinomios en R°.

: _|si n e par f(x,y)20
d.- Dam(\} f(x, }‘))— {s' Dom= Dom(f (,y))

i n es impar

e.- Dom(f (x,y)tg(x, y)) = Domf(x, y) N Domg(x, y)

L Domf(x:}’)‘g(x,y):Domf(xay)ﬁDﬂmg(x,)’)
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e o MJ = Domf(x, y) " Domg(x, ) - {g(x, y) = 0}
g(x.y)

3.-  Conjunto de Nivel: Si f:R" >R/ w= f(x,x,,---,x,) definimos el conjunto
de nivel como ch={;e R a2} =C}.
Para R’ el conjunto de nivel como N f = {(x, P eR/ f(x, y)=c} es llamado
“curvas de nivel”.
Para %’ el conjunto de nivel como N, f= {(x, 1,2)eR’ | f(x,3,2)= k} es
llamado “superficies de nivel”.

4.- Grafica de una superficie: El conjunto de todos los puntos (x, y, f(x,y)) en el
espacio, para (x, y) en el dominio de f, se llama la grificade f. A la grafica de
f también se le llama superficie z = f(x, y).
OBS: Para graficar una superficie utilizamos las curvas de nivel y las trazas.

Ejercicios Resueltos:

1.- En cada caso escriba el conjunto dominio y la grafica del mismo.

a-  f(xy)=xx’+y-101

x> 9-
b fa))=————

X+y J2-x
c- fOuy)=Vx+yy
Solucién:

a-  Domf = Dom(xyx* +y)Dom(101) = (x, y)/ x* + y 2 0} R

Domf = {(x,y)/x2 +y=2 0}
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Para dibujar el conjunto primero dibujamos la frontera x*+y=0=y=-x,

tomo un punto cualquiera dentro o fuera de la pardbola por ejemplo (2,0) que
estd fuera, lo meto dentro de la inecuacion x*+y>0 y nos queda

2°+020=>4>0 es verdadero por lo tanto son los puntos fuera de la pardbola.

(Ver figura)

OBS: Si nos hubiese dado falsa la inecuacion entonces el resultado serian los

puntos internos.

B 3x? 9-xy ol » .
b.- Domf—Don{x+er\Do m]_m k+y=0n{xx,»)/2-x>0}

Domf = {(x,y)/y:t—x A x<2}

<2 Dominio de f*
y T
+ i \_
! N
3 : b
. f-————-——-*-z—j—)] : : 2
E } i S 8
i ','"s—'_\ ]
| FE33 AN
5
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Supongamos que la temperatura I" en cualquier punto (x,) del plano viene dada
por T(x,y)=In(x* - y*) responda:
a- Identifique para todo “c” posible y luego dibuje solo para
¢=0 y c=In4 las curvas de nivel de la funcion temperatura.

3[ 1)

b.- Hallar el dominio de la funcién f(x,) =——‘/_—= "
3

x* 4y’ -

Solucion:

a-  NT={xy)/inx -y)=c|

2 2
z2_.2 .
In(x? - y*)=c=>e" “:e‘:>x2—y2:e‘:>—c—y—6=1 estoes  una
e e

familia de hipérbolas con centro (0,0)donde a=b=+e¢ donde ceR.

2 2 2
Dibujemos para c=!n4::>ilr—%=1:>£__y_=]
e e 4 4
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2 2

Para c=0=> -2_-1=x*-y*=1 otra hipérbola donde a=b=1: a
e €

continuacion sus graficas respectivas:

-

,
W

R

-

3f 1y J/ In(x*-37) 352 _ o
b= Damf: Do _.e_y.—— = Do _e__}_ =Do —x_y.._
Jm yxi+y* -3

Domf={(x,y)/x2 +y? —3>0}

x*+y*-3
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Supongamos que la temperatura T en cualquier punto (x, y,z) del espacio

60

2 2
XY 43

. Identifique para todo “k”

viene dada por: T(x,y.z)= 2

+3

posible y luego dibuje solo para k =5,15,20 las superficies de nivel de la

funcién temperatura.
Solucion:

i =k}:>%=x2+y2+zz+3

N-;T={(xa}’sz)/-:——z—e—
x*+y +z° 43

—

0 3. g ; :
6—-—3 =x*+y* +z’ Familia de esferas centradas en el origen con radio \J—k__3

60—
donde %—320:7 0k3k20 aplicando tabla de signos nos queda que

ke(0,20] .
60 o B B s N
Parak:20:>%—3:x +yt+z2 x+y’ +27 =0=(0,0,0)
60 2 2 2 2 2 2 . .
Para k=15=>—-3=x’+y’ +z" =x +y +z =1 una circunferencia centrada

en el origen de radio /.

60 2 " .
Para k:S:D?—IS =xl+y’ +2° =x +y? +2z° =9 una circunferencia centrada

en el origen de radio 3. El dibujo seré:
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4-  Dibuje el grafico de la funcion f(x,y)=4x"+y" .
Solucion:

Para ello haremos dos pasos:

2 2

Pasol) Curvas de nivel: fo={(x,y)/4x2+y2 =C}:>?+T=l esta es
4

una familia de elipses centradas en el origen donde
a:‘/g y b=+c donde ce(0,®).

YA

Mapa de curvas de nivel
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Paso2) Trazas

Plano xy (z=0) 4x* +y* =0=> x=y =0 en este plano solo vemos el origen de
coordenadas.

Plano yz (x=0) 4 y* =z en este plano veremos una pardbola centrada en (0,0)

concava hacia arriba.
Plano xz (y=0) z= x? en este plano veremos también una pardbola centrada en
(0,0) concava hacia arriba.

La grafica sera:

Trazas horizontales, son curvas de nivel elevadas
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Ejercicios Propuestos:

En cada caso escriba el conjunto dominio y la gréfica del mismo.

fx,y)=xIn(y* -x)

Jx+y+1

fx,y)=
x-1
fny)=—e
Ty
R
f(xs,V)= - zy :.4
¥
B 4x-x" -y’ 1
TEN=T = e+
In(x* -y’ —4)
g(x,y)=
J2-y

f(x,»)=In(9-3x" +6)*)

VX —y* -1

x—1

f(xy)=

Identifique las superficies de Nivel para todo “k” y luego dibuje solo para

k=0,1,—1,—4,donde F(x,y,z)=—x>—(y—1*+z.

V(x,y) es el voltaje o potencial en un punto (x,y) del plano xy, las curvas de

nivel de V se llaman curvas equipotenciales. A lo largo de una curva tal, el




Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

8
voltaje permanece constante. Para un potencial de V(x,y) 5 =
J16+X" %y

Identifique las curvas equipotenciales de manera general y luego dibuje solo

4

paraC=2 Y \/—5-

x-2 @) -2

—_——
2

4.- Sea las funciones Flep)=—n—
¢ A= 16 8

m(x,y) =vx—4; g(x,y)=mn(xy =1).

a.- Identifique para todo “k” Y luego dibuje solo para k=Y % las

superficies de nivel de la funcién F(x,¥,2).

_8(xy)

b.- Encuentre y dibuje el dominio de P(x,¥) ;
m(x,y)

5.- Grafique las siguientes superficies:
o Fry)=—x'—(-1’
b z=x'+) +4

C.- z=\/x2+y2+2

—P—y?

d.- zZ=¢€
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Capitulo 8: Funciones de Varias Variables:

Limite, Derivadas Parciales y sus aplicaciones...

1.- Limite de una funcion de dos variables:

lim, oy f D)=L Ve>0,36> 0/][(x,y)—(xa,yo)]] <d :>lf(x,y)—L| <g.

2.- Definicién: Sea la funcion f(x, y) una funcion de dos variables, los siguientes

limites son llamados limites iterados:
limr—u,, (limya_vaf(x’ y)) ? Iimy-—»y“ (h’lnxaxof(x! .V))

3-  Teorema: Si existen lim, . (lim},,*_va & y)) y lim,,, (h'*'”x_u,, f(x, y)) pero

son diferentes, entonces lim . ,,f(%, y) no existe.

4.- Si una funcién f(x,y) tiene distintos limites a lo largo de dos trayectorias

distintas cuando (x,y) tiende (X,, y,), entonces b 592 f(x,y) no existe.

5.- En el calculo de un limite se puede pasar de coordenadas cartesianas a polares,

técnica que a veces tiene éxito.

Teorema: Si ¢(f) es una funcién acotada (en alguna bola con centro €n el

origen) y w(R) esuna funcion que tiende a cero cuando R tiende a 0, entonces:

lim o f (R, 0) = lim;_o @(O)y (R) =0

ontinuidad de una funcién de dos variables: f(x,y) es continua en (x,,%.)

6.- C
si:
a.- f(x,,y,) existe

b.- lim g, s, 5 f(x,,y,) existe
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e limg o f(63)= (57,

OBSERVACION: Si una de las tres condiciones no se cumple decimos que
f(x,y) no escontinuaen (x,,y,).

Sea f:®’—> MR, supongamos que es discontinua en  (x,,),), si el
lim, ,, . ,f(x,y)=L entonces (x,,y,) es una discontinuidad evitable y
podemos redefinir la funcién f(x,y) para que sea continua en (x,,y,), ;coémo
hacemos esto?

g(x y):{f(xsy) (xsy)i(x()syﬂ)
’ L (%, ) = (%05 ¥o)

En caso de que lim, , . . f(x,y) no exista decimos que la discontinuidad es

no evitable o esencial y no podemos redefinir la funcién de forma tal que sea
continua en dicho punto.

Derivadas Parciales: La derivada parcial de f(x,y) con respecto a “x” es:

b il
%ZH’%% Lk ’yz f&)) y la derivada parcial de f(x,y) con

f(x,y+h)—f(x,y)'

h—=0 h

respecto a “y” es:

I _
%

¢Como calculamos las derivadas parciales?

&)
—éf—=Derivamos f(x,y) con respectoa “x" pensando “y” constante.
e

%= Derivamos f(x,y) con respectoa “y” pensando "x” constante.

OBSERVACION: Todas las reglas de derivacion se cumplen.

e L LS i
Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez Pagina 124




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

%_ﬁz . ¥ & f =z,

o y o

9 .-  Derivadas de orden superior: Si f(x,») es una funcién de dos variables,

entonces sus derivadas parciales f, y f, son también funciones de dos

variables, de modo que pueden volver a derivarse con respecto a “x” o “y".

62f ’ d] to es deri respect > 1a pri
—=—|—=—1| es erivar con ecto a “x mera

Ejemplo: f,_ =
derivada respecto a “x”.

OBS: La notacién subindice se lee de izquierda a derecha y la notacién de

parciales se lee de derecha a izquierda.

Asi por ejemplo f, . que se lee de “izquierda a derecha”, primero derivamos

[T 1]

respecto a “x” luego respecto a “y” luego respecto a “x” y de ultimo respecto a

(T 7]

10.-  Teorema de Clairaut: Sea f:Dc % —R donde (a,b) € D. si tanto la funcién

/s como f, son continuas en D entonces f(ab)=f (a,b).

11.-  Regla de la Cadena:
CASO 1) Sea z=f(x,y) una funcion de “x,p” diferenciable, donde
x=g(f) y y=h(r) son funciones también diferenciables pero en “1”, entonces

[Ty 1}

2 es una funcién de “r” diferenciable y su arbol sera:
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De aqui podemos deducir su derivada respectiva:

4. .98 08
dt oxdt oy dt

CASO 2) Sea z= f(x,y) es una funciéon de “x,y” diferenciable, donde
x=g(s,1) y y=h(s,r) son funciones también diferenciables pero en “s,”,

entonces “z” es una funcion de “s,z” diferenciable y su arbol sera:

.-—-""'/
x
e Tt
'\..\ Y’fs
\t

De aqui podemos deducir sus derivadas respectivas:

S Fx Sy
as oxas oy os

g I o
ot Ox ot oy or

Aproximacién lineal: En R’ , sea z= f(x,y) su aproximacion lineal sera:

f(a‘,b') ~ f(a,b)+dz donde dz =%(a,b)Ax + %:—(a, b)Ay
Ax=a —-a Ay=b"-b
En R?,  sea w= f(x,y,2) su  aproximacion  lineal  sera:

f@.b',c" )~ f(a,b,c)+dw

o 2

donde dw= o (a,b,c)Ax + 5 (a,b,c)Ay + —Z; (a,b,c)Az

ax

Ax=a' —a Ay=b"—b Ar=c" —¢

Pagina 126




UCAB Gufa de Calculo Diferencial de Varias Variables

13.-  Gradiente de una funcién: Si f(x,y) es una funcién de dos variables,

entonces su gradiente es la funcién vectorial V_’j.‘ definida por:
- o o
Vf(x,y)=(-—,—
o oy

Si f(x, y,2) es una funcion de tres variables, entonces su gradiente seré:

W(mzﬁ[%%%} .

14.-  Plano Tangente a una superficie: Sea f(x,y,z)=k y (x,,,,2,) un punto de

tangencia de la misma entonces el Vf(x),,.2,) es perpendicular al plano
tangente a dicha superficie en dicho punto. Esto nos lleva a ver que el vector

normal del plano tangente a la superficie f(x,y,z)=k en el punto (x;,,,2,) es
Npr = Vf (Xg5 Vs 2) -
La ecuacion vectorial del plano tangente a la superficie f(x,y,z)=k en el punto

(x4, Y45 25) €5:

V(%02 Ys20)- (4= X0, ¥ =Yy 2=2,) =0
15.-  Recta Normal a una superficie: La recta normal a la superficie f(x,y,z)=k en
el punto (x,,;,Z,) es la recta que pasa por el punto de tangencia (x;, y,,2,) y es
perpendicular al plano tangente a dicha superficie en dicho punto por ello su

vector director es V,,, =Vf(x,,y,.2,) y por lo tanto su ecuacion simétrica sera:

X=X, Y=Yy _ Z—2Zz,

"8 "9
%(xosyuszo) é(xcnyu:zo) g{(xosyo,zo)
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16.-  Derivacién implicita: Supongamos que “z” est4 dada en forma implicita como

una funcién z= f(x, y) mediante una ecuacion de la forma F(x,y,z)=0. Esto
quiere decir que F(x,y, f(x,y))=0 V(x,y)edomf . Si Fy fson diferenciables,

entonces aplica la regla de la cadena para derivar la ecuacion F(x,y,z)=0 y si

F £ ;
& # 0 entonces tendremos la siguiente férmula:

oF _OF
82_—53;— &z oy
& oF > o

& &

17.- Derivada Direccional:

Teorema: Si fes una funcién diferenciable en xo, entonces f tiene una

derivada direccional en la direccién de cualquier vector unitario

u:(ulsuz,'"sun) N

D- f(x0) =V (x,)

Para n=2 sera: D‘uf(xoayo) =[% (xm yn)-:%(xoa yo))'(uHuQ)

Para n=3 sera:

D;f(xﬂ’yl)’z()) z[%(xo,%’zo)!%(xmJ’oszu)s%(xos%’zo)]‘(”1’“2’“3)
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18.- Teorema: Supongamos que f es una funcion diferenciable xo, el valor maximo

de la derivada direccional llamada “tasa médxima de crecimiento o razon de

y su direccion sera la direccién del gradiente es

cambio maxima” es "V_’f.(x_o)

decir E:v—ff'(};) .El valor minimodela  derivada direccional llamada “tasa

y su

minima de crecimiento o razén de cambio minima” es —’Vf(xo)

direccion sera la direccion del menos gradiente es decir u = —V/(x,)

Ejercicios Resueltos:

1.-  Calcule los siguientes limites:
" - yz
&= M (2, 5)50.0)
x=y
Z 2
- x=y 0
Al evaluar tenemos lim,, ,, e =6

Veamos si podemos factorizar para eliminar la indeterminacién:

2 2
; et =pHx+y) o o
lim . )-+0.0) X—y =lim . ) 00 By =lim, , yon*+y=0+0= 0
: Xy
b." hm(x.)’)_’w‘o) xz _yg
. 0
Al evaluar tenemos lim, ,, 00 _z'x}_}T = i
Xy

; " - 0
Busquemos los limites iterados lim, _,O(hmv b ny z}zlzml_ %(7) =0
TR
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. . ; 0 :
hmy_‘o(hmHo zxy ; }zhmy_,ﬂ(F]=0 parece ser que el limite vale “0". Pero

busquemos una ruta que pase por (0,0).

2
. xx ' x . xy
y=x=lim__, —=lim,_,, — = por lo tanto el tim, , o0 — 3 1O
x"-x 0 =y
existe.
. 2 _yz
c.- im —
g (r.)(0.0
x.y ) xz +}’2
: ey 0
Al evaluar tenemos lim, ,, 005 7 =7
"x*+y 0

x? -y X2
Busquemos los limites iterados /im,_, [Hm i }= lim _,0( ]=]
x*+y

2 2 2
H”"y_m(ﬁmr_m x2 y2J=ffm,_,0(-;J;—J=—i como los limites iterados son

X +y
2 _yZ
diferentes quiere decir que lim, ,, 00— — 5 NO existe.
X +y
; Xy
d.- lim —_—
g (x,)-(0,0)
¥ [ 2 4 yz
; w 0
Al evaluar tenemos Im, , o ————==7
' Xty 0
Apliquemos polares y tenemos
i Y _p Rcos @- Rsenf
Meyy200) T35 e S -
x‘+y VR? cos? 0+ R%sen’@
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I Rcos@- Rsen@ =T Rcos@- Rsenf
— JR*(cos’ 0+ sen’) . JR®

=h}nMR“L§m§:mnHRcosg-senezo

3x* . :
Sea f(x,y) =2—y2 , vea si la funcidn es continua en (0,0) en caso de no serlo
==Y

¢ puede redefinirse la funcién para que sea continua en todo R*?

Solucion:

Cont(f(x, y)) =R* -{(0,0)}

; 'y 0 _—
lim, ,\ o00) = yz % veamos los limites iterados

, ; 'y N
hmx-.o[hmy—»u 2 y2 J = h x—;()[;h) =y O

e fa. WY 0 —— :
lim, | lim__, m =lim _, ? =0 como los limites iterados son iguales

parece ser que el limite vale “0".

Apliquemos coordenadas polares al limite.

3R? cos’ B- Rsenf —lim 3R’ cos® 8- send
=00 B2 cos® 0—Rsen’8 < R*(cos® O-send)

lim

3Rcos’ 8- send

lim 50 cos 260

=0 por lo tanto el limite existe y vale “0”.

Esto significa que podemos redefinir la funcion f{x,y) para que sea continua en

todo R* ;c6mo lo hacemos?
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3x?
=l N0

0 (%) #(0,0)

Calcule por definicién la derivada parcial de f(x, y) =3x"y.

Solucidn:

Bfg;y):ﬁm fG+hy)-f(x.y)

h—0 h
fx+h,y)=3(x+h)y=30x" +2xh+ 1) = 3x"y + 6xph + 3l

f(x,y) _ii 3x’y+6xyh+3yht =3x'y _lim

=y, 5 =lim,_,,

6xyh +3yh"

:b}nmw T e

o

En cada caso hallar é y —.

oy
a-  f(x,y)=3x"In(x*+)")

b Sy =4tag(x’ +y)

. SOy)=ysecx +¢)

Solucion:

2x

< +y

®
1
|

af 2 3 2
=6xIn(x" + +3x
o (X +¥)

z_ 3 3y2 B 9x2y2
dy x*+y’
a9
Ax

x*+y

=4*In4-1g(x* +y*)+4" sec* (x* +y*)2x
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%yf— =4 sec’(x* +y°)3)°
of sec(x’ +e')g(x* +e’)2x seo(x’ +e¢’ Yg(x’ +e’)x
c— —_— -
ox 2,sec(x’ +¢) Jseox’ +¢%)
g N sec(x’ +e’)tag(x’ +e’)e’
ay ZJ sec(x” +e")
2 2,
5.- En cada caso hallar 0 { ¥y of
B G

a.- f(x,y)=3x"+Inx+1gx-¢’
b.' f(x, y) :nyS +ex2+y2
Solucion:

1 "
=6x+—+e sec’ x
X

P

ox?  oxlox x ¥

;{:ﬁ—;l—z+e"2sec2 xigx

2

Ly :i(iJ:£(6x+l+ey sec’ xJze’ sec’ x
dyox dy\éx) oy x

af 5 Lyt
bs eadyptde® V(2%
P (2x)
2
Zﬁx_{ =§bxy5 il (2x)|=2y’ i~ (2x)(2x)+exz+y22

62 24yt
Exzizzys +e* " (4x? +2)

2
¥ =—a—(@}:i(6x+l+e’ sec’ x]=6—i2+ey2secxsecxtgx
ox

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez
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2
—a—fzihxy5+e’ 7 (2x)|=10y"x + 2xe" " 2y

oyox oy
o f 2ot
—— =10y x+4xpe”
Y 1 xye
6.-  Encada caso aplicar la regla de la cadena para hallar las derivadas indicadas.
x=t+]
a- fOuy) =34y { 3 8 s olg

x(u,v,w)=u’v

0
b.« f(xay)=x3+y2_z J’(H,V;W):Vz ai
U
z(u,v,w)y=e™"
a.-
% i
f P
e e
i:g£+1@—=6x-l+l-3t2
dt oxdt oy dt
o x=f+1 - 3
Sustituimos , en la ecuacion anterior:
y=t

i(t) =6(t+1)+37
dt

‘;l(z)=6(2+1)+3-22 =18+12=30
!

e Tl S s e ]
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7
oy
/\\w

El dibujo anterior es el arbol asociadoa f(x,y,z)

g8 80 d%
ou oxou dyou &z ou

L4 =3x" - 2uv+2y-0+we™
du
. 6(u’v)? -uv+we™ =6u’v’ +we™"
7.- Demostrar que la funcion definida por z= y-In(x* —y*) satisface la ecuacion
ik 62 1 &
—e— ZZ =0. Sugerencia: Tome u=x"-y’; v=y vy aplique
P yo y

regla de la cadena.

X
Solucion:
u /
Como u=x>-y*; v=y =z=v-hu; el f/ e ¥
\"“\.
arbol asociado a la funcion es: ¥ < *
y
E=E@+@§v-=—2x+(lnu)0— o
ox oOudx Ovox x*-y?
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® s

& G S, Ve s taalid= 22y —+In(x* - y*)

dy oudy ovdy u x'=y
-

2 -2y°
. Ah : l.%.{.l.-@i__zi_:_l.. zxyz +_I. = y2+ln(x2_..y2) _iz
~ x & ydy yo x\x'-y ) y\x-y y
s 2y 2y 1 yin(x* - y*)
2 2
® T e
2 2
= 22y z 22)" 2+'1']n(x2_}’2)__ln(x L )=0
&= X =) ¥
~
8-  Utilice diferenciales para aproximar (198)°/(3,01)> +(3.97)° .

o .

Solucioén:
: Sea f(x,y,z)=x"y/y" +z* queremos calcular £(1,98;3,01:3,97)

Sabemos por el punto (12) de la teoria que f(a ,b',c )=~ f(a,b,c)+dw
~

donde @ =198  b" =301 ¢ =397
® Donde a,b,c son los enteros mas cercanos por la izquierda o derecha segiin sea el
~ caso: a=2 b=3 c=4
~

Ax=a' —a=l,98—2:—0,02=_—2

100

® Ay=b"—b=3,01-3=0,01= !
~ = e T 100
e 3
L Az=c‘—c=3,97—4=—0,03=1_.T0
o
Lo f(1,98:3,01:3,97) = f(2,3.4)+dw
- f(2,3,4)=2°V32+4% =40
.
® w7 e s o SO B e
. Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez Pagina 136
-
@
-~
.
-




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables
dw= 4 (2 3. 4)Ax + —a—yj;(2 3.4)Ay + g (2,3,4)Az
y 3
g=3x2 V472 6f x} g: Xz
ax ay 1fy +2z° 0z y2 +z*
of e 2'3 24 B 24 B
2,3,4)=3-2’v3* + 4% =60; (234 =—; —= ==
a0 R S
dw:éo.(—_z]+ﬁ.L+2_[—_3J=:@
100 5 100 5 \100 125
168 4832
1L98:3.01:3.97 234)+dw=40——=——=38,65
hi )= f(23.4)+ 125 125
9.- Hallar la ecuacion del plano tangente y la recta normal al hiperboloide

x*+y*—z" =18 enel punto (3,5-4).
Solucion:
Sea F(x,y,2)=x"+y* -z -18> VF= (2x,2y,-2z)

Normal
Plano n,. =Vf(3,5-4)=(6,10,8)
Tangente

La ecuacion vectorial del plano sera: (x—3, y—5,z+4)-(6,10,8) =0
Desarrollando tenemos 6(x—3)+10(y—-5)+8(z+4)=0

Haciendo distributiva 6x—18+10y—-50+82z+32=0=6x+10y+82z=36
Simplificando nos queda que la ecuacion lineal del plano tangente es:

3x+5y+4z=18

Vector
Director VD, =Vf(3,5,4)=(6,10,8)
recta  normal

Ahora

- . _____ ____ _ ]
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x=3  y=3 244
10 8

La ecuacién simétrica de la recta normal sera:

Hallar la ecuacion la recta normal a la superficie  4x° +y> —162=0 que es
perpendicular al plano 2x+y—2z=4,

Solucién:

Sea F(x,y,z) =4x* +y* —16z

Sea el punto (x,,y,,z,) el punto de tangencia por donde pasa la recta normal

buscada entonces:

Vector
Director VD =VF (%, 05:2,)
recta  normal

VE(x, ,2) = 8x.29,-16) = VF(x,, ¥,.2, ) = (8%,,27,,~16)

Vector
normal  del n=(2,1,-2)
plano  2x+y-2z=4

Una recta es perpendicular a un plano cuando el vector director de la recta es

paralelo al vector normal del plano, es decir V_F(x0 s Vor2,) =a(2,1-2)

8x, =2a
(8xy.2y,,-10)=a(2]1-2)=> {2y, =a =a=8=x,=2; y,=4
-16=2«a

Nos falta saber el valor de z,, para ello recordemos que el punto de tangencia
siempre satisface la ecuacién de la superficie es decir ocurre que:

4x," +y," —162, =0=>4-2> +4* —162, =0=>16+16-16z, =0=>z, = 2.
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11.-

Lic. Daa Elizabeth Villegas Perez

Ya tenemos el punto de tangencia P,(2,4,2);como la recta que queremos es
paralela al vector normal del plano quiere decir que podemos usar como vector
director de la recta normal el normal del plano es decir VD v =(2,1,-2).

La ecuacion simétrica de la recta buscada es:

x=2
s il
7 Y

Sea la siguiente ecuacion 2x°+)’+z'+3xz=2 que define a “z”
gu y Xz q

implicitamente hallar las derivadas parciales gj—c y @

i
Solucidn:

FORMA 1: Segin el teorema del punto (16) la ecuacion la igualamos a “0”
2x’ +y*+2° +302-2=0 el lado izquierdo lo llamamos “Fx,y,z)”

F(x,y,2)=2x" +y’ +2z° +302 -2 por lo tanto se cumple que

oF

& _ "o -(6x?+3pz) -3axi4yz) (o +12)
o

oF 3z +3xy 3iz2+xyi 2 +xy

0z
FORMA 2: Al igual que en el calculo de una variable, en funciones de varias
variables se pueden obtener las derivadas de manera implicita cuando se tiene
una ecuacién que contiene todas las variables. La técnica es esencialmente la
misma: se derivan los términos en forma sucesiva, aplicando las reglas de

derivacion correspondientes.

Pégina 139




UCAB Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables

0z i "
Para hallar e se debe mantener “y” como constante y derivar implicitamente

respecto a la variable independiente “x”, tomando en cuenta que “z” es una

funcién que depende de “x,y”. Entonces, se tiene:

ﬂ‘g’ +y*+2° +3xyz) a(2)

ox ox

bz oz
6x* +0+32> —+[3)z+3xy— |=0
X Z = (yz xyaxJ

De aqui %(322 +3xy):—(6x2 +3)z)

& - +3z) -30x+yz) -r+ye)

&  3+3y 3P+y) Z +xy

Luego,

A
Ahora para hallar — utilicemos la forma 2, se debe mantener “x” como

constante y derivar implicitamente respecto a la variable independiente g 4"
tomando en cuenta que “z” es una funcién que depende de “x, »y". Entonces, se

tiene:

oex +y* +2° +30z) _6(2)
oy dy

0z oz
0+3y2+322—+(3xz+3xy—)=0
oy oy

Luego, g (322 ¥ 3xy) = —(3 y? + 3xz)
Por lo tanto, é: - (3y2 +3xz) = —()}2 +,xz)
oy 3z° +3xz 2t +xy
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12.-  Seala funcién f(x,y)=xcos’ y y el punto P(Q,%] con el vector v= (5.1)
hallar D-f(P) .
Solucidn:
Lo que nos piden es la derivada direccional de la funcién f(x,y)=xcos’ y enel
punto P y direccion v .
Por el teorema de la parte (17) de la teoria tenemos D; i (J_co)=VTf(g)-; es
decir: D /(2, ﬂ . Vf(z,ﬂ-z Vf (x,5) = (cos® y,—x-2cos y- seny)
‘7' 2,5 - (x)sz E —2.2¢cos £ £ - l,_z
4 4 4 4 2
“;||=\/52+12:J% :H:H_ (5.1)
T zl = Il
D-fl2,—|=Vf| 2,—= |-v, = 5,1
’(4] ’(4] [ )J‘”J‘( J()
T o) 1 1 1
ool )l o
"\ 4) 26 v26 J26 2 226
13- Sea f(x,y)=x"y+2y’x encuentre en el punto(1,3):
a.- La direccién de mayor y menor crecimiento.
b.-  La Tasa méxima y minima de crecimiento.
Solucidn:
a.- La direccion de mayor crecimiento de f(x, y) en el punto(1,3) es:
V/(13)
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YT’f.(x,y) =(23u:y+2).;2,x2 +4xy)
VA3 =(2:1:3+2-3 % +4-1-3)= (6+18,1 +12) = (24,13)

La direccién de menor crecimiento de f(x, y) en el punto(1,3) es:
V(3= (-24-13)

b.- La tasa maxima de crecimiento es ngf-(lﬁ)“ =247 +13% =745

=247 +13? =745

La tasa minima de crecimiento es —”W(IJ)\

N e ]
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Ejercicios Propuestos:

1.- Hallar los siguientes limites:
2..3
" e
a.- hm N—(0.0) " 2 7
(x,5)—(0,0) x?, +y2
b lim ______szy
i (x,y)—=(0,0)
Jx*+y°
2 7y?
Bl lim —
(x,y)—(0,0) xz +y2
d lim ____x2 b :
.= x, 0,0
(x,3)-(0.,0) X—y

sen(x® + y?)

e.- lim 0.0
(x,y)-(0,0) xz +y2
: xX+y
e lim. .. o0n—"7
(x.y)—(0,0) X2 +y2
3
; y X
g.- s ™
(x,¥)—( )xe +y2
1 s g i
- . 0,0
(x,)—(0,0) 3x2 +3y2
2.- Estudie la continuidad de las siguientes funciones:

xly
—_ 1 0,0
R SR b g (x,y) # (0,0)

0 (x,y)=(0,0)
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3x’y
> (x,»)#(0,0)
b  Sfy)=1x’+y?
0 (x,»)=(0,0)
Calcular en cada caso ?&; ¥y 5; por definicién:

a-  fy)=x'y

b.- f(x,y) =3ysenx
Calcular usando reglas de derivacion en cada caso g

a- f(y)=IhE’+y*)+x?

Xy
x2 +y°

b-  f(xy)=

c-  fxy)=arag(xy)+4" -7

- fxy)=9""

)"3

er  Sy)=[ea

X

y oz oz
Dada z=In| = b x—+y—=0,
a (xj pruebe que pe yay

& oz
Dada z=In(x* +xy+y") pruebe que X —+y—=2.
& " O

o f

Hallar en cada caso

Oyox

2|
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a-  fxpy)=yx’+)’
b-  f(xy)=x"

2497

C.- f(x’y)-__xy'e

8- Dada z=Inx’+)" pruebe que z—{+§)—{=0.
9.-  En cada caso hallar la derivada direccional de la funcion en el punto y vector
dados:
a-  f(ny)=xy+4n’ P(12) v=2,-1)
b f(xy)=In(x+y) P(13) v=(4,-3)
¢ flapz)=x'+2p-y +x+zt P2L)) v=(1,-22)

10.-  Latemperatura en cualquier punto esta dada por 7(x, y) = x* + 2y +x.
a)  ;Cual es larazén de cambio méximo en el punto (—1,2).

b) ¢En qué direcciéon cambia con menor temperatura en el punto anterior?

11.-  Suponga que sobre una cierta region del espacio, el potencial eléctrico V esta
dada por ¥V (x,y,z)=5x" — 3xy + Xz . Determinar:
a.- La razon de cambio del potencial eléctrico en el punto P(3,—3,3) en la
direccion del vector w = (2,2.1).
b-  ¢En qué direccion cambia con menor velocidad de ¥ en P.

c-  ¢Cudl es la razén mixima de cambio en el punto P ?
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12.- Sea g(x,y)=In(x.y—1). ;Cuél es la tasa minima de crecimiento de la
funcion g(x,y) en el punto [8,%]?
13.-  Encada caso utilice diferenciales para aproximar
a- (1,02)**
b-  (2.98).(4,04)./(2.98)? +(4,04)’
co (3,041,097 +(2,7)* -1
d-  2(2,03)* +(2,97)°
s —2 3 o & " az az
14.-  Laecuacién x*".z+z" =Inz definea "z" implicitamente hallar: — y —
ox ~ oy
15- La  siguiente  ecuacion define a la  "z"  implicitamente:
2 xX+y z
Y ze 7 —sen(x.y.z)=0. Calcular — .
oy
16.- La siguiente ecuacion define a la “z” implicitamente: yx+x2.z=xy.lnz.
Bt 0z Oz
alcular ——,
u & oy
17.- La  siguiente  ecuacion define a la  "z"  implicitamente:
2 B gl 0z oz
x' +y°+z°=2x(y+z). Calcular — ==
y (v+2) =" &
18.- Dada la ecuacion F |:|n[£} E:' =0; siendo F una funcién derivable donde z
y)x
funcién implicita de X, ) . Prueb zZ=Xx +yaz
es funcion implicita de o g ue £ =X_— S
p > uebe q o Y
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19.-

20.-

21.-

22.-

23.-

24.-

25.-

Sea G:M* >R diferenciable y f:R> >R/ f(x,y)=yG(x? —»?).

L/ /
ox

Py

h 4

1
Verificar que se cumple la siguiente igualdad: ;

7.
o

|-

(Sug: Llame u = x* —y2 ).

x(s,1) = cos(t’.s)
Sea la funcién f(x,v)=cosx.seny vy —\ -Calcular
y(s,t) = ln(\il +s5° )

af Z1.0).

Sea u = f(x,y), donde x(s,t) =€’.cost y )(s,t)=e".sent.

Muestre que: (@Jz +[@J2 = [@Jz +{@J2 _
ox oy Os ot
Sea w(x, y,z) =4/x" +° +z” pruebe que —(r 8)= | l\/_
-

x(r,0)=rcos@
Donde 1 V(7,0) = rsenf
Hr.t)y=r

Sea f derivable y sea w= f(u) donde u=x+2y+3z. Pruebe que se

ow ow ow _ow
cumple: E+E+E_65§

Sea f derivable y sea w= f(p) donde p= x>+ y®>+z?. Pruebe que se

— (&6)6

Sea z= f(x,y),donde x(r,0)=r.cos@y y(r,0)=r.senf.
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27.-

28.-

29.-

30.-

31.-

Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

a.- Calcule L y -]
or - 00

2 2 2 2
b.-  Muestre que: (%] + E =(6_z] +L(2J .
ox oy or) r*\oe6

2 2 9
Muestre que toda recta normal a la esfera X~ + y~ + Z=q pasa por el centro

de dicha esfera.

g ¥z __ T —
Sea la superficie X~ = 1. Hallar la ecuacién simétrica de la recta normal a

1
dicha superficie en el punto (]’2’5) "

2 2
% Z
Sea la superficie T+y2 +? =1. Hallar la ecuacién simétrica de la recta

normal a dicha superficie, sabiendo que dicha recta es perpendicular al plano
x+y+z=101.

Hallar el plano tangente a la superficie z = x* + 3xy + y2 que sea perpendicular
alarecta 2x=3y—-1=2z.

Hallar la recta normal al hiperboloide x*=y* +2z" =1 lacual es paralela a la
recta que une los puntos A(3,—I,0) y B(S,3,6).

Muestre que la ecuacion del plano tangente al paraboloide eliptico

2
Z X
z_x ¥

2
g en el punto  (x,,v,.z,) puede escribirse como:
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=2 =3 9
-] -1

perpendicular a la recta

33.- Hallar los puntos de la superficie ch+yz+z)c—-1\:-—z2 =0 en los que el

plano tangente es paralelo al plano xy .

34.- Sealafuncién f(x,y,z)=4x" +y* —16z.

a-  Hallar la razén de cambio en el punto P(3,4,5) en la direccion
v=i+j-k
b.- Hallar la tasa minima de crecimiento en el punto P(l,O,Z).

c.- Hallar el plano tangente a la superficie f(x,),z) =0 que es paralelo al

plano 2x+y—-2z=4.

35-  Seala funcién f(x.y,z)=x" +2y° +z°, encuentre la razon de cambio de
J(x,y.2z) en el punto (1,0,—1) en la direccién del vector normal del plano

3x+y—z=1.

36.- Pruebe en R, que D;f(xo,y0)=%£—(xo,y0)

D, f(x9,¥0) = E;é(xoa)’o)

37.- Pruebeen R’ que Di‘f(xgayoszo)=%(x09y0920)

%)
Dj-f(xo,yo,zo) zé_a;"(xosythzo)

e ____}
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%)
D,;f(xo=YUszo)=é(xoe}’o:zo)
38- Siz=f(x,y).donde x=s5+¢ y=5—1 pruebe que:
o 2
HEEIE-E:
ox oy Os ot

39.- Sea z= f(x+at,x—at), pruebe que:

o’ ox’

Sug:Haga u=x+at y v=x—al
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Capitulo 9: Funciones de Varias Variables:

Maximos y Minimos...

Mdximos y Minimos Relativos...

.- Sea f:M’> —>MN. Decimos que [ alcanza un “minimo relativo” en el punto
(x,,¥,) si existeunentorno V' de (x,,y,)/VxeV: f(x,y)= f(x,,»,).

2.- Sea f: R’ — R. Decimos que f alcanza un “méximo relativo” en el punto
(x,,¥,) si existeunentorno ¥ de (x,,y,)/VxeV: f(x,y)< f(x,.y,).

3.-  Llamamos a (x,,y,) punto critico (candidato a ser maximo, minimo o punto

sillaydela  funcién f si ocurre que:

B L (x,7,)=0

V(x,.5,) = (0.0) & |
Y (x,,7,)=0
@; o (7]

Criterio de la Segunda Derivada...
4-  Sea f:R* >N, (x,,¥,) un punto critico de la funcién y f € C? es decir

las mixtas son iguales. Definamos la matriz Hesiana como:

A
H{x, ,V) = [f fxy . Definimosel  A(x,,y,)=detH(x,,y,).
= w

a- Si A(x,,y,)>0 y f.(x,,,)>0 entonces en (x,,y,) hay un

minimo relativo.
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b- Si A(x,¥,)>0 y f.(x,,¥,)<0 entonces en (x,,y,) hay un
maximo relativo.
C.- Si A(x,,y,)<0 entonces en (x,,»,) es un punto silla (punto donde hay

cambio de concavidad).

d-  Si A(x,

]

,¥,) =0 no hay decision acerca del punto (x,,y,), y debemos usar la
definicion (ver puntos 1 y 2).
Miximos y Minimos Absolutos...

5.- Para calcular los valores méaximos y minimos absolutos de una funcién continua

f sobre un  conjunto cerrado y acotado DD se realizan los siguientes pasos:
PASO 1: Determinar los puntos criticos de f enelinteriorde D .

PASO 2: Calcular los extremos de f en la fronterade D .

PASO 3: Elaborar una tabla con los puntos hallados en el paso 1 y 2 con

sus respectivos valores de f en dichos puntos. El valor mas grande es el valor
maximo absoluto y el mas pequefio sera el valor minimo absoluto.

OBS: Recordemos de Calculo I,

Sea f una funcion definida en el intervalo [a,b] los puntos criticos (o
candidatos a ser maximos o minimos) son:
1.- Puntos fronteras: x=a Yy x=b (esto es en el caso de que el

intervalo sea cerrado, si es semiabierto habrd un punto frontera y si el

intervalo es abierto no habran puntos fronteras).
2-  Puntos estacionarios = {c € [a,b)/ f'(c) = 0}

3-  Puntos singulares = {d € [a, b]/ f '(d)noEl}
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Lagrange. .. (Método para calcular mdximos y minimos de f sobre fronteras).

6.- CON 1-RESTRICCION:

En R*. Si queremos calcular valores maximos y minimos de f(x,y) sujeta a la
restriccion g(x, y) =c se procede asi:
PASO1: Determinar todos los valores de x, y, A tales que:
{v_'f“ = AVg
gx,y)=c
(Donde W = /1@ se lee: El gradiente de la funcion a optimizar es igual a
landa veces el gradiente de la funcion restriccion)

PASO2: Evaluar f en todos los puntos (x, ) que surjan del PASO 1. El mas
grande de esos valores es el maximo valor de f y el mas pequefio es el minimo valor

def.

En R*. Si queremos calcular valores maximos y minimos de f(x,y,z) sujeta a la

restriccion g(x, y,z) = ¢ se procede asi:

PASOL1: Determinar todos los valores de x, y, z, A4 tales que:
][V_f' = AVg
gx,y,z)=c
PASO2: Evaluar f en todos los puntos (x, y, z) que surjan del PASO 1. El mas

grande de esos valores es el maximo valor de b y el mas pequefio es el minimo valor

de f.
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7.-  CON 2-RESTRICCIONES:
En R’. Si queremos calcular valores maximos y minimos de f(x,y) sujeta a las

restricciones g(x,y) =c y h(x,y) = k se procede asi:

PASO1: Determinar todos los valores de X, ), /11 s /12 tales que:
. W = /1.1 V—’g. G o ﬂq 6];
g(x.y)=c
h(x,y)=k
L
PASO2: Evaluar f en todos los puntos (X, ) que surjan del PASO 1. El mas

grande de esos valores es el maximo valor de f y el mas pequefio es el minimo valor
de f.

3 = _— P .
En R°. Si queremos calcular valores maximos y minimos de f(x,y,z) sujeta a las

restricciones g(x,v.z)=c ¥ h(x,y,z)=k se procede asi:

PASOL1: Determinar todos los valores de X, y,z,4,, 4, tales que:

W’:%Ggq.,{z%’_l;

~ g(x,y.z)=c¢
h(x,y,z2)=k
. PASO2: Evaluar f en todos los puntos (X, ¥, z) que surjan del PASO 1. El mas
® grande de esos valores es el maximo valor de /',y el mas pequefio es el minimo
valorde f.
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Ejercicios Resueltos:

.- Hallar los extremos de la funcién f(x,y)=x" +y* +3 por definicion.
Solucion: Para resolver este estilo de problemas realizamos dos pasos:
Paso 1) Hallar los puntos criticos f(x, ). Para ello hacemos el gradiente igual

al vector nulo.

V7 (x,y) = (2x,2y) = (0,0)

2x=0 ~ (0.0
2y:0 D(xsy)‘( ’ )

Paso 2) Clasificar los puntos criticos, en el problema nos dice que se haga por
definicion.

£(0,0)=0"+0%+3=3
Nétese que la primera parte de la funcion x” +y* > 0(*) ;Qué le falta a xt +y*
para que sea igual a f(x,y)= x* +y*+3? Le falta un “3”. Sumemos 3 a ambos
lados de la desigualdad (*) nos queda:

x> +y2 432043 x* +y* +323 = f(x,5) = £(0,0) = (0,0) es minimo.

2.-  Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcién f(x,y)=x"+y’ —xy.
Solucion: Para resolver este estilo de problemas realizamos dos pasos:
Pasol) Hallar los puntos criticos f(x, )

V7 (x,y) = (2x—y,2y —x) = (0,0)

2x—y=0
{ = (%) =(0,0)

2y-x=0

Paso 2) Clasificar los puntos criticos. Usemos el criterio de la segunda derivada.
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fa
Construyamos las matriz Hesiana. H(x,y)= [ =
fiz2x—y=>f,=-1 y fo=2

fi=2y—-x=>f,=-1 y f,,.=2=>H(x,y)=(_21 _21]

2 —
= A(0,0) = det H(0,0) :‘ -

Como A(0,0)=3>0 y f.(0,0)=2>0 entonces en (0,0) hay

5

minimo.
B Hallar los extremos absolutos de:
f(x,y)=8x3—-241Ljy+8y3 en D=<y=20
X+y<2
Solucién: Este ejercicio necesita T
tres pasos para su

resolucion. Notese  que la region \

Des el triangulo dentro de las

fronteras x=0,y=0, y=2-x, (ver ol

figura).

Paso1) Hallamos los puntos criticos en el interior ~ del conjunto D.

Vi (x,y) = (24x —24y,24y* —24x) = (0,0)

Lic. Dayana Elizabeth i}!egs Perez
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=despejar dela (i) "y’ =>y=x"
24y* —24x=0 @)y -x=0

{24x2 ~24y=0 _ {(i);f -y=0
sustituimos en (ii)

=) —x=0=2x*-x=0=2x(x*-D)=0=x=0 o x’-1=0
podemos ver por Rufini que x’—1=0 solo tiene una solucion x=1.
Estudiemos los dos casos:

Caso 1) x =0 sustituimos en (i) y nos queda y=x* =0 el primer punto es
(0,0) pero este punto no pertenece al interior de D.

Caso 2) x =1 sustituimos en (i) y nos queda y =x* =1* =1 el segundo punto
es (L,I) pero este punto tampoco pertenece al interior de D (de hecho se
encuentra en la mitad de la  hipotenusa del triangulo D).

Conclusion: No hemos encontrado puntos criticos en el interior del conjunto D
Paso 2) Buscar extremos en la frontera de D.

FrontD = {x =0}u{y =0}u{y=2 —x}. Para cada frontera buscamos los
extremos.

x=0 estd restringida en el intervalo ye [0,2], sustituimos en la funcion
original y nos queda f(0,y)=8.0°-24.0.y+8y° =8y =h(y). Ahora el
problema se reduce a buscar extremos en la funcién #(y)=8y° ye [0,2].
Puntos fronteras y =0,y =2

Puntos estacionarios

={yel02l/n()=0} HO)=24y’=0=>y=0€]0,2]

Puntos singulares no existen porque la primera derivada es un polinomio.
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y=0=2£(0,0)
i=0=
y=2=P(02)

y=0 esta restringida en el intervalo xe [0,2], sustituimos en la funcién
original y nos queda  f(x,0) =8x" —24.x.0+8.0° =8x" =g(x). Ahora el
problema se reduce a buscar extremos en la funcion g(x) = 8x° «xe [0,2]
Puntos fronteras x =0;x =2

Puntos estacionarios

- {x € [0,2]/ Fl= O} g(x)=Ux* =0=x=0e [0,2]

Puntos singulares no existen porque la primera derivada es un polinomio.

oL [r=0=2P00)  a
Y="1x=2=2020

y=2-x esta restringida en el intervalo x € [0,2], sustituimos en la funcion
original y nos queda

f(x,2-x)=8x" —24x.(2-x)+8.(2-x)’ =72x* —144x+ 64 =S(x). Ahora
el problema se reduce a buscar extremos en la funcién
S(x)=72x" —144x+64 xe[0.2]

Puntos fronteras x =0;x =2

Puntos estacionarios

=fef02)/S'x)=0}  S'(x)=144x-144=0=x=1€[0.2]

Puntos singulares no existen porque la primera derivada es un polinomio.

x=0=>y=2-0=2=3P(02) )a
y=2—-x=¢x=2=y=2-2=0=>P(2,0) ya
x=1=y=2-1=1= P(L1)

égia
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Paso 3) Tabla de valores.

P(x,y) f(x,y) =8x" —24xy +8)°
(0,0) 0
0,2) 64 Valor maximo absoluto
(2,0) 64 Valor maximo absoluto
(1,1) -8 Valor minimo absoluto

(Lagrange) Calcular los extremos de la funcién f(x,y)=x"+2y* sobre el
circulo x* +y* =1.
Solucién: Cuando tengamos que optimizar una funcién sujeta a UNA

FRONTERA lo ideal es utilizar Lagrange.
. Qué hacemos? Identificamos la funcién a optimizar (maximizar o minimizar

seglin sea el caso) e identificamos la funcion restriccion. En este problema es
sencillo porque nos dicen  los  extremos de f(x,9)=x*+2y*
indicdndonos que esta es la funcion a optimizar y cuando nos dice sobre el
circulo x* + y* =1 quiere decir que esta es la restriccién.

Llamemos el lado izquierdo de x*>+y* =1 como la funcién g(x,y) es decir,

g(x,y)=x>+)".

2x=2Ax

Aplicando Lagrange tenemos: V_:'f = AV_,_.G," = (2x,4y) = A(2x,2y) = {4 aia
y =2y

aeste ultimo sistema le agregamos la restriccion y nos queda:

Pagina 159




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

e e e s e e ]

(2x=22x
={(ii)4y =24y simplificando las dos primeras ecuaciones nos queda

(iii)x* + y* =1

(x=Ax
=4(if)2y=Ay de la (i) obtenemos que x—Ax=0

(iii)x* + y* =1
=>x(1-4)=0=>x=0 o 1-1=0 (i=1)
Caso 1) x=0=>(ii)y’ =1=>y=+1=>PR01) y PO~
Caso 2)
A=1=3{Ry=y=>y=0=(i)x" =1=>x=H=3LP00 »y F{+10)

Hacemos la tabla con los puntos hallados:

P(xy) f(x,y)=x>+2)*
(0,1) 2Valor maximo absoluto
(0,-1) 2Valor maximo absoluto
(1,0) 1 Valor minimo absoluto
(-1,0) 1 Valor minimo absoluto
5.- (Aplicaciéon con Lagrange) Determine los puntos de la esfera

x> + y* 4+ z* =4 que estén més cercano y més alejados del punto (3,1,-1).
Solucion: La funcién a optimizar es distancia del un punto cualquiera (x, y,z) al

punto (3,1,—1), esto es:

FO:d(x,y,2)=(x=3)* +(y—1)? +(z+1)?
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Pero trabajar con esta funcion puede volverse tedioso por las derivadas parciales
que involucran raices en el denominador. Asi que usaremos el truco de utilizar

como funcién a optimizar:

F.O:F(x,y,z)=d? :(J(x—3)2 +(y—-17 +(z +1)2)z =(x=3) 7 +(y-D*+(z+1)" Y
luego en la tabla cuando busquemos la verdadera distancia sacaremos la raiz

cuadrada.

La restriccion es que los puntos deben estar en la esfera x*+y* +2z* =4 por

ello llamemos g(x,y,z)=x>+y"+z". Entonces aplicando Lagrange

tenemos:
2Ax—3)=2Ax

VF = AVg = [2(x-3)2(y-1).2(z + )] = A2x2y,22) = 2y-1)=2ly  a
Az +1)=24

este sistema agregamos la restriccion y simplificamos las primeras tres

ecuaciones:
—_
()x—3=Ax g =
(i)y=1=Ay v
(iii)z +1= Jz =
Wx*+y*+z2=4 2774
- . § ¥ F1Y (=%
sustituimos  en  (iv) = + + =4
1-2 1-4 1-2

9 1 1
=3 + + =4
(-2 1= 1-a

2 =4:>ﬂ=(1—,1)2 =l-A=t—=1F—-=
(1-21)? 4 2 2

Lic. Dayana E]iza Villegas Per - LS 7 Péina 1



Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

P A l+m:>x = b% = z -
ara | i = e 2=
2 N TN TR T]
Para ,l—l—ﬂ::wc— g sy = 2 'z—_2
2 ittt o
P(x,y) F(x,3,2)=(x=3) +(y=1)* +(z+1)* d=+F
Punto mas alejado 28,26 28,26 = 5,31
(‘_6 -2 LJ
Ji' iV
Punto mds cerca 1,73 JL73 =131

L
] ]l!

[

2P
S

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez
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w

Ejercicios propuestos:

Miiximos y Minimos relativos...
1.-  Hallary clasificar los puntos criticos en:
a-  flxy)=x"-2xy+)°
b.- f(x)=2x*+2y* +Txy
6 Slap)=e®
d-  f(x))=x"-4x"-16x+)° -4y’
e.- f(xy)=In(x* +y* +1)
f.- J»=x =30+ +x? +1

g.- f(x,y)=8x" — 24xy + Sy3

Valores miximos y minimos absolutos...
s Hallar los extremos absolutos de la funcién f(x, y)en la region D.
a.- J(x,»)=x* +2xy+3)° en D:{(x,y)/—xsySZ;OsxSZ}

x>0
b.- J(x%,3)=2+2x+2y—x* -3 en D=<y>0
x+y<9

C.- f(xy)=x"+2xy+3)? en D={(x,y)/—2£xs4;—]£y$3}

>0
d-  f(x)y)=2x"-4x+)y*—4y+1 en D={y<

Lic. ayana Elizabeth Villegas Perez i a ) Pégi163
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Multiplicadores de Lagrange....

Con una restriccion...

3.-

Hallar los extremos de f(x,y)=xy sujeto a la restriccion
S= {(x,y)fx2 +yt = l}.

Minimizar f(x,y)=x’y’ sujetaa S={(x,y)/x+y=1}.

Hallar los miximos y minimos de f(x,y,z)=x—-2y+5z sobre la esfera

x*+y* +2* =30.

Aplicaciones...

6.-

10.-

11.-

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez S ' ~ Pégina 164

Hallar el punto més cercano al punto (1,4) que est4 sobre la pardbola 3> =2x.

Halle dos nimeros no negativos cuya suma sea igual a “1” y que hagan que la
suma de sus cuadrados sea minima.

Hallar tres nimeros reales cuya suma es “9” y que la suma de sus cuadrados sea
lo més pequeiia posible.

2
o X ; : ;
Sobre la superficie ag"'yz +z* =1 determine el punto mds cercano y més

alejado al plano 3x+4y+12z =288 .

Entre todos los tridngulos con édrea dada “A”, hallar aquel que su hipotenusa
tenga el valor minimo.

En los siguientes ejemplos hallar los valores mdximos y minimos absolutos de

las siguientes funciones sobre los siguientes conjuntos cerrados y acotados.

a.- fxN=x*+* en Dz{(x,y)/(x—\/g)z +(y—\/§)2 510}.




UCAB

12.-

13.-

14.-

15.-

Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

P4
b.- fEN=x"+3" 42y en D={(x,y)/;nc2 +y? Sl}
SUG: Halle los puntos criticos en el interior del conjunto D. Luego calcule los extremos a

través de lagrange por iiltimo elabore una tabla con todos los valores el mds grande serd el

mdximo absoluto y el mds pequefio el minimo absoluto.

Determine el punto mas alejado del plano x+2y—z=0 sobre la gréfica
z=10+x* + »*.

Una placa circular tiene forma x” +)? <1; se calienta de modo que la
temperatura en cualquier punto (X,y)es 7T(x,y)=x>+2y*+x. Determine los
puntos mas caliente y mds frio de la placa. (Siga la sugerencia del ejercicio 11).

¢Qué puntos de la superficie de ecuacién 4x* + y* —z? =1 estdn mas cercanos
al eje z?

Encuentre los puntos sobre el cono z* = x + y* mas cercanos al punto (4,2,0).

Con dos restricciones...

16.-

Hallar los méximos y minimos absolutos de la funcién f(x,y,z)=x"+z enla

interseccion del cilindro dado por x> + y* =1 conel plano x+z=0.
Aplicacion...
Encontrar usando los Multiplicadores de Lagrange, los puntos sobre la curva

2 2
; s SR =] o P
interseccion de las superficies { ; que estdn mas cerca y mas lejos
X+y+z=

del origen de coordenadas.
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Respuestas del Capitulo 1:

2) a.-  Sison colineales
b.- No son colineales
c.- Si son colineales
d.- Si son colineales

Respuestas del Capitulo 2:

I.- a) 4
b) 151,26°
c) J65
d) 27

e 3J§

/) A_.,,é(3,0,—4); D, =—(-1,0,)

g a=—4

n -7(2,3-1)=(-14,-21,7)
2- PB=—4;
3- 86

4.- a) ”;+ﬂ|=\113+6\5 b

5is (__4,232]
3 "3 A

6.- a) SIESC.L. b)SIESC.L ¢) NOESC.L.

N

||}—}||=\/13—6~.E

d) SIES C.L. e) NOESC.L.

LiDayana Elizabeth VillegasPerez P66
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7.-

10.-

11.-

15.-

21.-

22.-

23.-

24.-

25.-

27.-

28.-

29.-

Ambas son iguales a J58.

a) 6 b) V37 ¢
36.
a) -5 b) - c)
B
5

v =sWBa-1)  yve=—s{yT1)

- ( 31 t) - (14 43 -1
(e e e o y d= e P
11111 11°11° 11

1
al %— b) 9
9
a) 4243
a) 3.125
16+ /418
9

c) 26,56°

b) 2,197

b) 723,79
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e o B8 - (E,i“.,;’—g)
575 7° (49" 749 19
PR . 5 Y T
B BB
35~ 242)

Respuestas del Capitulo 3

1- a.- Se cortan en el punto (3,3,-3) y son perpendiculares.
b.- Son perpendiculares. Se cortan en el punto (1,2,1)
c.- Son rectas perpendiculares y oblicuas, es decir, se cruzan.
d.- Sugerencia: Vea que no son paralelas y que no se infersectan.

2.- x+3y+2z=4

B 2
' 5
4.- a.- —2x+19y—14z=-2 b.- Tiene infinitas soluciones
c.- x+y-3z=33 d- Se procede igual al ejercicio (b)
e.- x+y=6
6- a-  (=31-6342) b- (101 y (-5-2-1)

c.- (424 y (204

e —
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b.- ES.RI =
5 2 12
- ESRI’f-y+10"-Z+4
' T2 13 4
8.- 6a) 8=3526",
6b) 6=6197°
6c) 60=56,78,
] 1
9.- a.- E—— b.- —
2/94 2
327
10- a.- 9727 b.- ——3—
37821z
C.- e
N
Problemas de desarrollo:
- m2x+2y—z=42
1
x+ -
12 ES.LE—é=y—2=z—10
3 -1
13.1- 7
14- ECE‘(x=-1)*+(-3)+(z-2"=9
2 2 2
Y ECE, (x—%] +(y—l—3l—J +(z—-§—J =
Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez ~ Pagina 169
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18.-

19.-

20.-

21.-

22.-

23.-

25x-4y—-19z=57
9x+18y+2z=31
Los otros vértices son(4,2,4), (2,0,—4)  yeldreaes | 8/3.

Volumen 68
1046
—6x+17y+6z=-33 y —-2x—y+2z=9

=l  p=f E=d

L,
-1 2 -1
x+1 y+1/2

24.]) —— = ——t—m=
) 3 Z

212 @=b=1

253 a=9b==5.

24.- Los vértices son (1,2,3) (2,2,1 3) ¥ (—-L6.11) v el drea es IO-JE .

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez

Respuestas del Capitulo 4
Cono: 4*+y*)=(z+6)} —-6<z<10
12, 2
Paraboloide: _E(x +y )=z—]0 22510
Esfera: ¥ +y'+(z=-100*=64 10<z<18
Cono: ¥ +2* :%(;75—2)2 2Exsh;
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+27 (x-6)°
Hiperboloide de una hoja: b4 ! ) 6<x<l4;
4 64%

Hiperboloide de dos hojas:

_100+2) 6-6)' . o ca
144 36

3= Cono: 4(x2+z2)=(y—~8)2 -4<y<8

2
Paraboloide: S(x2 +zz)= y+4 —4<y<2

4.- En las siguientes respuestas solo aparecen las ecuaciones candnicas de las
cuddricas y su identificacidn, usted debe esbozar la grdfica, hallar los valores de
“a,b,c” el centro, vértices segun sea el caso, el eje donde estd girando etc. Como

se hizo en clase.
4a)  Hiperboloide de dos hojas: ~ —X ——+-—=1
(Eliptico)

4b) Paraboloide Eliptico:

2 2

X 2 y 2 z 2

4c) Hiperboloide de dos hojas: ————t—=]
o ’ 25 25 4
(Circular)
2 e 2

4d)  Paraboloide Eliptico: Oty (2=2)  run

2/ 2/

v /3

2 2

4e) Paraboloide Eliptico: -4— + ? =y

4f Hiperboloide de dos hojas circular:

B T e T S T o e S il s
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+5)°
D) =B Gl =
4
: . (x-1* (z+4)°
4g) Paraboloide Circular: - - —=y-=4
y 4/
9 /9
2 2
+4
4h)  Hiperboloide de dos hojas: -(x+D*+ % - Szjr)-— =1
(Eliptico)
5.- Un hiperboloide de una hoja con centro en [2, % ,—l) ¥y ecuacion candnica:

E+D*  O0-13)° (x-2)° _,
40, 40 20,
% % N

Obs: Recuerde buscar los valores de “a,b,c”, dibujar y colocar los vértices.

6.- Paraboloide circular: —4x =y* +z°

; y? +16z° +8yz—64x+32y =0

8. 256z° —256zx+64x* —400y” —400yx —100x> —6400 =0
9.- 6z° +6x° +12zx—3y—5x=0

10.- 16x° +32x—25y° +50zy—25z° =384

Respuestas del Capitulo 5

2.- a.- 3,5—IJ b.- (S,EJ
4 4
c.- —6,5—71 d-  (1,27)
3
(~33 -3 32 32
3.- a.- —_— B ol i
1 "3 2 "2
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e (431
4.- a.- ('\fg,ﬂ' —arctg(ﬁ))
c.- (3, —SEJ
4
e.- (3,5—;7}
6

5.- a.- Circunferencia de radio 9.

c.- larecta V = «/gx

. [556
S izt 2
b- (4,5]
6

d-- (3J§ ,3—”]

4
b.- recta x=o para y<{)
d.- larecta y =—1

e.- larecta y=2 f- larecta 2x+y=—4

p il

" 2
- h- (20 @) c.- 8-z
9.- e" —1;
10.- m=1y L=8.
11.- —I61n(2+ﬁ)+327”
12- .

3

13.- a.- El drea dentro del circulo R=1y fuera de la cardioide.

= (4) (3]
“w 33 G3)
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Xy
- AY
9 9
16- T
17.- a.-
b.
o Z,B
3 2
18.- b.- [ 2,5] (ﬁk)
4 4
4
Com ¥
3
Respuestas del Capitulo 6
1= a.- [—— 4, 00)— {2}
p.  R-{05)
e.  (0,2)-{6}
e R L et
Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez Pagina 174
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10.-

12.-

13.-

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez

a-  V(1)=(06,6) Rapidez =632 a(l)=(~6,6.6)

b.- y+z=17

tang “16”  ylanormal “2~73 "

— 1

El  plano oscilador es 6x—8y—z=-3. N=—=(31,26,-22) :

g d xf212l(
B=——(-68))

Jior

| M 8

0,0,0 = == 45'—_92
s (4 3 2}}’( 3 J

3
. G- 2=]
¢ ( 2 J

b.- F_(tj=[t,—l,37”+t).

L

2
alt)=N.

1.

6
R(-1)=(-1,-3,1)

a.- I+In2
b-  (,0242)

~ Péagina 175




o x-I=y=z—2J5
V2
2
i k = =—
B i @ +1)*

15- (xp,2)=(L0,0)+k(LL])

16.- R(2km)= (Zkﬂ',0,0) con k entero.

17-  a- R@)=@N2-1>4-1)

x=1+t
b.- Tomo la rama positiva de la parametrizacion E.P.R, Ny=1-t

z=3-¢
c. - k()= ¥

18- a- (6,0,8)

b.- 8Vor’ +1

3x?
20977 +1)

19.— a.- 2—32 PI(0,0,0) PF(254) ?}

2

h- 2
9

1 19 ]
20.- e 0:030 el
Sl (4 3 2]

UCAB Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables
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C.-

B &
23 =
- B

25- b

Guia de Célculo Diferencial de Varias Variables

1
k() =—e™
N2
_4+\/§ _4—@
T3 S

24.-  No hay valor posible.

x=-2y+z=I1

Co~

h.-

Respuestas del Capitulo ¢

{(x,y)/y2 —x>0}
{(x,y)/x+y+120/\x¢1}
{(x.)/ x>0}

{35 =y +420 A (x,p) = (0.0)}

{(x,y)/(x—Z)2 +)° s4/\x—|y[>0/\x2+y2 >0Ax?+)° il}

{(Jc,y)/x2 -y? >4/\y<2}
)/ x <2}

2 2

(x,y)/:g——y—d

%

x, W x* =y >1ax#1
{ }
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2.- Familia de paraboloides circulares céncavos hacia arriba con vértice
V(0,1 k)
64
3.- Familia de circunferencias centradas en el origen y radio .[— —16
o2
donde c e [— 2,2]-{0}.
4.- a.- S8i K>0 es una familia de hiperboloides de una hoja centrados en
C(2.2.)) donde a=c=4Jk b=2J2k
Si K<0 es una familia de hiperboloides de dos hojas centrados en
C2.2D) donde a=c=4Jk b=22k
b-  DomP(x,y)={x,y)/xy>L;x>4}
5.- a.- Paraboloide céncavo hacia abajo corrido una unida a la derecha del eje y.
1\
=
> Y
i
. AR
-3
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b.- Paraboloide concavo hacia arriba centrado en el origen corrido 4 espacios hacia arriba.

Y,

c.- Rama positiva de un cono centrado en el origen subido 2 espacios hacia arriba.

v

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez - o 7 Sie 179
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e
Z’ N
x
Respuestas del Capitulo 8

1- a.- 0

b.- 0

.- no 3

d.- 0

e.- 1

f- no 3

2- no 3

h- 0
2. a.-  noes continua en (0,0)

b.-  siescontinua en (0,0)

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez

Pigina 180




Il
98]
=

™~
Bl

=3ycosx

Lic. Daya Elizabt Villegs Perez
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= 3senx

Pgina 181

~
Lo
-~
~
L)
Ll
°o L4
° Ox
® o
~ ox

o 3x*+2x'+20° 4y’
. 4.- &= = = g:
° ax x+yt o x+y
® F _yy’-x) F _x(y’-x*)

Bis et o P e A

® ox )1:2+yz)2 % (xz-hyz)2
®
® e Lo spma Lo X __gpyg
- ax 1+(w) @ 1+(w)
. QX +iny
. M
-~

a senx sen(y’ 2
: P _a£=_ @:e ’l(y)_3y
® ;

F, -
® e o 81_; ~ 1y Jg; v
-~ Y (x +y )2
~
: h- jy—aﬁ — (1 + ylnx)
. 5 f
Y o =(1+2x2)(1+2y%)e" ™
®
® 9.- a.- % b.- £
. 5 20
® e- U1
- 3
Lo 10.- a- 65 h- (1-8)
®
o 11.- a.- 17 b.- (=30,0.9)
L]
L]
-
~
®
-
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14.-

15.-

16.-

17.-

20.-

27.-

28.-

29.-

0z _ xzcos(xz)—2yze™ —zy'e

e.- 3+/109
5J41
4
a.- 1,08
C.- 8,22

oz (2-yxz
T ) L y
R |

&

2 x+y

2

oy ye™ —yxcos(x)z)

0z_—y'Iny-2xz+yx’"'Inz

ox 5 X
x — e
Z
& _x=y-z 2 _y-x
ox xX+z ¥ ox x4z
cos(l)cos(Inv/2)
=2
x=1+t
y=2
e
2

2.2 J2 9\/2

x— =y- =z—
V7 27 2.7
18x+12y+36z =—1
22 3V2
+— z—
2 " 243
3 2 3

& _

Ay

+
00417

bl' 60,44

3

=~ 4,13

-2
= x**nxz

¥ 1
gt W
z
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29000
<
O
>
us]

48
34.- a.— s
NE]
b- -85
C.- 2x+y-2z=4
8
35.- —_
J5
Respuestas del Capitulo 9
1.- a.- Todos los puntos de la forma (a,a) son minimo local.

b.- (0,0) punto silla.

c.- (0,0) punto silla.

d-  (40) meito silla; (4,§)mfnimo local, (_g,oj mdximo local y (_-;12]

punto silla.
e.- (0,0) minimo local.
f- (0,0) (%;J (—%.0] son puntos sillas.

g.- (0,0) punto silla y (1,1) minimo.

2.- a-  En (2,2)se alcanza el valor mdximo que es 24. Y en (0,0)el minimo

absoluto que es 0.

Lic. Dayana Eliillegas Perez
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d.- En (0,0) se alcanza el valor mdximo absoluto que es 1. Y en (1,2) se
alcanza el  valor minimo absoluto que es —5.

5.- Madximo valor “30" en el punto (1—2.5) y el minimo valor es “-30" alcanzado
en el punto (-1,2,-5).

6.- (2,2). Notese que en la respuesta solo habrd un punto. ;Cémo sabrd usted si es
mdximo o minimo? Debe recurrir al criterio de la segunda derivada para
clasificarlo.

7.- x= y=%. Como es el tnico resultado no olvide comprobar por medio del

criterio de la segunda derivada que es un minimo.
8.- (3.3.3).
; 13 ; : 1 3
9.- Elmds cercano es |9,— = | y el mds alejado es | -9,——,—= |.
88 8 8
10.-  La hipotenusa tendrd su valor minimo cuando los catetos sean iguales a \2A.

(Por ende es un tridngulo iso-rectdngulo).

5 3
11.- a-  Alcanza su mdximo global en . x=y = £+—‘/§M donde su valor es

Jis

2
g (5 +15 )2 "y su minimo global serd en (0,0) tomando el valor de “0".

1
b-  En [O,—%) se alcanza el valor minimo absoluto que es — ) En (01) se

alcanza el valor mdximo absoluto que es 5 .

12.- (l,l,ﬁj
2 4

Lic. Dayana Elizabeth Villegas Perez i ~ Ppagina184
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13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

Lic Dayana Ellzdbeth Vilogas Perez.

El punto (—%,0) es el mds frio y los puntos ('_ V3 ] b% [l _QJ son los mads
2" 2 2 2

calientes.

Estdn mds cerca del eje z los puntos G ,0,0] y (—%,0,0J

Los puntos mds cercanos son (2,], NG ) y (2,1,—J§ )

En el punto (=1,01,) se alcanza el mdximo absoluto y el minimo absoluto de la

1431 1 31
AR

ncion se al I ntos | —,—,——
fu alcanza en los pu [2 5 2}
Lo mds cercanos son (0,1,0);(1,0,0) y el mds lejano es (_ 2 ,_—;E,I + \5]

~ Pagina 185




UCAB Guia de Calculo Diferencial de Varias Variables

®
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Formulario de Varias
Variables

Vectores...
1.- Definiciones:
La norma de un vector

B 2 2 2
H=is e +m
b.- Combinaciéon lineal de

-

Vectores: El vector x es
combinacion lineal de los vectores

YisYasnn ¥V, si existen
escalaresar, &, ,..., &, /
X=a, y +a,y,+.+a,y,

c.- Un vector x es unitario si su
norma €s uno.

-

d.-;Cémo hacer un vector x
“unitario™? Y, =;/‘|;H.

e~ ;//;@Baeﬂi/;r:a;
=

2.- Producto Escalar:
(enR?) x-y = x,.y, + %,.,
(en®*)

X Y=XY X0, XY,

3.- Al gunas Propiedades:

=
+
\l“_tin
<l
+
-
M

HlHlHl
|l ol

Il
wilo
=

4.- Si @ es el angulo entre los

=

vectores x, y entonces:
7= - pheose
5-xlyox-y=0

6- Si 8el0,7] es el dngulo

entre los vectores X, y entonces:
b A= plene

7.- (;x;)i; ¥ ;x;)i—

8-xxy=0<x//y

9.- El drea de un paralelogramo
cuyos lados adyacentes son x,y

s e
10.-El area de un tnangulo _uyos
lados adyacentes son x,y es:

2t

11.- Algunas propiedades del
producto cruz:

— - —

XXy= —yx;c-
(ax)xy = a(xx y) = xx(ay)
xx(y+z)=xxy+xxz
(;x;)+_z.=;x;+;x-z:
Producto mixto
x-(yxz)=(xxy)-z= F,y,zJ
Triple producto vectorial
xx(yxz)=(x-z)y—(x-y)z

12- El  volumen de un
paralelepipedo  cuyos lados

adyacentes son x,y,z es:
lx -(yx z)\
Obs: Tres vectores son coplanares

(estdn en un mismo plano) si su
producto mixto es “07).

Rectas y Planos...

13.- Dos rectas son oblicuas si no
son paralelas y no se intersectan.

14.- Dos planos son paralelos si
sus  vectores normales son
paralelos.

15.-Dos planos son
perpendiculares si sus vectores
normales son perpendiculares.

16.- El dngulo entre dos planos no
paralelos es el angulo agudo entre
sus vectores normales.

17.- El 4ngulo entre dos rectas es
el 4ngulo entre sus vectores
directores.

18.- El vector director de la recta
interseccion entre dos planos es el
producto cruz entre sus vectores
normales.

19.-Distancia de un punto
P(x4,¥0,2,) 2 un plano
wiax+by+cy=d es:

lax, +b.y, +c.z, - d|

vat +b* +e?

20.- La distancia entre dos planos

paralelos: 7 iax+by+cy=d, y

Ty iax+ by +cy =d, es:
|d1 = dz‘

dﬂ' b g =
R P P

21.- Distancia de un punto p a una
recta L es:

—_—

OBS: ¥, =vector director de la

recta L. Y Q es un punto
cualquiera de la recta L.

d.P.)r =

g =

22.- La distancia de dos rectas
oblicuas L, yL,es: Sea P un
punto de [, y Q@ un punto de
L, entonces:

’PQ VD o |

dlq-flz

VD e “

Donde VD, €s €l vector director
de la recta perpendicular comn.

Esfera ...

23.- Ecuacion canonica de una
esfera:

(x—x) +(¥-yo) +(z~2) =a®
donde el centro de dicha esfera es:
(x,.5,.z,) Yelradioes “a”.

Haz de planos
24.- Sean los planos
miax+by+cy+d =0 y

i@ x+by+e,y+d, =0

definimos un haz de planos como:
7, +a.r, = 0. Esto es la familia de
planos que pasa por recta
interseccion de los  planos:

TYT,.



Proyecciones...
25.- La proyeccion vectorial

vector x sobre y es:

,V

2

- La proyeccion escalar del

o
X sobre y es: :

M

Cuddricas...

27.- Ecuaciones canonicas de las
Cuddricas:

ELIPSOIDE:
(x-x,)" (y ¥o) (z 2)
a’ b* ¢’

HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA
con centro genérico, que gira
alrededor de un eje paralelo al eje

(x-x,)’ LA o)’

a'.' bz Cl

HIPERBOLOIDE DE  DOS
HOIJAS con centro genérico, que
gira alrededor de un eje paralelo al
eje z.

_(I—.‘t’” 2_(y_y0)2 (z_zn)z

+
a! bZ CZ

CONO con centro genérico, que
gira alrededor de un eje paralelo al
ejez.

(z—zn)"

(x-x)"  (v—y,)’
2 * 2 2
a b c

PARABOLOIDE con centro
genérico, que gira alrededor de un
eje paralelo al eje =.
(x_xo)z e (y7y0)2 - Z-Z

a’ b? c
Si ¢>0 el paraboloide es concavo
hacia arriba.
Si ¢<0 el paraboloide es concavo
hacia abajo.

Polares...
28.- Cambio de polares a
cartesianas:

x=Rcos@;y = Rsenf .

29.- De cartesianas a polares:

(z—z“)2

=1

R=4x*+y*:8 = arcig|¥,
X

Donde @elIC. De donde
deducimos:

felC=>6=0
QellC=>0=n-6
QelllC=>0=n+6
felVC=>0=27-6

30.-SiR = f(6) . f escontinua,
f=20con fe [a,ﬂ]. El drea de
la region R = f(6) con las
f=a;0=[Fes

1 £ ..
A=5!f(md9

semirrectas

31.- La pendiente de una curva
R = f(0) es:

dy _ ['(@).5en8 + f(8).cos @
& w0 £'(0).cos 0 - £(0).send

32.- Longitud de una curva polar:
B
dR
L=[,|R*+ d@
J de
Funciones vectoriales:

33.- Si
R(1) =R, (1), R, (1), R,(1)]

entonces:
tim, ,, R(0) = llim,_,R_(0).tim, . R, (e i, , R, (0)]

RO =R 0.8 0. 0]

34.- Vector tangente unitario:
x|

35.-Integral definida:
b A b b b
j R(t)dt = [j R (1) | Rz(r)dr,IR‘(t)dr]

36. Longitud de arco:
b
ol

37.- Diferencial de longitud de
arco:

ol X0

38.- Curvatura:

&0
o
¥ )
Yla Torsmn |

(R () (R"(z)x R"'(t)))
"R’(.r)x R"(f)"

R2oR*: K1) =

SoloR?: K@) =

(1) =

39.- Normal unitario:
e T'
NGO =)

T'(1)

Binormal unitario:

B(t)=T(t)x N(1)

40.- El plano normal es aquel que
tiene como vector normal el

tangente unitarioo R'(t).

41.- El plano oscilante es aquel
que tiene como vector normal el

binormal unitario o R'(r)x R"(1).

42.- El plano rectificante es aquel
que tiene como vector normal el
normal unitario 0

(R'(1)x R™(1)) x R'(1)

43.-El circulo osculante de una
curva -15-(_5 enel punto P es:
plano osculante
N
esfera osculadora

El radio de la esfera osculadora:
1
)=—— Yy el centro es:
plt) X0)

R(1) + p().N(1) -

44.- Componente tangencial de la

i6n: R'(1)- R"(1)
aceleracion: a, (t)= (’ )- R'(
Componente normal de la
aceleracion:

R'(1)x R'(I)"
x|

El  vector aceleracion puede
escribirse en funcién de las

aN(f)=



componentes anteriores de la
siguiente forma:

a(t)=a, g ay N

45.- Movimiento en el espacio:

Si m representa el vector
posicion entonces ocurre:

m = R'(t) (velocidad)

Rapidez = "R'(:)"
at)=V"(0)=R"(1)
(aceleracion)

Ahora si tenemos la aceleracion
entonces ocurre:

V(0= Vi) + [ atuda

fo

R(6) = () + [ 7

46.- Formulas de Frenet:

ar _ kN

ds

d—N = —kf - r._B.
ds

-

ds

Funciones de Varias Variables...
47- La ecuacion del plano
tangente a la superficie
f(x,y,z)=k en el punto
P(x,,¥q,2,) €8

Vi3 20520) (X=X, Y= 52— 2,) = 0

48.- La ecuacién simétrica de la
recta normal a la superficie
f(x,y,z)=k en el punto
P(xy.¥4,2) €8

X~% _ Y=Y _ 2720 donde el
a b c
vector director de la recta normal

es: Vf(-xusywzn) "

49.- Aproximaciones:
f(a",b") = f(a.b)+d:

dz = %(ﬂ,b)Ax+ %(a,b).Ay
Ax=a —-a

Ay=b"-b

0. D.f(x,)=Vf(x,)w,
(derivada direccional)

51.- La tasa méaxima de
crecimiento de una funcion fen un

punto x, es: |Vf(x0)

y su

direccién es Vf(x,) -
La tasa minima de crecimiento de
una funcién f en un punto x, es:

_"m” y su direccion es
- Vf(x,)-

52.- Criterio de la Segunda
Derivada para clasificar
maximos y minimos: Sea
f RN, (x,,y,) un punto
critico de la funcién y fe(C? es
decir las mixtas son iguales.
Definamos la matriz Hessiana

como: H(x,y) = [;" ;"J .

Definimos el

Alx,,y,)=detH(x,,y,).

a-SiAx,.y,)>0 ¥ f(x,.%,)>0
entonces en (x,,y,) hay un
minimo relativo.

be Si A@.p)>0 y fulx.<0
entonces en (x,y) hay un
maximo relativo.

c-Si  A(x,,y,)<0 entonces en
(x,,,) €s un punto silla (punto
donde hay cambio de concavidad).
d- Si A(x,,y,)=0 no hay
decision acerca del punto (x,,y,).

y debemos usar la definicién para
clasificarlo.

53.- Para calcular los wvalores
maximos y minimos absolutos de
una funcién continua £ sobre un
conjunto cerrado y acotado Dse
realizan los siguientes pasos:

Paso 1: Determinar los puntos
criticos de r en el interior de p.

Paso 2: Calcular los extremos de
s enlafronterade D.

Paso 3: Elaborar una tabla con los
puntos hallados en el paso 1 y 2
con sus respectivos valores de f

en dichos puntos. El valor mas
grande es el valor méximo
absoluto y el mas pequeiio sera el
valor minimo absoluto.

b= (S

54.- Lagrange: (Método para
calcular maximos y minimos de
[ sobre fronteras).

CON 1-RESTRICCION: En %".
Si  queremos calcular valores
maximos vy minimos  de

f(X)sujeta a la restriccion
g(x)=c se procede asi:
PASO1:Determinar  todos los
valores de x, 4 tales que:
{’V? = iVg
gx)=c

PASO2:Evaluar fen todos los
puntos (x, y) que surjan del PASO

1. El mas grande de esos valores es
el maximo valor de f y el mas

pequefio es el minimo valor de f .

CON 2-RESTRICCIONES:

En R?. Si queremos calcular
valores maximos y minimos de

i (;) sujeta a las restricciones
gx)=c ¥ h(x)=kse procede
asi:
PASOI:Determinar  todos los
valores de ;,21,3.2 tales que:
Vf =4 Vg+4,Vh
gx)=c
h(x)=k
PASO2:Evaluar fen todos los
puntos (x, y) que surjan del PASO

1. El més grande de esos valores es
el maximo valor de f y el mas

pequeiio es el minimo valorde f.

55.- Algunas integrales
importantes:

Ioosz udu =2 + ls.«m(Zu) +C
2 4

jsenzudu =£—l sen(2u)+C
24

3
Senu
+C

Icos3 udu = senu —

3
cos’ u
+C

jsensudu =—cosu+
jms4 udu =3—u+lsen(2u)+Lsen(4u)+C
38 4 32

Isen"udu = 3?”7% sen(2u) + 3%39"(414) +C



