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Resumen En este trabajo se hace un estudio a dos espacios de elementos finitos
X2 x My™ y X? x M} para la solucién del modelo de Darcy - Forchheimer. En 2007
Girault y Wheeler en su articulo Numerical Discretization of a Darcy-Forchheimer model
presentan un estudio tedrico del espacio de elementos finitos X? x M,i’m para resolver
el problema planteado por el modelo de Darcy - Forchheimer. Este trabajo motivé un
estudio numérico realizado a los espacios de elementos finitos X9 x M, ™ y X? x M|
que permiti6 verificar los resultados teéricos mostrados por Girault y Wheeler para el
espacio X{ x M, ,1 " ademds de presentar caracteristicas numeéricas andlogas para el espacio
X? x M}. Seguidamente se realiz6 el estudio tedrico para el espacio X2 x M} que junto
a la experimentacién numeérica describen las caracterfsticas de esta discretizacién. El
andlisis numérico y teérico del espacio de elementos finitos X7 x M,i"‘ sumado a la
implementacién de estrategias de resolucién de sistema de ecuaciones no lincales tipo

Peaceman Rachford y el Método de Newton son el objeto de esta investigacién.

Palabras claves: Darcy - Forchheimer, elementos finitos, sistemas de ecuaciones no

lineales, método de Newton, método de Peaceman Rachford.
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0.1 Introduccién

Se considera el siguiente modelo para describir un flujo estable de Darcy-Forchheimer de

una fase en un medio poroso ? :
Fr 1u+ﬂ|u|u+Vp=0enQ,
p p

con la restriccién de divergencia:

divu benf),

y la condicién de frontera

u-n — g sobre 01,

Este problema no lineal es de tipo monétono. Bajo suposiciones suaves de regularidad
sobre los datos b y g, muchos autores han demostrado que existe una inica solucién
débil. La fundamentacién tedrica, asf como la descripcién del problema se presentan en
el capftulo 1.

Una formulacién variacional para este problema es la siguiente:

Yo € X, ”/

_ B
K 'u). d:l:-l——/u u-)de + /V- dx 0.
p.n( )@ p'nll( ®) Z.T P

TeS),

Yq € M, /Vq-uda:——/qua:+/ gqdo.
Q Ja Joq

con X = L3(Q)y M — Whi (Q) N L2 ().
El objetivo principal de este trabajo es aproximar la formulacién variacional mediante
el método de los elementos finitos, utilizando 2 pares de espacios (X}, M},) que aproximan

a X y M respectivamente, ellos son:
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e Velocidades con elementos discontinuos constantes y presiones con elementos dis-

continuos Py Crouzeix - Raviart, (X? x M,™).

e Velocidades con elementos discontinuos constantes y presiones con elementos con-

tinuos Py (X} x M}).

El estudio teérico realizado al espacio X x M} asf como las caracterfsticas propias
de este espacio X} x M,"™ se presentan en el capftulo 2 dedicado a las discretizaciones.
La resolucién del problema descrito por las formulaciones variacionales asociadas al
modelo de Darcy Forchheimer con cada uno de los espacios de elementos finitos se realiza
aplicando los métodos Peaceman Rachford y el método de Newton presentados en el

capftulo 3.

En el capftulo 4 se presentan los resultados numéricos obtenidos en la implementacién
de los esquemas de resolucién de sistemas de ecuaciones nolineales junto a las formula-
ciones variacionales asociadas a los espacios de elementos finitos. Finalmente el capitulo

5 se dedica a conclusiones y préximos trabajos.
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Capitulo 1
Descripciéon del problema

1.0.1 Contexto

El movimiento de un flujo en un medio poroso se puede describir por ciertas leyes funda-
mentales: conservacién de la masa, ecuacién de continuidad, ecuacién del momento y la
encrgia. Estas ecuaciones relacionan aspectos caracterfsticos del fenémeno fisico como:
acumulacién, conduccién, conveccién, presién, gravedad, densidad, viscosidad, perme-
abilidad, dispersién, temperatura, velocidad, entre muchos; Quintard y Whitaker en [61]
profundizan al respecto presentando un anélisis teérico del transporte en medios porosos.

La Ley de Darcy es la herramienta méas conocida para relacionar y describir este flujo
en fluidos Newtonianos para un rango limitado de caudales donde la turbulencia, los
efectos inerciales y otros asociados a elevadas velocidades son despreciables, para flujos
con mimero de Reynolds R. < 2100. Correcciones como la de Brinkman (viscosidad de
Brinkman) y Forchheimer surgen para abordar situaciones més generales, menos espect-
ficas.

En las siguientes secciones desarrollaremos el modelo de Darcy Forchheimer, con-
versaremos sobre su solucién tedrica, abordaremos el problema desde el punto de vista
numérico estudiando las caracterfsticas mas importantes de dos discretizaciones via el-

. 1 N .
ementos finitos XP x M,™ y X x M}, ahondaremos en su aplicacién y desempeiio
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destacando cualidades como el orden de convergencia. Finalmente estudiaremos el com-
portamiento de diferentes métodos de resolucién para los sistemas de ecuaciones lineales

y nolineales asociados.

1.0.2 Ley de Darcy

Henry Darcy en 1856, preocupado por determinar las caracterfsticas que debia tener un
filtro conveniente para una cantidad de agua suministrada diariamante, construyé una
columna vertical saturada con arena y observé el comportamiento del agua al trans-
portarse por este medio poroso, més detalles conceptuales y experimentales los podemos
encontrar en [6], sus observaciones le permitieron enunciar la ley que lleva su nombre,
ésta describe el flujo de un fluido en medios porosos.

Muchos investigadores han analizado y puesto a prueba esta ley, verificando su validez
para la mayorfa de los flujos presentes en el suelo, por ejemplo la Ley de Darcy sustenta
el modelo Black Oil, también conocido en la simulacién de yacimientos como Modelo
de Petréleo Negro. En este modelo se caracteriza al yacimiento como el resultado de la
interaccion de 3 fases: agua w (usualmente se reconoce como la fase liquida), gas g (la
fase no liquida) y petréleo o (la fase intermedia). Cada una de éstas fases se describen
a través de su velocidad u y presién p durante el flujo de un fluido compuesto por ellas,
asf reconocemos, por ejemplo, como velocidad del agua a u,, y presién de gas a p,.

La Ley de Darcy, desde el punto de vista fisico, plantea una relacién lineal entre la
velocidad y el gradiente de la presion, ver [4]. Su expresién como una ecuacién diferencial
para, el caso monofisico es:

1
FR-1u+ -vp=0, (1.1)
p p

con 4 la viscosidad, p la densidad del fluido y K el tensor de permeabilidad acotado y
uniformemente definido positivo.
Evidencias experimentales muestran que cuando la velocidad del fluido es suficiente-

mente alta, se desarrolla una relacién no lineal entre la velocidad del flujo y el gradiente
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de presién, atin cuando se trate de un flujo Newtoniano a través de un medio poroso.
Dupuit en 1863 [20] y Forchheimer en 1901 [24] sugirieron, en la descripcién de este tipo
de flujo, modificar la ecuacién de Darcy (1.1) agregando un término cuadrético a la ve-
locidad, con un coeficiente que depende de la geometrfa de los poros. Esta modificacién,
conocida como la ecuacién de Forchheimer ha llevado a realizar muchas investigaciones,
tanto desde el punto vista experimental (2, 3, 8, 57, 61, 63], como teérico {9, 20, 23, 25, 61]
y numérico [17, 36, 37, 40].

En yacimientos petroleros y acuiferos, se observan bajas velocidades debido a la poca
permeabilidad. En estos casos el término no lineal inercial se hace insignificante obte-
niendo a través de la ley de Darcy una aproximacién aceptable para el flujo simple
(monofésico). Sin embargo, hay casos donde las velocidades de los flujos son relativa-
mente altas y los efectos inerciales no pueden ser ignorados, haciendo inadecuada la Ley
de Darcy.

Rami, Fawzi y Fahmi [50] advierten que la Ley de Darcy es valida bajo condiciones de
baja velocidad y poca porosidad. Sin embargo, en muchas situaciones practicas el medio
poroso esta limitado por una pared impermeable, donde se presentan tasas elevadas de
flujo, y ademds se observan distribuciones de porosidad no uniformes en las regiones
cercanas a la pared, haciendo la Ley de Darcy inaplicable.

Las razones antes expuestas justifican el estudio de un flujo, considerando una relacién
no lineal entre la velocidad y el gradiente de presién, mediante la Ecuacién de Darcy-

Forchheimer.

1.0.3 Darcy - Forchheimer

En 1901, Philippe Forchheimer estudi6 el comportamiento del flujo del gas a través de
capas de carbén; descubrié que el gas presenta una relacién no lineal entre la velocidad y
el gradiente de la presién cuando la velocidad es suficientemente elevada, ademés observé
que la nolinealidad aumenta con el incremento de la velocidad. El determino que el incre-

mento de la nolinealidad es proporcional a u?. Luego Cornel y Katz en [16] encontraron
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la constante de proporcionalidad g con 3 el factor inercial.
Las relaciones anteriores son consideradas por el siguiente modelo que describe el flujo

estable de Darcy-Forchheimer de una fase en un medio poroso Q :
P 1u—i—’6|u|u+Vp—0enQ. (1.2)
p p

con la restriccién de divergencia:

divu—benQ, (1.3)

y la condici6én de frontera

u-n g sobre 99, (1.4)

donde |-| denota la norma vectorial Euclidea: |u|* = w - u; u,8 y p son constantes
positivas que representan: la viscosidad del fluido, su viscosidad dindmica y su densidad
respectivamente, I{ el tensor permeabilidad acotado y uniformemente definido positivo,

b y g funciones definidas para satisfacer la condicién de compatibilidad:

/s;b(a:)da: ./a.ﬂg(a)da. (1.5)

Este problema no lineal es de tipo mondtono. Bajo suposiciones suaves de regularidad
sobre los datos b y g, muchos autores han demostrado que existe una tinica solucién débil,
ver por ejemplo [23, 25].

Una formulacién variacional para el problema (1.2) a (1.4) es la siguiente:

Vo € X, ”/

_ B '
p,Q(K 1u)-(,ad:13+p./nlul(u-<,a)d:1:+Z‘/TVp-(,adm:O. (1.6)

TES,

Vq e M, /Vq cudr — — /qua: + / gqdo. (1.7)
Ja Ja NES)
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con X — L3(Q)'y M = Wbz (Q)nL2(Q).

El problema de Darcy es ampliamente abordado por muchos autores [4, 6, 30, 31, 56],
en el estudio de la dindmica de fluidos en medios porosos o como ejemplo de una ecuacién
diferencial parcial. Sin embargo, no se cuenta con una bibliograffa tan extensa para el

modelo de Darcy-Forchheimer, ver por ejemplo (2, 9, 19, 23, 26, 25].
Solucion débil
Brevemente daremos algunas ideas sobre la existencia y unicidad de una solucién débil

para las ecuaciones (1.2) - (1.4), para mayores se puede consultar [25].

Notacién Nosotros usamos la siguiente notacién, por razones de simplicidad, consid-
eramos las definiciones en tres dimensiones. Sea (kj, k2, k3) una terna de enteros no

negativos, tal que |k| = k; + ko + k3, ahora definimos la derivada parcial 8* por:

Gkl

-—
k1 ko ks
0x1'0xy’ O3

v

Entonces para cualquier entero no negativo m y cualquier niimero r > 1 encontramos

el espacio clésico de Sobolev [1, 7, 10, 46, 48, 51, 54, 55, 56, 64]:
w™ () {velL (Q);0vel (Q),V[kl <m},

equipado con la seminorma:

-

|’U|Wm,r(g)— Z /Q‘(?kvlrda: ,

|k|=m

y norma:

”U“W’"vr(ﬂ) |’U|;vm-r(n)} )

LSkSm

con la extensién usual cuando r — oco. Para mds detalles consultar [11, 13, 21, 22, 34, 29,

17




39] para extensiones de esta definicién para valores de m no integrables. Cuando r = 2
es un espacio de Hilbert H™ (). Las definiciones para estos espacios son extendidas a
espacios vectoriales usando la misma notacién, pero con la siguiente modificacién para

las normas en el caso no-Hilbert: sea u — (uq, ug, u3) se tiene:

lullr @) = [/Q lu ()] dm] : .

Para una matriz B, denotamos por || B|| la norma matricial subordinada a la norma
euclidea |-| . Sea D (€2) el conjunto de funciones indefinidamente diferenciables con soporte
compactoen Q y D (ﬁ) el conjunto de funciones indefinidamente diferenciables en Q. Para

funciones que se anulan en la frontera se define:
H (@) — {v € B (Q); vlg = 0},
y se recuerda la desigualdad de Poincare: existe una constante C tal que:
Vo € H (Q), ol gy < Ceiam (@) ol (18)
Gracias a esta desigualdad la seminorma || g, €s una norma en H(Q).

Formulacién Variacional Tomamos (1.2) y debilitamos las restricciones (1.3) y (1.4)
con la férmula de Green. Observando el término no lineal en (1.2) determinamos que la
velocidad u y las funciones de prueba v pertenecen a L3 (Q)d, ademds el gradiente de la,

presion p pertencce a L? (Q)?. Por ello definimos los espacios:

X L} (Q)? (1.9)
M W (Q)nI2(Q),

consideramos una regularidad muy suave sobre los datos: b debe pertenecer al espacio

dual de M y g al dual del espacio traza de M. Esta regularidad es suficiente para aplicar ls
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férmula de Green 2l producto (V¢)-u sobre 2. Sin embargo, esta regularidad es muy suave,
y nosotros preferimos evitar dualidades liaciendo uso de las inmersiones de Sobolev, para
determinar los espacios para by g. Asf, en dimensién d 2 6 3 el espacio whi () estd
inmerso en L¥-3 () y su espacio traza en J estd inmerso en =3 (092) , consideramos
entonces que b pertenece a Lass () yga L& (09) . Estas consideraciones llevan a
la formulacién variacional propuesta en [25]:

Buscar un par (u,p) en X x M tal que

Ve € X, ’%/ (K“‘lu)-godw—l-i/|u](u-cp)d:1:+ Z /Vp-goda::O. (1.10)
Ja Ja Jr

Tesy,

Vg € M, / Vq - udz / bgdx + / gqdo. (1.11)
Ja Ja Jog

conbEL%(Q)ygeLwd__Q(BQ) .
La equivalencia entre (1.10) y (1.11) con (1.2) - (1.4) sigue rdpidamente de la validez
de la férmula de Green:

Vg € M,VYv € H, / v-Vqdz / qdivvdz + (g, v-n),,, (1.12)
Q Ja

en el espacio

H {'v e L3(Q)*:dive € Lits (Q)},
que es un espacio de Banach reflexivo cuando se equipa con la norma:
olli = 1ol + ldiv ol g, o, -

Condicién “inf-sup” Puede demostrarse que para todo b en L a3 (Q)ygen A (08Y),

existe s6lo un u; € L? (Q)*/V tal que:

quM,/Vq-u, dx —/qu:z:—l—/ gqdo, (1.13)
JQ JQ J 80
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sy < € (100, g, + ol s ). (114

donde

V={v€X;Vq€M, Vq-udx—O}
Ja

y C es una constante que sé6lo depende de  y d.

Alora, nuestra particién de « como
U U+ Yy,

ionde ug € V y u; € L* (Q)*/V satisface (1.13) y (1.14).
Para estudiar la existencia y unicidad de la solucién (u, p) del problema (1.2) a (1.4)

es conveniente definir la aplicacién:
3 d _ K 1 B =
Vv e L° ()%, A(v) pK v+ ’ |v| v, (1.15)

la cual lleva L3 (2)* en L3 ()%, ademés nos permitird abordar las propiedades de con-
vergencia de la solucién discreta y proponer la siguiente formulacion variacional:

Encontrar ug € V tal que
Vo eV, / A (ug + u;) - pde = 0. (1.16)
Ja

Esta formulacién es equivalente a: (1.10)-(1.11) ya que p estd en M tal que A (ug + w;) =
Vp con (u,p) solucién de (1.10)-(1.11) y v ug + ;.

Se demuestra en [25] que A aplica L3 (Q)d en L2 (Q)d y verifica las siguientes propiedades:

1. A esta acotada en todo subconjunto acotado de L3 (Q)? :

B g-1 s 2
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2. En casi todas partes de 2

Vo,Yw, |A(v) — A(w)| < % K| v — w| + —?}- lv  w|(v|+|w]). (1.17)

3. Se asume que K es uniformemente definido positivo: Sea Ay, > 0 el méds pequeno

de los autovalores K sobre (2 :
Ve € O, Vu € RE (K (2) u) - u > Ain |ul®.
Para u; fijo en L3 (2)?, la aplicacién u — A (u + w;) definida por (1.15) es:
(a) Monétona de L3 () en L2 (Q)? : para todo u,v en L3 (),
| Aarw A+ w) @) de 2 M fu= vl (118)

(b) Coerciva en L3 ()" :

1
lim G / A(u+ u) - ude | = oo. (1.19)
Ml ey =00 \ |2l sy Ja

(c) Hemicontinua: para u;, u, v fijo en L3 (Q)? la aplicacién
t— | A(u+ u +tv)de, (1.20)

JQ

es continua de R en R

Estas propiedades en la aplicaién A permiten obtener las siguientes estimaciones, a

priori, para toda particién con u; en L3 (Q)? (ver [25]),

3u ||K_1||Lo°(n) ’
3 2
lull g2y < <“ul”L3(Q) + i3 . lwallzey |
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Horp—t 3 2

A partir de las propiedades de la aplicacién .4 monotonia, coercividad y hemi-continuidad

la existencia y unicidad de la solucién del problema (1.10) a (1.11) sigue facilmente con
argumentos cldsicos utilizando la siguiente condicién “inf - sup”:
Jo v Vqdz

inf sup - L 1.21
qeM veX ”vq”L%(Q) “v”Ls(Q) ( )

esta condicién se verifica inmediatamente de la representacién dual de la norma:

o
Yu e L3 ()7, ||ul Jo - vde

sup

3 —_—
Lz (Q)d ’UELS(Q)d ”v”Lg(Q)

Esto garantiza la existencia de una solucién débil para el problema descrito por las

ecuaciones (1.2) - (1.4).
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Capitulo 2

Discretizacién del problema via

Elementos Finitos

Consideremos que £ es un poligono en dos dimensiones que puede ser triangulado com-

letamente por tridngulos. Sea &4 una familia de tridngulaciones conforme de € :
P P g g

o |, (2.1)
TeS,
regular (también se le conoce como no degenerada) en el sentido de Ciarlet {14, 15]: existe

una constante ¢ independiente de h y T, tal que:

VTG%h,hT =o0r <o,
Pr
donde h7 es el didmetro de T y pp el didmetro de la esfera inscrita en T. Ahora,
denotamos por I'y el conjunto de todas las aristas de los tridangulos en 3, y por b, el
punto medio de una arista e € I'y.
Con la ayuda de esta triangulacién S, construimos un par de espacios de elementos

finitos X, y M}, que aproximan a X y M respectivamente. Asf la formulacién variacional

discreta de (1.10) y (1.11) es:

23




Buscar (u,, p;) € Xy X My, tal que:

Ve, € Xn. = / (K™ 'uy) - ppdz + b / |wn| (up - ) do + / Vph-ppdz — 0. (2.2)
pJa P Ja JQ
Vg, € My, Z / Vap - updx — / bgrdx + / gqrdo (23)
fer, /T Ja Joq

Un estudio detallado del método de los elementos finitos se puede encontrar, por

ejemplo, en (7, 13, 14, 15, 32, 51].

2.1 Discretizaciones

A continuacién presentamos los dos pares (X, M},) espacios de aproximacién de elemen-
tos finitos analizados en este trabajo.

Para denotar los espacios utilizaremos la siguiente notacion:

Sea k > 0 un entero positivo y sean X y MF los espacios de elementos finitos definidos

por:

Xt = {ve (C°(Q)"; vy € (P (T)"VT € 1}, (2.4)
P 19 C% () dly € (B (T))VT € S},
My = QENI§(Q)

donde P (T') es el espacio de polinomios de grado menor o igual que %k con soporte T

De forma similar se definen los espacios de elementos finitos X, y M,}"™ :

X {ve (L*()"; v|; € (PT(T))"VT € Sn}s (2.5)
W= {ae P(Q);qly € (BT (T)) VT € S},
M™ — QYN LE(Q)
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con P7* (T') definido por los puntos medios b, de cada arista de T, manteniendo as{
continuidad en cada b, para todo e € ['y,.

A continuacién se presentan las diferentes discretizaciones para los espacios X, y Mj,.

2.1.1 Velocidades con elementos discontinuos constantes y pre-
siones con elementos discontinuos P, Crouzeix - Raviart

(x50 x am)

Definimos los espacios (X}, M},) de la manera siguiente:

X0 {v € L2()%;VT € Sy, vl € 11»3} , (2.6)
W {q € L*(Q);VT € S, qlp € P1, y Ve € Ty, q es contuna en be} (2.7)
My™ =Qy" N L2(Q). (2.8)

El espacio Q,ll‘m es el espacio no conforme de grado 1 estudiado por Crouzeix y Raviart
en [18]. El problema discreto (2.2) y (2.3) con X, X?y M, = M,"™ tiene solucién

unica y bajo hipétesis de regularidad se tiene que:

1w = uall 2 ) < Chlulyragy,

2

3
3
(Z IV (p - Ph)”Zg(T)) < Ch (|P|W2,%(g) + |u|w1'4(n)) :

TeS)
Los detalles de estas afirmaciones se pueden ver en [25].

Sea N el mimero total de tridngulos en &, para aproximar las velocidades tenemos:

: (2.9)




VT] € Sy, vi]Tj - (Sij t=1,.,N,j=1...,N (210)

donde J;; es el delta de Kronecker, y para aproximar las presiones tenemos:
Q}lym=3pan{<pi},i =1,...M (2.11)

donde M es el nimero de aristas, ¢, es la funcién base global correspondiente al nodo 7 el
cual es el punto medio de una arista e; de la triangulacién. La restriccién a un tridangulo
T de una funcién base global es una funcién base i local de T. Para cste elemento finito

las funciones base locales ¥ de T se escriben:

Yi(zy) — 1-2\(z,y) (2.12)
Yo (z,y) — 1-2X(z,y)
7#3 (JJ, y) = 1- 2/\3 (a:,y) )

donde \; (z,y) es la coordenada baricéntrica del vértice del tridngulo T" que se encuentra
frente a la arista e;.

En la figura 2.1 se muestran los grados de libertad del espacio de las velocidades y del
espacio de las presiones. Las velocidades son constantes en cada tridngulo y las presiones

son continuas en b, el punto medio de la diagonal del cuadrado
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(xsays)

P3 i

('\‘l‘.‘ ) p{ (xz’yz)

Fig. 2.1: Discretizacién X? x M,

Orden de la discretizacién (X) x M,™)

Se cuenta con el trabajo realizado por Girault y Wheleer [25] donde se demuestra tedri-
camente que el orden de esta discretizacién para el modelo de Darcy - Forchheimer es 1,
ademds en el trabajo realizado por Lépez, Molina y Salas en 2009 [40] se recogen una

serie de pruebas numéricas verificando los resultados tedricos de [25].

Tamano del sistema de ecuaciones asociado a la discretizacién:

Mids adelante se presentan con mdas detalle caracterfsticas numéricas relacionadas a la

implementacién de cada discretizacién en esta seccién sélo se desea presentar el tamaifio
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de cada uno de los sistcmas de ecuaciones que seran resueltos al considerar Q — [—1, 1] x
[-1,1], h; la longitud de cada arista (cateto) horizontal y h, la longitud de cada arista
(cateto) vertical en cada tridngulo de la discretizacién.

Para h, =h, h
e el mimero de presiones es: n, (h) 4243
e el nimero de trigngulos de la discretizacion es: ny (h) ,% y

e el nimero de velocidades es: n, (h) 2n7 (h).

A continuacién se muestran en detalle el tamaifio del sistema de ecuaciones a resolver

ho | np(B) | no(R) | np(h) +ny (R)
L1 1240 | 1600 2840
L | 4880 | 6400 11280
L 119360 | 25600 44960
L1 77120 | 102400 179520

Tabla 2.1: Tamafio de la discretizacién X2 x M,™
Continuamos con la segunda discretizacién de este trabajo.

2.1.2 Velocidades con elementos discontinuos constantes y pre-

siones con elementos continuos P, (Xg x M }{)

En este caso el espacio X} es el mismo de antes para aproximar la velocidad mientras

que las presiones se aproximan con el espacio M} definido por:

Qr—{q€C°(Q);VT €S, qly € P2}, (2.13)
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M} =QlNLi(Q). (2.14)

En este caso el espacio que aproxima & la presién viene dado por:

Qi span{g;},i=1,..,n (2.15)

donde n es el nimero de vértices, ¢, es la funcién base global correspondiente al vértice ¢,
la cual restringida a un tridngulo 7' se corresponde con alguna de las siguientes funciones

base locales:

vi(zy) — A (2.16)
¢2 ("1", y) /\2
V3 (z,9) L=XA1 Ay

En la figura 2.2 se muestran los grados de libertad del espacio de las velocidades y del

espacio de las presiones. Las velocidades son constantes en cada tridangulo y las presiones
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son continuas en los vértices los tridngulos.

p! pi = b3
("3:33)
p=) bivi j
t=l
ui
i
3 . .
; p=Y D
. tal
o) 601)
pi=p )

Fig. 2.2: Discretizacién Xp x M}

Orden de la discretizacién (X x M})

A continuacién se presenta todo un anélisis tedrico sobre el orden de convergencia para
esta discretizacién, es importante resaltar en que Lépez, Molina y Salas en [40] hacen
un estudio numérico que verifica que el orden de la discretizacién al igual que en el caso
anterior es 1. M4s detalles se pueden encontrar en [41].

Para tal demostracién comenzamos definiendo X, — X ,‘3 vy My — J\/[,} donde
X0 {'v € L2 () VT € Ty, vy € n»g} C X, (2.17)

M, =QinLi(Q) C M, (2.18)
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con

QL —{q€C*(Q);VT € Th, glp € P}

Propiedades de los espacios discretos: la condicién inf — sup discreta

Dado que las finciones de M} son suaves (Q} C wti (Q)), podemos aplicar directamente
el teorema de traza y las desigualdades de Sobolev. Sea 7}, como en (2.1) para algin par

de nimeros reales p > 1,¢ > 1 tal que:

1

l.p<pocon , — . g, existe una constante C independiente de h tal que:

Van € My, ”zh”LP(Q) <OV,

La@) - (2.19)

2. p<pocon , — (%) — £, existe una constante C independiente de h tal que:

Q =

Vzn € My, 2l togany < C IVl Lo (2.20)

la siguiente proposicién verifica la condicién inf-sup discreta para este espacio.

Proposicién 1 Para algin nimero real p € [2,00) y P’ con ; + pl, — 1 el par de espacios

X9, M} definidos por (2.17) y (2.18) satisfacen:

1 .

Vo e M, sp (oo [ Vo vde ) Valle. @20
vh€Xn ”vh”LP(Q) JQ

Demostracién. Consideramos g, un elemento cualquiera en @}, porque podemos agregar

cualquier constante a g, en (2.21). Entonces, Vg, y v, son vectores constantes en cada

T, por lo tanto demostrar (2.21) es equivalente a demostrar que para todos los vectores

constantes g, definidos en cada T, existe un vector constante vy tal que:

,, (Z le"’)p : (2.22)

T€eT,

S (dy - vh) (z w)




tomando

1 1
vr —[TIrvr, v ¢r=|T|" gr.

Entonces (2.22) cs verificada para p’ <2y v —q;_Lp,. ]
ar
Debido a esta propiedad de uniformidad de la condicién inf - sup discreta y a las
caracterfsticas de la aplicacién A (1.18), (1.19) y (1.20), tenemos la existencia y unicidad

de la solucién discreta.

Existencia y unicidad de la solucién discreta

Sea V}, el espacio discreto andlogo de V, y V! el espacio ortogonal a V}, en X}, para el

producto interno de L? (Q2) :

V., = {'UhEX}?,th EM;{,/th-vhd(L'—O}.
JQ

VhJ_ {’Uh € X}?,V wy € ‘/IH/

vy - wpdT = O}.
Q

La aplicacion

qn —/thd$+/ gqndo,
Ja Jaa

es lincal, entonces la condicién inf-sup discreta (2.21) y la teoria de Babuska-Brezzi

implican un andlogo discreto de (1.13): existe u;; € X? unico en V;* tal que

Vq;,, € My, / th . ’U,h’ld:l! — / bqhdm + / gqhda. (223)
JQ J J o0

Ahora aplicando (2.19) con ¢ = % yp= %, (2.20) con q = g yp— 32(3—::13 y (2.21)
con p — 3 tenemos que uy,; satisface el andlogo discreto de (1.14) con alguna constante

C independiente de h

oy, < € (101, 2,y + ol s ) (224
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Ahora la particion de uy, en

Up Upo + Upy, (225)

con upg € Vi, y up, satisface (2.23).
Esto nos permite introducir la versién discreta del problema (1.16): Encontrar uy ¢ €
V, tal que
Vo, € Vi, ’; /Q A(tuno + ung) - ppda 0, (2.26)

Proposicién 2 El problema (2.26) es equivalente al problema (2.2)-(2.8).

Demostracién. Sea (uyp, pr) una solucién de (2.2)-(2.3) entonces, de (2.23) tenemos que
up  Upo+ Uhy Y Uk resuelve (2.26). En el otro sentido, sea g una solucién de (2.26),
la condicién inf-sup discreta (2.21) y una extensién de la teorfa de Babuska-Brezzi para

espacios de Banach reflexivos implican la existencia y unicidad de p, en M), satisfaciendo
A ('U,h,o + uh,,) - Vp_

3(d—1)

Teorema 3 El problema (2.2)-(2.3), para cualquier (b,g) en Lavs (Q) x L™ (8%)
satisfaciendo (1.5) tiene una solucidn vnica (un,pr) en Xp x M} y para cualquier funcién

un; € X satisfaciendo (2.23) tenemos:

3 3u ”K_1||L°°(Q) 2 ’
lunll sy < ”uh,l||L3(n) + 18 rm ”uh,l”L2(m ) (2.27)
1988l 5 g < &N iyl 3 + - sl (2.28)
Dn Lg(ﬂ) = P Loo(Q) h L%(Q) p Rl L3(Q) - .

Demostracién. La existencia de u;, en X} es una prueba clésica que utiliza la condicién
inf-sup discreta, la teorfa de Babuska-Brezzi y la propiedades (1.18), (1.19) y (1.20), més
detalles pueden encontrarse en [55]. La existencia y unicidad de p, en M} proviene de la

proposicién 2. =
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Convergencia de la solucién discreta

De las cotas (2.24), (2.27) y (2.28) podemos construir {uy}, {ps} sucesiones que con-
vergen débilmente en L3 (Q)d y L3 (Q)d respectivamente. En primer lugar, vamos a
demostrar que cl limite de la sucesién {uy} es la solucién del problema (2.26).

Sea P, : L! (Q)d — X? el operador local de proyeccién de funciones constantes definido

comao:

VT € Th, Vv € LN (T), Pa (v)ly I%I /11(:1:)d:1:.
JT

Es bien conocido que para cualquier 7 con 1 < r < oo [26],

Vv e L™ (), ’llirrtl) Py (v) v fuertemente en L™ (£2). (2.29)
ain mé4s,
1Pn(v) vl OCR). (2.30)

Siendo M} el subespacio de elementos finitos estdndar P; y Vg, constante en cada T

por cada g, en M} se verifica que:

/ P, (w) - Vandz — /ul~thd:1: - / bgpdx + / gqrdo. (2.31)
Ja Ja Ja Joq

Debido a (2.31) podemos elegir up; — P, () teniendo los elementos necesarios para

demostrar la convergencia débil en L3 (Q)d de la sucesién {uy}.

Teorema 4 Sea u, solucién de (2.26) y w la solucién de (1.16). Asumiendo que T,

satisface (2.1), b € Lats Q) yge L (0)) . Tenemos:
’llin(l) uy, — u débilmente en L% (Q)?.

Demostracién. Como tenemos la convergencia débil de u;, en L3 (Q)d para alguns

funcién u € L3 (Q)d, es suficiente probar que u satisface (2.26). De nuevo, usamos ls
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particién (2.25) con up;  Pr (). Debido a (1.18) nosotros tenemos:

Vo, € Vi, / (A(upo+ ung) — A(vp + upy) (upe  vi))dz >0,
Ja

pero de acuerdo con (2.26)
Vo, € V, / A(uro+upy) - (uno  wvp)dz - 0.
Ja

por lo tanto

Yo, € Vy, / A(vp+uny) - (upo  vr)de <0. (2.32)
JQ

Elegimos v, — Py (v), v siendo un elemento arbitrario de V', entonces P, (v) € V; y
(2.29) implica que P, (v) tiende a v fuertemente en V'; por lo tanto, aplicando (1.17) con

v— P (v)+up yw v+ u tenemos:

’llintl)A (Pr (v) + upy) — A (v + u;) fuertemente en L2 (Q)%:

adicionalmente como:
lim (un,0 — Py (v)) — uo — v débilmente en L3 Q).
tomando el limite en (2.32) , obtenemos
Vv € V,./QA(v—l-ul) (ug — v)dx <0.

facilmente tenemos:

\/'veV,/A(uo—i-ul)-'vda: 0,
Ja

probando asf el teorema. m

Teorema 5 Bajo las hip6tesis del teorema 4 y p € W23 () tenemos que up, converge

fuertemente a u en L2 (Q)%.
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Demostracién. Tomemos ¢, — v, € V;, en (2.2) restando con (1.10), quedandonos con:

V'U[,_ € ‘/In /

(.A ('ll.h,() -+ uh,l) - A(U() -+ ’U,[)) -vpda + / A\ (ph p) -vpda = 0. (2.33)
Q JQ

Esta expresion la podemos escribir:
Vv, € Vi, Yy, € 1\4,1,/ (A ('U'h,O + uh,l) - A(uo + w)) - vpdx — / Vip pyp)- vade.
Q J9
Insertando A (P, (uwg + w;)) y tomando v, up — Py (u) — upp0 — Pr (o) , tenemos:

/Q (.A (uh’o + uh,l) — .A(Ph (U() + ul))) . (uh,o — P ('u,o)) dzx
_ /Q (A(Ph(uo +w)) Aluo+w)) (uno Pu(uo))dz

4 /V(P—uh)°(Uh,o-Ph(“0))d‘”v
J

como A satisface (1.18), tenemos que Vu, € M} :

| .
“lu= Pl < [0 m) (o Pu(uo)de (230

/S; (A(Fp(uwo +w)) A(uo+ w)) - (uno Ph(ug))de.

Sea I}, el operador de interpolacién estandar P, nosotros elegimos p;, — Ip (p). De
la teorfa de aproximacién de espacios de Sobolev (ver por ejemplo {14], [26]) tenemos la

siguiente estimacién del error:

19

Usando (2.29), (2.35) y (1.17) nosotros encontramos la convergencia fuerte

}Lir% (A (P (ug) + unt) A(uo+ u)) — 0 fuertemente en Lt Q4. (2.36)
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La convergencia fuerte de ), en L2(Q)* es obtenida pasando al limite en (2.34) aplicandc
(2.35), (2.36) y cl teorema 4. m

Ahora estudiaremos la convergencia de la sucesién {p;,}. La estimacién a priori (2.27),
(2.28) y (2.24) muestran que la sucesién {Vp,} esta uniformemente acotada en L3 (Q)%y,
(2.19) cong = g, implica que la secuencia {p;} esta uniformemente acotada en L (Q).

Definiendo entonces w, una funcién definida en cada T por
Whly = Vpilr, (2.37)

tenemos que existe w € L3 (Q)d yq€ Rz (Q) tal que:

Illin(l) wy, = w débilmente en % (Q)d,
}llin(l) prn — q débilmente en Laas Q).

Proposicién 6 Sea w,, una funcién definida en (2.37). Bajo las suposiciones del teo-

rema 4 tenemos que w — Vq € L3 Q) yqe Wwhi ().
Demostracién. Sea ¢ en D (Q)* entonces
o) [ Inoptz [ @ve)ms,
Ja Ja
tomando el limite cuando h tiende a cero,
/ w - pdr — — /(divcp)qd.'l: / Vq - pdz,
Ja Ja Ja

tenemos que w Vg€ L3 () yge Wi (Q). m
Probaremos que ¢ es la segunda componente de la solucién del problema (1.10)-(

1.11).

Proposicién 7 Sea (u,p) una solucion de (1.10)-(1.11). Bajo las suposiciones del teo-
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rema 4

lim Vp;, = Vp débilmente en Lz ().

Demostracién. En (2.2) tomamos ¢, = P, (v) e insertamos A (u):

/. Von - P, (v)de — / (A(up) — A(w)) - Py (v)de / A(u) - P, (v)de. (2.38)
JQ JQ JQ

Aplicando (1.17) podemos escribir:

/Q (A(up)  A(w)) - Py(v)dx

< |l “”L’(Q) (% ”K—IHLw(n) IIP"('”)”L’(Q)
2l + ) 1A o )
La convergencia, fuerte de u;, en L? (Q)d yde P, (v)en L" (Q)d 1 <7 < oo implican que:
;llig(l)' (;(A(uh) A(u)) - P, (v)dz 0.

tomando el lfmite cuando h tiende a cero, a ambos lados de (2.38) obtenemos

/ Vg - vde /.A(u) - vde,
Ja Ja

entonces g =p. ®

Ahora probaremos la convergencia fuerte de u;, en L3 (Q)d.

Teorema 8 Bajo las suposiciones del teorema 4
’llin(l) uy, — u fuertemente en L3 (Q)°.

Demostracién. tomando @, = up — upo+up, en (2.2) y usando el hecho que upg € V,
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obtenemos

L / K l'uh-'uhd:c+é / | 'uh,|3dm+ / Vpr - updx — 0.
P Ja pJa Ja

tomando el limite en esta expresién y recordando que u; converge fuertemente a u en
L? (Q)d, Vpp couverge débilmente a Vp en L? Q)4 up,; converge fuertemente a u; er

L3 (Q)d yque ¥ U+ % con ug € V obtenemos
- 3 .
£ / K 'u-udz 4+ lim / |us)? dez + / Vp-udz 0.
PJa p ho0 jo JQ
Finalmente, comparando con (1.10) y eligiendo « como una funcién de prueba
. 3 3
}Ll_ff(l) ||Uh”L3(n) ||’“||L3(n) :
Este resultado junto con la convergencia débil de u, en L? (2) prueban el teorema.
Finalmente probamos al convergencia fuerte de wp, Vp, a Vpen L3 (Q)d.
Teorema 9 Bajo las suposiciones del teorema J
’llin}) Vpn — Vp fuertemente en L2 (Q)°.

Demostracién. tomando la diferencia entre (1.10) y (2.2), e insertando I}, (p)

Yo, € X0, /ﬂ Vipn In(p)-vndz = — / (A(wn)  A(w) - vada

Q
- /ﬂ YV (Ih (p) - p) - vad;
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asando (1.17) tenemos

/o V (o1 = In (p)) - vada]
||Uh||L3(n)

”vh“L2(Q)

I 'Uh||L3(n)

< % ”K—1 ”Loo(n) llun — w20

B
ol (el + ol

”vh”L2(Q)

+ |V (In (p) — p)“Lg(ﬂ) ol Lagay

La condicién inf-sup (2.21) aplicada conp— 3y p' — g nos lleva a

|7 3R S
IV @~ 5 @Dlgay < 5108 B ol liny (2:39)

p
+ s = s (lnlzsiy + Nl

1
+IB IV () Pl3 )

entonces la convergencia fuerte de uy, en L® (Q)d y de VI, (p) en L2 (©)* demuestran el
teorema. m

Dado que la solucién (u,p) es unica, la sucesién completa converge.

Estimacién del Error

Sea (uy, p) solucién de (2.2)-(2.3) y (u, p) solucién de (1.10)-(1.11) y nosotros asumimos
que u ests en L* (Q)?.
Sea w;, un elemento arbitrario de X} satisfaciendo la restriccién (2.3). Nosotros

elegimos vy, = u,  wp € V,, en (2.33) e insertamos A (wy,)

L () = Al - (wn wide = — [ (A(w) = Aw) - (un— wp) dz

JQ

+ [ Vp—pn) - (un  ws)de,
JQ
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aplicando (1.18) cn el lado izquierdo y (1.17) en el lado derecho:

1Kl foo )
lun — wall 20 < DN le — whll 2 (q)
min
B
il wnley (ol + Il
min
P

un resultado que nos permite establecer la siguiente proposicién.

Proposicion 10 Sea u en L* (Q)*. Para todo w;, € X? satisfaciendo la restriccion (2.3)

la solucion u, de (2.26) satisface

K oo
v — wupll o) < <1+L_”L—(—Q)

/\min

) lu - wh”mm (2.40)

= [l = il agay (I ey + N0l g
HUAmin
1Y
+ Amin Ilp ph“L%(Q) °

Como una consecuencia de esto, si nosotros encontramos una aproximacién wy, € X}

que satisfaga (2.3) tal que
I = whll sy O (R)

la proposicién anterior sugiere que el error ||w — || 2(q es del mismo orden. El siguiente

teorema demuestra esta observacion.

Teorema 11 Sea 7, una triangulacion que satisface (2.1) y wy — P (u). Supongamos
que la solucién u de (1.16) estd en W4 (Q)* entonces la solucion w, de (2.26) satisface

la siguiente cota para el error:

1w — unll 2 (0) < Ch Ul (2.41)

con alguna constante C independiente de h.
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Demostracién. Su demostracién es simple, comenzando desde (2.40) y usando (2.30).
=
En relacién al orden de convergencia de la sucesién {pp,}, asumiendo que u pertenece

a L8 (), podemos usar la siguiente variante de (2.39):

[P R
IV (i =Pl 3 gy S IV U @) = D)l g+ ) 1 N iy e wlliney (242)

B 1
+p wn — wll 20 (“uh @) ”u||L6(Q)> + Q3 IV (In (p) —P)“Lg(m

Esto requiere que uy, esté acotada en L5 (Q)d. Esta cota es obtenida por medio de una
desigualdad inversa que se mantiene para triangulaciones uniformes o casi uniformes
en el sentido de Ciarlet [14] ademds de la constante o, existe otra constante 7 > 0,

independiente de h y T, tal que:
VT € Th,7h < hy < opy.
Bajo estas suposiciones existe una constante C' independiente de / tal que:

1
Vu € L° (Q)d Vuy, € X3, “uh”LG(Q) <C <ﬁ | wn Pa (u)”LG(Q) + ”uh”LG(Q)> ;

usando ahora(2.41) llegamos a la siguiente cota.

Proposicién 12 Sea 7, una triangulacién que satisface (2.1). Supongamos que la solu-
cion u de (1.16) pertenece a W4 (Q)? entonces existe una constante C independiente de
h tal que:

[ ull Loy < Clulwiag, - (2.43)

La siguiente estimacién para el error de p, es obtenida usando (2.42), (2.43) y las

propiedades de aproximacién de I,.

Proposicién 13 A las suposiciones anteriores agregamos que la solucidn p de (1.10)-

(1.11) pertenece a Wi (). Entonces, eriste una constante C independiente de h tal
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que:
1Y@ il 3 < Ch (1Pl g + 1ulwia) (2.44)
Tamano del sistema de ecuaciones asociado a la discretizacion:

Manteniendo las mismas condiciones sobre el dominio y tomando h; — h, — h

e el mimero de presiones es: n, (h) = (2 + 1)2,
e el nimero de trigngulos de la discretizacién ny (h) 5 y

e el mimero de velocidades es: n, (h) = 2ny (h). La misma discretizacién sobre las

velocidades que en el caso anterior, por ende la misma cantidad de velocidades.

., . . .. 1 . . . vye .
En comparacién con la discretizacion X2 x M,™ esta discretizacién utiliza sistemas

de ecuaciones 29, 6% m&s pequeios para h suficientemente pequeo.

h | np(h) | no () | mp(h) +ny (R)
% | 441 | 1600 2041

5 | 1681 | 6400 8081

25 | 6521 | 25600 32161

3 | 25921 | 102400 128 321

Tabla 2.2: Tamafio de la discretizacién X x M}
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Capitulo 3
Esquemas de rescluciéon

Resolver el problema (2.2) y (2.3) utilizando alguno de los espacios para elementos fini-
tos descritos anteriormente, implica resolver un sistema de ecuaciones no lineales de la

siguiente forma:

B(u) C u 0
(3.1)
ct o P 0
con B (u) una aplicacién no lineal de u correspondiente a:
i 1~ B ~ i~
- / (Khluh) - ppdT + "/ [un| (n - py) d,
P Ja PJa
y C es una matriz correspondiente a:
> / Vph - ppde.
Tes, VT
T
A continuacién presentamos un arreglo para las incégnitas [ U p ] :
T R T
[ u p ] = [ Uy Upg... Uty Ugy... D1 P2 P3 .- ] ; (3.2)

con (U, ’diy]T una aproximacién al campo de velocidad u en los grados de libertad de

Xn y P; es una aproximacioén a la presién p en los grados de libertad de M,,.
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La estructura mostrada en (3.1) es conocida como problema de punto de ensilladura,
en nuestro caso, es un problema punto de cnsilladura no lineal.

Dada la no-linealidad del problema (3.1) se requiere de algiin esquema iterativo para
encontrar una solucién. En este trabajo se consideran dos métodos iterativos para re-
solver dicho problema: un algoritmo de direcciones alternadas tipo Peaceman Rachford
propuesto en [25] y el método de Newton en dos versiones ([33, 47, 58]). A continuacién

se presenta una breve descripcién de ambos métodos.

3.1 Peaceman-Rachford (PR)

Existen referencias de métodos tipo Peaceman Rachford en la literatura sobre Diferen-
cias Finitas, por ejemplo [4, 49, 58] donde vinculan este método a los conocidos esquemas
Alternating Direction Implicit (ADI). Adem4s se encuentran referencias de métodos tipo
PR en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, por ejemplo ver [65].

El problema (3.1) tiene una no linealidad de tipo monétono, por lo tanto un algo-
ritmo de direcciones alternadas de tipo PR esta bien adaptado. La siguiente versién del
algoritmo PR fue presentada por Girault y Wheeler en [25] en la resolucién de (1.10) y
(1.11) con los espacios de elementos finitos X x M, ;’m.

En este esquema se desacopla la no linealidad presente en (2.2) de la restriccién (2.3)

construyendo una sucesién (u},pp) para n > 1 de la siguiente forma:

e Un paso nolineal sin restricciones. Dado (u},p}), se obtiene una velocidad inter-
1
media u:+2 tal que:
. n+l . n+i
Veon € Xn = [q (“h ' - “2) 'Sohdx"_%.lg uy, 2'
--£ Jo (K7 - popdz 304 [ VDL - prda.

ntl
('u,hJr2 . (ph) dx

(3.3)

. . . n+1 -
e Un paso lineal con restricciones. Una vez obtenido u, ? del paso anterior, se

calcula (up*!, pptt) tal que:




: n ntj : —-1,,n ’ 7
Ve, € X 5 Jo (“h"Ll - Up 2) “ppdz + £ Jo (K" ™) - ppda + Yres, Ir Vit ppde

n+% : n+%
(uh *Ph dIB,

(3.4)

VgrLE M, Z /VQh'“Zde = - /thdm“‘/ 9qpdo,
Jr Ja Joq

TeSn
Donde & > 0 es un pardmetro positivo elegido conveniente, representando el paso de
tiempo de una derivada en tiempo discreta artificial. Girault y Wheeler en [25] demues-
tran en el caso de la discretizacién X9 x M,:’m la convergencia del método para todo
a > 0. Para més detalles sobre Peaceman-Rachford ver [65, 49].
El algoritmo descrito por (3.3) y (3.4) necesita de un iterado inicial (uf,p}) €

(XS X ]\lfll'm) que se obtiene al resolver un paso lineal de Darcy:

Yo, € Xh,'u/ (K~'ud) - ppdz + Z /Vpg-cphd:v—o (3.5)
P Ja Tes, ' T

Vg, € My, Z /th-ugdm - /bqthE-F/ gqndo
Tea, /T Ja Jaa

Ambos problemas (3.4) y (3.5) son problemas de punto de ensilladura lineales. El

problema (3.4) se escribe en forma matricial:

M)y =z (3.6)
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con:

A+ir B
M(a) = > (3.7
BT 0
g
_Ph
0
2 —
b

donde A es la matriz asociada al termino 5— o (K ~1ut!).p,dz y B esla matriz asociada
a Y res, It Vit . @,dz. Ahora el problema (3.5) se expresa en forma matricial como
sigue:
Ny==z
con
A B
BT 0

N

Observamos como la matriz de coeficientes para el paso lineal de Darcy (3.5) sélo
se diferencia de la matriz de coeficientes para (3.4) en el bloque supcrior izquierdo. Es
por ello que a partir de la solucién del paso lineal de Darcy se construye la matriz de
coeficientes para (3.4).

Cuando los pares de espacios de elementos finitos son (X, M}) y (X,?, M,llm) el
paso no lineal (3.3) tiene una solucién explicita a través de un manejo algebraico y la
resolucién de una ecuacién de segundo grado, permitiendo en cada. iteracién resolver el
paso (3.3) de forma sencilla y rdpida; luego el paso (3.4) implica la resolucién de un
sistema de ecuaciones lineales (3.6) el cual se resuelve usando métodos iterativos, por
ejemplo MINRES (Minimal Residual). Este método iterativo se ve favorecido por la
estructura simétrica de las matrices, para mds detalles sobre MINRES y otros métodos

iterativos se puede consultar [27, 28, 35, 38, 42, 44, 45, 59].
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Finalmente esta combinacién de dos pasos uno nolineal explicito y sencillo con otro

lineal convierten al algoritmo de PR en una alternativa muy atractiva.

3.1.1 Sobre la solucién explicita de (3.3)

1
Dado que las funciones de prueba ¢,,, asf como la solucién uz+2 y Vp} son constantes

sobre cada elemento T, un pequeno cédlculo nos lleva a:

n+d 1 n+i
Up * Fr?

T ~y T ’ (3'8)
donde:
n+} 1 n -1,.n n
Fr.'% = wup Kpup— Vrpy,
o
1 1 1 B | nit
4_ 2
7T 9 + 2 o? + p Fr

1
K.'—— | K 1(z)dxz.
T T /T () de

para més detalles consultar [25].

3.2 Meétodo de Newton Estandar (SN)

Sea g (z) : R™ — R™ (g una funcién vectorial) y denotamos el jacobiano de g en @, con

x € ™ como la matriz de m x m

Dlg(@) = | o

J

] i—1,...,m;5=1,.. m. (3.9)
xd mxm

Si xg es alguna aproximacién a la solucién de:

g(z) — 0, (3.10)
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entonces el método de Newton para resolver (3.10) esta dado por el siguiente algoritmo:

Mientras ||g ()|l > 0 hallar el vector Az solucién del sistema lineal:

Dig(z)] Az —g ()

ahora el iterado siguiente x;; esta dado por:

T+ — T + Az

para k — 0,1,... hasta alcanzar la tolerancia (tol) exigida. Es bien conocido que si
o es una aproximacion inicial suficientemente buena, el método de Newton tiene una
convergencia cuadratica.

A continuacién, presentamos su aplicacién en la resolucién del sistema no lineal,
formado por (2.2) y (2.3) en funcién de las diferentes discretizaciones empleadas.

El método de Newton aplicado al problema (2.2) y (2.3) se escribe como:

mientrds ||G (8g)|| > tol
k—k+1
D [G (3];)] Ek1 = -G (3];-1)

S, 8g—1t+Ep_1

fin
Con

uf

8, —
Py
B(sk) C

G(sk) =

cT o

con B (8;) tal y como se defini6 en (3.1) . Ahora para calcular D [G (s;)] necesitamos la
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derivada de B (i) con respecto a cada una dc sus variables:

D[B(s%)] - D[B (ukpf)]

_ |9 kg O ko k : -
= auiB (ur, p1) asz (wg,pr)] i—1,..,mi—1,...,m

Recordemos que X, y M}, estédn formados por las funciones Py y P, respectivamente
sobre cada T € $y,. Asf pues, el gradiente de las funciones base de M), es constante sobre

cada T y la ecuacién (2.2) se escribe:

- i - 1 /3 i i 2 i A 3 .
AT,% (ki thy + kg uh,) + AT.-; (u,)* + (uh,) the + 3 Zp,’,Vz/)j 0, (3.11)
=1

donde A7, es el drea del triangulo T, ktgl es el elemento (4, j) de la matriz K~! y ¢, la
funcién base del espacio M}, correspondiente al grado de libertad j.
La ecuacién (2.3) por ser una ecuacién lineal mantiene como jacobiano la matriz de

coeficientes del sistema lineal para cada paso de la iteracién de Newton.

La matriz jacobiana tiene la siguiente forma:

D(G (50) L“@f” j (3.12)
Ai
c - [ 3 w,.]

En el caso del método de Newton, se utilizé6 como método iterativo para resolver los
sistemas de ecuaciones lineales el método MINRES (Minimal Residual). De todas las
versiones posibles del MINRES se implement6 su version restart sin precondicionador,
tomando como nimero maximo de iteraciones para reiniciar el método el nimero de

velocidades n, correspondientes a cada problema. Es importante resaltar que utilizamos
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MINRES por las caracterfsticas de simctria de la matriz, para las aplicaciones en donde
el Jacobiano no presente esta caracterfstica se puede utilizar por ejemplo GMRES mds

referencias sobre este y otros métodos son resenadas por [5, 12, 43, 52, 53].

3.3 DMétodo de Newton Modificado (MIN)

La experimentacién numérica nos mostré los costos computacionales, en cuanto a tiempo
de procesador, que amerita el cdlculo del Jacobiano D [G (s;)] en cada iteracién, por ello
buscamos una alternativa, basado en la no actualizacién del jacobiano en cada iteracién.
Inicializamos un contador, count — 0, que mide la cantidad de veces que la variacién del

Jacobiano es menor que 107°:
Si ||ID[G(sk)] — DG (sk-1)]ll <107°

count — count + 1
Si count ==

DG (sk+1)] — DG (s1)]

fin

cuando count = 5 mantendremos fijo el jacobiano para las siguientes iteraciones de
Newton a csta variante la hemos llamado Newton Modificado (MN).
MN comienza siendo un método SN y cuando el Jacobiano deje de cambiar significa-

tivamente durante 5 iteraciones consecutivas, es decir:
ID (G (s)) = DIG (ss-)]]l < 10, (3.13)

el jacobiano se fija y se itera hasta alcanzar la tolerancia exigida o el mimero médximo




de iteraciones previsto. Obviamente las aproximaciones realizadas con el Jacobiano fijo
pierden calidad en comparacién con la aproximacién que se alcanza cuando se actualizs
el jacobiano en cada iteracién. En lo sucesivo al referirnos al método de Newton haremos

referencia a su versién modificada por ser més vérsatil y eficiente.
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Capitulo 4

Resultados numeéricos

En esta seccién desarrollamos el estudio numérico de las diferentes discretizaciones, para
ello resolvemos tres problemas de prueba combinando los métodos de resolucién antes
descritos con cada una de las discretizaciones. Analizamos pefio de los métodos para
resolver sistemas de ccuaciones lineales, la influencia de la distribucién de autovalores y

de]l nimero de condicién de la matriz de coeficientes del sistema.

4.1 Problemas de Prueba

A continuacién presentamos tres problemas de prueba cada uno de ellos construidos en
funcién de un campo de velocidad u (z,y) de divergencia nula y una funcién presién
p(z,y). Para cada uno de ellos se calcula una solucién numérica con cada una de las
discretizaciones y esquemas de resolucién desarrollados en los capftulos precedentes. Es-
tas aproximaciones se comparan con la solucién analitica para mostrar la calidad de la
solucién obtenida.

La experimentacién numérica se realizé tomando como dominio un cuadrado Q =
[—-1,1] x [-1,1] y una triangulacién ), formada por una familia de tres rectas paralelas

como se muestra en la figura 4.1:




Fig. 4.1: Triangulacién <,

4.1.1 Problema de Prueba 1 (PP1)

Se construyé un problema. del tipo (1.2) a (1.5) tomando como solucién exacta para el

zampo de velocidades y presién:

Tty
u(2,y) (4.1)
r y

plz,y) — 2°+4°

donde cada componente de la velocidad u (z,y) es una funcién lineal y la presién un
polinomio de tercer grado, esta forma de fijar la presién fue tomada de Urquiza y otros
en [60]. Ademéds la divu(z,y) 0 en  como ya se habfa mencionado.

Consideramos las siguientes constantes:

10
p—p—LK= (4.2)
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Asi el probema (1.2) a resolver es:

bkt Wut v~ flay) en® (43)
divu O0en (4.4)
u-n g sobre 0Q (4.5)
con:
(o) z+y+ By 222+ 2y (x +v)
"E7y - ?
T y+Bv22+2y% (z —y)
140, z= 1
1 o x— 1
g (o) — « .sobre 0f2
c—1 y—-1
L c—-1 vy 1

En la figura 4.2 se muestra la distribucién del campo de velocidades en Q:

VNN SN s —

bV NN N
S j s > - —
2R A A N N e
o v ¥ Vs T
4T 85 06 06 02< | A02 704 B6 4B
e T e — = A
— —— —— < T

\
\
AN

e \E .&_J_

/
f
!
\

: . c+y
Fig 4.2: Solucién PP1 u (z,y) = [ }
T—-Yy

L13)




4.1.2 Problema de Prueba 2, Roger Pierre (PP2)

En este segundo problema se tomé como solucién exacta para la velocidad y presién:

u(z,y)

e +1)?
[—%(:1:+1)(y—‘.—1)

plz,y) — 2*+4°

en este caso la velocidad esta representada por un polinomio de segundo grado, mientras
la presién sigue siendo una funcién de grado 3. Igual que antes la divu (z,y) — 0 en
2. Este problema es resuelto para el caso lineal 3 = 0 en [60] en un estudio sobre la

Ecuacién de Darcy y las discretizaciones de elementos finitos. Consideramos las mismas

constantes (4.2) con

g9 (z,y)

1) [1 +8E [+ 1) 4 (y+ 1)2} + 322

~{zttl) [1 + 8= o4 1P + 4 (y + 1)2] + 3y

sobre O

Se muestra la distribucién de las velocidades en 2 para PP2 en la figura 4.3:
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Fig. 4.3: Solucién PP2 u (z,y) —
—5(@+1)(y+1)

4.1.3 Problema de Prueba 3, Smith - Hutton (PP3)

Finalmente se tomé como solucién exacta para la velocidad y presion:

1 z?
u(zy) = fﬁa ;) (47)

p(z,y) = 7°+3°

en este caso las componentes de la velocidad y la presién son funciones polinémicas grado
3. Igual que antes la divu(z,y) = 0 en Q. Este problema es también resuelto para. el

caso lineal 8 — 0 en [60]. Consideramos las mismas constantes en (4.2) con

Fayn-| 20 22) +8y/(2y (1 2)? + (22 (1 - 3?) 2y (1 - 2?) >

—22(1—9%) - By/(2y (1 - 22) + 2y (1 22))*2x (1 — ?)
g(o) 0 sobre 0Q

Se muestra la distribucién de las velocidades en Q2 para PP3 en la figura 4.4:
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Fig. 4.4: Solucién PP3 u (z,y) —

Este trabajo presenta estrategias de resolucién del problema (1.2) a (1.4) utilizando
dos esquemas de resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales: Peaceman-Rachford y
el método de Newton con dos discretizaciones de elementos finitos: X?x M, ™ y X2 x M.
El modelo de Darcy-Forchheimer (1.2) a (1.4), como ya se ha dicho, es un modelo no
lineal, al fijar valores para los pardmetros p, p y K concentramos el peso no lineal del

modelo en el pardmentro (3, es por ello que es uno de nuestros objetos de estudio.

4.2 Comportamiento de Peaceman Rachford (PR)

Para estudiar el método PR necesitamos observar la influencia de o en su compor-
tamiento, con la seguridad (ver [25]) de que para cualquier o > 0 el método converge,
debemos estimar qué valor o valores de a optimizan su desempeiio, aunque no contamos
con resultados tedricos que caractericen la velocidad de convergencia en funcién de o,
podemos a partir de un estudio matricial de (3.7) .

Es facil concluir que para para o >> 1 tenemos que M (o) = M con

A B
BT 0




siendo M la matriz asociada al modelo lincal de Darcy, matriz evidentemente inadecuada
para aproximar y resolver el sistema nolineal de Darcy Forchheimer, razén de nuestro
estudio, como veremos en las figuras 4.7, 4.9 y 4.11 la convergencia de PR se ve seriamente
perjudicada para o >> 1.

Finalmente para a << 1 tenemos M (a) — N con

I B
BT 0

siendi I la matriz identidad, N se hace singular en la medida que o — 0 lo cual deteriora
la convergencia de los esquemas de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales y con
ella la convergencia de PR, este comportamiento puede observarse en las figuras 4.8, 4.10
y 4.12.

Es importante destacar que Girault y Wheeler en [25] demuestran que el algoritmo
de PR provee una aproximacién u} adecuada a la solucién exacta uy, sélo para el campo
de velocidades. En el caso de la presién, sefialan que la convergencia de pj — pj, no es

obvia y recuerdan que a partir de la solucién de la ecuacién de Poisson:

Vg, € My, Z / Vpn-Vepde= % Z / (K“uﬁ)-thda;—g Z
Jr Jr

TeSy, TS TeSy,

[ sl - V) do

(4.8)
podemos recuperar una solucién pi adecuada. Es por ello que en lo sucesivo los esquemas
de resoluci6n para la formulacién variacicnal (2.2) y (2.3) miden el grado de aproximacion

a la solucién exacta sélo considerando la velocidad. Asf tenemos que el error e, es:
en — |lu— uZIlem) (4.9)

Es e, el pardmetro responsable de detener los esquemas de resolucién. En algunos
casos se define un margen méximo de tolerancia o error entre la solucién numeérica y la

analftica a través de la constante tol. Si e, < tol los métodos se detienen finalizando el
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cédlculo de u}.

Hemos impuesto una condicién de cstancamiento para detener la iteracién antes de
alcanzar el méxiino nimero de iteraciones previsto, esta condicién es similar a (3.13) , s6lo
que ent lugar de comparar los Jacobianos comparamos los errores e, si |e,  e,_1| < 1075
durante 5 itcraciones consecutivas detenemos los métodos de resolucién del sistema no
lineal declarando estancamiento.

En esta seccién presentamos un andlisis sobre los diferentes aspectos computacionales
y matriciales involucrados en la resolucién numérica de los problemas de prueba. Se
consideré h, — h, I en todos los casos, una malla uniforme sobre .

Ahora profundizaremos sobre la influencia de o en el método de Peaceman-Rachford.

4.2.1 Sobre la influencia de o en el método de Peaceman-Rachford

En [25] se puede encontrar la demostracién sobre la convergencia de PR, para todo o >
0. Sin embargo, el comportamiento de PR se ve influenciado por los valores que este
pardmetro pueda asumir. Es por ello, que a continuacién, mostramos los resultados de
varias pruebas numéricas con los problemas de prueba que nos permitan decidir qué valor
de a tomar o fijar para realizar las comparaciones con el método de Newton.

Se utilizan las constantes definidas en (4.2), h — j5 y 8 — 10 tomando valores de
a>1y0 < a<1. El comportamiento de PR se ve reflejado en la convergencia de la
solucién numérica uj — u, esta convergencia se observa en las figuras 4.5 y 4.6 para las

. . . 1,m . .
discretizaciones X x M} y X x M,"™ donde mostramos ej versus la iteracién k.
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Fig. 4.5. Comportamiento de PR X? x M}
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Fig. 4.6. Comportamiento de PR X? x M,"™

para @ > 1 en PP1

En cuanto al comportamiento de PR para valores 0 < a < 1 tenemos:
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Fig. 4.7: Comportamiento de PR X} x M}
para 0 < a < 1len PP1
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Fig. 4.8: Comportamiento de PR X? x M,"™
para 0 < a < 1en PP1

Ademss presentamos las siguientes tablas donde se muestra el comportamiento de
Peaceman Rachford para distintos valores de o en funcién de las iteraciones, tiempo

de ejecucién y error obtenido, se fijaron como pardmetros para detener el método: a) el
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nimero méximo de iteraciones permitidas Myzier = 1000 b) el estancamiento del método
tol — 0. Dada la monotonia del comportamiento de la solucién numérica el proceso de
estancamiento en el error e} nos conduce a la mejor solucién numeérica provista para cada

valor de h. En las tablas 4.1 a 4.6 sc utilizan estos criterios para presentar el desempeno

de PR.

S - 1 1
h h = 35 h o

et iter | tiempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h)

1000 | 1000 | 1.272 | 0.168753 | 1000 | 871.7 | 0.119608 | 1000 | 6100 | 0.103247

100 | 1000 | 1.2v5 | 0.168753 | 1000 | 867.8 | 0.119608 | 1000 | 6168 | 0.103247

50 | 1000 | 1.282 | 0.144688 | 1000 | 872.8 | 0.078293 | 1000 | 6214 | 0.049170

10 | 309 | 0.382 | 0.141464 | 354 | 302.8 | 0.071143 | 397 | 2454 | 0.035923

2 84 0.104 | 0.141034 | 95 79.7 0.070668 | 105 608 0.035415

1 49 | 0.061 | 0.140971 | 55 44.5 0.070610 | GO 341 0.035355

0.5 29 | 0.035 | 0.140985 | 33 26.9 0.070588 | 35 206 0.035330

0.1 13 | 0.017 | 0.140975 | 13 11.2 | 0.070584 | 14 86 0.035321

0.056 | 28 | 0.031 | 0.140972 | 32 23.8 0.070589 | 35 179 0.035333

0.01 | 48 | 0.044 | 0.140982 | 54 33.0 0.070612 | 58 233 0.035366
0.001 | 316 | 0.184 | 0.141375 | 351 | 112.4 | 0.071127 | 362 826 0.036278

Tabla 4.1 Comportamiento de PR para diferentes a, con 3 10, PP1, X? x M}
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1
h— g

o iter | tiempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h)
1000 | 1000 | 51.465 | 0.140528 | 1000 | 283,1 | 0.109700 | 1000 | 2483 0.100445
100 | 1000 | 51.371 | 0.140528 { 1000 | 282.8 | 0.109700 | 1000 | 2462 | 0.100445
50 | 1000 | 52,089 | 0.101829 1000 | 285.6 | 0.058980 | 1000 | 2498 | 0.041867
10 | 350 | 18,377 | 0.095435 | 384 | 110.5 | 0.048022 | 424 | 1089 | 0.024329
2 96 | 5,132 | 0.094925 | 102 | 30.1 0.047515 | 111 290 0.022381
1 55 | 3,136 | 0.094868 | 59 17.8 | 0.047449 | 63 167 0.023746
0.5 | 33 | 1,888 | 0.094839 | 35 10.9 | 0.047423 | 37 96 0.023718
0.1 14 | 0,905 | 0.094829 | 14 4.8 0.047414 | 14 41 0.023703
0.05 B3] 1.654 | 0.094845 36 9.5 0.047428 37 86 0.023722
0.01 58 2.184 | 0.094881 60 12.6 0.047462 62 117 0.023761
0.001 | 375 | 8.268 | 0.095441 | 392 | 46.6 | 0.048020 | 421 479 0.024318

Tabla 4.2: Comportamiento de PR para diferentes o con 8 — 10, PP1, X% x M, ™
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Para el problema PP2 tenemos:
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Fig. 4.9. Comportamiento de PR X} x M}

para a > 1 en PP2
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Fig. 4.10. Comportamiento de PR X2 x M,™
para o > 1 en PP2
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para 0 <o <1:
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Fig. 4.11. Comportamiento de PR X2 x M}
para 0 < @ <1 en PP2
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Fig. 4.12. Comportamiento de PR X2 x M,™
para 0 < a <1 en PP2

66




noL noL h= L

a iter | tlempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h)
1000 | 1000 | 1.428 | 0.196474 | 1000 | 976.3 | 0.180976 | 1000 | 7197 | 0.176941
100 | 1000 | 1.430 | 0.196474 | 1000 | 984.5 | 0.180976 | 1000 | 6955 | 0.176941
50 |1000 | 1.433 | 0.104112 | 1000 | 979.7 | 0.072296 | 1000 | 7003 | 0.061928
10 | 412 | 0.569 | 0.086084 | 450 | 433.4 | 0.043243 | 492 | 3390 | 0.021929
2 110 | 0.150 | 0.085540 | 117 | 110.4 | 0.042706 | 126 877 0.021376
1 63 | 0.087 | 0.085447 | 66 62.9 | 0.042643 | 71 489 | 0.021311
0.5 | 37 | 0.051 | 0.085473 | 39 0.042611 | 41 284 | 0.021283
0.1 16 | 0.022 | 0.085441 | 18 17.3 | 0.042599 | 19 129 | 0.021273
0.05 | 49 | 0.056 | 0.085423 | 51 37.9 | 0.042651 | 55 298 | 0.021325
001 | 84 | 0.085 | 0.085486 | 91 63.0 | 0.042702 | 96 463 | 0.021402
0.001 | 527 | 0.314 | 0.085552 | 586 | 195.1 | 0.043721 | 650 | 1532 | 0.022482

Tabla 4.3 Comportamiento de PF. para diferentes «, con 8 — 10, PP2, XJ x M, ,i’m
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o iter | tiempo | e, (h) iter | tiempo en (h) iter | tiempo | e, (h)
1000 | 1000 | 55.022 | 0.191363 | 1000 | 312.0 | 0.179865 | 1000 | 2824 | 0.176677
100 | 1000 | 55.162 | 0191363 | 1000 | 311.3 | 0.179865 | 1000 | 2829 | 0.176677
50 | 1000 | 55.193 | 0.004576 | 1000 | 311.9 | 0.070170 | 1000 | 2805 | 0.061548
10 | 441 | 24414 | 0.072438 | 469 | 1468 | 0.038238 | 504 | 1412 | 0.020032
o | 119 | 6755 | 0071805 | 123 | 39.2 | 0.037645 | 120 | 363 | 0.019457
1 | 69 | 3.994 | 0071772 | 70 | 227 | 0037568 | 73 | 208 | 0.019383
05 | 41 | 2449 | 0071674 | 41 | 13.7 | 0037530 | 43 | 127 | 0.019347
0.1 | 27 | 1.607 | 0.071646 | 29 | 9.5 |0.037495| 33 | 94 | 0.019306
005 | 40 | 2434 | 0071268 | 57 | 155 | 0.037033 | 65 | 159 | 0.018935
001 | 68 | 2902 | 0.071657 | 74 | 181 | 0.037301 | 8 | 188 | 0.019159
0001 | 511 | 12.402 | 0.072655 | 569  73.3 | 0.038358 | 641 | 782 | 0.020311

Tabla 4.4 Comportamiento de PR para diferentes a, con 3
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Para el problema PP3 tenemos:
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Fig. 4.13: Comportamiento de PR X? x M}

para a > 1 en PP3
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Fig.4.14: Comportamiento de PR X? x M,"™

paraa>len PP3para0<a<1:
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Fig. 4.16. Comportamiento de PR XJ x M,"™
para 0 < « <1 en PP3
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h

-1
”,h 20

iter

a | iter | tiempo | e, (h) 77 tiempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h)
1000 | 605 | 0.761 | 0.199695 | 962 | 838.3 | 0.102744 | 1000 | 6112 | 0.058231
100 | 605 | 0.761 | 0.199695 | 962 | 837.7 | 0.102744 | 1000 | 6056 0.058231
50 | 483 | 0.601 | 0.197161 | 674 | 582.1 | 0.099999 | 855 4961 0.051388
10 1187 0.228 | 0.195036 | 226 | 190.6 | 0.097846 | 264 1589 0.049187
2 59 | 0.072 | 0.194621 | 67 56.3 0.097421 75 454 0.048755
1 36 | 0.045 | 0.194575 | 40 34.7 0.097373 | 44 263 0.048707
0.5 23 | 0.029 0.19457 25 21.5 0.097355 27 162 0.048688
0.1 | 18 | 0.022 | 0.194554 | 17 | 13.8 | 0.097351 | 18 102 | 0.048684
0.06 | 22 | 0.024 | 0.194558 | 22 14.7 0.097357 24 112 0.048690
0.01 | 35 | 0.033 | 0.194563 | 36 224 0.097372 | 40 164 0.048714
0.001 | 206 | 0.108 | 0.194873 | 217 | 63.3 0.097782 | 224 466 0.049372

Tabla 4.5 Comportamiento de PR para diferentes «, con 8
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h= h— 5% h o 3

a | iter | tiempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h) iter | tiempo | e, (h)
1000 | 822 | 39.967 | 0.137545 | 1000 | 273.2 | 0.073489 | 1000 { 2413 | 0.046050
100 | 822 | 40.545 | 0.137545 | 1000 | 273.6 | 0.073489 | 1000 | 2413 | 0.046050
50 | 899 | 29.375 | 0.134871 | 778 | 214.3 | 0.068829 | 952 2316 0.035839
10 | 209 | 10.436 | 0.132765 | 247 | 68.5 0.066667 | 285 699 0.033595

2 63 | 3.307 | 0.132356 71 20.1 0.066242 79 199 0.033165

1 | 38| 2044 | 0132312 | 42 | 122 | 0066195 | 46 | 119 | 0.033116
0.5 | 23 | 1.295 | 0.132299 | 26 7.8 0.066177 28 75 0.033097
0.1 | 17 | 0.983 | 0.132300 | 18 5.6 0.066174 | 18 50 0.033093
005 | 23 | 1108 | 0132311 | 24 | 61 | 0.066182 | 25 | 55 | 0.033101
0.01 | 38 | 1.607 0.i32340 40 7 77”9.0 0.0662076” 427 86 0.033128
0.001 | 229 | 4.852 | 0.132727 | 242 27.0 0.066567 | 263 287 0.033490

Tabla 4.6 Comportamiento de PR para diferentes o, con 8 — 10, PP3, X? x M}

En las figuras 4.4 a 4.16 se observé como la convergencia de PR fue perjudicada en

todos los problemas de pruebas para valoresde « >> 1y 0 < o << 1.

4.2.2 Autovalores

Para ampliar aiin m4s nuestro anélisis sobre la convergencia de PR para la discretizaciones

X2 x M}J™ y X? x M}, presentamos a continuacién para h —

1
20"

la distribucién de

autovalores para el paso lineal de Darcy asociado al método y para las matrices M (a)

asociadas a Peaceman Rachforf.
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Fig 4.18: Autovalores de PR X9 x M,"™ para

distintos & con h — '216

En las figuras 4.17 y 4.18 se observa como los autovalores tienden agruparse alrededor
de dos valores extremos, en el caso de @ << 1 esto mejoraria el comportamiento de
MINRES siempre y cuando ninguno de los autovalores estuviese cerca de cero ver [45,
59, 62]. Ademds esto influye en €l incremento del nimero de condicién de x (M (a)).
En €l caso de & >> 1 los autovalores tiénden a comportarse como los autovalores de la
matriz de coeficientes del paso lineal de Darcy (3.5). La distribucién de autovalores para
a > 1 no se presentan ya que las mismas tienden a superponerse sobre los autovalores de
(3.5) de manera que no logra apreciarse la diferncia entre unos autovalores y otros.

Todos éstos resultados nos permitieron fijar a — 0.1 para el método PR que
serd utilizado en la solucién y comparacién de todos los métodos de resolucién y sus
respectivas discretizaciones. Las siguientes tablas muestran el desempefio de PR para

las discretizaciones X? x M,™ y X9 x M} estos resultados seran la base para comparar
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ambos esquemas de resolucién posteriormente, sc mantienen los criterios de tol = 0

V Maziter 1000, asf podemos cualificar las soluciones provistas por cada uno de las
discretizaciones
Problema 1
h=3 ” h — %
B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg en (h)
10| X9xM™ | 13 1.75 0.140975 | 13 11.07 0.070584
10 X2 x M} 14 0.89 0.094829 | 14 4.75 0.047413
20 | X? x M,}’m 18 2.25 0.140990 | 19 16.49 0.070586
20 X x M 19 1.08 0.094438 207 1 6.32 ) 0.047216
30| X0 x M™ 22 2.68 76.1740996 24 19.77 0.070587
30 X?x M} 23 1.28 0.094361 | 25 7.60 0.047178
40| XPxM ,IL’"‘ 27 3.37 0.140999 | 29 24.04 0.070559
40 XP x M} 28 1.48 0.094334 | 30 8.86 0.047165
50| XPx M)™ | 31 3.71 0.141001 | 33 26.25 0.070559
50 XP x M} 33 1.83 0.094325 | 34 10.16 0.047164

Tabla 4.7 Comportamiento de PR para diferentes 5, PP1 h — 1—10 yh— -213 cona — (.1
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1 1
h - % h — 5

Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| XPx A/I,i’m 14 84.80 0.035321 | 14 1026.11 0.017669

10| XOxM |14 4091 | 0.023708 | 15 | 530.81 | 0.011805

20| XD x M,]l’m 20 121.65 0.035321 | 20 1410.17 0.017669

20 X2 x M} 20 54.24 0.023608 | 20 669.46 0.011805

30| XOx MM | 25| 15213 | 0.035323| 26 | 18033 | 0.017671
30| XOx M! | 26 68.34 | 0023589 | 27 | 873.51 | 0.011797

40| XPx MM | 30| 17597 | 0.035326 | 32 | 2190.28 | 0.017674
0| XOxM |31 80.00 | 0.023586 | 32 | 1010.34 | 0.011798

50| XOx MM™ | 34| 20077 | 0.035333| 35 | 2383.29 | 0.176874
50 X°x M} |35 89.65 | 0.023592 | 37 | 115194 | 0.011806

Tabla 4.8 Comportamiento de PR para diferentes 8, PP1h & y h — g5 cona — 0.1

Problema 2
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h=i h=L
B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)
10| XPx Mp™ | 16 225 | 0.085423 | 18 16.84 0.042599
0] x0xam |27 1.65 0.071646 | 29 9.54 0.037495
20| XOx Mi™ | 20 2.78 0.085443 | 20 18.65 0.042603
20| XPxM | 22 137 | 0.063316 | 25 842 | 0.032969
30| XPx My™ |25 3.32 0.085460 | 26 22.85 0.042609
30| XOx M} | 28 1.67 0.059928 | 28 9.29 0.031016
0| X2x My™ | 31 4.13 0.085474 | 31 28.61 0.042620
0| XOx M} | 33 1.98 0.058105 | 34 11.12 0.029923
50 | X0 x MM™ | 35 4.73 0.085497 | 38 34.88 0.042624
50| X0x M} | 40 2.29 0.056966 | 42 13.40 | 0.029220

Tabla 4.9 Comportamiento de PR para diferentes 5, PP2 h — % yh— 2—10 con o
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h — % h — é

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| XP x .M,i’m 19 123.44 0.021273 | 20 1541.66 0.010633
10, XPx M} 33 92.72 0.019306 | 35 1171.71 0.009786
20| XOxM'™ | 21| 13250 | 0021274 | 22 | 1699.81 | 0.010631
20 | XPx M} 27 78.09 0.017019 | 25 868.39 0.008667
30| XPx Al,i’m 27 17812 0.021278 | 28 2115.70 0.010635
30| XPxM; 27 78.41 0.015988 | 28 965.27 0.008179
40 | X9x My™ | 33 220.88 0.021285 | 37 2768.05 0.010636
40 X x M} 37 104.02 0.015371 | 39 1295.45 0.007858
50 [ X9 x M,™ | 40 261.30 0.021289 | 42 3137.82 0.010646
50| XOx M} | 42| 11711 |0014982 | 45 | 1483.15 | 0.007653

Tabla 4.10 Comportamiento de PR para diferentes 5, PP2 h — ;11—0 yh= 8—10 con «
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Problema 3

oL h— &

/o] bis&etizaciénﬁ iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| X9xM™ | 18 2.22 0.194554 | 17 13.81 0.097351
10| XPx M} 17 1.00° 770.132299 18 560 N 7(7)77.7066174
20 | XPx M| 27 3.18 0.194562 | 26 20.59 0.097352
20 X2 x M} 26 1.44 0.131978 | 26 l 7.57 0.065995
30 XPxM™ |35 4.17 0.194565 | 32 | 24.45 0.097352
30 X x M} 34 1.76 0.131915 | 32 8.89 0.065958
40| X9x MM™ | 39 4.49 0.194567 | 37 28.19 0.097355
40| XPx M} 38 1.90 0.131892 | 37 10.00 0.065946
50 | X9 x MP™ | 44 4.9 0.194566 | 42 32.12 0.097353
50 | XP x M} 43 2.14 0.131884 | 40 10.65 0.065938

Tabla 4.11 Comportamiento de PR pa-a diferentes 3, PP3 h Tlﬁ yh ~215 con o = 0.]
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— 1 — L
h= h— g

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | en(h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| X0xM™ | 18| 10363 0048684 | 19 | 1306.84 | 0.024342
10 X°x M |18 4911 | 0.033094 | 19 | 63280 | 0.001655

20| X°x MY | 27| 14887 | 0.048684 | 27 | 175822 | 0.024343
2| XOxM! |27 67.97 | 0.032999 | 27 | 843.05 | 0.016501

30| XOx MM | 33| 17968 | 0.048685 | 33 | 2107.93 | 0.024343
30| XOx M | 33 80.50 | 0.032980 | 33 | 1002.91 | 0.016491

40 | XOx My™ | 37 197.25 | 0.048685 | 38 | 2399.19 | 0.024343
40| XPx M} | 38 91.65 0.032972 | 39 | 115155 | 0.016487

50 | XOx MI™ | 41 | 213.86 | 0.048686 | 42 | 2691.55 | 0.024343
50 XOx M | 41 96.86 | 0.032970 | 42 | 123046 | 0.016485

Tabla 4.12 Comportamiento de PR para diferentes 3, PP3 h — 31—0 yh— $ cona 0.1

En las siguientes tablas establecemos una tolerancia distinta de cero que pueda ser
satisfecha por ambas discretizaciones, de esta forma podemos comparar los tiempos de
ejecucion en la obtencién de esta cota, para ello se fij6 tol = 1.95h, esto ademas es consis-
tente con el hecho de que ambas discretizaciones son O (h) . Presentamos los resultados

parah 4y h g los tamafios més exigentes resueltos en este trabajo.
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h— A oL

B | Discretizacion | iter | tiempo (seg) e, (h) | iter | tiempo (seg) en (h)

10| XPxMM™ | 5 | 369566 | 0.042552 | 6 530.55 | 0.019485
0] x0xM | 19.7341 | 0.034126 | 6 280.48 | 0.014478
20| XOx MM | 9 | 611212 |0.042846| 10 | 786.54 | 0.020077
20| XPx M | 8 | 264422 |0.043028| 10 | 39330 | 0.015246

(]

30| XPx MM | 12| 79.6385 | 0.039287 | 14 | 1039.90 | 0.0186742
30| XOx M} | 12| 361298 |0.020560 | 12 | 451.279 | 0.0210197

40| XP x M,i'm 14 84.7085 0.041454 | 16 1170.61 0.019660
40 X9 x M} 14 40.7787 0.032510 | 16 561.338 0.014669

50 | X0 x MM™ | 16 | 1011510 | 0.041856 | 18 | 130131 | 0.020183
50| XOx M} | 16 | 455367 ' 0.033031| 18 | 619511 | 0.015372

Tabla 4.13 Comportamiento de PR para diferentes 3, PP1 A 4‘16 y h— % cona 0.1
y tol — 1.95h

En este problema se puede observar como PR con la discretizacién X x M} es
evidentemente m4s eficiente, al punto que la discretizacién X x M, ,1"" con este método,
necesit6 de entre 90% y 110% més tiempo que XJ x M} para satisfacer la tolerancia
exigida. Ademss es facil observar que el nimero de iteraciones fue similar evidenciando
lo costosa de cada iteracién en la discretizacién X? x M,}™ en comparacién con X? x M.

En el caso del problema PP2 tenemos:
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h— 35 h— &

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) en (h) iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| X\xMM™ | 6 | 468783 | 0030334 | 6 | 567.59 | 0.024192
10| X°x M} | 6 | 247262 | 0027080 | 6 | 20419 | 0.023213
20| XPx MM | 10 | 69.5296 | 0.028331 | 10 | 865.73 | 0.021605
20| XOxM! | 9 | 329042 | 0047350 | 10 | 41824 | 0.020472
30| x0xadm | 12| 853325 | 00475735 | 14 | 113957 | 0.018213
30| X0x M | 12| 400200 | 00456450 | 14 | 54087 | 0.016826
40| XOx MM | 16| 1121179 | 0.030183 | 16 | 1209.16 | 0.023940
20| XOxM] | 16| 497331 | 0.026560 | 16 | 600.24 | 0.022880
50| XOx MM™ | 18 | 123.1472 | 0031962 | 20 | 150589 | 0.015845
50| XOx M) | 18| 550060 | 0.028406 | 20 | 727.60 | 0.014067

Tabla 4.14 Comportamiento de PR para diferentes 3, PP2 h — 4—10 yh= % con o = (.1
y tol — 1.95h

En estc problema se puede observar como PR con la discretizacion X x M} sigue

siendo m4s eficiente, al punto que la discretizacién XP x M, ,1"" con este método necesité

de entre 92% y 119% mads tiempo que X? x M} para satisfacer la tolerancia exigida. En

el caso del problema PP3 tenemos:
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— 1 — 1
h= 7% h— &

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) en (h) iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| XOxMb™ | 12 | 72.8837 | 0.0487122 | 13 |  940.58 | 0.024356
10 X0xM! | 9 | 28688 | 0.040710 | 10 | 387.10 | 0.019244

20| XOxM'™ | 20| 112.3987 | 0.048719 | 21 | 1393.88 | 0.024375
20| XOxM! | 15| 413715 | 0.043158 | 16 | 543.24 | 0.023014

30| XOx MJ™ | 26| 1427721 | 0.048717 | 28 | 1803.64 | 0.024356
30 X9x M} | 20| 517455 | 0.040970 | 21 | 675.61 | 0.023352

40| X x M,ll'm 30 160.6498 | 0.0487333 | 32 2034.07 0.024367
40 X) x M} 23 57.7672 0.046148 | 25 772.02 0.022697

50 | XP x Mi’m 34 176.8583 0.048722 | 36 2254.32 0.024365
50 X0 x M} 26 63.2896 0.045180 | 28 850.44 0.022803

Tabla 4.15 Comportamiento de PR para diferentes 3, PP3 h — 116 vh— s]_o cona 0.1
y tol  1.95h

Como ya se ha dicho, este es el problema que presenta mayores complicaciones en su
resolucién numérica, precisamente es el problema donde se evidencia un mejor desempefio
de la discretizacién XJ x M} en contraste con X§ x M,™, con este método y en este
problema la discretizacion X x M,"™ necesité de entre 142% y 165% més tiempo que
XP x M} para satisfacer la tolerancia exigida, lo que representa mds de el doble del
tiempo de ejecucién. Ademds, este problema permite observar una diferencia sustancial
en el numero de iteraciones requerido para alcanzar la tolerancia a diferencia de los
resultados presentes en los problemas PP1 y PP2, donde el niimero de iteraciones fue

similar.
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4.3 Comportamiento del Método de Newton

Uno de los métodos méds usados en la resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales es
el método de Newton. A continuacién presentanios un estudio similar al realizado con el
método de Peaceman Rachford para cada uno de los problemas de prueba.

En el problema PP1:

h = % h— :,;-0

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) ey, (h)

10| X9 x JV[,:’m 12 2.61 0.140975 | 12 19.56 0.070584
10 X9 x M} 12 1.73° 0.094829 | 12 10.17 0.047414
20| X9 x ]W,i’m 13 2.82 0.140992 13 24.29 0.070586
20| X°xM | 14 218  |0.004438 14 1168 | 0.047216
30| XPx Mi’m 13 2.95 0.140999 | 14 26.73 0.070586
30 X9 x M} 14 2.39 0.094359 | 15 14.80 0.047176
0] X0xM™ | 14 3.53 0.141004 | 14 31.27 | 0.070588
40 X9 x M} 15 2.57 0.094330 | 15 15.35 0.047161
50 | XP x M,]l”m 14 3.53 0.141007 | 14 32.19 0.070589
50 X2 x M} 15 2.48 0.094317 | 16 17.30 0.047154

Tabla 4.16 Comportamiento de Newton para diferentes 8, PP1 h — % yvh=z3
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h —

1

40

-1
h— &

8 | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10 XOxM)™ |12 | 14907 | 0035321 | 12 | 17995 | 0.017669
10 XP x M} 12 76.05 0.023707 | 12 736.35 0.011853
20 XP x M',i’m 13 178.47 0.035321 | 14 2280.6 0.017669
20 X9 x M} 14 96.92 0.023608 | 14 976.3 0.011804
30| XOx MM | 14 9236.2 | 0.035322| 15 | 27450 | 0.017669
30| XOxM! |15 1139 | 0023588 | 15 | 11380 | 0.011179
40 | XP x 1'\/1,1’7" 15 249.5 0.035322 | 15 2950.5 0.017669
40 X9 x M} 15 115.23 0.023580 | 15 1117.8 0.011790
50| XOxMM™ | 15 265.1 | 0035322 | 15 | 27344 | 0.017669
50 X x M} 16 142.7 0.023577 | 16 1399.8 0.01178¢

Tabla 4.17 Comportamiento de Newton para diferentes 3, PP1 h — 4l0 yh=
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En el problema PP2:

h= % h= 516

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg en (h)
10| XPx My™ | 13 3.68 0.085424 | 14 28.28 0.042598
10 XD x M} 14 2.20 ' 0.071650 | 14 12.37 0.037509
2| X2xM™ | 15 5.05 0.085440 | 15 40.03 0.042601
20 X9 x M} 16 3.20 0.063312 | 16 18.17 0.032971
30| XPxM™ | 16 5.58 0.085450 | 16 51.16 0.042602
30 X x M} 17 3.87 0.059915 | 17 22.24 0.031002
40 | XOx My™ | 17 5.88 0.085457 | 17 62.30 0.042604
0] XOxM |17 4.10 0.058079 | 18 27.09 | 0.029900
50 | X9x My™ | 17 7”5.94 0.085463 | 18 72.22 0.042605
50 XD x M} 18 4.68 0.056937 | 18 30.83 0.029198
Tabla 4.18 Comportamiento de Newton para diferentes 8, PP2h — &5y h %
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=1
h—40

L
hso

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| X x M,i’m 14 220.42 0.021272 | 14 2519.8 0.010629
10 X x M} 14 7 98.05 0.019332 14 8835.4 0.009830
20 XOx M'™ | 16 | 3719 | 0021272 | 16 | 3687.0 | 0.010630
20 X2 x M} 16 136.9 0.017026 | 16 1178.8 0.008700
30| XOxMM™ | 17| 4526 | 0021273 | 17 | 45622 | 0.010630
30 XP x M} 17 185.7 0.015971 | 17 1630.7 0.008166
40| X} x ]\/f,i’m 18 552.6 0.021273 | 18 6508.1 0.010630
40 XP x M} 18 207.7 0.015357 | 18 1958.9 0.007847
50| XOxMP™ | 18 | 5731 | 0021273 | 19 |  6399.0 | 0.010630
50 XP x M} 19 253.7 0.014955 | 19 2102.1 0.007633

Tabla 4.19 Comportamiento de Newton para diferentes 3, PP2 h — ﬁ) yh=2
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Finalmente en el problema PP3:

h 3% h— 3

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10 X x ]\/[,i’m 13 2.59 0.194554 | 13 21.27 0.097351
10 X2 % M} 13 1.58 0.132300 | 13 9.08 0.066174
20| XPx M;’"L 14 2.76 0.194561 | 14 19.92 0.097353
20 XD x M} 14 1.48 0.131979 | 14 9.39 0.065995
30| XOx My™ | 14 2.48 0.194564 | 14 16.82 0.097353
30 X2 x M} 14 1.84 0.131916 | 14 10.20 0.065959
40| XP x Mi’m 15 2.89 0.194565 | 15 24.42 0.097353
40 X9 x M} 15 1.95 0.131893 | 15 12.38 0.065945
50 | XOx MM™ | 15 2.75 0.194567 | 15 2051 | 0.097354
500 XOx M) | 15 1.93 0.131884 | 15 12.96 | 0.065939

Tabla 4.20 Comportamiento de Newton para diferentes 3, PP3 h % yh— L
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1 1
h — 10 h )

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| X0xMM™ | 13 163.2 0.048684 | 13 2119.7 | 0.024343
10| XPxM |13 734 " 0.033094 | 13 1004.7 | 0.016548
20| XOx M™ | 14 220.5 0.048684 | 14 2859.1 | 0.024343
20| X°xMI |14 85.7 0.032999 | 14 828.9 | 0.016500
i 30| XOxM™ | 14 167.0 0.048684 | 14 17031 | 0.024343
30| XPx M | 14 86.36 | 0.032979 | 14 893.7 | 0.016490

- 40 | XP x M,}’m 15 205.3 0.048684 | 15 3261.2 0.024343
40 XP x M} 15 92.35 - 0.032972 | 15 1022.6 0.016486

50 | XP x 1\/1,1’"’ 15 193.5 0.048684 | 15 2541.3 0.024343
50 XP x M} 15 92.6 0.032969 | 15 1021.6 0.016484

Tabla 4.21 Comportamiento de Newtca para diferentes 5, PP3 h — i y h %

Los resultados mostrados en las tablas 4.16 a 4.21 nos permiten realizar las siguientes

observaciones:

e El mimero de iteraciones fue similar para cada 3 en ambas discretizaciones.

e El tiempo de ejecucién con la discretizacién X x My™ fue mayor al de X9 x M}

en ocasiones mds del triple del tiempo .

e Kl error al que convergen es muy similar.

En las siguientes tablas 4.22 a 4.24 mostramos el comportamiento de Newton tomando
como criterio de parada tol — 1.95h, la misma tolerancia utilizada con PR.

En el caso de PP1:
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— 1 1
h = h— g%

B | Discretizacion | iter | tiempo (seg) | e (h) | iter | ticmpo (seg) | e, (h)

10 XPxM™ | 6 5245 | 0.035676 | 6 662.43 | 0.018230
10| X0xM |6 30.50 | 0.024653 | 6 381.56 | 0.013112
20| X0x mo|o7 69.67 | 0.036717 | 7 861.84 | 0.022104

20 | XD x M}

-~J

39.33 0.029824 452.39 0.020221

-1

30| X)x M™
30| XPx Mo,

87.78 0.035840
50.83 0.026362

1075.70 0.020112
539.09 0.016537

40 | XO x M.
0] X9x M

96.74 0.040392
54.44 0.042508

1253.45 0.018010
634.08 0.012897

50 | X0 x M™
50 | XPx M}

103.62 0.044745
65.77 0.025979

1361.87 0.018247
682.43 0.014542

©low | w oollo|ow
| oo ol o

Tabla 4.22 Comportamiento de Newton para diferentes 3, PP1 h sy h= &y
tol — 1.95h

En esta tabla se puede observar como el método de Newton con la discretizacién
X? x M} es la combinacién més eficiente superando a la discretizacion X9 x M,™ .
Dado que ambas discretizaciones son O (h) el tiempo de ejecucién empleado serd uno
de los pardmetros utilizados para contrastar el desempeifio. Asf tenemos que el tiempo
empleado por X? x M,™ esta entre 73% y 99% por encima del tiempo requerido por
X? x M}; resultado similar al encontrado para el método de Peaceman Rachford. En
cuanto al nimero de iteraciones es muy similar para cada (3.

En el caso del problema PP2 tenemos:
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_ 1
h 40

1
h %

B | Discretizacién ‘ iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10 X0 x M, 7 94.66 0.024042 | 7 1141.83 0.015540
10 X2 x M} 7 44.13 0.022833 | 7 491.70 0.015267
2 XPx M 8 142.34 0.034412 | 9 1798.66 0.012776
20 XP x M} 8 66.43 0.032909 | 9 730.52 0.011374
30| X?x M 9 186.05 0.031882 | 10 2325.71 0.012971
30 X? x M} 9 89.33 0.029635 | 10 949.56 0.011185
40 O ox M 9 206.62 0.048542 | 10 2616.82 0.019768
40 XP x M} 9 102.60 0.047535 | 10 1085.27 0.018741
50 | X?x M™ | 10 256.93 0.033137 | 11 3147.48 0.014534
50 X x M} 10 124.30 0.036669 11 1280.49 0.012749

Tabla 4.23 Comportamiento de Newton para diferentes 3, PP2 h — %0 yh

Igual que antes, en esta tabla se puede observar como el método de Newton con la
discretizacién X? X M} es la combinacién mds eficiente mds eficiente superando a la
discretizacién X x My™ .
el tiempo de ejecucién requerido por X x M,"™ est4 entre 130% y 140% por encima,
del tiempo requerido por X7 x M}; resultado similar al encontrado para el método de

Peaceman Rachford. El ndmero de itcraciones es muy similar para cada 3.

tel — 1.95h

En el caso del problema PP3 tenemos:
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La comparacién entre X? x My™ y XP x M} seiiala que




hzdio h - L

$ | Discretizacién | iter | tiempo (scg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| XPx M,
10| X)x M}

45.30 0.048711 | 8 633.00 0.024343
26.83 0.033131 331.95 0.016620

=3

20| X?x M™
20| XPx M}

7
53.02 0.048705 | 9 721.11 0.024343
31.03 0.033029 | 8 364.82 0.016556
9
8

30| X9 x M™
30| X0 x M}

57.66 0.048685
34.43 0.037378

691.61 0.024343
377.80 0.024095

40| X9 x M™
40| XP x M}

57.63 0.048703 | 10 783.56 0.024343
34.06 0.032998 | 9 396.54 0.016535

[Se i BN e I { Be OB INo B e <R BN OB RN |

50 | XD x .M,ll’m 10 63.32 0.048684 | 10 789.82 0.024343
50 X x M} 9 35.52 0.033508 | 9 416.27 0.017530

Tabla 4.24 Comportamiento de Newton para diferentes 3, PP3 h — 4i0 yh gla y
tol  1.95h

Igual que antes, en esta tabla se puede observar como el método de Newton con la
discretizacion X} x M}, es la combinacién mds eficiente. La comparacién entre X§ x M,"™
y X} x M} sefiala que el tiempo de cjecucién requerido por X? x M, ,1”" esta entre 83%
y 90% por encima del tiempo requerido por X x M}

Es importante resaltar que el método de Newton resuelve sistemas de ecuaciones
nolineales a partir de la resolucién dc sistemas de ecuaciones lineales que utilizan como
matriz de coeficientes el Jacobiano J (si) es por ello que la seccién siguiente la dedicamos

a estudiar los autovalores y ntimeros de condicién asociados a esta matriz.
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4.3.1 Autovalores

En esta seccién se presenta la distribucién de los autovalores del Jacobiano para la

primera, segunda y dltima iteracién de Newton ademds se compara con los autovalores

del paso lineal de Darcy. En este apartado se quiere hacer enfasis en lo mal condicionado

que estdn las matrices construidas por la iteracién de Newton y como progresivamente la

distribucién de autovalores se acerca a la distribucién de autovalores de (3.5). Se tomé
1

en todos los casos que siguen h = 5.

. o 1
En el caso de la discretizacién X2x M;™ tenemos:

12

+ Paso Lineal de Darcy
Primer Jacobiano
Segundo Jacobiano

* Ultimo Jacobiano

10r

/

~p———
p——

( S ————

500 1000 1500 2000 2500 3000

Fig. 4.19: Autovalores Newton para k — 0,1,2,14 y
XOxMp™
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05

-05

500 1000 1500 2000 2500 3000

Fig. 4.20: Autovalores Newton para k = 0,1,2,14
y XIxM}™ alrededor de 0

Para la discretizacién X x M}, encontramos:
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12F +  Paso Lineal de Darcy B
Primer Jacobiano ;
10k Segundo Jacobiano I
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S
0
1000 1200 1400 1600 1800 2000
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Fig. 4.21: Autovalores Newton para
E 0,1,2,15y XOxM}

0.5r

: »  Paso Lineal de Darcy
H Primer Jacobiano

.’ Segundo Jacobiano
. Ultimo Jacobiano

{

if

s ey

/

=

200 400 600 800

1000 1200 1400 1600 1800 2000

Fig. 4.22: Autovalores Newton para
k=0,1,2,15 y X?x M, alrededor de 0
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La proximidad de los autovalores a 0 perjudica sustancialnicnte el desempefio de los
esquenias iterativos tipo MINRES o GMRES cs por cllo que se presentan figuras que
permitan-apreciar esta caracterfstica en cada una de las discretizaciones.

Esto puede vincularse ademds con el mbinero de condicién « (A) de una matriz, x (A) —
| Al |A~]| ya que el mismo mide la sensibilidad de A a los errores propios del célculo
computacional, errores de redondeo o punto flotaute de la computadora en la que se est4
resolviendo el problemna, ademas el mimero de condicién mide en cierta medida el tamafio

del espéctro de la matriz A. Es por ello que presentamos la préxima seccién.

4.3.2 Numeros de Condicion

Presentamos un estudio sobre el comportamiento del mimero de condicién en las distintas
iteraciones de Newton y su comparacién con la matriz de coeficientes del paso lineal de
Darcy para cada una de las discretizaciones, dado el tamano de cada una de las matrices
y la necesidad de calcular la norma de su matriz inversa, sélo tomamos los valores més

% vh-— 1—10 Como se verd en todos los casos el nimero de condicién es

pequenocs h =
sumamente elevado lo cual habla del mal condicionamiento de la matriz Jacobiana. Se
presentan pruebas para diferentes valores de 3 para establecer una relacién directa entre
este pardmetro vy el niimero de condicién de los Jacobianos, en todos los casos se puede
observar como a mayor valor de § mayor % (J (sx)), dado lo elevado de los mimeros de
condicién fue necesario usar escala logarftmica en el gje y.

En el caso de las discretizaciones X x M,"™ y X? x M} tenemos:
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Fig 4.23:

Fig 4.24:

beta=50
beta=500
beta=1000
24
10
2
20
10
18
10 -
18
10
2 4 6 8 10 12 14

Ntmeros de Condicién para X{ x M,™ con h =}

beta=50
beta=500
beta=1000

Ntmeros de Condicién para X2 x M,"™ con h — =
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28

beta=50
beta=500
beta=1000

Fig 4.25: Numeros de Condjcién para Xj) x M con h = ;

belas50
bela=500
betaz1000

Fig 4.26: Numeros de Condicién para X? x M. con b — 35
Es evidente que el nimero de condicién asociado a la primera iteracién de Newton es
mucho mayor al asociado al paso 3.5. Una comparacién importante se puede hacer con

PR, como sabemos, la matriz que se utiliza para resolver (3.4) no depende de 3, adem4s

es constante sélo se actualiza el lado derecho del sistema de ecuaciones por lo tanto sélo
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interesan dos ntineros de condicién ¢l del paso lineal de Darcy y ¢l (3.4). Presentamos

los nimeros. de condicién para los tamaiios de paso antes descritos en las tablas 4.25 y

4.26

O s, 1!m
Xi X M,

_1
h—5

1
h 10

Paso lineal de Darcy

1.5975 x 10%7

3.6828 x 1017

Paso lineal de Darcy Forchheimer

2.8175 x 101°

4.8934 x 1017

Tabla 4.25: Nimeros de Condicién para PR con X? x M,

X9 x M}

h

=1
h=1

Paso lineal de Darcy

6.3160 x 1016

1.7824 x 107

2.1612 x 1017

1.6339 x 10'6

Paso lineal de Darcy Forchheimer

Tabla 4.26: Numeros de Condicién para PR con XJ x M}

Esta informacién nos permite preveer que el método de Newton manifestard proble-
mas cn la resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales en cada iteracién del mismo,

consumiendo una mayor cantidad de tiempo de ejecucién

4.4 Comparaciéon Peaceman Rachford - Newton

Para estudiar las discretizaciones X2 x M,™ y X2 x M} hemos utilizado tanto PR como
Newton, en tal sentido, es importante contrastar su desempeiio para ello utilizaremos
los siguientes pardmetros: a) la aproximacién numeérica del orden de cada una de las

discretizaciones b) el tiempo de ejecucién y costo computacional.

4.4.1 Orden numérico de las discretizaciones

Recordamos que un método se dice de orden k si error e, (h) < C(h)* con C una

constante positiva y h el tamarno de paso. Para calcular el orden numérico utilizaremos
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las tablas 4.7 a 4.18 cn cada una de ellas encontramos el error e, (h) asociado con cada
uno de los métodos v discretizacién. Para aproximar el orden utilizaremos la siguiente

expresién

log (1)
2 en(h
n lim ()

h-+0  log %

siendo h < h dos tamafios de paso. Presentamos las tablas 4.27 a 4.29 donde se aprecia

la aproximacién numeérica al orden para cada uno de los problemas de prueba:
) .

L =L =1
h 5% h= % h =5

Discretizacién PR NW PR NwW PR NW

10| X?x M,™ |0.998034 | 0.998036 | 0.998794 | 0.998795 | 0.999324 | 0.999328

10 XP x M} 1.000022 | 1.000021 | 1.000000 | 0.999999 | 0.999988 | 0.999991

20| X0 x M,™ | 0.998151 | 0.998153 | 0.998823 | 0.998830 | 0.999302 | 0.999338

20 XP x M} 1.000084 | 1.000086 | 0.999995 | 1.000018 | 0.999904 | 0.999996

30| XPx M™ |0.998180 | 0.998207 | 0.998782 | 0.998849 | 0.999219 | 0.999343

30 XP x M} 1.000092 | 1.000106 | 0.999963 | 1.000025 | 0.999764 | 0.999998

40 | X9 x M,™ | 0.998172 | 0.998238 | 0.998724 | 0.998861 | 0.999089 | 0.9993472

40 X9 x M} 1.000057 | 1.000:15 | 0.999771 | 1.000028 | 0.999373 | 0.999999

50 | XPx M,y™ | 0.998133 | 0.998258 | 0.998548 | 0.998869 | 0.998237 | 0.999345

50 XD x M} 0.999951 | 1.000121 | 0.999410 | 1.000030 | 0.998788 | 1.000000

Tabla 4.27: Orden numérico PP1
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h= 5 h h— &

B | Discretizacién PR NW PR NW PR NW

10| X9 x Mp™ | 1.003797 | 1.003834 | 1.001778 | 1.001840 | 1.000502 | 1.000892
10 XP x M} 0.934201 | 0.933749 | 0.957655 | 0.956221 | 0.980172 | 0.975664
20 | X9 x M}™ | 1.004015 | 1.004025 | 1.001877 | 1.001900 | 1.000828 | 1.000908
20 X9 x M} 0.941446 | 0.941304 | 0.952962 | 0.953446 | 0.973598 | 0.968723
30 | X9 x M™ | 1.004102 | 1.004141 | 1.001781 | 1.001941 | 1.000542 | 1.000921
30 X2 x M} 0.950208 | 0.950525 | 0.956026 | 0.956963 | 0.966970 | 0.967667
40 | X?x MP™ | 1.003956 | 1.004219 | 1.001668 | 1.001971 | 1.000921 | 1.000931
40 X9 x M} 0.957402 | 0.957858 | 0.961026 | 0.961253 | 0.967929 | 0.968622
50 | X9 x My™ | 1.004219 | 1.004278 | 1.001521 | 1.001995 | 0.999720 | 1.000939
50 X9 x M} 0.963129 | 0.963514 | 0.963726 | 0.965201 | 0.969083 | 0.970256

Tabla 4.28: Orden numérico PP2
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h— 1L

h— L L h— i

20 80

B | Discretizaciéon PR NW PR NW PR NW
10| X0 x M'™ | 0.998001 | 0.998002 | 0.999754 | 0.999753 | 0.999940 | 0.999940
10| X0x M! | 0.999466 | 0.999464 | 0.999720 | 0.999720 | 0.999856 | 0.999859
20| X0 x MM | 0998045 | 0.998935 | 0.999757 | 0.999767 | 0.999943 | 0.999946
20| X0 x M} | 0999867 | 0.999868 | 0.999914 | 0.999926 | 0.999933 | 0.999940
30| X0 x MM™ | 0.998962 | 0.998947 | 0.999750 | 0.999773 | 0.999936 | 0.999948
30| X0x M | 0.999990 | 0.999984 | 0.999965 | 0.999995 | 0.999947 | 0.999974
20| X0x M'™ | 0998943 | 0.998953 | 0.999764 | 0.999775 | 0.999968 | 0.999949
40| XOx M! | 0.999997 | 1.000035 | 1.000054 | 1.000027 | 0.999941 | 0.999991
50| X9 x MM | 0.998963 | 0.998956 | 0.999723 | 0.999777 | 0.999971 | 0.999950

50 XP x M} 1.000095 | 1.000062 | 0.999945 | 1.000045 | 1.000021 | 1.000001

Tabla 4.29: Orden numeérico PP3

Los resultados numéricos confirman que las discretizaciones X? x M,™ y X? x M}

son ambas O (h), es decir de primer orden, bien sea utilizando PR o Newton.

4.4.2 Tiempo de ejecucién y costo computacional

El tiempo de ejecucién esta relacionado con el costo de memoria computacional, las car-
acteristicas matriciales de los sistemas de ecuaciones lineales y los métodos para resolver
los mismos. En el caso de las discretizaciones X9 x M;™ y X? x M} en todas las pruebas
realizadas la convergencia (estancamiento) de los métodos se di6 alrededor del mismo er-
ror e, (h) para cada problema y para cada h. No fue necesario establecer una tolerancia
que detuviese el método ya que la solucién obtenida por ambas técnicas PR y Newton
fue précticamente la misma en cada una de las pruebas realizadas, por ello se calculé la

mejor solucién numeérica que cada método fue capaz de proveer para cada problema con
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cada discretizacién. En las siguientes tablas se muestra la comparacién entre Newton y

PR para h & .
h— g% Newton Peaceman Rachford

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| X0xMP™ |12 | 17995 | 0.017669 | 14 | 102611 | 0.017669
10 XP x M} 12 736.35 0.011853 | 15 530.81 0.011805
20| XPx ]\/I,i’m 14 2280.6 0.017669 | 20 1410.17 0.017669
20 XP x M} 14 976.3 0.011804 | 20 669.46 0.011805
30| X x ]\/I,i’m 15 2745.0 0.017669 | 26 1803.3 0.017671
30 X x M} 15 1138.0 0.011179 | 27 873.51 0.011797
40 | XPx M,:’m 15 2950.5 0.017669 | 32 2190.28 0.017674
40 X9 x M} 15 1117.8 0.011790 | 32 1010.34 0.011798
50| XOxM'™ | 15| 27344 |0017669| 35 | 2383.20 | 0.176874
50 XP x M} 16 1399.8 0.011788 | 37 1151.94 0.011806

Tabla 4.30: Tiempos de ejecucién Newton vs Peaceman Rachford PP1

Para este problema se puede observar que PR es necesita, en promedio, sélo el 73%

del tiempo requerido por Newton para alcanzar la solucién.
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h— L Newton Peaceman Rachford

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | e, (h)

10| X x 1\/[,}’"‘ 14 25179.8”7 0.010629 | 20 1541.66 0.010633
10 X)x M} 14 883.4 0.009830 | 35 1171.71 0.009786
20| XOx MM | 16| 36870 | 0010630 | 22 | 1699.81 | 0.010631
20 XD x M} 16 1178.8 0.008700 | 25 868.39 0.008667
30| XPx ]\/[,1’"' 17 4562.2 0.010630 | 28 2115.70 0.010635
30 X? x M} 17 1630.7 0.008166 | 28 965.27 0.008179
40| XOx MM | 18| 65081 10.010630 | 37 | 2768.05 | 0.010636
40 X? x M} 18 1958.9 0.007847 | 39 1295.45 0.007858
50| XOx MM™ | 19| 63990 | 0.010630 | 42 | 3137.82 | 0.010646

50 X9 x M} 19 2102.1 0.007633 | 45 1483.15 0.007653

Tabla 4.31: Tiempos de ejecucién Newton vs Peaceman Rachford PP2

Para este problema se puede observar que PR, es necesita, en promedio, sélo el 64%

del tiempo requerido por Newton para alcanzar la solucién.
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h=g Newton Peaceman Rachford

B | Discretizacién | iter | tiempo (seg) | e, (h) | iter | tiempo (seg) | ¢n (h)

10| X x ]VI,IL’m 13 2119.7 0.024343 1306.84 0.024342
10| XPx M} 13 1004.7 0.016548 | 19 632.80 0.001655
20| X)x M™ | 14 2859.1 0.024343 | 27 1758.22 0.024343
20| XPx Mt 14 828.9 0.016500 | 27 843.05 0.016501
30| XOxM™™ | 14| 1703.1 | 0024343 | 33 | 2107.93 | 0.024343
30| XPx M} 14 898.7" 0.016490 | 33 1002.91 0.016491
40| XPx M™ | 15 3261.2 0.024343 | 38 2399.19 0.024343
40 X9 x M} 15 1022.6 0.016486 | 39 1151.55 0.016487
50| XOx MM | 15| 25413 | 0.024343 | 42 | 269155 | 0.024343
50 | XPx M} 15 1021.6 | 0.016484 | 42 1230.46 0.016485

Tabla 4.32: Tiempos de ejecucién Newton vs Peaceman Rachford PP3

Para este problema se puede observar que PR y Newton necesitan pricticamente del
mismo tiempo de ejecucion en algunas ocasiones PR puede necesitar de algin tiempo
adicional en comparacién con el Newton. En lfneas generales PR es més eficiente o
rapido que Newton. En cuanto al costc computacional tanto PR como Newton para las
discretizaciones X2 x M,™ y X? x M} resuelven sistemas de ecuaciones de dimensi6n
1 (R) + n, () con lo cual requieren las mismas disposiciones de memoria.

Para establecer la comparacién entre PR y Newton utilizando como pardmetro la
tolerancia tol  1.95h debemos comparar los resultados presentes en las tablas 4.13 y
4.22 para el problema PP1, 4.14 y 4.23 para el problema PP2 y finalmente las tablas 4.15
y 4.24 para PP3, al hacerlo encontramos que PR presento un mejor comportamiento en
cuanto a tiempo de ejecucién para alcanzar la cota exigida, esto sumado al hecho de que

necesité de un mayor nimero de iteraciones sefiala lo econémica (computacionalmente
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hablando) de las iteraciones de PR en contraste con Newton.

4.5 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Para la resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales se emplearon los esquemas it-
erativos MINRES y GMRES. En algunas situaciones la matriz de coeficientes resulté
ser simétrica condicién que favorece el desempeno de MINRES, ademés éstos esquemas
de resolucién son altamente recomendables para la resolucion de sistemas de ecuaciones
muy grandes y espar_cidos, y aunque no se presentan en este trabajo, estamos realizando
las pruebas con el uso de precondicionadores para la resolucién numérica de los sistemas
de ecuaciones lineales. Amplia informacién sobre MINRES y GMRES se encuentra en
(12, 5, 43, 53, 52, 45, 59]. Dado lo importante del iterado inicial para cualquiera de los

esquemas de resolucién presentamos un estadio sobre (3.5) .

4.5.1 Paso Lineal de Darcy (3.5)

Es importante hacer una consideracién especial sobre la solucién del problema lineal de

Darcy (3.5):

e En primer lugar Urquiza y otros en [60] resuelven cste problema con las siguientes
discretizaciones de elementos finitos X9 x M}, X}™ x M} y X} x M} utilizando
como técnica para resolver los sistemas de ccuaciones lineales la factorizacion LU
sumado a una descomposicién matricial que involucra el calculo de la matriz inversa
del bloque principal de la matriz de coeficientes de 3.5. Aspecto radicalmente difer-
ente al empleado en este trabajo donde utilizamos métodos iterativos tipo MINRES
para resolver directamente el sistema de ecuaciones lineales asociado a cada dis-
cretizacién. Las tablas que siguen muestran el error e, (h) para cada discretizacién

y cada h. Nuestros resultados para este paso confirman los resultados presentes en
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[60] para los problemas y discretizaciones coincidentes en ambos estudios.

0 1,m
X X M,

XP x M}

0.1409087450

0.1874459979

0.0705751144

0.0941124643

0.0353202774

0.0471157747

80

0.0176687736

0.0235667273

Orden

0.999294767

0.99945874

Tabla 4.33: Orden Numérico paso lineal de Darcy en PP1

s Este problema (PP1) no fue estudiado por Urquiza y sus coinvestigadores, sin
embargo podemos confirmar los resultados numeéricos relacionados con el orden de
convergencia de ambas discretizaciones. En el caso de los problemas PP2 y PP3

tenemos:

h X) x My™ X2 x M}
L | 0.0853907364 | 0.1703652968
X | 0.0425942466 | 0.0856115788
A 0.0212715638 | 0.0428713017
L | 0.0106294080 | 0.0214453558
Orden | 1.000864854 | 0.999346969

Tabla 4.34: Orden Numeérico paso lineal de Darcy en PP2
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h X! x M} X)) x M}
L] 0.1944691025 | 0.2088113649
L | 0.0973382795 | 0.1047801734
& | 0.0486821426 | 0.0524466638
& | 0.0243427302 | 0.0262316617
Orden | 0.999901682 | 0.999541803

Tabla 4.35: Orden Numérico paso lineal de Darcy en PP3

Confirmando los resultados numéricos relacionados al orden de convergencia para las

discretizaciones X x M}

o En segundo lugar la resolucién de 3.5 para cada valor de 8 nos provee de la aprox-
imacién inicial que toma tanto PR como Newton en sus diferentes esquemas itera-

tivos.

e En tercer lugar desde el punto de vista computacional (3.5) es fundamental para el
método de Peaceman Rachford, ya que, haciendo leves modificaciones a la matriz
de coeficientes M del sistema lineal de Darcy construimos las matrices de iteracién

involucradas en Peaceman Rachfrod.

4.5.2 Aspectos Técnicos

Se realizaron todas las pruebas numeéricas en ambiente Windows 7 Ultimate procesador

core i-5 2300 CPU @ 2.80 GHz 3.00 GHz, 4 GB memoria RAM, con MatLab 7.8 (R2009).
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Capitulo 5
Conclusiones y Proximos 1rabajos

1. En cuanto a la discretizacién X? x M,™, hemos verificado los resultados teéricos
presentes en el articulo de Girault y Wheeler ([25]) Ja iteracién de Peaceman Rach-
ford converge con lo cual la linealizacién empleada es adecuada. Ademds se verificé
numericamente que la discretizacion es O (1) asf que de allf la necesidad de tener

~ mallas muy finas o estrechas permite garantizar errores cada vez més pequernios.

2. En cuanto a la discretizacién X x M} :

(a) Se ha demostrado teéricamente que la discretizacién es O (h), ademds real-

izamos las pruebas numéricas que complementan este resultado.

(b) Se implement6 el método de Peaceman Rachford de forma adecuada al igual

N 1
que con la discretizacién X x M,™.

. . . . 1, L .

(c) En comparacién con la discretizacién X x M,"™ la presente es mas eficiente,
re-presenta un menor costo computacional (el sistema de ecuaciones a resolver
es mds pequeiio) y provee el mismo orden de convergencia, siendo X ,? x M}

una mejor eleccién si se desea usar discretizaciones O (h) .

3. En cuanto a Peaceman Rachford:
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(a) El parametro o debe ser clegido con cuidado: valores grandes de o implican
que la matriz del paso lincal tiende a la matriz del paso lineal de Darcy.
Valores pequenios de « implican que el nimere de condicién de la matriz
crezca considerablemente, condicion desfavorable para los métodos iterativos.

En las pruebas realizadas se encontr6 que el mejor valor de o fue 0.1.

(b) Resnlté ser més eficiente que el método de Newton el tiempo de ejecucién
resulté ser menor demostrando un costo computacional mucho menor al re-

querido por las iteraciones de Newton.

(c) Desde el punto de vista numérico el paso mas importante corresponde al paso
lineal de Darcy de aquf se extracn (salvo leves modificaciones) la matriz de
coeficientes del sistema de ecuaciones para el paso lineal de Peaceman Rach-
ford. Ademas presentamos un enfoque distinto para resolver 3.5 el cual nos

perinitié acceder de mejor forma a Peaceman Rachford y Newton.

(d) La matriz del paso 3.4 permanece constante para todas las iteraciones y sélo se
actualiza parte del lado derecho del mismo, esto representa una gran ventaja
cuando se compara con las iteraciones de Newton donde el Jacobiano debe
actualizarse en cada paso, ad2mds como se vié, el nimero de condicién de
cada Jacobiano es considerablemente superior al del paso lineal de Darcy
haciendo mads sensible la solucién del sistema de ecuaciones lineal a los errores

de redondeo y aproximacion.
4. En cuanto al método de Newton:

(a) Hemos considerado el Jacobiano explicito, exacto, salvé los errores propios de
redondeo. Esto en la practica puede ser imposible de obtener o mantener, por
lo cual deben realizarse pruebas para verificar el comportamiento con esquemas

de Newton inexactos, o aproximaciones al Jacobiano.

(b) Es posible mejorar el comportamiento de Newton empleando iterados iniciales
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més cercanos a la solucién del sistema, por ende resulta atractivo realizar

algunas iteraciones de Peaceman Rachford y con algin iterado iniciar Newton.

(c¢) Se realizaron pruebas con uua fusién entre el método de Newton y el método
de Uzawa los resultados de aplicar este método 1o fueron presentados por su

poca eficiencia.
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