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RESUMEN

Se realiza un estudio de modelos estelares en el marco de la Relatividad General que
consiste en fluidos que presentan anisotropia en las presiones, poseen simetria
esférica y admiten un grupo de un parametro de movimientos conformes. En el
Capitulo I se modela un fluido que esta acotado por una pelicula delgada, contiene
una distribucion isétropa de materia y la region exterior esta descrita por la métrica de
Schwarzschild. Se resuelven las ecuaciones de campo de Einstein imponiendo tres
ecuaciones de estado lineales del tipo barotrdpicas y se estudian las variables fisicas
evaluando las condiciones de energia. En el Capitulo II se considera un fluido
cargado, con presion nula en la superficie y que se acopla a la solucién estatica de
Reissner-Nordstrom. Para restringir las ecuaciones de campo se consideran dos casos
primero se impone que la presion tangencial es proporcional a la presion radial en un
factor anisétropo C. En el segundo caso se impone una distribucién radial de carga
modulado por un pardmetro ajustable. Se analiza el efecto de la anisotropia y de la
carga sobre las variables fisicas obtenidas. En el Capitulo III se estudia el efecto de la
presencia o ausencia de cargas en el nucleo y pelicula de un fluido formado por
materia tipo quark-extrafia. Se estudia el comportamiento de la densidad y las
presiones en tres escenarios fisicos: i) nicleo cargado rodeado de una pelicula de
presion no nula y con carga; ii) niicleo cargado rodeado por una pelicula que produce
apantallamiento sobre el nucleo y iii) nicleo sin carga rodeado de una pelicula
cargada. Todos los modelos con cargas se describen segiin la ecuacién de estado
barotropica del modelo de la bolsa del MIT. En el Capitulo IV se presentan las

conclusiones generales del Trabajo.
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INTRODUCCION

En las altimas décadas ha habido un enorme incremento de conocimientos que
permite explicar miltiples fenémenos astrofisicos, contdndose con criterios mejor
fundamentados para comprender la evolucion y estructura del Universo. De esta
forma se puede modelar con bases cada vez mas sélidas el comportamiento de
objetos estelares mediante modelos fisicos cada vez mas realistas, de modo que se
pueda describir y explicar los mas diversos fendmenos cosmolégicos en el marco de
la Relatividad General. Los primeros modelos utilizados para describir objetos
masivos correspondientes a las soluciones de las ecuaciones de Einstein con simetria
esférica, consideraban generalmente un fluido de materia localmente isétropa. Sin
embargo, en investigaciones posteriores [1],[2] se ha sugerido que, para la materia
superdensa y por la complejidad de sus interacciones fuertes y en algunos estados de
superfluidez, la materia presenta presion anisotropa local. Debido a que la
anisotropia puede influir en la estabilidad de una estrella y modificar el corrimiento al
rojo gravitacional, es importante considerarlo en los modelos astrofisicos. Por otra
parte, en diversas investigaciones se ha considerado que las estrellas poseen material
en forma de plasma, y material bariénico tipo plasma quark-gluon [3]. La materia
estelar tipo plasma, es transformada a través de reacciones nucleares y expulsa gran
parte de su masa.

Las estrellas son, fundamentalmente, producto de la fuerza gravitacional, la

atraccion entre los 4tomos en una nube de gas y polvo, o la compresi6n de la nube por




causas externas (como la onda de choque de una explosion estelar, el paso de la nube
por un brazo galactico), que dan lugar a zonas mas densas que a su vez, atraen mas
material. Tras un periodo que puede durar entre pocos miles y varios millones de
afios, la nube colapsa, formando un centro esferoidal (protoestrella) y la masa “cae”
hacia el nicleo de la protoestrella, aumentando la presion y la temperatura; estos
procesos convierten el gas en plasma y provocan emision de energia. A temperaturas
muy elevadas, los atomos del fluido pasan por un proceso de fusion nuclear,
generando elevadas cantidades de energia que, eventualmente compensaran el
colapso gravitatorio. En ese momento, la protoestrella pasa a ser estrella, y en
adelante las dos tendencias opuestas -contraccién gravitatoria y expansion por
emisiones de energia- seran los procesos que regiran en el fluido.  Algunos autores
consideran que la formacion de estrellas de quarks ocurre durante el colapso del
nicleo de una estrella masiva después de la explosion de una supernova como
resultado de diversas transiciones de fase, resultando en materia tipo quark no
confinada [3]. Otra posibilidad es que algunas estrellas de neutrones binarias posean
suficiente masa de acrecién como para convertirse en una estrella de quark tipo
extrafia.[3]. En algunos casos se viola la condicion de energia fuerte y Turner, et al,
[4] llamaron a esta forma de energia, como energia oscura, y son numerosos
los modelos que se han estudiado, considerando esta condicién a través de una
ecuacion de estado barotropica, que relaciona las presiones con la densidad de
energia.

De acuerdo con los modelos cosmologicos vigentes, en los primeros segundos




después del Big Bang la materia-energia entra en una fase de inflacién y cientos de
miles de afios después se enfria hasta unos 5000 °K manteniendo su expansion. Sin
embargo, se sabe que esta expansion no es simétrica en todas direcciones, aparecen
tensiones desiguales en el espaciotiempo y los diferentes estados de la evolucion
estelar se pueden modelar tomando en cuenta tales tensiones desiguales (condicion
anisotropa) y algunos tipos de simetrias. Uno de los tipos de simetrias mas utilizadas
en la propuesta de modelos, es la simetria conforme, donde se postula que el fluido
evoluciona de forma inflacionaria, de modo que los cambios de la métrica, son
proporcionales a la misma métrica. Dado que la integracion de las ecuaciones de
campo de Einstein para ecuaciones de estado realistas, sin vinculos apropiados entre
las variables es muy dificil, el uso de la simetria conforme como modelo de evolucion
estelar constituye una importante restriccién para la resolucion de dichas ecuaciones.
Este tipo de simetria se utiliza en fenomenos criticos tales como transiciones de fase
de segundo orden, en sistemas con interacciones locales que son conformemente
invariantes en tales transiciones [5], también ha sido muy estudiada en hidrodinamica
clasica, en particular en los fluidos autosimilares y en el analisis de ondas de choque.
Bicknell, er al,[6] reportaron una onda de descompresion de una particula en el
horizonte de eventos y la existencia de un segundo cambio de fase superficial cerca
de un agujero negro, considerando soluciones autosimilares. Herrera, et al,[7]
obtuvieron esferas anisétropas que se contraen y se expanden y que admiten un grupo
de pardmetros de movimientos conformes. Recientemente diversos autores han

considerado la presencia de simetria conforme en fluidos estaticos con ecuaciones de




estado mas realistas. Mak, et al, [8] impusieron como restriccion la presencia de
simetria conforme para un fluido tipo quark, cuyo factor anisétropo es una funcién
escalar que depende solamente de la coordenada radial. Bohmer, et al, [9] impusieron
la presencia de simetria conforme no estatica para obtener soluciones exactas de
agujeros de gusanos. Harada, et al, [10] sefialaron que una variedad de sistemas con
soluciones autosimilares pueden describir, comportamientos intermedios o asintoticos
de soluciones mas generales.

Este trabajo se divide en cuatro capitulos. En el capitulo | se trabaja con un
fluido formado por una region acotada por una pelicula delgada que posee una
distribucion isétropa de materia. La region interior esta descrita por la métrica interior
de Schwarzschild y consiste en un nicleo con materia que posee simetria esférica y
que admite un grupo de un parametro de movimientos conformes. La region exterior
es el vacio y corresponde a la solucion exterior de Schwarzschild. Ambas regiones se
acoplan a través de una la pelicula delgada, aplicando las condiciones de Israel [11], y
se modelan bajo una ecuacion de estado del tipo lineal barotropica. Se resuelven las
ecuaciones de campo y se obtiene una familia de soluciones analiticas con parametros
ajustables de modo que se puedan evaluar las condiciones de energia y estudiar la
estabilidad de los modelos propuestos.

En el capitulo Il se estudia un fluido cargado con simetria esférica, presion
nula en la superficie y que admite un grupo de un parametro de movimientos
conformes. Se estudian dos modelos, en el primer modelo se impone una ecuacion de

estado que relaciona la presion radial con la tangencial por medio de un parametro



ajustable que mide el grado de anisotropia del fluido y en el segundo modelo se
propone una distribucion de carga en el fluido. La region exterior se describe por la
métrica de Reissner-Nordstrom. Para ambos casos se obtienen nuevas familias de
soluciones con parametros ajustables, incluyendo la carga total.

En el capitulo III se considera un fluido acotado por una pelicula.. Ademas de
tener simetria esférica y la existencia de un grupo de un parametro de movimientos
conformes, se consideran tres casos: a) tanto la region interior como la pelicula
delgada estan cargadas, b) la region interior posee carga y la exterior es neutra, de
modo que la pelicula delgada ejerce un efecto de apantallamiento sobre el fluido y c)
la region interior no posee carga y la pelicula delgada se encuentra cargada.

Para los fluidos con carga se proponen modelos considerando un fluido tipo
quark que consiste en una ecuacion barotropica que obedece al modelo de hadrones
propuesto por el Instituto Tecnolégico de Massachusetts, en el cual se considera a los
quarks como particulas sin masa que se encuentran confinados dentro de una “bolsa”
de dimension finita. El confinamiento resulta del balance de la presion externa contra
la pared de la bolsa y de la presion resultante de la energia cinética de los quarks
dentro de la bolsa [12], [13]. En lo sucesivo, tal modelo de identificara como modelo
de la bolsa del MIT. Se obtienen nuevas familias de soluciones y se estudian las
caracteristicas fisicas (presiones, condiciones de energia, posible presencia de
energia oscura) por medio de parametros ajustables. En el capitulo IV se presentan las
conclusiones generales. Este trabajo fue aprobado como Tesis Doctoral y de su

estudio se derivo un articulo arbitrado [14]. En ese articulo el autor, adicionalmente,
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hizo un analisis de estabilidad de las soluciones obtenidas en el capitulo II mediante
la obtencion de la ecuacion de pulsacion y compard los modelos tedricos con la data
observacional obtenida por Li, ef al. [15]-[16]. Los resultados arrojaron que tanto la
presencia de cargas como de anisotropia contribuyen a la estabilidad del fluido, y el
radio y la masa del objeto coinciden con los valores estimados por Li, que pudiera

corresponder a una estrella tipo quark-extrafia.
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CAPITULO1

FLUIDOS ESTATICOS ANISOTROPOS CON SIMETRIA CONFORME Y

ECUACIONES LINEALES DE ESTADO TIPO BAROTROPICAS

RESUMEN

Se realiza el estudio de un fluido anisétropo descrito por una métrica estatica y
con simetria esférica que ademas admite un grupo de un parametro de movimientos
conformes. El fluido esta acotado por una pelicula delgada que posee una distribucion
isotropa de materia y la region exterior del fluido estd descrita por la métrica de
Schwarzschild. Se resuelven las ecuaciones de campo de Einstein imponiendo
ecuaciones de estado tipo barotropicas para modelar diversos escenarios fisicos y se
evallan las condiciones de energia. Estas soluciones acotadas con simetria conforme

permiten un potencial gravitacional en la superficie M/R>1/3.




INTRODUCCION

La simetria conforme y la clase especial de movimientos conformes y la
autosimilaridad, han sido de particular interés debido a sus aplicaciones en astrofisica
y la cosmologia. Las limitaciones impuestas sobre las funciones métricas por esta
simetria permite obtener soluciones analiticas de las ecuaciones de campo de Einstein
[1] - [17]. Cahill y Taub [1] encontraron que para una distribucion de materia de
fluido perfecto en el espaciotiempo y con simetria esférica similar, la ecuacion de
estado es unicamente determinada por P=ap, para alguna constante a, donde P y p
son la presion isotropa y la densidad de energia, respectivamente. Carr ef al [12] —
[16] estudiaron ampliamente las mismas soluciones para fluidos perfectos
autosimilares. Estos autores estudiaron el comportamiento asintdtico de sus

soluciones autosimilares, y encontraron ocho clases de comportamientos asintoticos.
Lin, et al [2] estudiaron soluciones para un fluido con ecuacién de estado “dura” e

indicaron que pueden existir autosimilaridades cosmoldgicas. Bicknell and Henriksen
[5] discutieron la posibilidad de crecimiento de forma autosimilar de agujeros negros
en un Universo primitivo bajo una ecuacion de estado “dura”. Bohmer, ef al [17]
obtuvieron soluciones simétricas conformes de agujeros de gusanos transversales. T.
Harada, ef al [21] — [22], estudiaron soluciones autosimilares con fluidos tipo
energia oscura y probaron de forma rigurosa la no existencia de agujeros negros
autosimilares cosmologicos para el caso de fluidos gobernados por una ecuacion de

estado “dura” dentro de un campo escalar conocido en el espaciotiempo.

9
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Las soluciones de fluidos anisotropos conformes han sido ampliamente
estudiadas en casos estaticos y no estaticos [6] — [11], [23], en la aproximacién a una
capa fina [10] para el modelado de estrellas de solitones [11]. Herrera, et al [6]
estudiaron las consecuencias de la existencia de un grupo de un parametro de
movimientos conformes para materia anisétropa. Ellos mostraron cémo las
ecuaciones de campo de Einstein se reducen, en el caso estatico, a un grupo de
ecuaciones con variables fisicas donde el factor conforme es una funcién de la
coordenada espacial. De igual forma mostraron que todas las soluciones con simetria
conforme tienen un potencial gravitacional M/R = 1/3

Por otro lado, recientes observaciones astrofisicas han confirmado que el
Universo presenta una expansion césmica acelerada. Los resultados de esta expansion
se han presentado en las medidas de supemovas de tipo Ia y de las radiaciones de
fondo césmico. D. Huterer y M. Turner en 1998 [18] propusieron que este
comportamiento cosmoldgico es causado por una “energia oscura” hipotética
actuando como un fluido césmico parametrizado por una ecuacion de estado:
P=-ap 1)
donde P es la presién radial del fluido, p la densidad de la energia oscura y a un
parametro arbitrario. Maeda H and T. Harada estudiaron las soluciones autosimilares
con energia oscura y probaron de forma rigurosa que no existen agujeros negros
cosmolégicamente similares para un fluido estitico y un campo escalar [21]. Las
estrellas de energia oscura anisotropas han sido propuestas como un modelo

alternativo a los agujeros negros [32].
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A partir de las ecuaciones de campo de Einstein, siguiendo [6], se obtienen
modelos de estrellas que poseen presion nula o no nula en su superficie, y que
admiten un grupo de un pardametro de movimientos conformes. La funcién del factor
conforme se obtiene en cada caso estudiado imponiendo ecuaciones de estado

barotropicas lineales. Estas ecuaciones seran del tipo P,=ap, P,=apo P, —P.=ap y
#=ap, donde P,, P, (otambién Pr)y s son la presion radial, la presién tangencial

y la presion de la superficie, respectivamente. a y @ son parametros a ser fijados por
las condiciones de juntura y permitiran modelar diversos escenarios fisicos
considerando las condiciones de energia. Se estudiard como la existencia de una
pelicula delgada junto con las condiciones de la energia afecta el potencial
gravitacional M/r en la superficie exterior de la esfera (donde M es la masa medida en
la superficie externa) de la configuracion.

Las condiciones de energia [24], [25] juegan un papel importante en la
Relatividad General, ellas imponen restricciones generales sobre el tensor de energia
impulso del sistema fisico. Estas condiciones son coordenadas invariantes y se
establecen en términos de 7ap y de los campos vectoriales del tipo temporal, espacial
o nulo. Buniy, ef al, [26] demostraron que la violacién de la condicién de energia
nula genera inestabilidad en sus modelos propuestos. Ademds la violacién de esta
condicion es necesaria para la construccion de agujeros de gusano Lorentzianos [27].
Se supone que la expansion acelerada es posible debido a que la energia oscura viola

la condicion de energia fuerte p+ P, + 2P, >0 . Para un fluido perfecto esto implica

que para @ < 1/3 la materia esta conformada por energia oscura [28].

11
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Las condiciones de energia [29]-[32] se escriben de la siguiente forma:

las condicion de energia débil

p=0 (2)
grEp+ B =21 3)
gt=p+P, =0 )]

las condiciones de energia fuerte se expresan como (3)-(4) y
QS=p+Pr+2P, >0 (3

las condiciones de energia dominante son:

E

ql =1 (6)

Py

q2

Considerando la simetria conforme y la imposicion de la ecuacion de estado, se
puede obtener el factor conforme y y resolver las ecuaciones de campo de Einstein.
Tomando en cuenta las condiciones de energia para el fluido en el nicleo y en la
pelicula delgada, es posible determinar los limites del potencial gravitacional M/R y
los parametros a y @ de las soluciones obtenidas.

Este Capitulo estd organizado de la siguiente forma: En la Seccion II
estudiamos las condiciones de juntura que se aplican al acoplar el niicleo a la métrica
exterior estitica de Schwarzschild a través de una pelicula delgada [33] — [34],
siguiendo el trabajo de Herrera er al, [6] se resuelven las ecuaciones de campo. En la
Seccion 111, escribimos las soluciones correspondientes a cada ecuacién de estado que
se han propuesto para caracterizar el fluido. Se evalian los parametros fisicos

resultantes tomando en cuenta las condiciones de energia y se evaltan los limites del
12
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potencial gravitacional M/R. De igual forma, identificamos los valores posibles del
parametro de proporcionalidad para la obtencién de soluciones que representan
energia oscura. Finalmente, en la seccion IV se escriben los resultados y

conclusiones.

II. ECUACIONES DE CAMPO Y CONDICIONES DE JUNTURA

Consideremos una hipersuperficie esférica £ que separa la region interior de la
exterior de un fluido en el espaciotiempo. La region interior, una esfera de radio R,
ademas de poseer simetria esférica, admite un grupo de un parametro de movimientos
conformes:

L guv=yYguv (8)
donde L; es la derivada de Lie del tensor métrico en la direccién de {' y y, el factor
conforme, es una funcién arbitraria de la coordenada radial. Si las longitudes se
incrementan en la misma tasa a lo largo de las érbitas del campo vectorial {' entonces
este corresponde con la nocion de una solucién autosimilar que se encuentra en
hidrodinamica. [5].

La region interior se describe por la métrica:
ds,’ = A*(r)dt® — B*(r)dr® - r2dQ 9)
donde df2 = d6? + sin? @ dp? y la distribucion de materia en la regién interior esta
descrita por un tensor de energia impulso de la forma:

Taﬁ=(p+PJ.)UuUﬁ—PJ_gaﬂ+(Pr—PJ.)XQXﬂ (10)
13
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donde p, Pr, P, son la densidad de la energia, la presion en la direccion de xa y la
presion en el bi-espacio ortogonal a ya respectivamente y Usx y ya son el cuadrivector
velocidad del fluido y un vector espacial en la direccion radial. Para un fluido
estatico tenemos:

Ut =U000); 1 =(0200)

con

1 1
UU =—-7*y =1y U° = syl =
g = A A0 Y T B0

el espaciotiempo en la hipersuperficie 2 es descrito por la métrica:

ds} =dr® - R2dQ)’ (11)

el tensor de energia en X' es

S =(p+ou, —pd; (12)
donde o es la densidad de energia superficial , asociada con la trayectoria U” y

la presion en la superficie.

la region exterior es descrita por la métrica exterior de Schwarzschild

dsé:(]—g— U S E (13)
r ( ZM]
b
r
la ecuacion para la superficie en la region interior toma la forma de
¢=r—R:z (14)

la métrica inducida sobre la pelicula desde el interior del fluido es:

14
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ds;*],.,, =(A*(r)- Bz(r)[%] )dt* —r*(d@* +sin’ aw)‘

r=rg

(15)

la ecuacion para la superficie expresada en las coordenadas de la region exterior es

DF)=F-R, =0

la métrica inducida en la hipersuperficie, desde el exterior es:

2
df:‘l;=}3= {1~ = )= M —J dT* —7*(d6” +sin’ 6dg)

2M 1 (dF
g B AL
r

a partirde (11), (15) y (17):
ry=R;=r, =R

de las ecuaciones (11) y (15) se obtiene, para los casos estaticos

2
Adf=dr® = [i) e
dr A?
y apartir de (11) y (17) , obtenemos:
ary’ 1
dr) pzﬂ
R

Los vectores normales para la superficie £ son:
n, = BS,
1

ki
n, =[l——2ﬂj S

5>

(16)

(17)

(18)

(19)

Las componentes no nulas de la correspondiente curvatura extrinseca estan definidas

15
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por:

2. Bayr
k,j=—-na{6x I,,,axax}

GEDET P oE D

para la métrica interior los tensores de la curvatura extrinseca son:

A.’

kp=—"—:; k;; =—; k,‘3=knsin29

4
AB B
y para la métrica exterior

I

? 2
; ky; = ky,sen"0

+ _ N
koo = Tk, =Tg

( J
z

Las componentes no nulas de (12) son:

s [f—f_i‘i

ry

Sy =0; Si=Si=-p

siguiendo el formalismo de Israel [33] para peliculas delgadas, tenemos:

—8rkSj = [kj] - &/ [K{]

donde [f] = f+— f-

(20)

21

(22)

(23)

(24)

Las ecuaciones para la densidad superficial de energia o y la presion de la

superficie  se obtienen a partir de las expresiones:

8mSg = [k3] + [k3]

8nSZ = [kJ] + [k3]

16
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(26)



1
kzz = "R—zkzz :k; (27)
|
1 1 2M)2 1
4xa=—?[k22]=E -[1——R—J g (28)
. N S
8ng = 41w+32(1~ﬂ)% e (29)
R

- s g . 1 1 .
Si o = 0, existe un efecto de tension superficial y = ‘G"‘z‘u")' -Sig#0 se
R

supone una ecuacion de estado que relaciona la presion superficial con la densidad
superficial de la forma:

P =wo (30)
donde w es un parametro ajustable. A partir de las ecuaciones (28) y (29), obtenemos
la siguiente ecuacion que relaciona las funciones métricas de las regiones interior y

exterior en la superficie:

M 2

L | 1+2m—R{1+4m)] 1
Z=1 { z (31)

BZ a (1+w) (1 :)..
Las ecuaciones de campo de Einstein son:
1 (24 1
nf, = “T[—{ +Lz] i

B Ar r r (32)

sor, = L {47 AT 14 )
B°|\A AB r\A B (33)

g (34)
17




donde las primas denotan diferenciacion respecto a r.

Consideramos que el espaciotiempo admite un grupo de un parametro de
movimientos conformes. La ecuacién (8) puede ser expresada de manera mas
explicita, de la forma:

Cuv ¥Cvu = V8

y restrinjamos el campo vectorial, exigiendo que el cuadrivector velocidad de fluido
sea ortogonal a la orbita del grupo:

ctu, =0 (35)
Las funciones 4 y B estan restringidas por la condicién (8), que implica, segun [6]:
A(r) = G (36)
B(r) =% (37)

y a partir de (37):

1 .

roabT o
donde C1y C son dos constantes arbitrarias y se han utilizado las ecuaciones (9) y
(35).

Introduciendo las ecuaciones (36) y (37) en (32)~(34) , se obtiene:
oL

18
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8P, :..V’_T{ﬂJrLz} (40)
4C° \ry r
2 #
8 =Y 2{%+_12_} @1
r° 4C° (yr r

III. LAS SOLUCIONES

Determinaremos la funcién conforme y(r) imponiendo la ecuacion de estado
que satisface el fluido y se sustituye en las ecuaciones (39)-(41). Consideraremos las
siguientes ecuaciones de estado:

i) Pr=zxap

i) Pr=ap

iii) Pr— Pr=ap
i) Pr=zap.

Esta ecuacion de estado barotrépica lineal ha sido ampliamente estudiada en
diversos escenarios fisicos [35-37]

Pr=zap (a=0) (42)

Introduciendo (42) en las ecuaciones (39) y (41) y resolviendo la ecuacion diferencial

obtenemos:

‘I’( 2 o k . 3+a _
—-—lr e a P = 43
2 3ta 42 e e (93]

19



2 3-a
Wr ]—a K e
o] e para P, =—ap (44)

donde & y K son constantes arbitrarias de integracion.
Partiendo de que a es positiva, seleccionamos k=0 en (43) para evitar la
discontinuidad en r=0, y tener densidad infinita. Tenemos una solucion homotética

para y. Reinsertando (43) en (39)-(41) tenemos:

2 1
8nP = ﬁr—z (45)
2 A
8P =S (46)
1 1
8nP, = 3:—; _— (47)

Considerando que nuestro objetivo es obtener fluidos acotados, acoplamos esta
soluciéon a la métrica exterior de Schwarzschild a través de la pelicula delgada.

Usando (31), (37) y (43) obtenemos una constante para los valores de a

D=a=x1 (48)

M 2
1+a 1 [1+zm—§(1+4m)] 1 §
B2~ (1+w) _M.
3+a 4(1 zR)

Para valores positivos de a, el potencial gravitacional en la superficie, M/R,
debe ser mayor a 1/3. Si M/R=1/3, entonces a=0, independientemente de los valores
de w. Ademas en este caso, la densidad de energia o y la presion en la superficie g
son nulas, tenemos una esfera homotética, sostenida con presion tangencial
solamente. A partir de (45)(47) o debido a la condicion impuesta por la simetria del

20




movimiento conforme del espacio al tensor de energia impulso [6], tenemos, para
a=0:

o 1
J..=2p

la masa en la region interior es

r M_ m(r=R) 1
— —_

m(r)=3+a R R " 3+a

En esta region, M-/R es menor que 1/3 para a>0.
Para 0=0 tenemos M.=M, y para los valores positivos de a, el potencial de la

superficie gravitacional toma los siguientes valores:

<—<

-
SIS
W =

Para estos valores de M/R la presion de la superficie es negativa, o cero en
M/R=1/3. La condicién de energia dominante y la condicién de energia fuerte son
violadas en la pelicula delgada. No obstante, la condiciéon de energia dominante se
mantiene para el tensor de energia-impulso en la regi6n conforme.

La Figura N° 1 muestra la densidad de la energia de la superficie, para
diferentes valores de M/R, como funcién del pardmetro w. La presion en la superficie
$ = Mg, como una funcién de M/R se muestra en la Figura N° 2; para 0=0, en la
Figura izquierda, y para 670, en la Figura derecha. En la Figura N° 3, mostramos a
como una funcién de M/R, para diferentes valores de @ y para 6#0, en la Figura

derecha y para =0 en la Figura de la izquierda. En la Figura N° 4 las relaciones
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q, =P %) Yy 4, =P% se evaluan para r/R=0.5 como una funcién de w, para

diferentes valores de M/R. Se puede observar como los valores de @ y M/R estin
restringidos por las condiciones de energia dominante. En la Figura N° § se muestra,
para el caso =0, la condicidnes de energia dominante como una funcién de M/R,
evaluada en r/R=0.5.

Para una ecuacion de estado tipo energia oscura, la constante K se obtiene por
la aplicacién de la condicion de juntura; en este caso es posible tener una presion
superficial nula. Analizaremos las condiciones de juntura apropiada en diferentes
escenarios fisicos tomando en cuenta las condiciones de energia. Para la condicion
energia fuerte, se grafica 0S = (p+ P, + 2P, )M* .

Si la hipersuperficie tiene presion nula en la frontera, i.e., Pr(r=R)=0, el
potencial gravitacional en la superficie de la esfera, M/R, toma el valor 1/3, como se
espera para soluciones con simetria conforme. Como la densidad de energia es nula
en la superficie de la esfera, la condicion de energia dominante para la presion
tangencial no nula en la superficie no se cumple, a menos que la presion tangencial
sea negativa. Se considera entonces la presencia de una pelicula delgada para acoplar
la solucién con la métrica exterior de Schwarzschild.

Introduciendo (44) en (39)-(41), se obtiene una familia de soluciones

dependiendo del pardmetro a :

3-a

onty == 2t - (1- 29 ) @

(B-a)yrz  r2l3-a
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ﬂ
=gt~ -" (50)
e, = ot - 22 - (1- 2] () o
Con M:M(,=R)

(52)

1 l [1+2m+%(4w+1)]2]
2

M= (1+w)2(1-2)

si 6=0, obtenemos para este caso

l[)z] _ M
acz| R
M_=M

Para que la densidad de energia sea positiva en la region interior, el potencial en
la superficie interior M/R debe tomar los valores:

M_ 1
¥l

Por esta razén, como se puede ver en la Figura N° 6, los valores de @ y M/R
deben elegirse de modo que se cumpla la condicion de energia débil. No es posible la
presencia de una pelicula de polvo (w=0) para esta solucién. Para que se cumpla la
condicion de energia dominante, a debe tomar valores menores a 0.1 En la Figura N°
7, se presenta la condicién de energia dominante en la regién interior, para
M/R=0.3636 y a =0.1 y diferentes valores de w. Note que, esta condicion se cumple
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solo para el valor @ =0.9 en el caso mostrado, debido a que para los otros valores
de w la densidad de energia se hace negativa cerca de la superficie de la esfera.

En la Figura 8 se puede observar que se viola la condicion de energia fuerte
cerca de la superficie, para ciertos valores de M/R. Para M/R cercano a 1/3, no se
viola la condicién de energia fuerte, pero al aumentar el potencial gravitacional,
aparecen regiones de energia oscura cercanas a la superficie. Para la pelicula delgada
que se considera, con una densidad de energia superficial positiva, no se viola la
condicion de energia fuerte para el tensor de energia-impulso en le regién interior de
la esfera, a menos que la densidad de energia se haga negativa, en cuyo caso se viola
también la condicion de energia débil. En la Figura 8 (derecha) grafica el perfil de la
densidad y se observa que no se violan las condiciones de energia dominante.

Para una superficie de presion nula:

:

| X

M_
R
En este caso, la condicion de energia fuerte se cumple dentro del nicleo, las
condiciones de energia dominante no se cumplen en la superficie /R =1, para algin
valor del parametro a, debido a que la densidad de energia es nula pero la presion
tangencial no lo es. Dentro de la esfera, la condicién de energia dominante depende
de los valores de a, como se puede observar en la Figura N° 9.

(i) P, = ap.

En este caso, se encuentra la funcién y a partir de una ecuacién de estado para

la presion tangencial de la forma:

P, =ap (53)
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Introduciendo (53) en (39) - (41), se obtiene:

P? a K
—— 4
4C?2 1+a + 4C2r ()

Para que y sea regular en el origen tomamos K=0; y se obtiene una solucién

homotética:

8P, = 2L (55)
8mp = ﬁﬁ (56)
8nP, = EII%F (57)

Como en el primer caso, los valores de a quedan restringidos por las condiciones de

juntura
M 2
- {1+2m—3(4m+ 1)} 1 555
e M 3
1+a 1+w 4.(1_?)
para 6=0, el parametro a toma los valores
1 2M
a=—5f (59)

para ¢ = 0, debido a (59), para 0<a <l tenemos

=| =
(GO J

s ==K

| =

La Figura N° 10 muestra los valores de a como funcién de w, para diferentes
valores de M/R, y los valores de a como funcién de M/R, para ambos casos
considerados, una pelicula delgada con ¢#0 y o = 0, del lado izquierdo y el lado
derecho de la Figura, respectivamente. Se puede observar que para M/R = 1/3, a

toma el valor 0.5 para algiin valor de w y la presion radial, la densidad superficial de
25



energia y la presion superficial se anulan, teniendo entonces una esfera sostenida
solamente por una presion tangencial.

Evaluando las condiciones de energia para esta familia de soluciones, se
encuentra que en la region interior, para M/R > 1/3, (¢ >0), las condiciones de energia
fuerte y dominante se cumplen, dependiendo del potencial gravitacional de la esfera y
el valor del parametro w, como se muestra en la Figura N° 11.

Las condiciones de energia fuerte y dominante, en la region interior, son
evaluadas como funcién de M/R, para una pelicula delgada con densidad de energia
nula. Se puede observar que las condiciones de energia fuerte y dominante se
cumplen para el fluido en el nicleo, mientras que en la pelicula delgada, para
M/R<1/3, estas condiciones de energia no se cumplen. Estos resultados se muestran
en la Figura N° 12, para /R = 0.4
(iii) Pt-Pr=ap

De forma andloga a los casos anteriores, se determina la funcién y para el
fluido, ahora bajo una ecuacién de estado barotr(’)picé donde la diferencia entre la
presion radial y tangencial es proporcional a la densidad de la energia, de la forma:

P, —F =ap (60)

Al introducir (60) en (39)-(41) y resolver la ecuaci6n diferencial resultante para y, se

obtiene:
Pl 1L, M)l
4c2 " 2-a * [(Z—a) R (R)”a 1)

Sustituyendo (61) en (39)-(41) obtenemos las variables del fluido:
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o, = {12+ 32 -2 () ©
onr, =42+ 2 -2 ) )
=S )] ©

donde M. representa el valor del total de la masa interior m(R) limitada por la
ecuacion (58) al aplicar las condiciones de juntura y considerando ademas la presion
superficial proporcional a la densidad de energia en la superficie de la pelicula. Para
M/R=1/3, la hipersuperficie es una superficie limite, esto implica M.=M y P,(R)=0.
De igual forma cuando 6=0 M.=M en (62)-(65). Las condiciones de juntura no
limitan los valores de @, pero si la limitan las condiciones de energia.

Como en el caso anterior consideramos la ecuacion de estado p=wo en la
pelicula, para acoplarla con el fluido. Evaluamos las condiciones de energia en la
region interior y en la pelicula para identificar las restricciones de los parametros a y
®. Primero, consideramos el tensor de energia superficial con una densidad de
energia positiva. Luego se considera una densidad de energia superficial nula y
finalmente se estudia la solucion para una superficie de presion nula. Para estos casos

también se evalia la condicién de la traza de energia, Q =(P, +2P,)/p<1 en la

region interior. Todos los resultados se presentan en la Figuras N° 13-19.
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IV. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Hemos obtenido un grupo de soluciones analiticas anisotropas de las
ecuaciones de campo de Einstein, considerando una distribucion de materia
consistente en un fluido anisétropo, con la diagonal principal del tensor de materia no
nula, que ademas de la simetria esférica también admite un grupo de un parametro de
movimientos conformes. Para tener fuentes con fronteras, la regién interna conforme
se ha acoplado a la métrica exterior de Schwarzschild por medio de una
hipersuperficie que consiste en un pelicula delgada esférica con un tensor superficial
de energia isotropa y una ecuacion de estado p = wo. Consideramos tres ecuaciones
de estado lineales diferentes, incluyendo la ecuacién de estado para la energia oscura,
para acoplar las regiones interiores, y se analizaron las soluciones obtenidas en cada
caso. Las condiciones de juntura asi como la imposicién de las condiciones de
energia limitan los valores de los factores de proporcionalidad a y w. Ademas, se
puede observar como los posibles valores de M/R de la métrica exterior de
Schwarzschild se restringen al imponer las condiciones de energia débil, dominante o
fuerte.

En la Figura N° 1 se muestra la densidad de energia de la superficie como una
funcién del parametro w, tomando diferentes valores de M/R. Se puede observar el
comportamiento de la densidad para valores criticos del potencial gravitacional. En la

Figura N° 2, la presion de la superficie depende de cémo se muestre M/R para los
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diferentes valores del parametro @, cuando 60, y para una superficie de densidad
nula. Como consecuencia de las condiciones de energia y juntura, para cualquiera de
los EOS considerados, para una energia de superficie no nula, los valores de M/R
deben ser mayores a 1/3 para asegurar que la densidad de energia superficial sea
positiva. Para w=0, la pelicula delgada se convierte en una pelicula de polvo para
algunos valores negativos de w, para w< -0.5 se convierte en una pelicula de energia
oscura. Para los valores de M/R=1/3 la presion radial en la frontera de la
hipersuperficie se anula (c=p=0). Para una pelicula delgada con una densidad de

energia superficial nula, los valores de M/R < 1/3 estan prohibidos si se quiere que la

condicion de energia débil se cumpla en el interior de la esfera. Cuando imponemos

o=0y p #0, la condicion de energia dominante no se cumple para el tensor de energia
superficial de la pelicula delgada. Para los valores de M/R<1/3, la presion de la
superficie se torna negativa. En este caso, la condicion de energia débil y la condicion
de energia fuerte no se cumplen en el tensor superficial de energia, pudiendo existir
una pelicula de energia oscura tipo fantasma.

En la Figura N° 3, el parametro a aparece dependiente de M/R, ademas de
depender de w para una densidad de energia superficial nula, (6=0) y los valores del
parametro a son limitados por los valores de M/R. Para los valores de M/R permitidos
en la region interior, la condicién de energia débil (c+2)>0, y la condicion de
energia fuerte se violan para el tensor de energia superficial en la pelicula. La frontera
puede contener en este caso materia exética.

Se encontr6 que los valores de a son determinados unicamente por las
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condiciones de juntura para las soluciones homotéticas. Para las soluciones
conformes, @ permanece como un parametro libre que puede ser ajustado para
satisfacer las condiciones de energia.

En la Figura N° 4, para Pr=ap la condicion de energia dominante depende del
potencial gravitacional M/R y del parametro w. Para una densidad de superficie nula,
la condicion de energia dominante depende de los valores M/R que se muestran en la
Figura N° 5.

Para las soluciones Pr= - a p, (a>0), se encontr6 que para una superficie de
densidad de energia no nula, es posible ajustar los valores de a y w, dando a M/R
valores mayores a 1/3, para que de esta manera la solucion complete la condicion de
energia dominante. La presencia de una pelicula delgada permite obtener un
corrimiento al rojo gravitacional mucho mayor, para estas soluciones, M/R debe ser
mayor al valor tipico de 1/3 para soluciones simétricas conformes. No es posible que
exista una pelicula de polvo si la condicion de energia débil no se cumple para esta
solucion. La Figura N° 6 muestra los valores de M/R como una funcion de w para
M/R=1/3, 1/12.75 y 1/2.5.

Para una solucioén que se encuentra en un escenario de energia oscura, se violan
las condiciones de energia (3) — (5). De manera mas especifica si solamente se viola
la ecuacion (5), estamos entonces en un escenario de energia oscura. Si se violan las
condiciones (3) y (4), ademas de la ecuacion (5) estamos en presencia de la
denominada energia fantasma repulsiva, mientras que en el caso en que solamente las

condiciones (3) o (4) son violadas tenemos energia fantasma atractiva [12]. En la
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Figura N° 7 mostramos, para la ecuacion de estado de la energia oscura, algunos
valores de a, w, M/R para que se cumplan las condiciones de energia dominante. Con
la ecuacion de estado “dura” en la pelicula, al ser menores los valores de o en el

niicleo, es mas probable que se satisfagan las condiciones de energia dominante.
En la Figura N° 8 mostramos para 6=0, un perfil de §§ =(p +Pr+ 2P:)/p en la
region intema, para los diferentes valores de M/R, 1/2.95, 1/2.75 y 1/2.25 y para un

valor ajustado del parametro ¢=0.05. Ademas, el perfil de la densidad de energia ; =

M’ p, se muestra para los mismos valores de a y M/R. Es evidente que la condicion
de energia fuerte no se cumple en la capa externa cerca de la superficie, para r/R hasta
0.9 para los valores mayores de M/R. Sin embargo, la presién superficial en la
hipersuperficie es positiva, y crece en la medida que crece M/R. La condicion de
energia fuerte no se cumple para la capa externa de la regién interna, pero si se
cumple para el tensor de energia superficial de la frontera. En la Figura N° 9, cuando
la hipersuperficie es de presién nula, se muestra que se cumple la condicion de
energia dominante en la regién interna para /R<I. En este caso, la condicién de
energia fuerte se cumple para el fluido provisto de valores apropiados de M/R y a,
asegurando que la presién tangencial sea positiva dentro del fluido.

La Figura N° 10 muestra la dependencia del parametro a con M/R, para 0=0 y

la dependencia de a con w, con 6 # 0 respectivamente, para la EOS P =ap.

En la Figura N° 11 se muestran g1y g2 evaluados en la regién interna de la
esfera para dos valores del pardmetro @, @=0.5 y 0.7, y para M/R=0.4, y también se

muestra la dependencia de M/R. La condici6n de energia dominante se cumple para el
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fluido interno con valores de a en el intervalo 0 < a <I, y para el tensor de energia
superficial con M/R>1/3.

Para un pelicula con una densidad de energia de superficie nula, la condicion de
energia dominante se cumple para el fluido interior solamente, para los valores de
M/R, 1/4 < M/R < 1/2, tal como se puede ver en la Figura N° 12. La condicion de
energia fuerte se cumple para la distribucion de materia en la region interior. En la
hipersuperficie la condicion de energia fuerte no se cumple para valores de M/R<1/3,
la presion superficial es negativa y la pelicula es del tipo energia oscura.

Para la dltima ecuacion de estado que hemos considerado, podemos observar en
la Figura N° 13, la condicion de traza de energia. La misma se satisface cuando
consideramos una hipersuperficie de presion nula (M/R=1/3) o un pelicula delgada,
escogiendo los valores apropiados de @ y M/R para M > 1/3, para a=0.5, es decir,
presion radial nula.

La condicién de energia fuerte OS se muestra en la Figura N° 14. Se evaluo
r/R=0.3, como una funcién de w, para M/R=1/2.75 y a=0.3. Esta condicion de energia
se cumple tanto para el tensor de energia impulso en la regién interior como para el
tensor de energia impulso en la region exterior. En la Figura N° 15, g1, g2 y la
condicion de energia fuerte son evaluadas en 7/R=0.3 como una funcién de M/R, para
w =0.7 y a=0.3. No existen restricciones en los valores de @ para que se satisfagan
las condiciones de energia dominante en la regién interior.

En la Figura N° 16, para una densidad de energia superficial nula, evaluamos

las condiciones de energia dominante g/ y g2 como una funcién de a, para el valor de
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r/R=0.3 y M/R=0.4, para ver las restricciones de a impuestas por las condiciones de
energia. En la Figura N° 17, se muestran las condiciones de energia como funcion de
M/R, para a=1/3 y r/R=0.3.

En la Figura N° 18 se muestra el perfil de la condicion de traza de energia Q
para una esfera con una densidad superficial nula, con M/R=1/2.8, para los diferentes
valores del parametro a. Se observa que para a = 0.45, la condicion de la traza tiende
a no satisfacerse en las capas interiores del fluido (/R < 0.3). Finalmente, en la
Figura N° 19, se evalia la condicion de energia fuerte para una hipersuperficie de
presion nula, como una funcion del parametro a. Estas soluciones presentan buen
comportamiento y se satisfacen las condiciones de energia para la region interior y
para el pelicula delgada.

Hemos obtenido soluciones homotéticas y soluciones conformes de las
ecuaciones de campo de Einstein, factibles para modelar objetos muy compactos, que
consiste en un niicleo de fluido anisétropo rodeado por un fluido isétropo. Para que
se cumplan las condiciones de energia en el tensor de energia impulso del nucleo y en
la pelicula delgada, el potencial gravitacional M/R debe tomar valores mayores a 1/3,
cerca de 0.46, para la solucion (iii), mayores al limite Buchdahl [38-39], debido a esto
la presencia de una pelicula delgada incrementa el corrimiento al rojo. Asi mismo, los
valores de los pardmetros a y w estan restringidos por el potencial gravitacional en la
superficie. Estos parametros y los valores de M/R pueden ser ajustados para modelar
estados de evolucion de estrellas constituidos de materia exdtica o de estrellas muy

compactas tipo estrellas de neutrones o estrellas tipo quark.
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Figura N° I: La densidad de energia superficial como funcion del parametro . La linea continua
delgada es para M/R=1/2.8, la linea continua gruesa es para M/R=1/3 y la linea discontinua es para
M/R=1/3.2
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Figura N° 2: La presion superficial como funcién de M/R, para ¢ =0 (izquierda) y para o0 (derecha),
para @=-0.3,0.3 y 0.7, linea gruesa continua, linea punteada y linea discontinua, respectivamente.
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Figura N° 3: a como funcién de M/R para 6=0 (izquierda) y o # 0 (derecha), para @=-0.1, 0.0 y 0.5,
linea delgada, linea gruesa y linea discontinua respectivamente
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Figura N° 4: Las relaciones q,=Pr/p (izquierda) y g,= P, /p(derecha) , evaluadas en

r/R=0.5, para ¢ # 0, se presentan como funcién de o, valores de M/R=1/2.9, 1/2.75 y 1/2.45, linea
continua, linea discontinua y linea punteada, respectivamente
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Figura N° 5: Las relaciones q,=Pr/p y q,= P, /p, para 0=0, evaluadas en
r /R =0.5, se presentan como funcion de M/R.
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Figura N° 6: Los valores de M./M como funcién de @, para diferentes valores de M/R. M/R=1/3,
1/2.75 y 1/2.5 estan representados por la linea continua, la linea discontinua y la linea punteada,
respectivamente.
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Figura N° 7: Condiciones de energia dominante como funcién de r/R, para EOS Pr=-ap (nicleo) y
§2 = wp (pelicula), para M/R =0.3636, & =0.1 y diferentes valores de @ . En el lado izquierdo, q, es
la linea punteada y q; es la linea gruesa continua ( @ =-0.2), la linea discontinua (@=0.3), lalinea
delgada continua (@ =0.9). En el lado derecho, se presenta £ como funcion de r/R para los mismos

valores de M/R, &'y @, linea gruesa continua ( @ =-0.2), linea discontinua (@=0.3) y linea delgada
continua (@=0.9).
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Figura N° 8: Condici6n de energia fuerte, @ y densidad de energia p como funcién de /R para

Pr = —@ap , para & =0.05 y para diferentes valores de M/R. La linea discontinua corresponde a

M/R=1/2.95, la linea delgada corresponde a M/R=1/2.75 y la linea gruesa continua corresponde a M/R
=1/2.25.
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Figura N° 9: Condiciones de energia dominante, g, y g, para P. = —ap para r/R<1. Se muestra
M/R=1/3 (superficie de presion nula) para @ =0.1 (linea gruesa continua), & =0.2 (linea larga

discontinua) y & =0.4 (linea discontinua)

0.9

Figura N° 10: @ como funcién de M/R, para 0 =0 (derecha) y como funcién de @ para 0 # ()
(izquierda), con M/R =1/3,1/2.75, 1/2.5 y 1/2.35, linea gruesa continua, linea punteada, linea

discontinua y continua respectivamente.
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Figura N°11: Condiciones de energia para P, = ap . Condicién de energia fuerte, OS .

condiciones de energia dominante, ¢, y g, para la regién interior, /R=0.4, como funcion de M/R.
para @ =0.7 (Figura de la izquierda) y como funcién de @ para M/R=0.4 (figura de la derecha )
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Figura N° 12: Condiciones de energia para P, =ap , considerando densidad de energia nula, o = ()

La condicién de energia fuerte, @ » ¥ la condiciones de energia dominante, g, y g,, para la regién

interior, #/R=0.4, como funcién de M/R.
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Figura N° 13: Condiciones de energia para P, — P, = @p, para una esfera con densidad superficial
de energia no nula. Se muestra la condicién de la traza de energia, Q como funcién de #/R, para

a=0.5, @=0.9, M/R=1/3, M/R=1/2.75 y 1/2.5, linea gruesa continua, linea delgada continua y
linea discontinua, respectivamente.
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Figura N° 14: Condiciones de energia para P, — P. = ap, para una esfera con densidad de energia

superficial no nula. Condiciones de energia dominante g, y g, y condicién de energia fuerte @
como funcién de @, para r/R=0.3, M/R=1/2.75, ¢ =0.3.

40



LA A A A A A A A A A R 2 B A N N N N

0.2%

0.34 0.36 0.38 0.42 0.44 0.46

Figura N° 15: Condiciones de energia para P, — P = ap, para una esfera con densidad de energia

superficial no nula. Condiciones de energia dominante g, y ¢, y condicién de energia fuerte @
como funcién de M/R, para r/R=0.3, @ = 0.7 a =0.3.
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Figura N° 16: Condiciones de energia para P, — P, = @p, para una esfera con densidad de energia

superficial nula. Condicién de energia dominante q, y q, y condicién de energia fuerte -Q§ como
funcién de a , para »/R=0.3, M/R=0.4.
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Figura N° 17: Condiciones de energia para P, — P, = ap, para una esfera con densidad de energia

superficial nula. Condiciones de energia dominante ¢, y g, y condicion de energia fuerte QS como
funcién de M/R, para r/R=0.3, ¢ =1/ 3.
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Figura N° 18: Condiciones de energia para P, — P, = @p , para una esfera con densidad de energia
superficial nula. Condicién de la traza de energia Q como funcién de /R, para M/R = 1/2.8, para
diferentes valores de « . La linea punteada corresponde a @ = (.45, la linea discontinua

corresponde a & = (0.6 y la linea continua gruesa corresponde a @ = (.75
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Figura N° 19: Condiciones de energia para P, — P, = @, considerando una superficie de presién

nula (M/R=1/3). Condicion de energia fuerte -Q—S y condiciones de energia dominante ¢, y g, como
funcién del pardmetro .
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CAPITULO 1T

ESFERAS RELATIVISTAS CON FLUIDO ANISOTROPO CARGADO Y

CONFORME CON UNA ECUACION DE ESTADO LINEAL

RESUMEN

Se obtienen dos nuevas familias de soluciones compactas para una distribucién
esférica de materia que consiste en un fluido cargado acoplado a la solucion estitica
de Reissner-Nordstrom y con presién nula en la superficie. La region interior admite
un grupo de un pardmetro de movimientos conformes. Primero, para estudiar el
efecto de la anisotropia en las presiones del fluido cargado, ademas de considerar una
ecuacion de estado lineal del fluido, se considera que la presion tangencial es
proporcional a la presion radial, y el factor de proporcionalidad C mide el grado de
anisotropia. Analizamos la distribucién de carga resultante y las caracteristicas de la
familia de soluciones obtenidas. Esta familia de soluciones reproduce la solucién
isétropa conforme de estrellas de quarks para C=1, previamente obtenidas por Mak y
Harko. La segunda familia de soluciones se obtiene asumiendo que la carga en el
interior de la esfera es una funcién conocida de la coordenada radial. Los valores

permitidos de los parametros estén limitados por las condiciones fisicas impuestas.
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Estudiamos el efecto de la anisotropia en objetos compactos y el valor de la
carga que asegura la estabilidad de las soluciones. Estas soluciones pueden modelar

algunos estados de la evolucion de estrellas con materia extrafia tipo quark.

I. INTRODUCCION

Recientes observaciones experimentales de la relacién masa-radio de algunos
objetos compactos y de las rafagas de rayos gamma sugieren la existencia de estrellas
tipo quarks extrafias. La materia quark extrafia, aceptada como el campo de estados
de la materia barionica [1] consiste en quarks desconfinados u, d y s. La posible
existencia de estrellas de quarks fue propuesta por N. Itoh [2]. En ese trabajo el autor
explica que si los bariones consisten en un conjunto de particulas fundamentales, es
posible que tales particulas se encuentren en el interior de estrellas superdensas.
Haensel, et al, [3] determinaron que estrellas masivas de neutrones podrian existir en
forma de estrellas de quarks extrafias para modelos considerados por ellos de material
tipo quarks. Witten [4] propuso que la materia extrafia puede estar formada por una
transicion de fase quark - hadron en el universo primitivo o por la conversion de
estrellas de neutrén en estrellas extrafias a densidades ultra altas. Bodmer [5] propuso
que una transicion de fase entre hadrones y materia quark extrafia puede ocurrir en el
universo, a densidades tan altas como la densidad nuclear, cuando una estrella masiva
explota como una supernova, debido a esto, la materia quark extrafia es susceptible de

existir en los nicleos internos de las estrellas de neutrones o las estrellas de quark
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para formarse después de la explosion [6], [7]. Las estrellas extrafias han sido
ampliamente estudiadas dentro del marco de trabajo del modelo de bolsa MIT [8]. En
este modelo, la ecuacion de estado de la materia quark P=(o-4B)/3 tiene una forma
lineal. La presion constante B de la bolsa, esta relacionada con el radio de equilibrio
de la bolsa.

El estudio de los objetos cargados en el marco de la Relatividad General,
resolviendo las ecuaciones de campo de Maxwell — Einstein, se ha relacionado con
las estrellas de neutrones y la formacion de los agujeros negros [9]-[12]. Estos objetos
pueden estar vinculados con algunos estadios de los colapsos gravitacionales o a un
proceso de acrecién dentro de un objeto compacto donde la materia puede adquirir
una gran cantidad de carga [13]. Este tipo de configuraciones fue propuesto
inicialmente por Bekenstein [14]. Las fuentes para la métrica de Reissner Nordstorm
fueron propuestas en los trabajos pioneros de Cooperstock y De la Cruz [15] ¥
Tikekar [16], ver también el trabajo de Singh, et al, [17]. Algunos criterios para
admitir las soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein -Maxwell han sido
propuestos por Ivanov [18]. Recientemente, nuevas soluciones estiticas han sido
presentadas por Thirukkanes y Maharaj [19]. Los esfuerzos se han encaminado a
establecer un limite de estabilidad absoluta para las esferas cargadas [20], [21], [22],
[23], como el limite del radio de la masa de Buchdahl [24] para esferas sin carga.
Recientemente el estudio de la presencia del campo electromagnético en estrellas
extraiias tipo quarks ha sido otro aspecto relacionado con las ecuaciones de Einstein -

Maxwell, vinculado a varios modelos de estrellas extrafias [25]-[28], particulas de
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quarks extrafias [29], estrellas de protoneutrones hibridos [30] y estrellas quark
desnudas [31], [32]. El estudio de esferas cargadas también ha sido asociado al
modelo de masa electromagnética [33], donde s6lo la masa originada a partir del
campo electromagnético da lugar a una relacion entre los campos gravitacionales y
electromagnéticos [34], [35]. Algunos autores [39]-[43] han estudiado las
implicaciones de la existencia de un grupo de un parametro de movimientos
conformes en el espaciotiempo de Einstein — Maxwell.

Mak y Karko [44] estudiaron las implicaciones fisicas de la existencia de un
grupo de parametro de movimientos conformes en la estructura y propiedades de una
estrella extrafia tipo quark isotropa, descrita por el modelo de bolsa MIT. De igual
forma S. Ray et al, [36]-[38] propusieron un modelo de masa electromagnética
admitiendo un vector conforme de Killing.

Consideramos una distribucion de materia anisétropa cargada y de igual forma
se considera que el espacio admite un grupo de un parametro de movimientos
conformes. Se supone una ecuacion de estado lineal que relaciona la densidad de la
energia con la presion radial de un fluido. Al incrementarse el niimero de variables,
para resolver las ecuaciones de campo se debe proveer de mas informacion al
sistema. Primero, con la finalidad de estudiar el efecto de la anisotropia suponemos
que la presion tangencial es proporcional a la presiéon radial, la constante de
proporcionalidad es el pardmetro C que mide la anisotropia. La distribucién de la
carga dentro de la esfera se obtiene al resolver las ecuaciones de campo. Segundo, de

acuerdo a Ray y Das [36]-[38] proponemos la distribucién de la carga como una
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funcion de la coordenada radial y se obtiene las variables fisicas a partir de las
ecuaciones de campo. Comparamos nuestros resultados con los de las soluciones de
Mak y Harko [44] especificando los parametros de la ecuacion lineal de estado del
modelo de la bolsa MIT. De igual forma, presentamos las caracteristicas de estas
nuevas soluciones y se comparan con otras similares. Finalmente, evaluamos la masa
gravitacional de los modelos obtenidos.

Este capitulo estd organizado como sigue: En la Secciéon Il obtenemos las
ecuaciones de campo en la region interior, la cual admite un grupo de un parametro
de movimientos conformes, ademds se considera que la 6rbita del grupo es ortogonal
a la velocidad de campo del fluido. De igual manera se presentan la métrica exterior y
las condiciones de juntura. En la Seccion III obtenemos la primera familia de
soluciones asumiendo la ecuacion lineal de estado (ELDE) para el fluido anisétropo
cargado y la relacion proporcional entre las presiones. En la Secciéon IV, ademas de la
ELDE y la simetria conforme, la carga dentro de la esfera estd dada como una
funcién de la coordenada radial y se resuelven las ecuaciones de campo. En la

Seccion V establecemos las conclusiones.

II. ECUACIONES DE CAMPO, SIMETRIA CONFORME Y CONDICIONES

DE JUNTURA

Consideremos una distribucion de materia formada por un fluido localmente

anisétropo cargado. El tensor de energia-impulso es de la forma:
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Ty(f) =(p + P )uuy — guyps + @r — XXy (1
donde p, p;,p,., u,, x, son la densidad de energia de la materia, la presion radial en
la direccion de x,, la presion en el espacio bidimensional ortogonal a Xy 5 €l
cuadrivector velocidad del fluido y un vector espacial en la direccién radial ortogonal
a u, respectivamente.

El tensor energia-impulso del campo electromagnético es:

Tlf\’m - %{%g#Vfaﬁfaﬂ - gaﬁfpafvﬁ} (2)

donde el tensor del campo electromagnético £, es dado en los términos de potencial
electromagnético 4, como

fuv = Apy — Avy

las ecuaciones de campo electromagnético de Maxwell son:

1 aG—gr+v)
e e ®

con J*, el cuadrivector corriente se define como J*=c * , donde o es la densidad de

la carga.

el tensor energia-impulso dentro de la esfera se puede escribir como:

To = T3 + TS™ @)
la region interior estitica se describe por una métrica tipo Schwarzschild:

ds? = e”dt? — e*dr? — r2(d6? + sin® 0 dp?) (5)
donde v y A son funciones desconocidas de la coordenada radial r.

consideremos el potencial vector:

Ay, = (AOI 07010)
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entonces ,
Jor = —f10 = Ao
para este caso u = (u%0,0,0), entonces x* = (0, x*,0,0), luego la ecuacion de

campo electromagnético (3) se convierte en

Atv A+v
—{e 2 rzfm] = 4nrie 2z J°
o

y se obtiene:
A+v )
fo=—-Le7 ©)

donde Q(r) se define como:
¥ 4
Q(r) = j 4nt’oez dt
0

la densidad de carga puede ser obtenida a partir de la ecuacion anterior de la forma:

B
gl aE (7D

las componentes no nulas del tensor de energia son

0 fozl —(v+1) 2§ f 021 —(v+4) 2 3 f 021 —(v+4)
Ty=p+g_e } et =8 g =Ty === ¥

las ecuaciones de campo de Einstein son

_eA[L _A) 1 _ .
€ [,-2 T +r2 = Hap Y ™ ®)
T L | 1 2
—e [ +3]+ 5= -8mp, + % )
e—2 o v;Z (V'—l') v Q2
_T[" +T+—T‘—T]=—8“Pr: ()
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Suponemos ahora que el espaciotiempo admite un grupo de un parametro de
movimientos conformes. La derivada de Lie de la métrica es:

LeGue = @Guv (1)

donde ¢, el factor conforme, es una funcién sélo de la coordenada radial, y& esla
orbita del grupo. La métrica g es un mapeo conforme dentro de si misma a lo largo de
§. Considerando que la 6rbita del grupo es ortogonal al cuadrivector velocidad del
campo del fluido, tenemos:

§fu, =0 (12)

Al resolver estas ecuaciones se obtienen los siguientes valores para las funciones

meétricas

e¥ =1t (13)
o= @

e (14)

introduciendo estos valores de las funciones métricas en las ecuaciones de campo de

Einstein-Maxwell (8)-(10), se obtiene:

1 ¢* (1, 20 _ Q?

s-mlErE)=tm+g (82)
1 3 2 QZ

—;+%=81rpr-—r—4 (9a)

®? (1, 29 Q?

Tt =+ % (1)

A partir de (8a) podemos escribir la funcién ¢ de la siguiente manera
2 ez, & (15)

4k? r rz’

donde hemos definido la masa gravitacional interna [44] como
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my _f dmpridr + = f d b Q (16)
la region exterior se describe por la métrica de Reissner Nordstorm

2M | Q2 2M 2y ~1 )
ds? = (1 —7+r—;’) dt? —(1 ——r-+%) dr? —r?(de? + sin?0d¢?)  (17)

donde @y es la carga total y M es la masa total de la esfera. La region interior se

acopla a la region exterior por medio de una hipersuperficie de presion nula de radio

R.

las condiciones de juntura de Darmois-Lichnerowitz se expresan de la forma:

2M | Q3
B S ] (18)
[prlr =0 y[Q(MIr = Qo (19)

III. CASOI: PRESION TANGENCIAL PROPORCIONAL A LA PRESION

RADIAL

Para resolver las ecuaciones de campo de Einstein (8a)-(10a), se considera una
ecuacion lineal de estado (ELDE) barotropica del tipo:
p=np,+b (20)
se tienen cinco funciones desconocidas de la coordenada radial r, @, p , p.. p., v O,
debido a esto necesitamos una ecuacion adicional para cerrar el sistema. A fin de
evaluar el efecto de la anisotropia, se establece que la presion tangencial sea

proporcional a la presion radial de la forma:

pL=Cpy, 21
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donde C esel factor de proporcionalidad.

resolviendo (8a)-(10a), (20) y (21) obtenemos ¢ :

@2 (1+n) 8ab(1+C)r? 2atn)

w2 2040 emen T B St =

seleccionamos 5=0 para evitar densidad infinita en el origen. Para las variables

fisicas obtenidas después de las condiciones de juntura impuestas en las ecuaciones

(18)-(19), se obtiene:

1 re
Pr = Sa(iszn—c)r2 {1 - R_z} (23)
1 2
g= 8m(1+2n-C)r2 {n * F} (24}
2 2
P s [L4n—20-5(1~0)} (25)

la relacion carga-radio total de la esfera puede obtenerse a partir de (25)

s

RZ 2(1+2n-C) (26)
la constante b de la ELDE es una funcién de los parametros n y C y se obtiene a partir

de la condicion P.(r=R)=0:

n+1
- 8m(1+2n—C)R? 27)

el potencial gravitacional para =R se obtiene a partir de (18):

M 1 2Q,°
Rt -

a partir de (28), la carga total puede ser expresada en funcién de M/R

L

Q=0Q() = a[ ' (29)

2

para ajustar los valores de los pardmetros » y C, y tener soluciones fisicamente

56

* [



aceptables, imponemos las condiciones de causalidad a las variables de los fluidos:

d 1
pr:—___]_ n>1
dp n
d c
—&——Sl =6 <n
dp n

de igual forma, la condicion R>R,, se debe cumplir, donde R., es el horizonte

exterior del agujero negro de Reissner-Nordstrom (RN) :

la condicién anterior se puede escribir como:

g R

siguiendo a Bondi [45], exigimos que la traza del tensor (4) sea positiva,

0 =E2P o q (30)
p
y tenemos la siguiente relacion expresion para C.:
C<— (31)
para la masa gravitacional dentro de la esfera obtenemos:
r 1r?
m, = m[l +2(-0) -1 (1- 2C)] (32)

a partir de (7) y (26) la densidad de la carga puede ser obtenida como

- [3(1+n)—(1+C)(%)2]§[1+"“ZC —2(1‘6)(%)2]_

: (33)
8my3 [1+n—2C—(1—C)(%)2]2[1+2n—C]rz
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En las Figuras N° 20 y 21 se muestran los valores del factor ® dentro de la
esfera para diferentes valores de » y para los diferentes valores de C. En la Figura
N° 22 se muestra la relacion M/R como funcién del factor anisétropo C para
diferentes valores del parametro n. En la Figura N° 23, se muestra el cociente Qy/M
como funcién del factor anisétropo para valores diferentes del parametro n. En la

Figura N°24 se muestra A como funcién del factor de anisotropia C para diferentes

valores del parametro n.

IV. CASO II: DISTRIBUCION RADIAL DE CARGA

En este caso se resuelven las ecuaciones de campo de Einstein, con la ecuacion
de estado de la forma (20) y se propone la presencia de una distribucién radial de

carga en la region interior del fluido de la forma:

a
Q) =Qo(5) . (34)
donde Oy es la carga total de de la esfera. Introduciendo este valor Q en las

ecuaciones de campo (8a )-( 10a) y usando (20) se obtiene ¢ como

9* _ n+l  8mbr? _ (n+1)@3 et —(3n+1)
4k2 ~ 3n+1 3(n+1) 3n+2a-1 (.R) T 69

Se toma =0 para evitar densidad infinita en el origen. Evaluando las
condiciones de juntura (18), (19) en la ecuacién (35) y sustituyendo en las ecuaciones

(8a)-(10a), se obtiene:
_ 1 _ I 2 02 (a-2) 2a
Pr= 4m(3n+1)r2 [1 (R) ] 41;4 (3n+2a-1) [( ) ] (36)
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4rr(3n+1)r2 [1 +( ) ] 4314 (3::22) 1) [n R +( ) ] (37)
_ 1
PL= Br(@n + Dr? [n R 2 ] 41rr4(3n + 2a — 1)
x{l@a-D+n@+DI(5) " - @-2(2)} (38)

donde el parametro 4 obtiene imponiendo la condicién (19) :

b= et ) (9)

la masa gravitacional dentro de la esfera es:

1 QZ(a-2) 3, _mr QD( )Za (2n+a)

N [3(3n+1)R2 §R4(3n+2a—1) (3n+1) (3n+2a-1)

(40)

s 1 # . sy .
Para que m, sea cero en el origen, a > 5 A partir de la condicion de juntura

(19), la relacion entre la masa total gravitacional y la carga total es

0 _ (351)

s (1)

donde M/R = 1/3 para obtener valores reales. En el caso de M/R=1/3 tenemos un

fluido neutro.

En este modelo el potencial gravitacional M/R es un pardametro junto con o'y n.
La Figura N° 25 muestra el valor del factor ® como funcién de r/R, para
valores diferentes del parametro a y los valores ajustados de n y M/R, 8 y 1/2.15
respectivamente. En la Figura N° 26, se muestra el comportamiento del factor ©
dentro de la esfera, para @ =1, M/R = 0.465 y distintos valores de n. En la Figura N°

27 se muestra el factor © para distintos valores de M/R y se observa que para valores
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cercanos a 0.5 la condicion de la traza tiende a no satisfacerse. Finalmente, en la
Figura N° 28 se muestra el cociente A dentro de una estrella para diferentes valores

de ny valores de @y M/R de 1.0 y 8 respectivamente.

V. CONCLUSIONES

Hemos obtenido dos familias de soluciones para una distribucion de materia en
el espaciotiempo con simetria esférica y que ademas admite un grupo de un
parametro de movimientos conformes. Se propone una ecuacion de estado lineal
relacionando la densidad de la energia con la presi6n radial del fluido cargado.

En el primer caso estudiado encontramos soluciones que dependen de dos
parametros ajustables n y C. Los valores de estos parametros se restringen a
soluciones fisicamente aceptables. Para asegurar la causalidad, » debe ser mayor a
uno y mayor que el parametro C. Para un fluido luminico, n=C=1 tenemos un fluido
con carga nula e isotropo. Siguiendo a Bondi [45], se requiere que la traza del tensor
de energia sea positiva y que ©<1, como condicién de restriccion del corrimiento al
rojo superficial. Se puede observar que para estas soluciones el potencial
gravitacional M/R siempre es mayor que el valor M/R=1/3, caracteristico del fluido
conforme y con carga nula. En la Figura N°20 se muestran los valores de ® como
funcién de r/R para un valor ajustado del factor anisétropo y diferentes valores de 7.
Se observa que al incrementarse los valores de n decrecen los valores de ® en el

centro de la esfera, favoreciendo incrementos del corrimiento al rojo. A partir de la
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ecuacion (27), del maximo valor de C de la ecuacion (31) y considerando el término

¢?/G=1.35x% 10*g/m el radio de la estrella para este modelo es R = ¢/V12nGh =
9.46 Km, donde b = 4B, y B= 10"* g/cm’ es la constante del modelo de la bolsa [44].
La masa se obtiene a partir de la ecuacion (32): M = 4/9 (¢’/G)R = 5.63 x 10* go
2.81M © . Estos resultados son similares a los obtenidos por Mak y Harko, [44].

Si se toman los valores de n =3 y C=1, se recupera el modelo de estrella tipo
quark isotropa conforme de Mak y Harko [44]. El radio de la esfera conforme

anisotropa en términos de la contante B de la bolsa es:
1

JB(7-0)

Como se puede ver, al incluir la anisotropia se pueden obtener esferas cargadas

R =

aun mas pequefias que en los casos de isotropia (C=1). A partir de (31), para este
valor de n, 0<C<1, la presién radial siempre sera mayor que la presion tangencial.

La Figura N° 21 muestra los valores de ®, como funcién de /R para n=3 y los
valores permitidos del factor de anisotropia. Se puede observar el efecto de la
anisotropia, mientras mayor es la diferencia entre las presiones radial y tangencial,

menores son los valores de Q, favoreciendo mayores corrimientos al rojo. El valor
del corrimiento al rojo, z = (1 — % +%§)‘1/ 2 —1, a partir de (26) y del maximo
valor de C dado por la ecuacion (31), es z = (0.27)'? -1 = 0.897.

La dependencia de M/R en los parametros n y C se pueden ver en la F igura N°

22. Alli , las pequeiias lineas punteadas corresponden al modelo de bolsa MIT. Como

se esperaba, el fluido se hace més anis6tropo en la medida en que es mayor el
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cociente M/R. Cuando el fluido se hace mas anisotropo, el potencial gravitacional se
incrementa. Para un mismo valor de C, un incremento de la carga resulta en un
incremento del potencial gravitacional M/R, resultado que concuerda con el obtenido
por R. Negreiros, et al [47], en el cual el potencial gravitacional se incrementa cuando
se incrementa la carga de la estrella, para modelos de material tipo quark extrafia.
Sin embargo, el valor del potencial gravitacional no llega a 0.5 y la masa est4 limitada
por (31). Las soluciones anisotropas son las mas adecuadas para modelos de estrellas
de quarks debido a que puede reproducir las condiciones fisicas extremas necesarias
para un desconfinamiento dentro de la estrella. En la Figura N° 23 se muestra el
cociente /M menor que uno, condicién requerida para que el espaciotiempo tenga
un comportamiento asintético [46]. A medida de que n y C se incrementan v el
fluido es fuertemente anisétropo, la carga total se aproxima al valor de la masa
gravitacional correspondiente al limite de un agujero negro. En la Figura N° 24 se
muestra los valores de A como funcién de C, para diferentes valores de n. Se puede
observar que A siempre es menor que uno, tal como se requiere para que la solucion
esté fuera del horizonte RN. Para las dos familias de soluciones presentadas, esta
condicién restringe los valores de Qy/a entre (0,1/2), y los valores de M/R para el
intervalo abierto (1/3, 1/2).

Para el segundo caso, se ajusta primero el parametro para el modelo de estrella
tipo quark conforme y anisdtropa. Estableciendo n=3 y 8 ,7/h=4B, tenemos una familia
de soluciones para el modelo de bolsa MIT, dependiendo de los parametros o y de

M/R. Esta familia de soluciones, que admiten simetria conforme, no reproducen ni la
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solucion isotrépica de Mak and Harko [44] ni la solucién para n=3 propuesta
anteriormente; sin embargo, para (Jy=0, se obtiene la solucién para un fluido
conforme y anisétropo. El radio de una estrella quark con anisotropia y simetria

conforme, en funcion de la constante del modelo de bolsa es:

1
o1t G-
VB |5 8+ 2a

Un caso particular corresponde al valor a=2, el radio toma el valor R=1/(58)"”,
independientemente del potencial gravitacional de la esfera (lo mismo ocurre para los
valores de n). Para otros posibles valores del parametro « , el radio de la esfera
ademas de la dependencia de la constante del modelo de la bolsa, también dependeré
del potencial gravitacional superficial. Para a=1, se obtiene una dependencia radial

similar para Q(r) como el obtenido en el primer caso estudiado; los valores del radio

se restringen por los valores admitidos de M/R en el intervalo (% ’Si, é ). Para esta

familia de soluciones se satisface la condicion de energia fuerte dentro de la esfera, y
todos los valores de los pardmetros @ y n corresponden a soluciones fisicas
aceptables.

Es importante notar que si la condicion A<l se exige para esta familia de
soluciones, entonces a debe tomar los valores mayores o iguales a 1.

En la Figura N° 25 se muestra que para #=8 la condicién ©<1 se obtiene dentro
de la esfera para valores de a cercanos a uno y un valor grande de M/R, el cual es

0.465 en este caso. En la Figura N° 26, para el mismo valor de M/R, se muestra el
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comportamiento de ® dentro de la esfera, para el valor de a=1, y para diferentes
valores de n. Se muestra que la condicion ®<1 tiende a no satisfacerse a
incrementarse el parametro n. Los valores de M/R que satisfacen la condicion ©<I se
ilustra en la Figura N° 27. En la Figura N° 28 se muestra la condicién de A<l con un
potencial gravitacional en la superficie M/R=0.454, un valor de a=1 y diferentes
valores del parametro n, el caso correspondiente a la ecuacion de estado del modelo
de la bolsa MIT, »=3, corresponde a la linea sélida delgada. Vemos que esta familia
de soluciones cumple las condiciones fisicas requeridas.

Hemos obtenido dos nuevas familias de soluciones para esfera de fluido
anisotropo cargados, admitiendo también un grupo de un pardmetro de movimientos
conformes.. La primera familia de soluciones, contiene la solucion Mak y Harko [44]
cuando el caso isotrdpico se recupera estableciendo el factor anisétropo C=1. Estas
soluciones, a pesar de que la presion y la densidad de la energia divergen en el origen,
tienen carga y masa finita. El maximo potencial gravitacional admitido para la
solucion es M/R=1/2, ademas el valor para la carga total es menor a 1/2, y para este
valor podemos tener una condicion extrema M=(, para tener un agujero negro RN.
Estas soluciones que proponemos aqui pueden ser dtiles para el modelo de estrellas
de quark o estrellas extrafias u otros objetos astrofisicos compactos que contengan
peliculas delgadas [20]. Para futuras investigaciones, la singularidad en el origen se
puede evitar, tal como lo expresa Herrera er al, [37], acoplando una solucién regular

a esta solucién para un radio r<R.
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Figura 20. El cociente (Pr+2Pt)/p como funcion de r/R para diferentes valores de n y un valor
ajustado de C=0.25.
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Figura N° 21. El cociente (Pr+2Pt)/p como funcidn de r/R para diferentes valores del factor C
anisétropo y un valor ajustado de n=3 .
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Figura N° 22. El potencial gravitacional M/R como funcién del factor anisétropo C para diferentes
valores del parametro n.

Figura N® 23. El cociente /M como funcién del factor anisétropo para diferentes valores del
parametro n.
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Figura N° 26. © como funcién de /R, para a=1 y M/R=0.465, para diferentes valores del parametro n.

Figura N° 27. © como funcién de /R, para un valor ajustado del parametro a'y n, a=1 y n=8, para
diferentes valores de M/R. La linea s6lida delgada corresponde a M/R=0.465, la punteada corresponde
a M/R=0.435y la linea delgada sélida corresponde a M/R=0.408
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Figura 28. A como funcion de r/R para diferentes valores del pardmetro n y valores ajustados del
potencial gravitacional en la superficie, M/R=0.454 y el pardmetro o=1. La linea s6lida delgada
corresponde a n=9, la punteada corresponde a n=6, y la linea delgada sélida a n=3
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CAPITULO 111

SOLUCIONES ESTATICAS DE FLUIDO ANISOTROPO CON MATERIA

CARGADA Y ACOTADA.

RESUMEN

En este capitulo se estudia el efecto de la presencia de cargas en un fluido
anisotropo en las presiones, formado por materia tipo quark-extrafia, gobernada por el
modelo de bolsa del MIT que posee simetria esférica y conforme y esta rodeada por
una pelicula de presion no nula. Se consideran los siguientes casos: (a) nicleo
cargado y pelicula cargada; (b) nicleo cargado y pelicula con carga igual a la del
nucleo, de manera que la carga total, vista en la regién exterior sea nula y (c) nicleo
sin carga y pelicula cargada. Encontramos que la presion tangencial se modifica ante
cambios radiales de carga en el nicleo, sin embargo la presién radial no cambia
significativamente y se mantiene negativa a lo largo del radio de la esfera. El hecho
de obtener presion negativa se debe probablemente a la naturaleza de las cargas. Si la
carga se encuentra solamente en la pelicula, las variables fisicas no se modifican,
probablemente por la ausencia de campos eléctricos en el nicleo.

PALABRAS CLAVES: Presién anistropa, simetria conforme, materia quark.
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I. INTRODUCCION

El efecto del las cargas y campos eléctricos sobre el potencial gravitacional de
las estrellas ha sido estudiado por gran cantidad de autores. Rosseland [1] estudi6 la
posibilidad de que las estrellas cargadas autogravitantes que se modelan como una
bola ionizada de gas poseen carga neta. En estos objetos, los electrones tenderian a
alcanzar la superficie por efecto de la diferencia entre la presion parcial de los
electrones comparado con la de los iones. En el caso de las estrellas conformadas por
materia tipo quark-extrafia, la presencia de electrones juega un papel importante en la
formacién de dipolos eléctricos en la superficie de tales estrellas cuyos campos
eléctricos estan por el orden de 10" V/em [2]-[3]. La existencia de estrellas de
quark en equilibrio hidrostitico fue en principio sugerido por Itoh [4]. El estudio de
estrellas extrafias conformadas por materia tipo quark, estimulé mucho el interés en
décadas recientes a partir del hecho de que podria representar el estado
energéticamente mds favorable de la materia baridnica. Materia conformada por
quarks y pequefias cargas pueden utilizarse como modelos para explicar el colapso
nuclear de estrellas [5]. Se espera que estrellas extrafias se formen a partir del colapso
del nicleo de una estrella masiva luego de la explosion de una supernova. En
regiones de baja temperatura y densidad suficientemente alta, los hadrones son

comprimidos contra la materia quark en nicleos densos de estrellas de neutrones.
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Consecuentemente los nicleos de estrellas de neutrones proveen el ambiente
apropiado para convertir materia ordinaria en materia tipo quark extrafia. Otra
posibilidad es que el incremento de la densidad de una estrella pueda acrecentar la
masa lo suficiente como para a partir de alli generar una transicion de fase a una
estrella extrafia. La materia tipo quark es descrita usando el modelo fenomenolégico
de la bolsa del MIT, [6] para la cual la ecuacion de estado de la materia extrafia tiene

una forma lineal dada por:

p =aP +po (1)

donde p es la densidad de energia, P la presién radial, @ un parametro de
proporcionalidad y p, una constante. Es nuestro interés estudiar el comportamiento
de estrellas extrafias tipo quark descrito por el modelo de bolsa del MIT [7] y que
ademas de poseer simetria conforme, tanto el nicleo como la pelicula que la envuelve
pueden poseer cargas eléctricas no sélo en el nicleo sino en la pelicula.

La simetria conforme ha sido de particular interés en los estudios de soluciones
de fluidos estaticos y con simetria esférica, debido a que representa una forma mas
realista para el modelado de los parametros fisicos. Carr, ef al [8] introdujeron el uso
de soluciones autosimilares de las ecuaciones de campo de Einstein y estas soluciones
pueden describir agujeros negros de cuya expansién de su horizonte de eventos
ocurre a una tasa comparable a la del horizonte particular del universo. Ellos

mostraron que no hay soluciones autosimilares las cuales contengan un agujero negro
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acoplado al modelo tipo Friedmann para un agujero negro formado por procesos

causales [9]. Carr extendid estos resultados para un fluido perfecto con una ecuacion
de estado, p = (}« - 1),u para 1<y <2. Lin, et al [10] estudiaron soluciones para un

fluido con ecuacion de estado “dura” y establecié que podrian existir similitudes
cosmologicas. Bicknell y Henriksen discutieron la posibilidad de crecimientos
similares de agujeros negros primarios en un Universo temprano [11]. Herrera er.
al [12] estudiaron las consecuencias de la existencia de un grupo de un parametro de
movimientos conformes para materia anisétropa. Ellos demostraron como la ecuacion
de estado “dura” esta relacionada a su autosimilaridad. Carr ef al. [13] estudiaron las
soluciones similares asociadas con el comportamiento critico observado en los
colapsos gravitacionales de fluidos esféricamente simétricos. Bohmer et al. [14]
encontraron recientemente soluciones conformes y simétricas de agujeros de gusano
transversales. Recientemente H. Maeda y T. Harada [15] estudiaron soluciones
similares con energia oscura y probaron de forma rigurosa la inexistencia de agujeros
negros cosmolégicamente similares para fluidos con ecuacién de estado “dura” vy
campos escalares en el espaciotiempo [16].

Las esferas relativistas cargadas han sido estudiadas por diversos autores.
Varela [17] describe un niicleo de fluido perfecto rodeado por una carga. Aninos [18]
investigd las propiedades de tales esferas desde un punto de vista clasico. En
particular estudid la estabilidad para las pulsaciones radiales y analisis de la energia y
encontré que, contrario a la intuicion newtoniana, en general la presencia de cargas

no tiende a estabilizar la densidad de la energia interior del fluido. Eiroa, ef al [19]
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estudiaron la estabilidad de agujeros de gusanos cargados y con pelicula delgada en
su superficie a través de perturbaciones radiales linealizadas. Ellos dividieron la
estabilidad en cinco regiones, tomando en cuenta la relacion Q/M. Encontraron que la
presencia de cargas incrementa significativamente la posibilidad de obtener agujeros
de gusanos estables en el espaciotiempo. Negreiros, ef al [20] postularon que para que
las estrellas tipo quark-extrafia posean equilibrio quimico, se requiere que posean
electrones en su interior. Ellos estudiaron estrellas cargadas compactas tipo quarks y
mostraron que la masa y el radio se incrementan en un 15% y 5% respectivamente
cuando la densidad de energia asociada al campo eléctrico es del mismo orden de
magnitud que la densidad de energia asociada a la materia extrafia existente dentro
del fluido. Tales resultados podrian explicar el comportamiento masivo de estos
objetos.

Este trabajo est4 organizado de la siguiente manera: En la seccion Il se escriben
las ecuaciones de campo y condiciones de juntura. En la seccion III se muestran los
resultados y en la seccion [V se presentan las conclusiones.

En este trabajo se propone un modelo de estrella tipo quark-extrafia, que
consiste en una distribucién de materia conformada por un fluido estitico, que
puede estar cargado, y que presenta anisotropia en las presiones, rodeado de una
pelicula delgada de materia que puede contener carga, a través de la cual se acopla
con el espacio exterior descrito por la métrica de Reissner-Nordstrom. Se considerara
que las presiones radiales o tangenciales y la densidad de energia estan relacionadas

por medio de una ecuacion de estado del tipo modelo de la bolsa de MIT (1). El
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i movimientos conformes, es decir

Lfgpv = Wg,uv

fluido, ademas de la simetria esférica, admite un grupo de un pardmetro de

2)

donde L es la derivada de Lie del tensor métrico en la direccion de &' y el factor

. conforme, una funcion arbitraria de la coordenada radial. Su longitud se incrementa

® en el mismo rango a lo largo de la 6rbita del campo vectorial &' y se corresponde a

~ la nocién de similaridad que se encuentra en hidrodinamica [21]

_ Consideramos el fluido con presion anisétropa P, de manera que las

- condiciones de energia son [7],[22]:

= Condiciones de energia débil:

y Ban 3)

-

- P+ PJ. >0 (5)
Condiciones de energia fuerte se obtienen por (4) —(5) y

- p+P+2P 20 (6)

- Condiciones de energia dominante se obtienen por (3) —(5) y

-

o)

2
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II. ECUACIONES DE CAMPO Y SOLUCIONES ESTATICAS

Consideramos una hipersuperficie esférica £ que separa al fluido en una region
interior y otra exterior en el espaciotiempo. La region interior, una esfera con radio R

2

ademas de la simetria esférica, admite un grupo de un parametro de movimientos

conformes.

El elemento de linea para una métrica esféricamente simétrica que describe la
region interior se escribe de la forma:
ds? = evdt? — e*dr? — r?(d6? + sin2 0 d¢?) 9)
y para la distribucion de la materia considerada en esta regién, el tensor de energia

impulso es de la forma trabajada en el capitulo anterior:

T®ap= (p+ P1)UaUp— Prgas+ (Pr— P1) XaXp (10)

11
TS = gz g G e = 8% fuafi)
donde p, py,py, Uy, X, son la densidad de energia de la materia, la presion radial en
la direccién de x,, la presion en el espacio bidimensional ortogonal a X s ©
cuadrivector velocidad del fluido y un vector espacial en la direccion radial ortogonal
a u, respectivamente. El tensor del campo electromagnético f,, es dado en los
términos de potencial electromagnético 4, como

fpw = A.u;v G Av;u

el espaciotiempo en la hipersuperficie es descrito por la métrica:
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donde d(? =d@> + sin® Gdg* .

La region exterior es descrita por la métrica de Reissner-Nordstrom:

M Q? 2\
T e o (e R (12

r r r 7 d

donde Q es la carga total del fluido. Se puede observar que si =0 obtenemos la

métrica de Schwarzschild.
La ecuacion para la superficie en la region interna toma la siguiente forma:
¢=r-R;=0 (13)

Entonces la métrica inducida en superficie, desde el interior es

ds,’

r=Ry

2
:[Az(,) —Bz(,)(%] ]d12 ~r*(d6” +sin” Gdg) (14)

La ecuacién para la superficie expresada en las coordenadas de la region

exterior es:
®=F-R, =0 (15)

y la métrica inducida en la hipersuperficie desde el exterior es:

2 2
&l =ttt l (L‘-F—] dT? —7*(d6* +sin’ 6dg)
7=k F P ( 2M Qz] ar
roor ™
(16)
de (15) se obtiene :
r;=R;=r; =R (17)
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de (11) y (14) se obtiene:

2 2 dt ; 1
AdP=d* = (_] L (18)
dr A

y de (11) y (16) obtenemos:

dry 1
(EJ T 2 O (19)
il
R R’

Los vectores normales para la hipersuperficie £ son:

-_ 1
n, = Bé, 20)

Las componentes no nulas de la correspondiente curvatura extrinseca, definidas por

2 _a Aoy
8 =_"“{azf";§f +T2 2}2;} @1)

son, en la region interior:

ko, =k, sin’ § 22)

2
ds? = {(1 -2_M_+_Qz_]}dt2 —r2dQ? (23)
r r
de (11) y (23) tenemos:
2 2
BTN APIPRINE) N -
r r dr 2M QO
l——+—2
ry ry
r’ =R(t) (25)
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El vector normal a la superficie es:

2
ry ry

5 =(1_%+Q_ZJ "5 (26)

Las componentes no nulas de la correspondiente curvatura extrinseca definidos

en (21), son, en la region exterior:

2 \2
R i e M S k=7 1—3ﬁ1+g- s k. =kg,sen’@
- 2 £ T il (27)
( 2M QJJZ z z
2
Fy I—‘—'f“—z
Ts s
el tensor de energia de I es:
Se=(p+ohu,-pd; (28)

donde o es la densidad de la superficie de energia asociada con la trayectoria u“

las componentes no nulas de (26) son:

B = St =8 =—p (29)

Aplicando el formalismo de Israel para peliculas delgadas se tiene:

ks = [ig] - 5/ [id] 60)
A partir de (30) las ecuaciones para la densidad de energia o, y la presion en la

superficie, son:

8nSy = [kZ] + [k3] 31)
8mS; = [kg] + [k3] (32)
se obtiene:
1
E =—Fk22 (33)
82




1 1 2M Q') 1
T B [ R B (s Y ) (P 34
: Rz[” R ( R RZJ B .
|
8P =y _F?n =¥ +470 (35)

al sustituir (34) en (35), se obtiene:

M a4 (36)

8ngp=—4no + -—

T 4B
R -2M ,2°)
R

Se propone una ecuacion lineal de estado para la presion superficial de la

forma:
P =00

Las ecuaciones de campo, escritas en funcion de e” y e?, son:

—eA[L_A), 1 _ 'l
i - +r2—81rp+ o (37)
i . 1 i _ Q?
—e [z G 1 = + == —8np, + =y (38)
e[ ,, vV, (-2) 1 _ Q?
e i +?+T—T]-—8"Pl‘:r ()

(Las primas indican diferenciacion respecto a r )

La ecuacion (2) puede ser reescrita de manera explicita:
Bunas TEGEaTEl, V80
Debido a la simetria esférica y a la independencia del tensor métrico del

tiempo, la forma mas general de £ es:
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&t =Ax" (40)

donde A es una funcion arbitraria de r.

Las funciones e” y e * se restringen por la condicién (2), la cual
implica:
&% =i (41)
%
ei= L (42)
A=y (43)

donde C; y C son dos constantes arbitrarias.

introduciendo las ecuaciones (41) - (43) en (37) - (39), obtenemos:

1 w1 2v) Q?

1+ )oem+l e
L i 45

“E e T g (45)

¥ l_*_z_“". =8 +Q_2 (46)

4k2 (r? wr ) HEL T

Se puede encontrar una funcién y,) que satisface la ecuacion de estado del

modelo de bolsa MIT, considerando una distribucion de carga Q;: [23]

r n
Q:’ = Qﬂ [E) (47)

donde Q; es la carga en el interior de la esfera en funcién de la coordenada radial,
Qo es la carga total dentro de la esfera conforme, y » un pardmetro ajustable.
Al sustituir ( 1) en (44) y (46), se obtiene:
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2

2 2(n-1)
wzz I+a  8ap, B s O (@+1)r “8)
4C* 3a+l 3(+a) ' R™ 3a+2n-1

donde & es una constante arbitraria. A partir de (36 ) y (42), tenemos:

2

Q 2
4( 25/ S (¥ VAT /AN

1-2M1 4 Q/](Zw-H)

(49)

y apartir de (48) y (49) tenemos:

_Gla+l) R [IHZ]R" 87 paes R"“’] % /R’ w
3a+2n- 1 3a+1 Al+a) Q’
[ ZW /R,}z.«ou

(2@+]J[ _2my 0 /) (50)

IL. RESULTADOS

Se consideraran los siguientes casos:
. Fluido con carga interna Q;= Qy(r/R)" y carga total Q
. Fluido con carga interna Q; = Qy(r/R)" y carga total nula.
« Fluido con carga interna nula y carga total 0
Caso I : Q= Qu(r/R)" y carga total Q: En este modelo se considera que el nucleo

de la estrella posee una distribucion de carga de la forma (47) y la carga total es Q.
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Sustituyendo las condiciones de juntura y de frontera, ecuaciones (48)-(50) en las

ecuaciones de campo (44)-(46) se obtiene:

sfrpo+rL2( Za] 36 Qo(/R [(a+1)(2n—1)~'

8mp =
o l+a 3a +1 3(':”!) 3a+2n—1 i (51)

2 r = -
871:})2_872,00 +_lz_( 2a J+ 35 +Qu(4€)z [1_ a+1)
r r

l+a 3a+1) r¥e*) 3a +2n—1] 52)

SEPL:_&errL(lm] 38a Qo(/R [(a+1)(2n—1)_1}

l+a F'z 3a+1 3{a+l) 4 3a+2n-1 (53)

Sustituyendo (50) en (51)-(53) y tomando P =M’P; P, =M’P,, p=M’p.
S=M?§

se obtiene:

87p = ?’i”; ((/")): ( e ] 3a§’+(Q0/R)2(M/R)2[%)ZH[%—l]

(54)

e ) waroan () 2]

(35)

8P, = f’:"; ((/4)22 (;“) 3as" —(QOIR)Z(M/R)Z(%TH[%%;[L)—I]

(36)
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o) wise e (LS 0 -

2

+§ (1 ZA;ﬁQ//)(Zm+I) +1 (‘?z};")( 2/ /] (57)

En las Figuras N° 29-32 se muestran los perfiles de presién radial, presion
tangencial y la densidad de energia. Se observa que la presion tangencial disminuye
al incrementarse la carga total, pero la presion radial y la densidad de energia no
sufren mayores cambios. Es plausible considerar, sin llegar al caso extremo de la
repulsion de Coulomb, que este comportamiento de la presion en la direccion radial
obedece al hecho de que las contribuciones de fuerza y presion producidas por la
aparicion de mas particulas cargadas ayuden a “sostener” la nueva contribucion
gravitatoria asociada a tales particulas, de forma similar a los resultados obtenidos por
Ray, et al.[24]. Sin embargo, para el caso tangencial, las fuerzas originadas por los
campos electrostiticos originan presiones que tienden a modificar a la presion
tangencial, en un escenario en donde no hay balance entre la fuerza de Coulomb y las

fuerzas gravitacionales.
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Figura N° 29. Densidad (curva sélida), presion radial(curva delgada) y presién tangencial (curva
punteada) como funcién de r/R para M/R=1/2.5,n=0.5, @=0.3, p, = 0.00001, a =-1.1,

Q,=02,0=-0.6

Figura N° 30. Densidad (curva sélida), presion radial(curva delgada) y presion tangencial (curva
: punteada) como funcién de »/R para M/R = 1/2.5,n=0.6, @=0.3, p, = 0.00001, o =—1.1,

| 0, =02,0=-08
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Figura N° 31. Densidad (curva sélida), presion radial(curva delgada) y presion tangencial (curva
punteada) como una funcién de /R para M/R=1/25,n=0.6, ®=03, p, =0.00001, a = 1.1,

0,=02,0=0.16

Figura N° 32. Densidad (curva sélida), presion radial(curva delgada) y presion tangencial (curva
punteada) como una funcién de /R para M/R=1/2.5,n=0.6, @=10.3, p, = 0.00001, @ = 1.1

0,=04,0=-06

)
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Caso II: Q;= Qy(r/R)" y carga total nula: En este modelo se impone que la pelicula
posee carga igual a la del nicleo y de naturaleza opuesta, de modo que la carga total

es 0=0 y Qpeticuta = -Q; . Evaluando estas condiciones en (49)-(50) y tomando

8=M?§ se obtiene:

I A T e e e

(58)
I i M ety d
B’ ZEI(J_‘?%IX{,?@H)”} ( (@) ) (1_2%)=4i167|,_a

Como el nicleo de la estrella posee una distribucion de carga de la forma (47),

(59)

las expresiones de la presion radial, densidad de energia y presion tangencial poseen

la forma (54)-(56):

o 2 (] T

7 L (NI

827 — 879, (/R)Z[Ha) 3a6'—(QD/R)Z(M/R)z[%TH[ME—_—Q—i]

l+a (/)z 3a+1 3a+2n—1

En las Figuras N° 33-35 se muestran las variaciones de la presion radial, la

presion tangencial y la densidad de energia en funcion de /R para distintos valores

del parametro n que modifica la carga interior de la esfera e imponiendo la carga total
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nula (0=0). Se observa que la presencia de cargas en la pelicula, afecta aun mas a la
presion tangencial, comparado con el modelo anterior, pero la presion radial y la
densidad de energia no presentan mayores cambios frente a contribuciones de carga.
Al incrementarse la carga en la pelicula, existira entonces, ademas de la superficie de
material baridnico que caracteriza las estrellas de quarks, una superficie de densidad
de energia eléctrica, cuya contribucion adicional de presion puede afectar de manera

importante a la presion tangencial.

Figura N° 33. Densidad (curva sélida), presion radial (curva delgada) y presion tangencial (curva
punteada) como una funcién de 7/R para M/R = 1/2.5, i=0.5, @ =03, p, =0.00001, a=—-1.1,

0, =02
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Figura N° 34. Densidad (curva solida), presion radial(curva delgada) y presion tangencial (curva
punteada) como una funcién de /R para M/R=1/2.5, n=0.8, @= 0.3, pp=0.00001, . = —1.1,
0, =02

punteada) como una funcién de r/R para M/R=1/2.5, n=1.5, ®=0.3, p, = 0.00001, a =-1.1,

|
! Figura N° 35. Densidad (curva sélida), presion radial(curva delgada) y presién tangencial (curva
‘ 0,=02.
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Caso III: Q;=0 y carga total Q: En este caso, se considera la presencia de cargas

solo en la pelicula de la estrella. Imponiendo Q; = 0 en (50) y tomando & = M?5 , se

obtiene:

(60)

2

+a 8 (rV M +2/ 2
b ) ) | (%

y el

factor conforme que satisface las condiciones de juntura queda de la forma (48).
Evaluando (48) y (60) en las ecuaciones de campo (44)-(46) y tomando P = M’P:

=M’p, obtenemos:

I+a (/)’ 3a+1 a &1
(
(

(62)

87d—,L=8xﬁa (/R)z[na) a6

Ja+1

I+« ( ;f
/R (63)

En las Figuras N° 36-38 se muestra el comportamiento de la presion radial, la
presion tangencial y la densidad de energia en funcién de /4 para distintos valores de
la carga total. Se puede observar que para este caso (carga sélo en la pelicula), la
presion tangencial es practicamente nula. También se observa que la ausencia de

cargas en el nicleo hace que la presion radial, tangencial y la densidad de energia
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practicamente no cambien, aunque se modifique la carga de la pelicula. Esto pudiera
sugerir que solo las distribuciones de carga en el interior afectan la estructura estelar,
tal como lo sefiala Negreiros, ef al [23], donde muestran que las distribuciones de
carga tienen un impacto en la estructura de las estrellas tipo quarks, afectando la
presion e incrementando la masa, en particular si se trata de objetos con materia tipo
quark-regular que poseen carga neta positiva en la region interior y en la frontera, v

carga negativa en la region exterior de la estrella.

Figura N°36. Densidad (curva sé6lida), presion radial(curva delgada) y presién tangencial (curva
punteada) como una funcién de /R para M/R=1/25, ®=03, p, =0.00001, a =-1.1,

0=03
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Figura N° 37 Densidad (curva sélida), presion radial(curva delgada) y presion tangencial (curva
punteada) como una funcién de /R para M/R=1/25, ®=03, p, =0.00001, o =-1.1,

0=0.1

0.6
0.4}
0.2
T e N a ————
0.2 4 0.6 0.8
0.2
-0.4 t

Figura N° 38. Densidad (curva s6lida), presion radial(curva delgada) y presion tangencial (curva
punteada) como una funci6n de /R para M/R=1/25, @=03, p, = 0.00001, a =-1.1,

0=02
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IV. CONCLUSIONES

Hemos obtenido una serie de soluciones de las ecuaciones de campo de
Einstein para un fluido anisétropo que posee una pelicula en su superficie, cargada y
sin carga, en un fluido, que ademas de la simetria esférica también admite un grupo
de un pardmetro de movimientos conformes. Encontramos para todos los casos que el
fluido tiene una presion radial negativa y este factor podria indicar la posibilidad de
inestabilidad del fluido.

Es importante resaltar que todas las condiciones de la energia se satisfacen, por
lo que no hay presencia de energia oscura en nuestro modelo tipo quark del MIT. El
modelo propuesto constituye una nueva familia de soluciones analiticas para una

estrella quark con materia cargada cuyo perfil de densidad de energia p es positiva

en el interior y tiende a ser muy pequeifia en el centro del fluido. La presencia de
particulas cargadas adicionales no originan mayores cambios en la presién radial ni
en la densidad de energia en el nicleo de la esfera; la contribucién radial de presion
que supone la presencia de estas cargas afecta a la presion tangencial, probablemente
por el aumento en las interacciones que supone la presencia de tales cargas. Con la
inclusion del modelo de bolsa MIT y fluidos que admiten un grupo de un parametro
de movimientos conformes con carga y presiones anis6tropas, se abre la posibilidad
de construir modelos analiticos que representen las condiciones mas realistas de la
estructura de objetos compactos y explicar la relacién entre la anisotropia presente en

los modelos propuestos con la presencia de cargas.
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CONCLUSIONES GENERALES

En este trabajo se han propuesto nuevas familias de soluciones de esferas
anisotropas en el marco de la Relatividad General, que poseen simetria esférica y
admiten un grupo de un parametro de movimientos conformes.

En el Capitulo I hemos obtenido soluciones considerando tres ecuaciones de
estado, incluyendo la ecuacion para la energia oscura y se estudiaron las soluciones
para los tres casos. Estas nuevas soluciones dependen de dos parametros ajustables
ay @ que relacionan las presiones con la densidad de energia, tanto en el nucleo
como en la pelicula superficial y el factor conforme adquiere una estructura funcional
que depende de uno de los parametros. En los modelos con peliculas de presion no
nula el potencial gravitacional y por consiguiente, el corrimiento al rojo, se
incrementan en regiones cercanas a la superficie, y este incremento es aun mayor al
incrementarse la presion radial. Sin embargo, para valores mayores del
parametro @, las relaciones presion radial/densidad y presion tangencial/densidad
disminuyen en /R =0.5. Ajustando los parametros e imponiendo las condiciones de
energia débil, fuerte y dominante, se determiné que la relacion M/R debe ser mayor a
1/3 para asegurar densidad positiva en la superficie. Adicionalmente se encontré que
para @=0.05 se viola la condicion de energia fuerte en regiones cercanas a la
superficie modelada por la ecuacién de estado Pr = -ap, pudiendo aparecer un
escenario de energia oscura. Para valores de M/R mayores a 1/3 encontramos objetos

compactos, tipo materia de neutrones, que pudieran luego expandirse, siguiendo el
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comportamiento usual de una supernova, pero con presencia de energia oscura o
fantasma. La existencia de una pelicula delgada incrementa el potencial gravitacional
y por consiguiente incrementa el corrimiento al rojo. Para el caso de peliculas con
presiones superficiales no nulas, aparecen regiones de energia oscura en la superficie
del fluido. Estos modelos permiten obtener modelos muy compactos sin que se violen
las condiciones de energia, para determinado intervalos de los parametros ajustables.
En el Capitulo II se obtuvieron dos nuevas familias de soluciones,
considerando, al igual que en el capitulo anterior, que el fluido posee simetria esférica
y admite un grupo de un parametro de movimientos conformes. El fluido
considerado posee carga, y presion nula en la superficie, realizando el acoplamiento
con la métrica exterior de Reissner-Nordstrom. Para el primer caso, donde se
considera la presion radial proporcional a la presion tangencial se puede observar el
incremento del potencial gravitacional al aumentar el parametro n. Esto pudiera
significar que un aumento de la densidad en el modelo de la bolsa implica un
incremento de interacciones fuertes, originando asi un incremento del potencial
gravitacional. Para el caso extremo de la masa igual a la carga, originando un agujero
negro de RN, el maximo valor del potencial gravitacional es 'z y la relacion O/R tiene
que ser menor a 2. Estos modelos pueden ser ttiles para estudiar otros objetos
compactos o0 fluidos con materia tipo quark. Para el segundo caso se observa como la
presencia de una distribucion de cargas afecta la estructura del fluido, modificando el
valor del potencial gravitacional e incrementando de esta forma el corrimiento al rojo.

En el Capitulo III, se obtienen nuevos modelos que admiten un grupo de un
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parametro de movimientos conformes y simetria esférica, y ademas posee una
pelicula de materia, y se estudiaron los siguientes casos: I) nucleo con carga interna
Qi y la estrella con carga total Q; II) nucleo con carga interna Q; y estrella con carga
total nula y III) nicleo con carga nula y estrella con carga total Q. Para las tres
configuraciones se considera un fluido tipo quark gobernado por una ecuacién
barotropica para fluidos tipo quark del modelo MIT. En todos los casos se
obtuvieron presiones radiales negativas, con un fuerte incremento en su valor en las
capas interiores. Se observo la influencia que tiene la presencia de carga en el fluido
en los valores de las presiones tangenciales, sin embargo no parece afectar la presion
radial ni a la densidad de energia en ninguno de los casos. Estos cambios de presion
tangencial podrian ser el resultado de la aparicion de campos eléctricos en el nicleo vy
por la contribucion adicional de campos eléctricos originados por las cargas presentes
en la pelicula.

Debido a que los parametros fisicos observables o detectables de los fluidos
estelares, tales como la luminosidad estelar, el color del astro o la masa estelar
dependen de parametros no observables como la presion y la densidad, se hace
imprescindible que estos ultimos se estudien bajo condiciones fisicas cada vez mas
realistas. Durante mucho tiempo se ha modelado el material estelar como un fluido
perfecto, de modo que se puede obtener informacion astrofisica a partir de perfiles de
densidad y presion radial. Sin embargo, para el caso de estrellas con muy altas
densidades, es necesario considerar la presencia de cargas y presiones anisotropas

para producir modelos aun mas realistas. Para objetos muy compactos, cuyo fluido
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pasa a un estado degenerado, se puede modelar considerando al fluido como material
tipo quark. En los modelos que se han propuesto en este trabajo se consideran estas
variables fisicas, de modo que las soluciones permitan obtener informacion astrofisica
relevante y mas realista, tales como la posibilidad de colapso de estrellas muy
masivas con elevadas distribuciones de carga, la influencia de los campos eléctricos
sobre las fuerzas gravitacionales de objetos ultra-densos y degenerados o la
conduccion de calor en las enanas blancas debido a la movilidad de los electrones en
el material tipo quark. Todos los modelos obtenidos son propuestas para el avance en
las investigaciones en el estudio descriptivo de fluidos estelares, de modo que

constituya un aporte para la astrofisica relativista y la ciencia en general.
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