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INTRODUCCION

Resolver problemas viene a ser una de las dificultades con las que tienen que
enfrentarse los estudiantes de las distintas ramas del saber, debido fundamentaimente a que
se combinan varios procesos. Por una parte, requiere de concepios bien formados del drea en
el que se dan los problemas y en segundo lugar, se necesita madurez mental para procesar los
textos contenidos en el planteamiento del problema, con los conceptos de la ciencia a los que
se refiere el problema. Podriamos enumerar otra serie de factores, perc consideramos gue

estos dos son los mas basices.

A lo largo de mis afos de docencia en el area del Calculo Diferencial se han intentado
varias estrategias para iograr que ios estudianies obtengan mayor éxito a ia hora de resoiver
probiemas de aplicacién. En esie trabajo propongo una serie de problemas resueltos v otros
propuestos. No me he limitado al simple enunciado de los mismos con una indicacion de la
respuesta a la que se debe iiegar. En Ia primera parte se exponen un conjunto de ejercicios de
aplicacion de la derivada, a saber: problemas de recias tangentes. optimizacion v variables
refacionadas. En la segunda parte se propone una bateria de problemas con los mismos temas
para ser desarrollados por el estudiante.

La metodologia utilizada consiste en una introduccién en la que se sefialan los
procesos que se propone seguir para atacar ios probiemas de cada parie; a continuacion se
desarrolian varios problemas siguiendo los mismos pasos, es decir:

Un gréfico ilustrativo del problema, a continuacion se sefala la funcién o funciones que
entran a formar parte del desarroiio dei probiema y con ayuda dei “sofware” identificado como
“SCIENTIFIC NOTEBOOK" se grafican las mismas funciones para que se pueda visualizar la
posible solucién por las caracteristicas de fa curva involucrada. Se analiza dicha grafica y se
resuelve numéricamente el problema, para concluir con una comprobacion de la respuesta.

En los ejercicios propuestos ademas de indicar la respuesta se muestra la funcion o
reiacion que debe utiiizarse, asi como su grafica, acompafada de ia reiacién derivada a ia que
se debe liegar.

m
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He comprobado, por medio de los resultados obtenidos en las evaluaciones de mis
estudiantes usando distintos métodos que esta forma de atacar ios problemas de aplicacion ha
ayudado en muchos casos a entender mejor las situaciones planteadas. No puedo concluir
esta introduccion sin sefialar que de poco sirve éste ni ningdn otro esquema de resolucion si en
primer lugar no se es capaz de leer con detenimiento el problema y, en segundo lugar, sin
entender cada una de las palabras que abarca, este aspecto muchas veces se deja pasar y se
empieza a hacer calculos sin sentido que en la mayoria de las veces se convierte en un hacer,
deshacer y volver a hacer.

Espero con este simple problemario contribuir de alguna manera a tomar mayor
conciencia en el sentido de que es mas importante procesar que hacer.

Profesora Alicia Diaz

Caracas, mayo de 2010

Leda. Alicia Diaz Péagina 6
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INTRODUCCION HISTORICA A LA DERIVADA

“Los problemas tipicos que dieron origen al Cdlculo Infinitesimal, comenzaron a
plantearse en la época clasica de Grecia (siglo IIl a.C.), pero, no se encontraron métodos
sistemdticos de resolucion hasta 20 siglos después (en el siglo XVII por obra de Newton y
Leibnitz).

En lo que atanie a las derivadas, existen dos conceptos de tipo geométrico: el
problema de la tangente a una curva (concepto griego estdtico en contraste con el
concepto cinemdtico de Arquimedes) y el problema de los extremos (mdximos y
minimos) que en su conjunto dieron origen a lo que modernamente se conoce como

Calculo Diferencial.

El problema de la tangente a una curva, fue analizado y
resuelto primeramente por Apolonio (200 a.C.). En el libro II de
su obra, hace el estudio de los diametros conjugados y de las
tangentes a una conica Igualmente, en el libro CONICAS V.8.,
Apolonio demuestra un teorema relativo a la normal a una

parabola, que podria formar parte actualmente de un curso

completo de Calculo Diferencial.

En cuanto al problema de los extremos relativos de una
Jfuncion, fue Pierre de Fermat (1601 — 1665) quien en el afio 1629,
hizo dos importantes descubrimientos que estan relacionados con sus
trabajos sobre lugares geométricos. En el mas importante de ellos,
titulado Methodus ad disquirendam maximan et miniman ("Métodos

para hallar maximos y minimos"), Fermat expone un método muy

ingenioso para hallar los puntos en los cuales una funcion polinomica i
de la forma y = f (x), toma un valor maximo o minimo. Fermat comparaba el valor de f
(x) en un cierto punto, con el valor de f (x + E) en un punto proximo; en general, estos
dos valores son distintos, pero, en una "cumbre" o en el fondo de un "valle” de una
curva "lisa" la diferencia es casi imperceptible. Por lo tanto, para hallar los puntos

que corresponden a valores mdaximos o minimos de una funcion, Fermat iguala f (x) con

Lcda, Alicia Diaz =~ ] S ~ Pigina7
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f(x + E), teniendo en cuenta que estos valores son "casi iguales”. Cuanto mas pequena
sea la diferencia E entre los dos puntos, mas cerca esta la igualdad de ser verdadera.

Asi, después de dividir todo por E, hace E = 0.

Esta fue la razon que asistio a Laplace al aclamar a
Fermat como el verdadero descubridor del Calculo
Diferencial. Sin embargo, aunque son muchos y numerosos
los precursores, algunos historiadores han considerado que
es a Newton (sir Isaac Newton. 1642 — 1727. Nacido en
Woolstharpe (Inglaterra)) y a Leibnitz (Gottgried Wilhelm
Leibnitz. 1646 — 1716. Nacido en Leipzig (Alemania)) a

quienes se les puede atribuir justificadamente la invencion de las derivadas y de las

integrales.
Newton, tardo mucho en dar a conocer sus resultados.

En el ario de 1669, Isaac Barrow (1630 — 1677), recibié de su alumno Isaac
Newton, un folleto titulado De Analysi per Aequationes Numero Terminorum
Infinitas. Contenia, nada menos, que el esbozo casi completo del Calculo Diferencial e
Integral. Aquel mismo ano, Barrow decidié que su alumno sabia mucho mas que él, y
que tenia por lo tanto mucho mas derecho a la catedra de matemadticas con mas
merecimientos que el propio Barrow; su titular. Con una generosidad y un desinterés

dificiles de igualar, Barrow cedié su catedra a Newton.

A los 40 arios, siendo profesor de matematicas de
Cambridge, Newton escribio los Principia Mathematica, tal vez el
tratado cientifico de mayor influencia jamds publicado. En el
aplico los conceptos del calculo para explorar el universo,
incluyendo los movimientos de la tierra, la luna y los planetas

alrededor del sol. Se dice que un estudiante observé: "ahi va el

hombre que escribio un libro que ni él ni los demds

comprenden”.

Leda AliciaDz ~ Piginas
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Leibnitz, comparte con Isaac Newton el crédito del descubrimiento del calculo.
Fue el primero en publicar los mismos resultados que Newton descubriera diez afios
antes. La historia ha dictaminado que Newton fue el primero en concebir las
principales ideas (1665 — 1666), pero que Leibnitz las descubrié independientemente
durante los arios de 1673 — 1676.

Leibnitz fue quiza el mayor inventor de simbolos matemdticos. A él se deben los

d_y
nombres del Cdlculo Diferencial y el Calculo Integral, asi como los simbolos 4% y I para la
derivada y la integral. Fue el primero en utilizar el término "funcién” y el uso del simbolo " =
" para la igualdad. Por esta razén, debido a la superioridad del simbolismo , el cdlculo se
desarrollé con mucha mayor rapidez en el continente europeo que en Inglaterra de donde era

]

oriundo Newton.’

http://huitoto.udea.edu.co/Matematicas/9.1.html

Fecha de consulta 26 de abril de 2010

SITIO ELABORADO EN EL
CENTRO DE CAPACITACION INTERNET
cci@quimbaya.udea.edu.co

a1
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RECTA TANGENTE

Estrategias para la resolucion de problemas que involucran rectas

langenies:

1.- Haga un dibujo que refleje la situacién planteada

2.- Defina la o las variables que estin involucradas en el problema

3.- Plantee matematicamente el problema

4.- Halle la ecuacién de la recta tangente que resuelve la situacién

5.-Anaﬁcehfﬂncién,gmﬁcandoiasitnaciéninicia}mhrectamngme
en el punto dado

6.- Resuelva el problema.

7.- Interprete el problema.

e —
Leda. Alicia Diaz Pagina 10
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Problema 1. En un juego de video para nifios, aparecen aviones en la pantalla

volando de izquierda a derecha sobre la trayectoria y=1+ 5. los cuales pueden

disparar balas en la direccion de la tangente a la trayectoria, para asi alcanzar
algunos objetivos colocados sobre los puntos de abscisa 1,2,3,4,5, ubicados en el eje
X. Si un jugador dispara cuando el avién se encuentra en el punto P(1, 2), entonces

¢Da en alguno de los blancos?.

1.  Dibujo

En la figura 1 se muestra la trayectoria hecha por el avién, el cual se encuentra

ubicado en el punto P(1, 2), listo para disparar.

y -

1+
h)
=
g
N

Figura 1: Trayectoria del avién

2.0 Definicion de las variables

X,y , coordenadas de los puntos de la tangente a la trayectoria del avién

- Planteamiento matematico del problema

Ecuacion de la recta tangente: y — y, = m (x — x,)

Donde x;, y; son las coordenadas del punto P y m la pendiente de la recta.

4. Ecuacion de la recta tangente
m=y'=-= (1)

P(1,2) y—2=-1(x—1),porloquey=—x+3

Lcda, Alicia Diaz
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5. Analisis de la funcion

1,2}

b

Figura 2: Posicion de la recta tangente

Se traza la recta tangente a la curva en el punto P y ésta corta al eje x en el
punto A(3,0).

6. Resolucion del Problema

y=—-x+3
y=0 y x=3

En x = 3 si da en uno de los blancos

Leda. AliciaDiaz ~~ Pignal2
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Problema 2. En los afios cuarenta, Emanuel Zacchini en el circo Ringling
Brothers and Barnum & Bailey, ejecutaba regularmente el acto de la bala humana.
La boca del cafién se elevaba a 15 pies sobre el suelo y apuntaba segun un dngulo de
45°. La trayectoria parabélica de Zacchini tenia un alcance horizontal de 175 pies.
Encuentre una ecuacion del tipo y = ax® + bx + ¢ que especifique la trayectoria
parabolica.

1. Dibujo

En la figura 3 se muestra la trayectoria descrita por Zacchini, el cual se
encuentra ubicado en la boca del cafién, a 15 pies sobre el pavimento.

" Tenemos una ecuacién

de segundo grado, si derivamos
obtenemos el valor de la pendiente ;

Figura 3: Movimiento de la bala humana

2. Definiciéon de las variables
X: posicion horizontal y: altura correspondiente a cada posicion de x
3. Planteamiento matematico del problema

Ecuacion de la recta tangente: y — y;, = m (x — x,)

Donde x,, y; son las coordenadas del punto Py m la pendiente de la recta.

Leda. AliciaDiaz  Pigina
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4, Ecuacién de la recta tangente

Como el cafién apuntaba en un angulo de 45°, y la ecuacién buscada es de la
forma y = ax? + bx + ¢ se deduce:

Para x=0, y=15 se infiere que c=15. Por tanto y = ax? + bx + 15.

Por otra parte, se sabe que la pendiente de la recta tangente, en el punto P(0,15) es
m = tag 45° = 1.

Esdecirque y" = 2ax+b=1,ycomo x=0 entonces 1 =2a.0+ b, por lo que
b=1.

5: Analisis de la funcion

. + + . + .
+ + $ t
0 25 50 > 100 125 150 &

Figura 4: Grifica de la paribola v la recta tangente

Se traza la recta tangente a la curva en el punto P (0,15).

6. Resolucion del Problema
Por lo tanto la ecuacién es de la forma: y = ax? + x + 15

Como el alcance horizontal es de 175 pies, en el punto final y=0 yx=175,
por lo que se puede obtener a:

0 =a(175)% + 175 + 15 0 =30625a + 190

] - _ =190 = =3
190 = 30625a VR
Finalmente, nos queda: y=—2x24x+15

6125

m

Lcda. Alicia Diaz Pagina 14
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Problema 3. Un grupo de ingenieros civiles diseiia un tramo AB de carretera,
que debe conectar una autopista horizontal con otra que tiene una inclinacion “a”

tal que (taga = 1/ 5) en el punto B, como se ilustra en la figura 5. El enlace AB debe

realizarse sobre una distancia horizontal de 800 pies usando una curva parabélica
para unir los puntos A y B. Obtenga una ecuacion del tipo y = ax® + bx + ¢ para la

pardbola y determine las coordenadas de B.

Dibujo

Figura 5: Autopistas y empalme

2. Definicion de las variables
x: las abscisas de la curva AB y: las ordenadas de la curva AB
3. Planteamiento matematico del problema

y=ax*+bx+c

ABesel trozo de parabola definido entre x=0 y x = 800

4. Ecuacion de la recta tangente

La ecuacion de la pardbola buscada debe tener la misma inclinacién que las
autopistas tanto en el punto A, como en el punto B, por lo tanto la pendiente en A es
m=0y en B es m=1/5.

Esdecir:  L:y=0; lp:y = yp =z (x — 80)

8

Lcda. Alicia Diaz Péagina 15
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5. Analisis de la funcion

m=1/5

Figura 6: Posicion de las rectas tangentes

6. Resolucion del Problema

La pendiente de las tangentes a la paribola y = ax? 4 bx+c, coincide con el
valor de la derivada a la parabola, evaluada en cualquier punto de la misma.
Asi:de y' = 2ax + b se deduce que

m=0, x=0 ——> 0=2a(0)+b —> b=0

m=1/c  x=800y b=0 — 1/ =24(800)

1 1
a= = — =0 ¥y=40 .
52800 810° A > ) L

Entonces la ecuacion de la curva que permite empalmar las autopistas en A y B
sera:

1

Y=gt

Las coordenadas de B seran: (800,&117. 64. 10“) = (800,80)

B(800,80)

Leda. Alicia Diaz | RS i ~ Pigina 16
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Problema 4. Un lanzador de martillos practica en un lugar pequeiio. Cuando
el lanzador gire en sentido positivo o anti horario, el martillo recorre una
circunferencia de 5 pies de radio. Una vez lanzado el martillo, choca contra una reja
de alambre que se encuentra a 50 pies del centro de la zona de lanzamiento. Suponga
que los ejes de coordenadas se colocan como se muestra en la Figura 7.

a) Si el martillo se suelta en (-4,-3) y se mueve a lo largo de la tangente a la
trayectoria descrita por el lanzador del martillo, jen qué punto golpeara la reja?

b) Si el martillo debe chocar contra la citada reja en (0,-50), ;en qué punto
de la circunferencia debe soltarse?

S o
i
1. Dibujo : . .
; Se considera sentido
i positivo, al sentido contrario al
1

/_ _\ 2 movimiento que realizan las
TR el SN
(4,-8
S

reja
(0-50) a

Figura 7: Representacion de la situacién del problema

2. Definicion de las variables

Para la parte a: x: la abscisa sobre la reja y: la ordenada sobre la reja
Para la parte b: P(x,y), cuyas coordenadas pertenecen a la circunferencia
< 2 Planteamiento matematico del problema

y=-50

¢ , . 5 .
Intersecar la trayectoria del martillo con la ecuacién de la reja {Y +3=m(x4+4)

4. Ecuacién de la recta tangente

La trayectoria descrita por el martillo se encuentra sobre la circunferencia
x% + y2 = 25, y por tanto la pendiente de la recta tangente a la misma y en cualquier punto es:

2x==2yy"' —> y'=—=

Por tanto la ecuacion de la recta tangente, para m= - g y P(4, -3) es:

y+3=—2(x+4)

Pégina
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5. Analisis de la funcién

ir Yy
M\ [
B

reja
Q

(0-50)

Figura 8: Posicién de la recta tangente

6. Resolucion del problema

Veremos la solucion en sus dos partes:
a) Si el martillo se suelta en (-4, -3) y se mueve a lo largo de la tangente,

ien qué punto golpeara a la reja?.

Tenemos que igualar a y = —50 para hallar el valor de x que ser4 el punto donde
chocara con la reja

~S0+3= — J(x+4) (—47).3= —4x—16
~141+16 = —4x —-125= —4x
x= ‘% Q(31,25; -50)

En la pagina siguiente, la resolucién de la parte b

Leda. AliciaDaz L Pigmais
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b) Si el martillo debe chocar contra la reja en el punto (0, -50), ;en qué
punto de la circunferencia debe soltarse?

Como el martillo gira en sentido positivo

entonces la recta que define el punto sobre la

/- \ circunferencia es el sefialado por B. Hallamos la

T pendiente de la nueva recta tangente, utilizando

para su calculo las coordenadas de los puntos A y
B.

_—\/25—a2+50_ a

-a-0 = 5_gq2
—(25 — a?) + 50V25 — a? = a?

m

A (0, %s0)

—25 4+ a? 4+ 50V25 — a2 = g2

Por lo que:

2
50VZ5—a? =25(V25 —a?) = () 25-a?=1 25 1= g2

g : 1
En conclusion: y = — -

Si el martillo choca contra la reja en el punto (0, -50), entonces el martillo se
solto6 en el punto:

B (—4,97; - %)

Leda. Alicia Diaz S I ~ Pagina19
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MAXIMOS Y MINIMOS

Estrategias para la resolucion de problemas de optimizacién:
o £ F 4 ’

1.- Haga un dibujo que refleje la situaciéon planteada.

2.- Defina las variables que estan involucradas en el problema.

3.- Plantee matematicamente el problema: escribiendo la funcién 2
optimizar.

4.- Establezca la ecuaciéon auxiliar o condicionante.

5.- Exprese la funcién a optimizar junto con la ecuaciéon auxiliar
planteando su dominio.

6.- Analice la funcion resultante, siempre que sea cémodo.

7.- Resuelva el problema.

8.- Compruebe que el valor obtenido satisface al problema.

%

Leda. Alicia Dfaz Pégina 20




UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada
%

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Problema 1. Un granjero dispone de 200 metros de cerca para cerrar dos

corrales rectangulares adyacentes e iguales, ;Qué dimensiones hardn que el drea
encerrada por los corrales sea mdxima?.

1.  Dibujo

En la Figura 9 se muestran los rectangulos adyacentes y la cerca, los que
representan a los corrales a ejecutar por parte del granjero.

X X
| cerca |
¥ g |
Y «[Jik‘z} i & ’{:‘ ¥ p————— 200 mts ——
{5‘?3@{55:&
X X

Figura 9: Grifico de los corrales v de la cerca

2. Definicion de Variable

“ Adyacente: uno al lado del

otro.
Perimetro: suma de las longitudes de los
lados de la figura

Funcién a optimizar: A =2x.y (1) T 7T TUTTTTTTTmmm e

“x”y “y” dimensiones de cada corral.

3. Planteamiento del Problema

4. Ecuacion auxiliar

Perimetro: 4x + 3y = 200

Despejando y, nos queda y = zm;“ (2)

& Relacion entre la funcion a optimizar y la funcién auxiliar

{200—4x)
3

Sustituyendo (2) en (1), nos queda que: 4 = 2x.

A= ?x— g Dom: x € [0,50], Rgo: A =0

Leda. Alicia Diaz T pagina 21



et P(25;1667 67)

Alx) = —-gx(x —50)

(a
(™ &
~
4

Figura 10: Grifica de la funcion

Se obtuvo una parabola concava hacia abajo, cuyo vértice esta en (25; 1666,67)
y el valor méaximo del area en el intervalo de [0, 50] es 1666,67.

¢ Resolucién matematica del Problema
Derivando nos queda que: A’ = % - L;:x

' 400 18 y s
A'=0,— < =3 X,por lo que para x = 25 puede haber maximo

Estudiando los intervalos de monotonia':

A'>0-52(25-x) >0—x<25

+
A <0—>2(25-x) <0—x>25 & o5 T
Luego para x = 25 el 4rea es maxima.

Por tanto los valores de las dimensiones son:

200-4(25) _ 100

x=25 y y= . .

8. Comprobacion

Sustituimos en la funcién condicionante los valores obtenidos para comprobar
que se cumple la condicion. En efecto:

4x + 3y =4(25) + 4 % = 200

'Para el estudio de la naturaleza de los puntos criticos se utilizara el criterio de la primera derivada




UCAB ejercicios de aplicacién de la derivada

Problema 2. Se desea construir un recipiente cilindrico de metal, que
contendrd jugos de fruta, y que tenga una capacidad de 1m® Encuentre las
dimensiones que debe tener este recipiente para que la cantidad de material utilizada

en su fabricacion sea minima, suponiendo que no se desperdicia nada de la material
en su construccion.

1. Dibujo

En la Figura 11 se pueden ver el cilindro y la superficie del mismo, los que
representan el envase de jugo.

. Definicion de Variables

‘ Capacidad: es el volumen del ;

r: radio del cilindro h: altura del cilindro cilindro ;
Cantidad de material: es la superficie ;
]

3. Planteamiento del problema B

Funcion a optimizar es la superficie del cilindro: § = 2(mr?) + 2nrh (1)
4. Ecuacién auxiliar

Funcion auxiliar: V = nrh Si V =1, entonces 1 = nrh.
Relacion de las variables con la condicién dada:

Despejando h, nos queda & = # 2)

5 Relacién entre la funcién a optimizar y la funcién auxiliar

Sustituyendo (2) en (1), nos queda que: § = 2(nr?) + Zm-;i-;

2 - 2
S=2(nr-)+21tr-m—_! S§=2(mr?)+

% IN

Dom:r >0 Rgo:5=0

m
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6. Analisis grafico de la funcion resultante

_2mr3+42

4 I S
N / r
\ s S
; 2x

Figura 12: Grafica de la funcién

donde r = ijz
2n

T Resolucion matemitica del Problema

anfr3-L ) 1 . )
S' = (_ﬂﬁ si S’ =0, entonces r = 3’2—1; (Candidato a minimo).
Estableciendo los intervalos de monotonia, se obtiene

an(ri-~
] _n(r_zm_)>0_, r=i/_T_>0
: b 2n

Se obtuvo una curva céncava hacia arriba, con un minimo local en el punto

r2

l
t
3_i 0\::__/

3f1 ; e 1
Parar = o= lasuperficie es minima y h = = =

8. Comprobacion

Leda. Alicia Diaz. |
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- UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada
e
- Problema 3. Una jaula de animales tiene un entrante en una esquina, de
dimensiones 5m y 10m. El administrador de la jaula necesita agregar un corral
P exterior a la jaula, de forma rectangular, como se muestra en la Figura 13. Si
° dispone de 85m de cerca nueva. ;Cudles deben ser las dimensiones del corral para
maximizar su drea?.
® 1.  Dibujo
® Casadelos - ,1‘:'
. 0
- Animales 2 ey
. ¢ S |
- Cerca .'
Nueva : : y
—— .
. Figura 13: Jaula de los animales y corral anexo
®
gl
2. Definicion de variables
x: longitud del corral  y: anchura del corral.
3. Planteamiento del problema
Area del rectangulo: 4 = x.¥
4. Ecuacién auxiliar
.
P=x+y+(y-5) +(x-10)
® P=x+x-10+y+y-5
®
- 85=2x +2y-15
® 100 = 2(x +v)
®
- x+y=>50,porloquey =50 —x
- 5 Relacién entre la funcién a optimizar y la ecuacién auxiliar
- A(x) =(50 —x).x=50x —x> Dom: x € [0,50] Rgo: A>0
Lo
® Leda. Alicia Diaz  Pégina 25
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6. Andlisis de la funcion resultante

2 A(x) = 50x — x2

625

00T

25 123

o
-
4
4
4
n
4
il
M
#
=]

band

Figura 14: Grifica de la funcién

Se obtuvo una pardbola concava hacia abajo con un maximo en (25,625)

y Resolucién Matemaitica del problema

A'(x) =50 —2x = —2(x — 25)

Ax)=0 x =25 Candidato a maximo
Estableciendo los intervalos de monotonia

Ax)>0 » x-25<0 —x<25

35 +++

Ax)<0 - x-25>0 —x>25 P >

Por lo que para x = 25 el 4rea es maxima; y = 50 —25 = 25.
A(x) = 25m(25m) = 625m?

8. Comprobacion

85=25+25 +20+15
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o . - e aaus S dicasion BE la derivac

Problema 4. Se elabora un cono para beber a partir de un trozo circular de
papel de radio 12 cm, al recortar un sector y unir los bordes CA y CB. Encuentre la
capacidad mdxima del cono.

1. Dibujo
2.

b Volumen del cono:

i v=1xR%h,

i El radio dado es la generatriz
; cuando se arma el cono

Figura 15: Representacion grifica del vaso cénico de papel
3. Definicion de las variables

h: altura del cono r: radio del cono

4. Planteamiento del problema

Volumen del cono ¥ = %nr:h
5. Ecuacion auxiliar

R=12, siendo R el radio del circulo de papel del cual se fabricara el cono

122 =r2 + k2 r? =122 — j2
6. Relacion entre la funcién a optimizar y la ecuacién auxiliar
V =2n(144 — )k
V= %n(l‘Hh -3
Dominio: 0 <h<12nv=0 LI - TR -
—h(h? —144) > 0 120 12

—h(h—12)(h+12)>0
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UCAB ejercicios de aplicacién de la derivada
j Anilisis de la funcién resultante
V 696,15
00T
V = m(144h — h3)
25 T
+ g : :
10 13 5 s e 23 3 78 1 h
250 1
-500 T

Figura 16: Grifica de la funcion

Se obtuvo una parabola clibica con un maximo en %
8. Resolucién matematica del problema
Derivando nos queda que:
V= §a(1+4 - 3h?)
V'=0 — lax(14-3r)=0 - E_p2_0
(candidato a maximo)
Estableciendo los intervalos de monotonia
’ o I ) o ax
V>0 - (Z-a)(F+r)>0 — =ches
y 12 12 _ 12 1z
V<0 — (E-h)(ZE+n)<0 - h< 5 Vh<Z
Para que la capacidad del cono sea maxima h = %—;—
2 geq 144314144 1442
e e
1 1442 12 1448
V=-. —==——0 =696,15 cm3
3 3 V3 343 -

I

b

:nlﬁ—

m

Lcda. Alicia Diaz
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UCAB ejercicios de aplicacién de la derivada
%

Problema 5. Una montaiiista comienza a caminar en un punto P de un camino
recto de la cota mil. Tres km después y sobre el mismo camino se encuentra un punto
O, exactamente a 2km por debajo de un punto A, donde se encuentra un puesto de
guarda parques. El montaiiista puede caminar a 8 Km/h por el camino, pero sélo a 3
Km/h por el Avila. Si quiere minimizar el tiempo del recorrido para llegar al puesto
del guarda parques, jen qué punto M del camino PO debe iniciar su subida hacia el
puesto del guarda parques?.

1. Dibujo

En la figura se puede ver el montanista en el punto P.

A
y
4 2
. I
i * 3 I 3x —
Figura 17: Representacién grifica del montafiista.
2. Definicion de variables

x: es lalongitud de PM.  y: es la longitud de MA.  T: tiempo

3. Planteamiento del problema

‘ : Movimiento

=g . 1 L
Funcion a optimizar: T=T; +T> (1) i :
! i

; uniforme: V=d/t. Donde V es la !

s oy ; ;

4. Ecuacién auxiliar ! velocidad, d es la distancia ;
; recorrida y t el tiempo |

o e om_d ! empleado en recorrer d a la ;
Funcion auxiliar: T = . 2) b elocidisd V. :

5. Relacion entre la funcién a optimizar y la ecuacién auxiliar

Sustituyendo (2) en (1), nos queda que: T = %‘ + :— . i

=
2 8

W<

Expresando y en funcion de x y sustituyendo en T:

T = £+ J22+(3-x)2
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada
%
6. Andlisis grafico de la funcion resultante
T - &
= T = §+ \f22+§3—x)2

- 1 2 3 4

2,19

Figura 18: Grifica de la funcién
g A Resolucién matematica del problema

1, W)2(3E-0.(-1) _ 1 = 3—-x

8 2(3)/4+(3-2)2 B 3/4+(3-x)

Derivando : T' =

siT"=0 — % = ﬁ"ﬁ? —  —(x—3801)(x—2,19) =0
esdecir: x =3.801 o0 x =2.19 (candidatos a miximo o minimo)
Estableciendo los intervalos de monotonia

T"<0 —-(x-380D(x-219 <0 — x<2.19V x >3,801

T'>0 ——(x—3801)(x-219)>0 — 2.19<x < 3,801

2,19 3,801

Cuando x = 2,19 se debe iniciar la subida para que el tiempo empleado en llegar
al puesto de guarda parques sea minimo.

PM= 2,19 km

AliciaDiaz Pagina 30




UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada

%

VARIABLES RELACIONADAS

Estrategias para la resolucién de probiemas de razon de cambio o

variables relacionadas:

1.- Haga un dibujo que refleje la situacién planteada.

2.- Defina los datos.

3.- Defina las variables.

4.- Establezca la ecuacién que relacione las variables. Pueden requerirse
dos 0 mds ecuaciones para obtener una sola ecuacién que relacione Ia variable
cuya razén de cambio se busca y la variable cuya razoén de cambio se conoce.

5.- Resuelva matematicamente el problema.

6.- Analice la ecuacion obtenida.

7.- Aplique la ecuacién obtenida usando los datos conocidos para hallar la
razén desconocida.

%
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada

e R e e SR i el
PROBLEMAS DE VARIABLES RELACIONADAS

Problema 1. Un tobogdin tiene la forma de la curva y =~;—:%:—13 para

0=x=<75, en un plano x y con distancias medidas en pies. Cuando una caja se
encuentra sobre el tobogdn en un punto para el cual x=20, la velocidad con que se
mueve horizontalmente crece a razon de 1075/ s ¢A qué velocidad decrece la
altura 2.

1. Dibujo

Figura 19: Tobogéin

2. Datos
y= Lo : % = 10 pies/seg. x=20 pies

30+x

3. Definicion de Variables

d .
2 siendo
dt

X: es la distancia horizontal recorrida por el cajén y: es la distancia vertical y

t: el tiempo.

4. Ecuacién o ecuaciones que relacionan los datos y las variables
y= ;:f: =33

5 Resoluciéon matematica del problema

L A B

dt (304x)2 dt
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UCAB 7 ] ejercicios de aplicacién de la derivada

6. Analisis de la ecuacion obtenida
dw/dt
E 0 10 20 30 20 50 &0 o *
ak
4
ST dy 15000
At~ (20 + 12

Figura 20: Proceso de variacion de y con respecto a t

La razén de cambio de la ordenada con respecto al tiempo es opuesta con

respecto a la razén de cambio de x con respecto al tiempo e inversa al cuadrado de la
posicion de la caja.

i 8 Aplicacion al caso particular

i & e .
Calculo de — Six=20y = =10

d 1500
T= -—=—.10
dr {(50)=
dy 15000 pies /'
de 2500 s

La ordenada decrece a razon de & P**%/, <
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada
Problema 2. Una particula se mueve a lo largo de la curva v =1+ x°,

Cuando llega al punto P (2, 3) la ordenada aumenta a razén de 4 cm/s. ¢ Con qué
rapidez cambia la abscisa del punto P en ese instante?.

1.  Dibujo

B2.3)

e_ /—’:'
.-~ < -
) 4

Figura 21: Trayectoria descrita por la particula

2y Datos
y=vVi+s ; P23); o
3. Definicion de las variables

;—‘: siendo (x,y) la posicion de la particula ; y t: el tiempo

4. Ecuacién o ecuaciones que relacionan los datos y las variables
y=v1+x3
5. Resolucién matematica del problema

V1+xidy dx
3x2 dt  dt

Alicia Diaz T a3
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada
6. Anilisis de la ecuacién obtenida
ad 10T
b
2t
-t 8V1+x3 _dx
st 3x2  dt
" 5
: —_h‘_‘——_ﬂ—_
1
0 ) .
1 5 0 0.5 13 2 25 3

Figura 22: Proceso de variacién de x respecto de t

La razén de cambio de la abscisa con respecto al tiempo es positiva y
decreciente

i Aplicacién al caso particular

Calculo de % para el punto (2,3) y % =4cm/s

dy _ 3x* _ 2V1+2% _ dx
dt — 2V1+x3 322 ‘4cm/s_dt
dx 2V1+8
—="""4 =
T 34 cm/s =2cm/s

Por lo que se puede decir que la abscisa x cambia a razén de 2 cm/s.

e —————————————————————————————
Lcda. Alicia Diaz
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- UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada
%

Problema 3. Se remolca un bote hacia un muelle por medio de una cuerda
atada a la proa que pasa por una polea que esti sobre el muelle 1 m mds arriba que la
proa. Si se tira de la cuerda a razon de 1 m/s. Con qué rapidez se aproxima el bote al
muelle cuando se encuentra a 8m de éste?

L Dibujo

FAguid &0, Jiblieenaias L UL U1 DUt 50 deli v i

muelle
2 Datos
el B AT
y=1; x=8; Z = —1m/

i
& :
Utilizaremos como !
ecuacion auxiliar Pitdgoras ya que :
tenemos un tridngulo rectingulo. !

3. Definicién de las variabless @~ -7 r-ed
= - siendo:
dt y dt . i

x: la separacion de proa con respecto al muelle

z: es la distancia entre proa y la polea, y  t: el tiempo.

4. Ecuacion o ecuaciones que relacionan los datos y las variables

#*=1%x* (D)

S, Resolucién matematica del problema
L T Ur .= &
2z = 2x gy o x-ra &
_ Vi+x? dz

Sustituyendo (1) en (2), =% 2

m
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UCAB ejercicios de aplicacién de la derivada
6. Analisis de la ecuacion obtenida
dx/'de 2T
o | dx V1 + x2
2l dt X
1
es T
L 4 C‘ 1 L 1 L 1 1 s 4 d
& = 6 1 2 3 & 3 : 7 ko 10
93T x
1,038

¥
(5]

Figura 24: Proceso de variacién de x respecto de

;A Aplicacién al caso particular

Para x=8y :—f= —1m/s
O __ V&, _
Ayeg — 8m - Im/s=-"=m/s=-1,038m/s

El bote se aproxima al muelle a razén de 1,038 m /s

Leda,

La razén de cambio de la abscisa con respecto al tiempo es negativa y creciente




UCAB

ejercicios de aplicacién de la derivada

Problema 4. Si una bola de nieve se funde de modo que su drea superficial
disminuye a razén 1 cm? /min, ;con qué rapidez disminuye su diémetro, cuando éste

alcanza los 10cm?

Leda. Alicia Diaz

1. Dibujo ! Superficie de la esfera: § = 4zR>.

& ;
i !
i : Figura geométrica: esfera !
: !

Figura 25: Representacién grifica de Ia bola de nieve

2. Datos

ds 2
Se trata de una esfera de la que se sabe que e R A

3. Definicion de las variables

dp .
— siendo
dt

S :la superficie de laesfera  D: diametro de la esfera y t: el tiempo.

4. Ecuacién o ecuaciones que relacionan los datos y las variables

s

D = 2R por lo tanto R=2

- 41:(2)2 i 41rDT2 = nD*

o Resolucién matematica del problema
ds dD
priak 2D Fy
ddD 1 ds
t  2mDdt

P4gina 38




UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada

PROBLEMAS PROPUESTOS DE RECTAS TANGENTES

I.- Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva y=V4x-3-1
que es perpendicular a la recta x + 2y — 11 = 0

Funcién: y =vV4x-3-1

Grifica de la funcién: —

Respuesta: y=2x—2.

2.- Calcular las tangentes a la curva y = x>+ x en los puntos donde la
pendiente sea igual a 4; asi como el valor minimo que pueda alcanzar la pendiente y
el punto donde toma este valor minimo.

Funcion: y = x*>+x

Grafica de la funcion:

i

L/ i

Respuesta: y = 4x + 2; y=4x—2; m = 1; P(0,0)

% En la grafica aparece en negro la funcién original y azul la o las rectas tangentes
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada
%

3.- Obtener las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 3x*y* + 2xy —
5 = 0 trazadas por el punto A(0,2).

Funcion: 3x%y? +2xy—-5=0

Grifica de la funcion:

Respuesta: y = —x + 2; y= %x +2

4.- Hallar las pendientes de las tangentes a la pardbola y=-x2+5x—6en
sus puntos de interseccion con el eje X.

Funcién: y = —x2+5x—6

Grafica de la funcion:

Respuesta: m = 1; m=-—1
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada

5.- Hallar todos los puntos sobre la curva y = 4x* — 8x% — 16x + 7 tales que la
recta tangente a la curva en dichos puntos sea paralela a la recta 16x + y+5=0.

Funcién: y = 4x* — 8x2 — 16x + 7

Grafica de la funcion:

Respuesta: P, (0,7); P,(1,-13); P;(-1,19)

6.- Se traza la normal a la curva ¥y =x—x% en el punto P(1,0) y compruebe
que corta a la curva en otro punto.

Funcién: y = x — x?

Respuesta: y = x — 1; P(-1,-2)

%
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UCAB gjercicios de aplicacion de la derivada

9.- Halle la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva definida por sus

ecuaciones paramétricas {; : g;::i cuando t= %
Funcién: {* i
' = Ssent
f {
|
Grifica de la funcién: |
| QPN j
| |
—-— |
s 3 2
Respuesta:y = —2x+5V2,  y=_x+-

10.- Demostrar que las tangentes a la curva (3 + x*)y = 1 + 3x2 en los puntos
de ordenada 1, se cortan en el origen de coordenadas.

Funcion: (3 + x%)y =1 + 3x2

Grafica de la funcion:

Respuesta: y = x; y=-x

%
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UCAB ejercicios de aplicacién de la derivada
e B e A S s e S SN

11.- Demostrar que la suma de las intersecciones con los ejes de coordenadas
de la tangente a la curva \x + \[y = Va en cualquier punto de la misma es igual a

“a”.

Funcién: vx+./y=+a

Grifica de la funcion:

X = '\/a_.‘fo
Respuesta: {y, = _ /g Xo +a
xt+y=a

12.- Obtener las ecuaciones de la recta tangente y recta normal a la curva
x = sin4t 2
{y = 2sin?2¢ " ¢ punto para el cual %I—i =-1

Pancid { x = sin4t
A0y = 2sin?2t

Griéfica de la funcion: |

Respuesta: y=2;x =0
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UCAB ejercicios de aplicacién de la derivada
——u%

13.- Demostrar que el segmento de tangente a la hipérbola xy = 1 limitado

por los ejes de coordenadas, queda dividido en partes iguales por el punto de
tangencia.

Funcion: xy =1

Grafica de la funcion: = =
L = x = . 2 ) . y |
Respuesta: y = — g P (0;;) i Pa(2x,0);  M(x, =

14.- Calcular el drea del triéngulo formado por los ejes de coordenadas y las
tangentes a la curva x* + y* = 25 en el punto de abscisa 3.

Funcién: x? + y? =25

| \‘\
Grafica de la funcién: | — C>/ W s

Respuesta: 4 = 22
24

m
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada

15.- Probar que el segmento de la tangente a la curva definida por x =
2 cos® t; y = 2sin3 t limitado por los éjes de coordenados posee longitud constante.

Funcion: x = 2cos®t; y = 2sin3¢

Griafica de la funcién:

Respuesta: L = 2

16.- Calcular el drea del tridngulo formado por los ejes de coordenadas y la

tangente a la curva y* = 4 — x en el punto de abscisa 3, que se encuentra en el
primer cuadrante,

Funcion: y? =4 —x

| 4
| \“‘1-.\ ‘
g ‘ﬁ-,\__\_\
| [ e
Gréfica de la funcidn: -
0 i S
-1.25 0 lli/ - “5 .
-
| oe——9" 3
| | =
25
Respuesta: A = Y

L
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada

17.- Calcule el dngulo que forman las curvas y* = x> y y* = ;’% en el punto de
interseccion de ambas.
13

Funcién: y* =x3yy? = i

|
Grifica de la funcion:
1

Respuesta: 8 = tan™?! %

18.- Hallar el dngulo que forma la recta y = 2x con la curva de ecuacion
x* — xy + 2y* = 28 en su punto de interseccion con el primer cuadrante.

Funcion: x* —xy + 2y? = 28; y = 2x

Gréfica de la funcidén:

Respuesta: 6 = tan™* 2

m
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19.- Demostrar que las tangentes a la curva x> + y* = 3axy en sus puntos de
interseccion con la pardbola y* = ax son paralelas al eje Y.

Funcién: x3 +y3 = 3axy ; y? = ax

Grafica de la funcion:

Respuesta: x =0;  x = 2ava

20.-Hallar el drea del tridgngulo formado por la recta tangente y la recta

normal a la curva x* + 2xy — y? + 4 = 0, en los puntos para los cuales x=4 y el eje
X.

Funcién: x* + 2xy—-y? +4=0

¥ By 4 /
| 7

Grafica de la funcion:

Respuesta: 4, = ? A, =

%
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PROBLEMAS PROPUESTOS DE MAXIMOS Y MINIMOS

1.- La suma de un nimero con dos veces un segundo nimero es igual a 24. ;Qué
nimeros habria que elegir para que su producto sea mdximo?

P=xy

i PR—
Funcion a optimizar { x+2y=24

Griéfica de la funcién®

Respuesta: x=12 ; y=6

2.- Hallar dos numeros tales que el producto de sus cuadrados sea mdximo y la suma
de uno de ellos con el doble del segundo sea 4.

2.2
- o x°y

F
uncion a optlmlzar{x +2

=g
y =4

Grafica de la funcién

Respuesta:x = 2;y =1

* Enla funcién a optimizar se incluye la funcién principal y su condicionante.
*La grafica incluye la relacion entre la variable a optimizar y una de las variables independientes.

%
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%

3.- Se desea hacer un trazado desde el eje X hasta el eje Y pasando por el punto
A(1,8]. éCudl es la trayectoria mds corta?.

I2
Funcion a optimizar

N

Gréfica de la funcién ‘

Respuesta: [ = 5v/5

4.- Se inscribe en un circulo de radio 4 un triéngulo isésceles de drea minima. Caleule
las dimensiones del triéngulo.

Funcion a optimizar { ¥ g :gx___ 1 6)

Gréfica de la funcién ‘

Respuesta: base 2y = 4V3 alturah=x+4=6
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5.-De entre todos los trigngulos isésceles de perimetro dado 10 écudl es el que tiene
drea mdxima?,

_ { g 2
Funcién a optimizar A=y x 4

2x+y =10

Grafica de la funcion

o - 10 5 25v3
Respuesta: tridngulo equilatero de lado x = S Ysuareaes A= T‘r

6.- Se rota un triongulo isosceles alrededor de su alture engendrando un cono de
volumen mdximo, si el perimetro del tridngulo es 16, écudles deben ser las medidas de los
lados del triangulo?.

1
- e V =<nx?[yZ —x?
Funcion a optimizar { 3 y

2x+2y =16

Griéfica de la funcion

Respuesta: tridangulo equilitero de lado 2x = %’
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%

7.- Se inscribe un cuadrilétero rectangulo en un triéngulo rectangulo de catetos 10 y
20, de tal forma que dos de sus lados descansan sobre los catetos, determine las dimensiones
del cuadrilétero para que su drea sea méxima.

A=xy

Funcion a optimizar § _ 2(10 — x)

Grafica de la funcidn

Respuesta: x = 5;y = 10

8.- Se quiere construir un golpén utilizando une esquina de dimensiones a=8m y
b=4m. si el perimetro del galpdn es de 1000 m. ¢cudles son las dimensiones de sus lados para
que el drea aprovechable sea mdxima?.

A=ab—32

Funcién a optimizar {a Il

Gréfica de la funcién

Respuesta: x = 247 ; y = 247
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9.- De entre todos los trapecios que tienen tres lados iguales a 10 cm, écudl es el que
tiene drea mdxima?

Funcién a optimizar

0
a

150
- |
A

Respuesta: Base mayor x=20 y Area: A = 75v3

Grafica de la funcién

10.- Una ventana esta formada por tres lados de un recténgulo y el cuarto lado ha
sido sustituido por un semicirculo. El perimetro de la ventana es P, determine la longitud de
los lados y el radio del semicirculo para que la cantidad de luz que atraviesa la ventana sea
madxima.

Funcién a optimizar 8

Res uesta'x—ﬂ' =20
P ot G (T+4)
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11.- Se construye una caja de base cuadrada y abierta con 108 m* de material. Halle
las dimensiones de la cajo que proporciona el mayor volumen.

Funcién a optimizar { oy xzy
¥ 4xy +x* = 108

Grafica de la funcion

Respuesta: x = 6;y = 3

12.- Se necesita fabricar cajos para contener un volumen 36. Las dimensiones de la
base deben ser de tal manera que su longitud sea el triple de su anchura. Encontrar fas
dimensiones de la caja que usa la menor cantidad de material para su fabricacién.

: A = 8xy + 6x2
Funcién timizar {
P 36 = 3%y
‘* " ]T o —|
m‘;[ !
Gréfica de la funcién | -
—

Respuesta: x = 2;y = 3

%
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13.- En una cava de base cuadrada la disipacion calérica por metro cuadrado es triple
por la tapa que por las paredes laterales y la base. Si el volumen de la cava es de 2000 dam’,
cudles son las dimensiones que hacen que la pérdida de calor sea minima?

Pérdi bri ——
Puncicn s optimtar { érdida calérica por m 2a, P._a(4x? + 4xy)
2000 = x2y

Grafica de la funcién ’“”

Respuesta: x = 10;y = 20

14.- Al construir un canal de forma de trapecio isésceles cor la base superior abierta
de longitud doble que la base menor y de perimetro 20m. ;Cudles deben ser las longitudes de
los lados para que la que tenga la mayor seccién posible?.

!
3 4 lSJ
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20 = 2x + 2y

Respuesta: 2x = % V=—
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15.- De un cono recto de radio 6 y altura 15 se extrae un cilindro circular recto de
volumen mdximo, halle las dimensiones del cilindro.

V= nxly
Funcién a optimizar { 6 _ 1s

6—x y

Gréfica de la funcién

Respuesta:x = 4;y =5

16.- Se van a fabricar vasos cénicos con papeles de forme circular de 5 cm de radio.
Determine la altura del vaso que contendrd el mayor volumen posible.

V= lnx?
Funcion a optimizar { 3 y
x2+y2=125

Grafica de la funcién

Respuesta: x = %@ y= %
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17.- Se inscribe un cono en una esfera de radio 10, écudles son las dimensiones del
cono que hace mdximo el volumen del cono?

V= inx’y

Funcion a optimizar {x
24+ (y—10)2 =100

Gréfica de fa funcién |

o fmoﬁ—zs_ . 8
Respuesta: x = > ¥y = B

18.-Conmnmsdeérboidefonmcilfndrkosehmncoh1mmspﬁsmétims
paralepipédicas, con el mayor volumen posible. Si la longitud de los troncos de drbol es 10 y
el radio 4, icudles serdn las dimensiones de cada columna?.

V =10xy
2+y2=1

Funcién a optimizar {x

Respuesta: x = 4V2;y = 4y/2

%
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19.- Hallar un punto sobre el eje X, tal que la suma de las distancias a los puntos
A(1,2) y B(4,3), sea minima.

Solucién:

Funcién a optimizar y = /(x —1)2 +4 + J@A—x)2+9

=
1} 15
|
|

funcién

Gréfica de la | S

Respuesta: x = 1—;: y=0

20.- Una pared debe ser apuntalade con una vige que partiendo del nivel del piso
pase, apoydndose, sobre una pared que se encuentra a 2 metros de distancia de la primera y
que tiene 3 metros de altura. ¢ Cudl serd la longitud de la viga mds corta posible?.

2 =x%+y?

Funcién a optimizar ® 03
¥y . 3

J

Grafica de la funcién
|
W |
i -+ -2 2 4 & ’8

(9+Via?)(2+ Vi8)"
Respuesta: [ = T
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PROBLEMAS PROPUESTOS DE VARIABLES RELACIONADAS

L- Un cuadrado tiene un perimetro de 4cm, la longitud de cada lado crece a
razon de Icm/minuto. Calcular la rapidez de cambio de su drea, en dicho instante

Funcién a relacionar: A = x?

Grifica de la funcién:®

dA =
Respuesta: = 2em? /minuto

2.- Un cilindro flexible de altura fija e igual a 10 cm, incrementa sw radio «
razon de Icm/minuto, ;con qué rapidez crece su volumen, en el instante en que su
radio es 3cm?

Funcion a relacionar: V = 10mx?

| \\ -
Grafica de la funcién: S ¥ e |
— |

- m‘

dav -
Respuesta: = = 60m cm? /minuto

5 s =g & . s
En la grafica, en negro la funcidn a relacionar y en azul la funcién a encontrar, para los valores dados
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3.- ZEn qué puntos de la curva y = x* + x® — 3x?, la razén de cambio de la
pendiente de la recta tangente es nula?

Funciodn a relacionar: m = :—: = 4x3 + 3x?% — 6x

Grafica de la funcidn:

Respuesta: A G,fg) ; B(-1,-3)

4.- Un fuego artificial se lanza verticalmente hacia arriba ¥ su posicion viene
dada por h = 500t — 20t%. Encontrar:

a) la velocidad del fuego a los 5 segundos de haber sido lanzado

b) el tiempo necesario para alcanzar la altura mdxima.

Funcion a relacionar: h = 500t — 20t2

¥

Grafica de la funcién; "
) dh _ cms .
Respuesta: a) - =300 /g ;
b) =12,5s.

%
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5.-El lado de un triangulo equildtero decrece a razon de Scm/min. ;A qué
razon crece su drea cuando el lado del tridngulo mide 20cm ?

iy . 312
Funcion a relacionar: A = -":4—

o

Grifica de la funcion: ‘

| 20 -l0

Respuesta: % = —50V3 M’/ .

6.- Se lena un depdsito de forma prismitica a razon de 2m’/min. Las
dimensiones del tanque son 8m de largo por 2m de ancho y 4m de profundidad. ; Con
qué rapidez sube el nivel del agua en el depdsito, cuando esti lleno hasta los 3m?

Funcién a relacionar: V = lah

Grafica de la funcion; | ——— : ..

- —
2 L5 4 EH 9 05 ' 1.5 ]

-3
Respuesta: = Ny

LsSaaaaeeeeeeeee————
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%

7.- Con una plancha de carton de dimensiones 80 cm de largo por 60 cm de
ancho, se hace una caja sin tapa. ;Cémo varia el volumen de la caja con respecto al
drea de su base, cuando dicha drea es de 3500 cn’?

Funcion a relacionar: V = Ah

I A

Gréfica de la funcién: | —

av 235 o2
Respuesta: — = ——¢m .
espustta: = 12 em?

8.- Un globo se lHena con helio a razén de 100titros/min; suponiendo que la
presion del gas en el interior es constante, ;como varia el radio del globo, cudndo éste
llega a medir 3 dm?.

- » 4
Funcion a relacionar: V = E:rrr:‘"

T

e 0
25 0 25 5

Grafica de la funcion:

H
|
|
|

]

» B S5adm
Respuesta: —-==dm/ ..

%
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9.- Un estanque tiene la forma de semiesfera de 50 cm de didmetro y entra
agua a razon de 10 cm’/s. ;A qué ritmo crece el nivel del agua en el instante en que
estd completamente lleno?

Se sabe que el volumen de un segmento esférico viene dado por V = rmh? —

%rzhﬂ siendo r el radio de la esfera y h la altura del segmento esférico que estd

ocupado.

i . 1
Funcién a relacionar: V = rrh? — Enh3

Griéfica de la funcién:

dh _ 2
Respuesta: —= = ——¢M/g .

10.- Una tolva conica invertida, de 8 m de radio y 16 m de altura se Hena de
cemento a razén de 10m’/min. Por su vértice inferior estd saliendo cemento y se
determina que cuando la profundidad es de 3m el nivel del cemento presente se eleva
a razon de 1/3 m/min. Calcular la cantidad de cemento que abandona la tolva por
minute.

Nota: Volumen presente = Volumen entrante — Volumen saliente

Funcion a relacionar: {

Grifica de la funcion:

. dVs _ 40-3m o3
Respuesta: —*= = —
%
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I1.- Se acumula arena a razon de 3m’/min Jformando una pila conica cuyo
diametro de la base es siempre el triple de su altura. ;Con qué rapidez crece la altura
de la pila cuando éste alcanza a los 4 m?.

i - 1
Funcion a relacionar: V = ;m-zh

ot e b = |

Grifica de la funcién: [ _ /

dh 1
Respuesta: —=—m/ .
pucsla: & = x /min

12.-En un caldo de cultivo se introduce una poblacion de 500 bacterias, las
cuales crecen en numero de acuerdo a la ecuacion P(t) = 500 ( 1+ —Soi:t—z), donde t se

mide en horas. ;A qué velocidad crece la poblacién de las bacterias después de 5
horas?

4t

Funcién a relacionar: P(t) = 500 (1 bges

Grafica de la funcion:

. 8P _ 8 hacterias
Respuesta: — == V5 -

i —— ]
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13.- Dos carros se mueven por dos carreteras perpendiculares a velocidades de
80km/h y 100km/h. En un instante determinado uno de los carros Hega a la
interseccion de las vias y el otro carro se encuentra a 90 km. ;A qué velocidad crece
la distancia entre ellos, pasada una hora?

Funcién a relacionar: L? = (90 + 80t)* + 100t2

|
|
|
|

Griéfica de la funcion:

o SN o B0 o
Respuesta: 22 = —= /-

14.- Un avion que se encuentra a 5 km de altura con respecto a un observador
observa que el dngulo de elevacion de sus ojos con respecto a la posicion del avion
cambia en funcion de la velocidad del avion. Si la velocidad del avion es 600km/h. A
qué velocidad cambia el dngulo de elevacion cuando el mismo es de 30°.

55 5 5
Funcidn a relacionar: tana = s

¥y OS5

Grifica de la funcion: | =———=

L da_ 00
Respuesta: —- =30 /.

m
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15.- Un faro se localiza en una pequena isla a 2km de una costa recta. El haz
luminoso del faro gira a una velocidad constante de n/30 rad/s. Cuando la luz
ilumina un punto a 3 km de la horizontal con respecto al punto mds cercano al faro
sobre la costa, ;con qué rapidez se mueve el haz de luz en ese momento?

Funcion a relacionar: x = 2tana

i
Grifica de la funcién: J
km

dx
Respuesta: == 3n—.

16.- Una escalera se encuentra apoyada en una pared. La parte inferior se
aleja de la pared a razon de 50cm/min. Si la escalera tiene una longitud de 3 m y su
pie se encuentra a Im de la parte inferior de la pared. ;A qué velocidad se desplaza su
parte superior cuando el pie de la escalera se encuentra a 1,5 m de la pared?.

Funcién a relacionar: x2 + y2 =9

Grifica de la funcion: ‘

o« B e T
Respuesta: = e L soeies +

——— e,
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UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada

17.- Una piscina tiene por dimensiones 40 m de largo por 20 de ancho, 8 m de
alto en uno de los extremos y va descendiendo en forma constante hasta el otro
extremo que tiene 3 m. Se llena por medio de una bomba que arroja 40m’/h. Calcular
con rapidez crece el nivel del agua cuando estd llena hasta los 5 m.

800y siy < 3

e {2400 +10(104 — 8y)(y — 3)siy > 3

Griafica de la funcion:

B _Im
Respuesta: S /h -

18.- En un juego de beisbol, un jugador se encuentra corriendo de la primera
a la segunda base a razon de 30 pies/s. jcon qué velocidad cambia su distancia al
home cuando se encuentra a 40 pies de la segunda base?

El cuadro de las bases es un cuadrado de 90 pies de lado.

Funcién a relacionar: d = V902 + x2

~

Grifica de la funcion: : ,
i i
51 i
e g
. dad _ 150 pies
Respuesta: T~ &

%
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19.- Un movil se desplaza por la circunferencia x* + y* = 25, cuando se
encuentra en el punto A(3,4), la velocidad con que aumenta la abscisa es de 4 w/s. ;

Con qué rapidez varia su ordenada y cudl es la ecuacion de la recta tangente en ese
instante?

Funcién a relacionar: 25 = y2 + x?2

Grafica de la funcién:

Respuesta: % = —3 %/, . recta tangente: 3x + 4y = 25

20.- Un rectangulo tiene su base inferior sobre el eje x y sus otros dos vértices
sobre la curva y = 16 — x*. Si en un instante determinado la base es igual a 4cm y
aumenta a razon de 3cm/min, ;como varia su drea?.

Funcion a relacionar: A = 2x(16 — x?)

Grafica de la funcion: ‘ soJ(
! |

-50

Respuesta: %‘s =24cm? /s.
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GLOSARIO DE TERMINOS

Altura: Segmento de perpendicular trazado desde un punto, llamado vértice, a
una recta, llamada base

Angulo: Parte del plano limitado por dos semirectas de origen comuin.
Bisectriz: Semirecta que divide al dngulo en angulos iguales.

Poligono: Parte del plano limitado por una linea poligonal cerrada. Cada uno de
los segmentos de la linea poligonal se denomina lado del poligono. La interseccion de
cada dos segmentos se define como vértice.

Triangulo: Poligono de tres lados.
Clasificacion de los triangulos:

a) Por sus lados: Equilatero, tres lados iguales. Isosceles: dos lados iguales.
Escaleno, tridngulo en general

b) Por sus amngulos: Acutingulo, tres dngulos agudos. Rectangulo, un angulo
recto. Obtusangulo, un angule obtuso.

Tridngulos congruentes o iguales: Triangulos que tienen los tres lados y los
tres 4dngulos de uno de los triangulos con los tres lados y los tres dngulos
correspondientes de otro tridngulo, iguales.

Criterios de congruencia: Dos triangulos son congruentes si:

a) Los tres lados de uno son iguales a sus correspondientes en el otro.

b) Dos lados de uno son iguales a dos lados del otro tridngulo y los dngulos
comprendidos por dichos lados son también iguales.

€) St tienen un lado igual e iguales los ingulos adyacentes a dicho lade.

Semejanza: Dos triangulos se dicen semejantes si los angulos de uno de los
tridngulos son iguales a los dngulos del otro tridngulo y los lados correspondientes
proporcionales.

Razén: Cociente entre dos cantidades referidas a la misma unidad.
Proporcion: Ignaldad entre dos razones.
Criterios de semejanza: Dos triangulos son semejantes si:

a) Los tres lados de uno son proporcionales a sus correspondientes en el otro.
b) Dos lados de uno guardan proporcién a dos lados del otro tridngulo y los

angulos comprendidos por dichos lados son iguales.
c) Si ticnen sus tres angulos iguales.
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Cuadrilatero: Poligono de cuatro lados.
Clasificacion de los cuadrilateros:

1) Paralelogramos: Cuadrilateros con sus lados opuestos paralelos.
Clasificacion de los paralelogramos:
a) Cuadrade: lados y angulos iguales
b) Rectiangule: Angulos iguales. (rectos)
¢) Rombo: Lados iguales
d) Rombeide: paralelogramo en general.
2) Trapecios: Un par de lados paralelos, llamados bases.
Clasificacion de los trapecios:
a) Rectingulo: Dos dngulos rectos.
b) Isésceles: Dos lados iguales.
¢) Escaleno: Trapecio en general.
3) Trapezoide: Cuadrilitero en general

Circunferencia: Curva cerrada y plana, cuyos puntos equidistan de un punto
interior. La distancia se denomina radio y el punto interior centro.

Arco: Parte de la circunferencia limitada por dos puntos.

Cuerda: Segmento limitado por dos puntos de la circunferencia. El didmetro es
la mayor de las cuerdas y equivale a dos radios.

Circulo: Parte del plano lrmitada por una circunferencia.

Sector circular: Parte del circulo limitado por dos radios.

Segmento circular: Parte del circulo limitado por una cuerda y su arco.

Perimetro: Suma de las longitudes de los lados de un poligono.

Perimetro de la circunferencia: longitud de una circunferencia.L = 2mr.

Area: Medida de la superficie ocupada por una figura plana.

Area del tridngulo: Es igual a un medio del producto de un lado cualquiera,
tomado como base, por su altura correspondiente. A =bz—h.

Area del paralelogramo: Resultado de multiplicar la base por su altura.4 = bh.

Area del cuadrado: Resultado obtenido al elevar al cuadrado su lado. 4 = a2

Area del rombe: Equivale al semiproducto de sus dos diagonales.4 = 4‘21

e == =B S S N e e
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Area de un trapecio: Es igual al producto de la semisuma de sus bases por la

distancia entre las bases, (altura).A = = h.

Area del circulo: Se obtiene al multiplicar el cuadrado de su radio por .

A=mr?

Area de un sector circular: Equivale al semiproducto de la amplitud del angulo
del sector por el cuadrado del radio.A = -a;—Z

Area de un sector circular: semiproducto de la longitud del arco que abarca
por el radio.A = '?T

Teorema de Thales: Si dos rectas cualesquiera son cortadas por varias
paralelas, los segmentos determinados en una de ella son proporcionales a los
segmentos determinados sobre la otra.

Teorema de Euclides:

1) En todo tridngulo rectingulo la altura es media proporcional entre los
segmentos determinados sobre la hipotenusa.
2) En todo tridngulo rectingulo un cateto cualquiera es media proporcional

entre la hipotenusa y la proyeccion de dicho cateto sobre la hipotenusa.

Teorema de Pitagoras: En todo triangulo rectiangulo el cuadrado de su
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de sus catetos.

Superficie prismitica: Superficie engendrada por una recta llamada generatriz,
que se mueve permaneciendo paralela a si misma y apoyandose sobre una linea
poligonat ltamada directriz

Prisma: Region del espacio situada dentro de una superficie prismatica cerrada.

Area lateral de un prisma: Es la medida de la superficie lateral def prisma. Se
obtiene al sumar las dreas de cada una de sus caras.

Areatotaldelprism:EslamedidadciétealateraLydelaséreasdesusbases.
Resultado que se obtiene de sumar el drea lateral con las areas de las bases.

Volumen de un prisma: Es la medida del espacio ocupado por un prisma. Se
obtiene como resultado de multiplicar el 4rea de Ia base del prisma, por la altura del
mismo. V = 4zH
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Cilindro circular recto: Es el sélido obtenido por la rotacién o revolucién de
uno de un rectangulo en torno a uno de sus lados.

Area lateral de un cilindro: Es la medida de su superficie lateral. Se obtiene

al multiplicar la longitud de la circunferencia de su base por la altura del cilindro.
A 1= 2nrh

Area total: Resultado que se obtiene al sumar al drea lateral las dreas de sus
bases. 4, = 2mr(r + h).

Volumen de un cilindro: Es la medida del espacio ocupado por el cilindro. Se
obtiene al multiplicar el drea de su base por su altura correspondiente.V = mr2h
Cono de revolucion: Es el sélido que se obtiene al girar un tridngulo recténgulo

en torno a uno de sus catetos.

Area Iateral del cono: Equivale al drea de un sector circular de arco Ia longitud
de su base y de radio la generatriz del cono. 4; = nrg.

Areamtaldelmm:Rcsmmdoqmseobﬁenealsuma:alémalatemlelémade
la base del cono.4, = mr(r + g)

Volumen de un cono: Es la medida del espacio ocupado por el cono. Su valor
es igual al producto de la tercera parte del area del circulo de su base por la altura del

cono.V = ;:;rrrzh

Esfera: Es el solido que se obtiene por la rotacién o revolucion de wn
semicirculo en torno a su didmetro.

Area de la esfera: Equivale a cuatro veces su circulo maximo. 4 = 4mr2.

Volumen de una esfera: Es igual a la tercera parte de la superficie esférica por

) 4
suradio.V = 5m~3

Funcién: Es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto D,
exactamente un elemento y de un conjunto E. y = f(x)

Dominio de Ia fancién: Es el conjunto de los elementos x de D.

Rango de Ia funcién: Es el conjunto de elementos y de E que son imagen de los
x de D.

Recta tangente a una curva: Sc defme como recta tangente a una curva en un
punto P, a la recta que tiene por pendiente la derivada de y con respecto a x en dicho

punto y conticnc al punto P. ¥ — f(xqg) = f'(X)(x — X¢).
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Valores maximos y minimos absolutos: Se define como maximo absoluto de
una funcién continua en un dominio D al punto P(x,,y,)para el cual se cumple que
f(x) < f(xp) para todo x en D. Y se define como minimo abseluto al punto P(x,, ¥p)
para el cual se cumple que f(x) = f(x,) para todo x en D,

Valores maximos y minimos locales: Se dice que f(x) tiene méaximo local en un
punto P(xq,¥) en el dominio D si f(x) < f(x,) para un intervalo abierto que
contenga a X, . Se dice que f(x) tiene minimo local en un punto P(x,, y,) en el dominio
Dst f(x) = f(x,) para un intervalo abierto que contenga a x,,..

Razon de cambio: Se define como razén de cambio de una variable y, con
respecto de otra variable x, en un punto P, a la rapidez con que varia y con respecto a X,
en dicho punto. r = :x—’ enP.

%
Leda. Alicia Diaz Pagina 74




UCAB ejercicios de aplicacion de la derivada
R R e e L e
CONCLUSION

Como se habra dado cuenta el lector los ejercicios o problemas aqui expuestos no
difieren de los que se encuentran en cualquier ofro texto de calculo, lo que varié fue la
estrategia utilizada. No creo que sea la panacea que de una vez por todas haga de la
resolucion de problemas de aplicacion un tema liviano. Lo que es complicado por si mismo no
se puede hacer no complicado, lo que se puede hacer es facilitar su entendimiento.
Adicionaimente es imposible poder resolver ejercicios o problemas sin primeramente tener
conceptos claros. Tuve la suerte de conocer en mis estudios a un docente que una vez nos
dﬁo:“menwﬂmbbncbrmyMoquwmpa)ammsdma’gwm
problemas, pero lo que es seguro es que sin eflos, es imposible”.

Nuestros estudiantes en la mayoria de las veces se limitan en clase a seguir la
exposicion del profesor y tomar apuntes de la clase, creyendo que si entendieron lo que hizo el
profesor es suficiente para empezar a resolver ejercicios o problemas. Hay que hacer entender
que el aprendizaje es totalmente personal y que no puede ser suplido por ninguna otra
estrategia.

Adicionalmente los docentes debemos involucramos mas en ensefiar a que el

estudiante sea el hacedor de su propio aprendizaje que en ser los expositores exitosos de lo
que sabemos.

Segmoquesiﬂegamosacrearespaciosparaquee*esmdianbeaprenday
convencemos a los alumnos que ellos son sus propios profesores, dejara de ser un tabu el

slogan de que pasar calculo a la primera es practicamente imposibie.
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