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INTRODUCCION

El curso Historia de la Matematica (760) de la carrera Matematica (128)
de la Universidad Nacional Abierta pretende darle un panorama al estudiante
UNA del desarrollo de la matematica en occidente. El estudiante puede leer en
la Fundamentacién del Plan de Curso la importancia del curso dentro de la
especialidad y su relaciéon con el perfil del egresado.

El propésito de la Guia Instruccional es organizar el aprendizaje del estu-
diante UNA relacionando entre si los diferentes materiales instruccionales y
haciendo explicitos los enunciados de las estrategias instruccionales del Plan
de Curso. También sefiala las diferentes actividades que el estudiante debe
realizar para lograr los objetivos de aprendizaje que hemos propuesto.

Vamos a explicar brevemente en qué consiste cada una de las secciones
que aparecen en la Guia Instruccional en cada Unidad de aprendizaje y cual es
su utilidad dentro de este material. En la Guia Instruccional correspondiente a
cada unidad encontramos:

1. El objetivo de aprendizaje de la unidad: sefialamos al estudiante, de
una forma compacta, lo que debe aprender.

2. Tiempo estimado de estudio de la unidad: una aproximacion del tiempo
que el estudiante deberia dedicarle al tema propuesto, a la lectura y a las
actividades de la Unidad. Como Ud. sabe dentro del marco de la edu-
cacién abierta esto es variable y dependera finalmente de cada estu-
diante, asi que solo es una guia.

3. Introduccion a la unidad: se explica de forma resumida el material
contenido en la lectura y se enlaza, en lo posible, con el material que la
precede.

4. Plan de instruccion: es muy importante ya que se indican, de forma
ordenada, las actividades a realizar para lograr el objetivo de aprendizaje.

5. Elrincén del asesor: proponemos un tema a debatir con los profesores
de los centros locales y los demas estudiantes del curso. Estos temas van
a ser incluidos dentro del Foro en la plataforma en linea del curso.

6. Los autores de la lectura: breve sinopsis biografica en honor a los
autores que escribieron el material de estudio.
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Notas matematicas complementarias: comentarios que ahondan en lo
estrictamente matematico dentro de la lectura. Explicaremos, con ejem-
plos, la matematica de las civilizaciones estudiadas en una serie de notas.
La idea es no solo presentar una historia verbal de la matematica sino
mostrar como enfrentd el hombre el conocimiento matematico en distintas
épocas. Si la notas provienen de los autores de la lectura van a escribio el
autor de la Guia Instruccional va ir precedida de los numerales aparecer
numeradas de la manera siguiente: 1,2,....% si la nota la romanos |, I,
Estas notas son importantes ya que nos ponen en contacto con la
matematica de cada civilizacion, sus ideas y limitaciones.

Actividades y ejercicios matematicos: proponemos al estudiante ejerci-
cios y actividades donde, usando las técnicas matematicas del pasado, el
estudiante UNA resuelva un problema determinado.

Autoevaluacion: serie de preguntas matematicas, de seleccién simple,
etc. para comprobar cuanto hemos aprendido.

Como ya Ud. sabe la evaluacion sumativa del curso consiste en dos

tareas: la elaboracion de una linea de tiempo del desarrollo de la matematica y
un trabajo de investigacion sobre un tema especifico. Sabemos que Ud. es un
estudiante comprometido con el conocimiento, si no fuese asi no estudiaria
matematica. Luego estamos seguros que Ud. trabajaré completamente los
ejercicios, actividades y pruebas de autoevaluacién propuestas. Considero todo
esto como parte de su preparacion y de la evaluacion formativa, jno los omital.
Recuerde que su asesor y el autor de este material estamos dispuestos a
ayudarle en cualquier problema que surja en su estudio.

Prof. José Ramén Gascon Marquez
Universidad Nacional Abierta

* En muchos casos hemos modificado las notas originales de los autores pero hemos mantenido el espiritu de la misma
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OBJETIVO DEL CURSO

Esbozar, de manera pertinente, la evolucién de las ideas matematicas a
través de la historia.

ESTRUCTURA DEL CURSO

Historia de la
Matematica

I I B

La matematica en
Babilonia y Egipto

Unidad 3
Los griegos

Geometria analitica

11

Médulo | Médulo Il Médulo il
La prehistoria y el La Edad Media, el El célculo diferencial y
nacimiento de la Renacimiento y la la matematica en la
matematica en fusion entre el algebra Epoca Moderna
occidente: Grecia y sus y la geometria: la
antecedentes geometria analitica
Unidad 1 Unidad 4 Unidad 6
La matematica en la La Edad Media El desarrollo
prehistoria y en la del calculo diferencial
cultura humana e integral
Unidad 2 Unidad 5 B

aritmetizacion del
analisis y las geometrias
no euclideas

Unidad 8
La matematica en el
siglo XX
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MODULO I

La prehistoria y el nacimiento de la matemdtica en occidente:
Grecia y sus antecedentes (Babilonia y Egipto)

Babilonia







ESTRUCTURA DEL MODULO |

Modulo |

La prehistoria y el nacimiento de la matematica en occidente (Grecia) y
sus antecedentes (Babilonia y Egipto)

Objetivo del Médulo |

Describir, de manera pertinente, las principales ideas matematicas en
Grecia y las civilizaciones babilénica y egipcia.

Contenido del médulo

I.1  Lamatematica en la prehistoria y en la cultura humana:

La matematica como una actividad fundamental de la cultura y su
aparicién en la prehistoria.

.2 Lamatematica en Babilonia y Egipto:

Algebra y Aritmética en Babilonia: las grandes colecciones de tabletas
de arcilla. Problemas matematicos abordados por los babilonios.
Geometria en Babilonia. El teorema de Pitagoras. Posible influencia de
Babilonia en Grecia.

Egipto: tierra de gedmetras.

Aritmética y fracciones en Egipto.

1.3 Grecia: Un gran salto en el desarrollo de la matematica:

Tales de Mileto.

Los pitagéricos. Los eleatas.

Platon y Aristoteles, su vision de la matematica.

Matematica en el periodo helenistico: Euclides. EI mas grande mate-
matico de la antigliedad: Arquimedes. La obra de Apolonio.

Analisis del periodo griego y su aporte.
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Unidad 1

La matematica en la prehistoria y en la cultura humana

@ Objetivo Unidad 1

Describir el papel de la matematica como un elemento basico en la
cultura.

@ Tiempo estimado de estudio

1 semana
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INTRODUCCION

La matematica aparece como un elemento presente en cada cultura y
civilizacion. Indicios de uso de la matematica aparecen en huesos con muescas
del paleolitico.

i bl “ﬂ Ugﬂ\g@
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En el mundo actual no podriamos realizar compras electronicas, hacernos
una resonancia magnética, o ver la television de no existir una matematica
apropiada. Luego surgen de manera natural las siguientes preguntas: ;Por qué
es tan importante la matematica? y ;cuando el hombre empezo a usarla? Esto
lo analizan de manera magistral Luis Santalé y Rey Pastor y Babini en sus
lecturas ¢Qué es la matemética? y la matematica en la Prehistoria respectiva-
mente.

Parece natural comenzar preguntandonos sobre la ciencia matematica si
vamos a trazar su historia. En este sentido hemos incluido la lectura de
Santal6. Observe la importancia del proceso dialéctico que es inherente a la
matematica: es abstracta pero surge de lo concreto. En esta lectura se hace
también un rapido recorrido por la historia de la matematica y sus hitos mas
importantes.

Por otro lado, saber cuando el hombre empez6 a utilizar la matematica es
crucial para entender su vinculaciéon con el resto de las actividades humanas.
Es muy importante entender que la matematica es una actividad humana como
lo son la pintura o la musica. Sin embargo, las caracteristicas y posible uso de
la matematica son dificiles de determinar en el periodo inicial del desarrollo del
hombre al no disponer de informacién escrita de lo que conocemos como
prehistoria. Es muy interesante la hipétesis que asoman Rey Pastor y Babini en
su lectura de que la escritura fuera posterior al uso de alguna notacion
matematica. También describen el papel de la matematica en culturas donde
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se halla asociada fuertemente a lo real y a las necesidades méas basicas del

hombre.

Una vez terminado el estudio de esta unidad empezaremos a estudiar
civilizaciones que dejaron un testimonio escrito, arquitecténico y tecnolégico de
su desarrollo matematico.

Plan de instruccion Objetivo 1

1s

Reflexione, con base en lo que ya conoce de matematica, su
importancia en nuestro pais, en el mundo actual y en la mayoria de las
culturas. ¢Puede concebir un mundo sin mateméatica? ;Qué
limitaciones tendria la tecnologia en él?

Lea las lecturas 1y 2 de la seleccion de lecturas.

¢Qué significa la palabra dialéctica? ;Qué relacién guarda la dialéctica
con la riqueza de la matematica?

En la pagina del moodle del curso encontrara otra lectura de Courant y
Robbins de su famoso libro Qué es la Matemética, bajela y Iéala
cuidadosamente.

¢Cuédl es la hipétesis que asoman Rey Pastor y Babini en la lectura 2
sobre la posible invencion de la escritura?

¢Cudles son las condiciones para que aparezca el conocimiento
matematico en una determinada cultura?

Intervenga en el Foro cuando halla completado sus lecturas y discuta
con su asesor y comparieros el topico propuesto.

Empiece la linea del tiempo resumiendo lo que sabemos de la mate-
matica en la prehistoria.

Tarea fundamental del curso

Como ya vio en el Gltimo punto del Plan de Instruccién y como ya conoce
de la evaluacién sumativa en el Plan de curso la gran actividad a realizar en
el curso es construir una linea de tiempo de la matematica, luego vamos a
detenernos a explicar su concepto.
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La construccion de la linea historica de la matematica

Esta actividad la va a realizar el estudiante con la ayuda de sus asesores
dentro del semestre. Una linea de la historia de la matematica consiste en un
gran organizador, mapa y resumen de lo que el estudiante ha aprendido. No
proponemos una Unica forma de hacerla pero puede organizarla, por ejemplo,
como la tabla que mostramos abajo.

Periodo: — —»
800 A.C->300A.C

La matematica en
Babilonia

Grandes
matematicos:

No conocemos los
nombres

Hitos
matematicos:

e Resoluciéon
de ecuacio-
nes de grado
2y 3

e Manejo de
las ternas
pitagoricas,
etc.

e Aproximacién
de Pi

Situacion politica:
Al principio los
sumerios tenian un

Las flechas indican, como es natural, el avance del tiempo aunque a ve-
ces se puede dar coexistencia temporal de distintas civilizaciones y su aporte
matematico. El grado de detalle de la linea y la forma de organizarla depende
del estudiante. El esquema de arriba es s6lo una posibilidad, esperamos que
cada estudiante use su creatividad y esfuerzo en lograr lineas atractivas e
informativas. Por ejemplo, puede agregar en otro cuadro la ubicacién Geogra-
fica de la cultura en cuestion, qué civilizaciones existian en ese momento y
estaban en las proximidades de la cultura estudiada, otros aportes de esa
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civilizacion fuera del area de la matematica, etc. También puede usar
elementos graficos, montar la linea en Power Point, pdf, u otros formatos. Esta
linea la vamos a empezar a realizar en esta unidad sefialando lo que
conocemos del uso de la matematica (o suponemos) en la prehistoria. Cada
centro local y sus asesores escogeran la mejor linea realizada y al final un
jurado nacional escogera las tres mejores lineas elaboradas en el lapso. Las
ganadoras seran publicadas en la pagina moodle del curso.

Un bonito ejemplo de lo que se puede realizar lo va encontrar en
http://www2.nvnet.org/nvhs/dept/math/mathproject/Index files/frame.htméslide0
066.htm

Rincoén del asesor

Discuta con su asesor y comparieros el siguiente punto: ;Es concebible
una matematica sin la idea de demostracién? Como ya Ud. conoce de sus
cursos Matematica |, Il (178 y 179), Geometria (754), etc. una demostracion es
fundamental para aceptar un resultado matematico como verdadero. Sin
embargo, las demostraciones empiezan con los griegos y no aparecen en el
conocimiento matematico de algunas culturas. Algunos autores como Eric
Temple Bell dudan de que podamos hablar del nimero 7 sin haber demos-
trado que el cociente entre el perimetro y el didmetro de un circulo es
constante. Luego sefiala que es absurdo que se hable de aproximaciones de
7 entre los babilonios y los egipcios ya que duda que comprendan que el
niamero 7 nos da la proporcionalidad sefialada. Incluso la Biblia sefiala la
aproximacion de 77 =3°. ; Qué opina Ud. de esto?

Autor de la lectura 2

Luis Santalo (1911-2001)

Matematico espafiol de origen catalan. Discipulo del gran
Blaschke, es, junto a él, uno de los creadores de la Geometria
Integral. Fue, segun el testimonio de sus alumnos, un extraor-
dinario profesor. Su labor docente la desarrollé principalmente
en Argentina, donde junto a Rey Pastor es uno de los funda-
dores de la importante escuela argentina de matematicas.
, Debemos sefialar la influencia de esta escuela en el continente
sudamericano en general y en Venezuela en particular.

" Lo que demuestra que Dios no es muy buen matematico
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@ Autoevaluacion

Trate de responder con la alternativa que considere mas proxima a la
respuesta de la pregunta:

1- Las dos caras que caracterizan y enriquecen la matematica son:
a) Abstracta y concreta
b) Aplicable y exacta
c) Ordenada y meticulosa
d) Antigua y hermosa

2- De acuerdo con Santald en la lectura 1, el matematico que inicia la
“matematica moderna” es:
a) Euclides con Los elementos
b) Cantor y la teoria de conjuntos
c) Arquimedes y su método
d) Von Neumann y su trabajo sobre los operadores

3- (A qué se refieren Rey Pastor y Babini cuando hablan de las “cuentas del
templo™?
a) Largos rosarios hechos con cuentas usados como un abaco
b) Especie de leyendas que usaban los sacerdotes con fines diversos
) Marcas que aparecian en las paredes del templo sin explicacién alguna
d) Posible relacion entre la creacién de la escritura y registros matematicos

4- De acuerdo con Rey Pastor y Babini, los sistemas de numeracion y conteo
verbales aparecen en:
a) Las civilizaciones mas avanzadas
b) Todos los pueblos sin excepcidn
c) Las tribus indigenas
d) La costa occidental del Mediterraneo

5- Nuestra palabra "célculo” proviene del latin:
a) Calculus que es una técnica de derivacion
b) Calculare que significa contar
c) Calculi que significa guijarros
b) Calculere persona que llevaba las cuentas en las cortes

6- De acuerdo a Santalé en los Elementos de Euclides encontramos princi-
palmente:
a) La obra matematica mas antigua conocida
b) Sistematizacion y el método axiomatico
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c) Los distintos elementos que componen la matematica: algebra y geo-
metria

d) Un catalogo de las cosas conocidas por los griegos
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Solucién a la autoevaluacion

1=

a) La matematica nace de la contraposicién entre lo abstracto y lo con-
creto, de alli su riqueza y flexibilidad.

b) La “matematica moderna” (las comillas son clave) es la corriente que
deriva del trabajo de Cantor, Hilbert y otros. Tuvo gran influencia en el
desarrollo y ensefianza de la matematica en el siglo XX. Si el estudiante
respondio con la opcién a) se puede aceptar su respuesta.

d) Las cuentas del templo eran los registros que practicaron los sacer-
dotes en Mesopotamia alrededor del cuarto milenio A.C. y de la cual
deriva, segun esta hipotesis, la escritura.

b) El conteo verbal y el uso de fracciones simples es una caracteristica del
hombre. La matematica, como la musica vy la literatura es profundamente
humana.

c) Calculi (guijarros) es el origen de la palabra célculo.

b) Los Elementos son la primera sistematizacién de la matematica cono-

cida (avanzada) usando como medio de exposicion de la logica aristoté-
lica.

25




Unidad 2

La matematica en Babilonia y Egipto

@ Objetivo Unidad 2

Describir el conocimiento matematico en las civilizaciones babilonica y
egipcia.

/) Tiempo estimado de estudio

2 semanas

27
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INTRODUCCION

La matematica griega tiene dos antecedentes importantes desde el punto
de vista historico: Babilonia y Egipto. En ambas culturas una matematica se
desarrollé impulsada por problemas de origen practico. Recordamos, por ejem-
plo, que la geometria en Egipto se desarrolla asociado al problema de medir el
area de regiones aledafas al rio Nilo que se inundaban cada afio. Esto obli-
gaba a realizar cuidadosas mediciones para asignar los lotes de terreno a los
encargados de cultivarlos.

El caracter no deductivo de la matematica de estas civilizaciones difiere
del gran logro de la matematica griega: el método axiomatico. Quizas no existia
un interés intelectual en la matematica pre-griega y sélo reconocian su utilidad
en la solucion de problemas comerciales, agricolas, etc. Por otro lado, fueron
capaces de resolver interesantes problemas y crear novedosos métodos numé-
ricos como el de la falsa posicién. La matematica de estas culturas proba-
blemente influyé en el desarrollo de la matematica griega. Se cree que Thales
(también es correcto Tales) de Mileto, que inicié la matematica griega y es uno
de los siete sabios de la antigliedad, viajé a Egipto buscando el saber de esta
cultura.

A los babilonios les debemos grandes progresos en la historia del hombre:
la escritura, la creacién de coédigos legales y comerciales e importantes de-
sarrollos matematicos. Ocuparon una region fértil, regiobn que ademas era
crucial para la comunicacién comercial. Desarrollaron una arquitectura muy rica
y una tecnologia importante. La matematica era importante para estas activi-
dades y para su intensa actividad comercial. El algebra puede considerarse en
su origen como babilonica: resolvieron la ecuacidon de segundo grado de
manera completa y en algunos casos particulares la de tercer grado. Conocian
el teorema de Pitagoras y manejaron las ternas pitagoricas. Poseian un sis-
tema de numeracion en base 60 y manejaban el uso de fracciones. Como
veremos su matematica era muy interesante.

Los egipcios debian tener, dado su alto grado de desarrollo comercial,
arquitecténico e ingenieril, una matematica adecuada para los problemas que
se les presentaban en estas areas. Sin embargo, a diferencia de los babilonios
conservamos poco de la matematica egipcia ya que escribieron sus resultados
en papiro. En la lectura el estudiante conocera que los babilonios registraron la
mayor parte de su conocimiento en tabletas de arcilla que se preservaron muy
bien con el tiempo. Luego es dificil conocer el grado de desarrollo matematico
que alcanzaron. Sin embargo el haber obtenido la férmula del volumen de la
piramide truncada es un logro notable. Sin duda, por lo que conocemos, mane-
jaban la trigonometria y el teorema de Pitagoras. El manejo de las fracciones
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es realmente ingenioso y dificil. En las notas matematicas ahondaremos en la
matematica de estas dos civilizaciones.

Plan de instruccion Objetivo 2

1.

¢Qué conoce Ud. de Babilonia? Investigue sobre Babilonia, su situa-
cidn geografica y su importancia histérica. ;Qué pais muy conocido se
encuentra en el territorio que ocupaba Babilonia?

Lea la lectura 3 sobre la matematica en Babilonia.

¢Qué area desarrollaron mas los babilonios? ,El algebra o la geo-
metria? Base su andlisis en la lectura. ;Conocian el teorema de Pita-
goras los babilonios? ¢ Qué es una terna pitagérica?

Resuma la informacién relevante de la lectura de Babilonia y su
matematica. Afiada los resultados encontrados a la linea histérica que
esta desarrollando.

Realice las actividades adicionales que sugerimos mas adelante y lea
cuidadosamente las notas matematicas de la lectura 3 sobre la mate-
matica en Babilonia.

¢Que conoce Ud. de Egipto? Investigue sobre los egipcios, creencias
religiosas, sistema politico su situaciéon geografica y su importancia
historica. Ubique en un mapa actual la regiéon que corresponde al
antiguo Egipto.

Lea la lectura 4 sobre la matematica en Egipto.

¢Cémo se comparan los logros alcanzados por los egipcios en relacion
a la matematica de los babilonios?

Recuerde que el nacimiento de la geometria, como ya la debio ver en
el curso Geometria 754, est4 vinculado a las periddicas inundaciones
del Nilo. Investigue sobre Herodoto y su descripcién de estos hechos.

10. Lea cuidadosamente las notas matematicas de la lectura 4.

11.Vaya al foro a discutir con sus compafieros y asesores los temas pro-

puestos sobre la matematica de Babilonia y Egipto.
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12.Resuma la informacion relevante de la lectura sobre la matematica en
Egipto. Afiada los resultados encontrados a la linea histdrica que esta
desarrollando.

13.Realice los ejercicios y actividades matematicas propuestas.

14.Realice los ejercicios de autoevaluacion.

Rincon del asesor

La matematica se desarrollé en las civilizaciones egipcia y babilonica
debido, en mi opinién, a la gran cantidad de problemas técnicos y comerciales
que debieron resolver. ,Es el desarrollo matematico siempre paralelo al de-
sarrollo técnico de una cultura? ;Qué cree Ud.?

A continuacion ahondamos en algunas ideas matematicas de los
babilonios mediante unas notas complementarias. Las que tienen un numero
arabigo son modificaciones, realizada por el Prof. Gascon, de las originales de
la lectura. Las que aparecen con un nimero romano fueron escritas por el autor
del texto citado.
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Notas matematicas complementarias de la lectura 3°.

(1) El calculista se enfrenta al problema de hallar la dimensién de dos
terrenos que tienen distintos coeficientes de productividad 2/3 y 1/2 y ademas
conoce la suma de las areas de los terrenos (1800) y la diferencia de
produccion (500) esto conduce de manera elemental para nosotros al sistema
de ecuaciones:

x+y=1800

2 1
—x——y =500
3. 27

La solucién usa el método de la falsa posicién (en realidad introduce una
ecuacion auxiliar), supone el calculista que los dos terrenos son iguales y por
ende cada uno mide 900 (¢ por qué?). En ese caso cometemos un error de 350

2500-1900=150

en la diferencia de produccién, ya que 3 2 . Para compensar esto
7.2.1

el calculista observa que el errores 6 3 2 del valor que sumado y restado

al dato inicial erroneo dan las extensiones correctas. Obtiene entonces que

este valor es 300, midiendo un terreno 1200 y el otro 600. Observe que el

procedimiento es el mismo que hubiésemos usado nosotros si suponemos que

x=900+2,y =900~z introduciendo este cambio en la segunda ecuacion.

(2) ElI método de resolucion de las ecuaciones de segundo grado es similar al
xy+x—-y=183

nuestro. Consideremos el problema de resolver el sistema { x+y=27

Este sistema proviene de un problema artificial de medicion agricola, que como
sefialan Rey Pastor y Babini tiene como objeto introducir el método de solucién.

Sumamos, siguiendo al calculista, las dos ecuaciones obteniendo *(V+2)=210

y sumamos 2 a la segunda X+y+2=29 Opserve que hemos transformado el
problema en hallar 2 nimeros de los cuales se conoce su suma y su producto.
Esto es similar a encontrar las raices de una ecuacion de segundo grado, ¢ por
qué? El calculista procede a calcular la conocida resolverte. Toma la mitad de
29 es decir 14 +1/2 de cuyo cuadrado resta 210, obteniendo % del cual toma la
raiz cuadrada, la cual es Y. El cual suma y resta a 14 % obteniendo 15 y 14,
luego la solucién del problema es 15y 12.

© Las notas 1,2,...corresponden a las llamadas que aparecen en la lectura y son modificaciones de las notas originales de Rey Pastor
y Babini. Las notas |, I1,... son elaboradas por el autor de la Guia para ahondar en la mateméticas de estas culturas.
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(3) Duplicacion de un capital a una determinada tasa de interés compuesto,
en el caso de la tableta estudiada el interés es del 20%. Esto conduce a la

ecuacion exponencial (1,2)' =2, y el calculista observa que la solucién esta

entre 3 y 4, y aplica el método de la falsa posicién para dar la siguiente
(1,2‘—1,2)

4 3
aproximacion de la solucion : L2°-1,2"

(4) El teorema de Pitagoras es usado para determinar por ejemplo el
problema de la cafia. Una cafia esta apoyada de una pared que tiene su misma
altura. De pronto la cafia se desliza y conocemos la separacion b de la pared y
la distancia a su tope. Si llamamos h a la altura de la cafia (y de la pared)

2, 712 _ 122 e 3 . g

vemos que @ T0 =h ya+d=h pe gonge (h-a) +b"=h , desarrollamos y
. a’ +b’

obtenemos /°+a’ —2ha+b’=h" y finaimente 2a | En la tableta se

tienen los valores a=3 y b=9 de donde h=15

Problema de la cafia

(5) Para generar las ternas Pitagdricas observa la identidad algebraica

(" =1)"+(@2n)" =" +1)" que genera infinitas ternas para distintos valores
de n. Una terna pitagorica x,y,z son tres enteros que satisfacen la ecua-

2
¥ +y =z

cion de Pitagoras Por la identidad anterior basta tomar
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x=n2—1,y=2n,z=n2+]_

Por ejemplo para n=2 obtenemos la soluciéon muy

conocida 3, 4 y 5.

Los babilonios construyeron extensas tablas de cuadrados y cubos de
los numeros naturales y las usaban de manera muy ingeniosa. Por ejem-
plo para multiplicar dos numeros consultaban las tablas de cuadrados

ab:l[(mb)z —(a—b)z]
usando la identidad algebraica 4

Dichas tablas también eran usadas para resolver ciertas ecuaciones

s . A 2 o
cubicas de la forma @ +bx" =¢_Veamos cémo lo hacian. Multiplicamos

2
a

s 3 . i3
ambos lados de la ecuacién por b obteniendo la ecuacion

& oy @t 5 de a
—3.)C +—§-x =—3 Z=—X
b b b” . Hacemos ahora b convirtiendo la ecuacion en
9
ac
24+ =d=—o

b’ . El calculista buscaba en la tabla un numero z cuyo
cubo sumado con su cuadrado diese d y a partir de z hallaban x. jMuy
ingenioso de verdad!

Aritmética Babilonica. Como ya sefialamos el sistema de numeracion
babilonico es posicional con ausencia de un simbolo para el cero, lo que
trae aparejado el problema de reconocer nimeros con igual escritura.
Expliquemos esto con cuidado. Si usamos un sistema sin 0 después del
59 debemos escribir de nuevo el 1 aunque nosotros escribimos 10 o 1.0
(para no confundir las cosas). Es decir en numeracién babilénica el 99
se debe escribir 1.39=1x60+39. Asi el niumero 12.00.00 corresponde a
nuestro 12x60°. Usualmente el calculista sabia cual es el nimero por el
contexto del problema o introduciendo simbolos auxiliares.

o <€ TPV
< TFY =

1 3 45
4+

IV. Para la divisién tenian tablas de reciprocos. Por ejemplo 16 60 3600 |
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87

Luego si queremos dividir 16 escribimos 87=1.27 y 1/16 = 0,3.45 de
donde

1.27,00x0,3.45=1.00,00x03+27,00x0,3+1.00,00x0,00.45+27.00x0,00.45=
3+1.21+0,45+0,20.15=5,26.15

V. Vamos a explicar el método que usaban los calculistas babilonios para
extraer la raiz cuadrada. Ellos usaban la primera version del método de
la falsa posicién. Calculemos la raiz cuadrada de 28. Sabian que estaba
entre 5y 6, si fuese 5 entonces debemos tener

Pero

Pero 5x3,6=28, luego la raiz debe estar entre 5 y 5,6 y tomamos su
promedio, es decir 5,3

22 =5.283018867924528301

s

Luego, 28=5,3x5.283018867924528301

Recursivamente tomamos ahora el promedio entre 5,3

y 5.28301886792452830188679245283019, es decir
5.29150943396226415094339622641509.

Esto ya es una excelente aproximacion.
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La tableta de Yale YBC 7289

En ella los babilonios calculan |a aproximacion de

V2 =1+24/60+51/6072+10/60"3=1,41421963
para expresar el valor aproximado de la diagonal de un triangulo isésce-
les de lado 30. El valor exacto es (hasta donde nos lo da la calculadora)
1.4142135623730950488016887242097. Lo que demuestra que la aproxi-
macién de los antiguos es notable.

Notas matematicas complementarias de la lectura 4

(1) Aritmética Basica de los egipcios

Para multiplicar los egipcios utilizaban un curioso e ingenioso método de
duplicacién. Supongamos que debemos multiplicar 23x15. Escribimos en dos
columnas

23
46
92
184

o AN =

La primera columna se obtiene de duplicar, sucesivamente, 23. La otra de
la duplicacion seguida de la unidad. Observe que la suma 1+2+4+8=15, luego
basta sumar 23+46+92+184=345. Similarmente para la divisiébn usaban el
mismo procedimiento. Supongamos que debemos dividir 19 entre 8
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18 N
8 1
1
4 9
2 1
4
1
. 8

11
Sipa

Observe que 16+2+1=19, luego 2+4 8 es el resultado.

Fragmento del papiro de Moscd, uno de los pocos documentos
que tenemos de la matematica en Egipto
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(2) La representacion numérica y fracciones unitarias

En primer lugar sefialamos que los matematicos egipcios usaban un
sistema no posicional con base 10 y que sélo usaban fracciones de la forma
1 2

7 (salvo la fraccion 3 ). En el dibujo que sigue vemos como expresaban la
1

fraccion 5 .

@ Cualquier fraccién se denotaba usando primero el simbolo

Hgﬁ'ﬂﬁ _—

143

pronunciado ro y debajo de él escribian el denominador.

Para los nimeros enteros usaban los siguientes simbolos:
——'G")- Representa el nimero 100
¥V Representa el 10.

i Representa el 1.
Asi el numero 276 se escribe como

=33l
35
3330

=

No debe sorprendernos el uso de fracciones con numerador 1 ya que,
usualmente, se introducen los nimeros fraccionarios para dividir una unidad en
partes iguales. Dichas fracciones se denominan unitarias Lo que es altamente
no trivial son algunas de las descomposiciones que obtienen para las frac-
ciones con numerador distinto de 1. Por ejemplo, el escriba Ahmes determina

I 1 1 1
—=—t—t—t——
29 6 24 58 87 232

No queda claro qué tipo de algoritmos usaban para realizar estas
descomposiciones, se conoce que para ello usaban tablas de las fracciones de
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2

la forma 7 expresadas como suma de fracciones unitarias. Algunos autores
como Morris Kline® piensan que tal complicado sistema de fracciones tuvo
como consecuencia frenar el avance de la matematica en Egipcio.

(3) Algebra

Resolvieron ecuaciones de primer grado con un procedimiento similar al
de los babilonios usando el método de la falsa posicion.

Actividades y ejercicios matematicos

1. Demuestre la identidad empleada usada por los babilonios para realizar
multiplicaciones usando las tablas de cuadrados:

ab :i[(a-o-b)2 —(a—b)z]

2. Escriba los numeros 19,68,120,360 y 1001 usando la notacion egipcia y la
babilénica.

3. Hallar la raiz de 138, hasta la cuarta cifra decimal, empleando el método de
los antiguos babilonios, para hallar una aproximacién.

4. Resolver, con el método de los babilonios la ecuacién de tercer grado:

2y +3x° 7’5E
2
5. Justifique la tabla como un procedimiento para efectuar la division
18 2
Q 1
1
4 ]
2 1
4
1
: 8

¢ Mathematical Thought: From the ancient to the modern times, Vol 1. Oxford University Press.1972

40




6. Verifigue cuidadosamente la tabla siguiente de fracciones unitarias:

1/ 10 1/10

2/10 1/5

3/10 15+ 1/10

4/10 1/3+1/5

5/10 1/2

6/10 1/2 + 1/10

7/10 2/3 +1/30

8/10 2/3 + 1/10 + 1/30

9/10 2/3+1/5+ 1/30

7. Use la tabla anterior para descomponer en fracciones unitarias 6/15.

8. Trate de construir algin método para descomponer una fraccién en suma
de fracciones unitarias.

9. El método de multiplicacion egipcio funciona si y sélo si podemos probar
que cualquier natural es suma de potencias de 2. Justifique esto.

Preguntas
Instrucciones: Responda cada pregunta con la alternativa que, en su opinion,
se aproxime mas a la respuesta correcta.

1-  El concepto de demostracién en matematica fue propio de la cultura:
a) babilénica
b) egipcia
c) griega
d) renacentista
2-  La principal fuente de conocimiento de las matematicas egipcias es:

a) La piedra Roseta
b) Los papiros Rhind y de Moscu
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c) Las colecciones de tabletas de arcilla de Yale
d) Los “Elementos de Euclides”

3- El escriba Ahmes es autor del:
a) papiro de Moscu
b) papiro Rhind
c) una importante coleccién de tabletas de arcilla
d) una importante coleccién de leyes

4-  Usaron una numeracion posicional con base en el numero 60:
a) franceses después de la Revolucion
b) egipcios
c) timotocuicas
d) babilonios

5- El siguiente diagrama muestra una dificultad que encontramos en la

numeracion:
13 < TFY
(W 36003
a) egipcia I
b) griega
c) babilonia
d) romana

6- El dibujo siguiente lo usaron

A,
e

|
oo -

a) Matematicos egipcios para la construccion de la base de las piramides
b) Matematicos babilonios para calcular el &rea de un hexagono
c) El escriba Ahmes para inscribir un hexagono en un cuadrado
d) Matematicos egipcios para hallar un valor aproximado de Pi.®

© Esto es un adelanto al trabajo de Arquimedes con poligonos de un gran niimero de lados. La solucién al problema requiere que el
estudiante haga alguna investigacién. Vea de todas maneras la ultima linea de la lectura 4 y la nota 4 del libro de Rey Pastor y
Babini
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Autores de la lectura3 y 4

José Babini (1897-1984)

Matematico argentino cuyo principal tema de investigacion fue la
historia de la ciencia y la matematica. Egres6 como profesor de
matematica del Instituto del Profesorado Secundario y posterior-
mente se gradua de ingeniero en la Universidad de Buenos Aires,
aunque decide dedicarle su esfuerzo a la docencia y la
matematica. Colaboré con el famoso historiador de la ciencia Aldo
Mieli cuando éste llegé a Argentina. Se encargaron, junto a Rey Pastor, de
darle un caracter de disciplina cientifica a la historia de la ciencia en Argentina.
Su biblioteca de ciencia y matematica es el pilar del instituto que lleva su
nombre y que dirige, actualmente, su hijo.

Julio Rey Pastor (1888-1962)
Matematico espafiol aunque su labor fundamental la realiza en
Argentina. Recibi6é su doctorado en Madrid en 1909. Escribio una
®. gran cantidad de libros entre los que destaca el de Analisis
i Matematico (4 volimenes) junto a Pi Calleja y Trejo. Pero su labor
j como organizador de la matematica en Argentina como disciplina
de investigacion es suficiente para recordarlo. Desde 1921 se
establece en la Universidad de Buenos Aires. Fundé el Seminario Matematico
Argentino en 1928. Tuvo discipulos relevantes en Argentina y en Espafia. Dejo
una huella notable en los campos de la educacion matematica y la historia de la
ciencia. En el afio 1954 ingresé como miembro en la Real Academia Espafiola
de la Lengua.
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Autoevaluacion

El test consta de dos partes. La primera parte consiste en algunos

ejercicios matematicos relacionados con las técnicas usadas por los babilonios
y egipcios. La segunda algunas preguntas muy sencillas de seleccion simple
para verificar su conocimiento del material del curso.

Ejercicios

1. Demuestre la identidad (7" =1 +(2n)" =(n" +1)’

2. Obtenga con la identidad anterior 5 ternas de nimeros pitagéricos.

3. Efectue la multiplicaciéon de los nimeros 23 y 33 usando el método de
duglicacién egipcio. Efectue la multiplicacion 17x15 sabiendo que
32°=1024.

4. Efectie la multiplicacion 23x33 usando la técnica de los babilonios.

5. Descomponga la fraccion 13/15 en fracciones unitarias.

Preguntas de seleccion simple

1-

El siguiente dibujo corresponde a:

=

BEEBF

a) La fraccién 1/5 para los egipcios

b) El dios Osiris

c) Elndmero 15 para los babilonios

d) El dios Ahmon Ra (que representa el sol)

Manejaron las ternas pitagoricas, como 3, 4 y 5, desde el punto de vista
aritmético:

a) Egipcios

b) Babilonios

c) Hebreos

d) Hititas

En relacion al desarrollo matematico, tuvieron un desarrollo superior:
a) Los babilonios sobre los egipcios

b) Los egipcios sobre los babilonios

c) Eran aproximadamente iguales

d) La informacion disponible no permite alcanzar una conclusion
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La férmula que permite calcular el volumen de un tronco de piramide
aparece, por primera vez, en:

a) la coleccion de tabletas de arcilla de Yale

b) En la matemética griega

c¢) En la matematica egipcia

d) Los “Elementos” de Euclides

Resolvieron ecuaciones de segundo y tercer grado:
a) Los hititas

b) Los egipcios

c) Los persas

d) Los babilonios
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B=
Solucion a la autoevaluacién

Ejercicios

1. (@ -1+@2n) =n* -2 +1+4n° =n' +2n* +1=(n* +1)?

2. Sitomamos n=2 obtenemos la clasica terna 3, 4, 5. Para n=3 obtenemos
8,6 y 10, jotra terna pitagdrica! Dejamos al estudiante UNA que termine el
computo.

3. De acuerdo a lo estudiado en la lectura y notas tenemos:

1 33
2 66
4 132
8 264
16 528

Como 1+2+4+16=23 luego el resultado debe ser 33+66+132+528=759.
Dejamos el resto del problema al estudiante UNA.

4. Un babilonio hubiese hecho el ejercicio anterior de la manera siguiente
(33+23)?=567 y (33-23)>=10? y 56°=3136 luego 3136-100=3036 y esto
debe ser dividido entre 4 obteniendo, como ya sabemos, 759.

5. 1/6+1/5+1/2 es la descomposicion buscada.

Preguntas de seleccion simple

1-  a) Para ubicar la respuesta correcta ver las notas matematicas.

2- b) Dejamos al estudiante UNA que termine el computo.

3- a) La matematica babilonica es muy rica y superior a la de los egipcios.
4- c) Eric Temple Bell llama a esta formula “la mayor pirdmide egipcia”.

5- d) Grandes algebristas fueron los babilonios.
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INTRODUCION

Los griegos, jlos griegos! jjlos griegos!! Estamos lejos de ellos pero, sin
embargo, estamos cerca. El desarrollo de la matematica nos abruma y sor-
prende: un solo tema y cientos de teoremas, problemas abiertos y aplicaciones.
Pero el espiritu permanece cercano al pensamiento griego. Todavia demos-
tramos, razonamos como Aristételes nos ensefid y trabajamos lo geométrico:
geometria diferencial, sistemas dindmicos, geometria algebraica, etc. La arit-
mética de Diofanto inspir6 a Fermat y éste le pasé el testigo a Andrew Wiles.
Los griegos constituyen un salto en el pensamiento, estan muy lejos de los
egipcios y babilonios. Son los maestros de todos nosotros.

La lectura de Hofmann es mas académica y erudita que las anteriores, sin
embargo, nos informa de manera completa del desarrollo de la matematica
griega: desde Tales de Mileto a Arquimedes y Apolonio. Es importante sefialar
el principio del razonamiento légico-deductivo en este periodo. Lea cuidadosa-
mente sobre el comienzo del proceso de demostracion, de acuerdo a Hofmann,
con el trabajo de Hipdcrates sobre la cuadratura de las lGnulas.

Veremos como los pitagdricos plantearon un esquema de comprension del
mundo basado en los nimeros racionales: la Arithmetica Universalis. Lo pre-
tendido por esta escuela queda destruido por el descubrimiento de los
irracionales.

Luego Hofmann se pasea de manera muy completa por las figuras mas
importantes del pensamiento matematico griego: Euclides y Arquimedes. Los
Elementos (Stokheia) de Euclides son una obra importantisima en la historia
del hombre. Hofmann posteriormente examina el matematico més grande del
mundo antiguo. El trabajo de Arquimedes destaca por su originalidad pudién-
dose enlazar este trabajo con la matematica del barroco y el comienzo del
calculo integral.

Al final, Hofmann estudia al gran Apolonio y examina brevemente la
decadencia de los griegos y el advenimiento de la matematica en Roma, lo que
nos sirve de enlace para la lectura que sigue sobre la matemética en el
medioevo.

Queda por supuesto la interrogante si la matematica de los egipcios y los
babilonios influyé a estos grandes pensadores, de haberlo hecho no influyé en
lo mas importante del aporte griego: la concepcién de la matematica como un
producto puro del intelecto humano.
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Plan de instruccion Objetivo 3

1

Repase lo que Ud. conoce de la geometria griega: el teorema de Tales y
Pitagoras, etc. Estos contenidos los puede ver en Geometria 754.

Repase en el libro de Matematica |, Mddulo IV el concepto de
demostracion matematica.

Ubique geograficamente el mundo griego, note que algunas regiones
(como Sicilia) formaban parte del mundo griego aunque no
corresponden a la Grecia actual.

Lea la lectura de Hofmann sobre la matematica en Grecia. Vea los otros
recursos disponibles en la pagina Moodle del curso.

¢ Quién y en qué trabajo se empez6 a usar el método deductivo? ;A qué
se refiere Hofmann con el fin de la Arithmetica Universalis?

¢,Cual es la importancia de los Elementos?

Sefale los aspectos mas importantes en el trabajo de Arquimedes de
acuerdo con la lectura.

Resuma la informacion conseguida en la lectura en la linea del tiempo
que esta construyendo.

El tema del Rincon del asesor es: ¢Quién cree que fue mas importante
para el desarrollo de la matematica: Euclides o Arquimedes? Participe
en el foro con sus ideas.

10.Vaya a las notas matematicas de la lectura. Lea cuidadosamente este

material.

11.Realice las actividades y ejercicios matematicos. Recuerde que ello es

fundamental para su evaluaciéon formativa.

12.Vea el video sobre el nimero Pi elaborado por RTVE en su serie

Universo matematico. Esta disponible en el espacio web de este curso
en Moodle.

13.jYa Ud. esta listo para la autoevaluacion! Demuestre lo que Ud. conoce.
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Rincon del asesor

¢Quién es mas importante para el desarrollo de la matematica? ,El
sistematizador Euclides o el genio Arquimedes? Se cree que mucho de lo que
aparece en los Elementos de Euclides proviene del trabajo de otros matema-
ticos y que, de hecho, existieron otros libros llamados Elementos anteriores
(hoy perdidos) al trabajo de Euclides. Sin embargo, nadie puede dudar de la
grandeza del trabajo de Euclides y de la importancia e impacto del método por
€l usado.

Arquimedes es un genio solitario y en muchos casos incomprendido.
Trabajé como trabajan los matematicos actuales, investigando problemas y
comunicando su solucion de manera sucinta a otros matematicos por medio de
cartas. ¢Quién es mas importante para el desarrollo de la ciencia matematica?
¢ Qué opina Ud de este punto?
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Notas matematicas complementarias de la lectura de los griegos

I. Calculo del radio de la Tierra

El sabio Eratéstenes’ midi6 el radio de la Tierra con un procedimiento
muy ingenioso que vamos a describir. Sus calculos sobre la circunferencia
terrestre se basaron en la observacién que hizo en Cirene, su ciudad natal; a
mediodia, en el solsticio de verano, los rayos del sol incidian
perpendicularmente sobre la Tierra y, por tanto, no proyectaban ninguna
sombra (Cirene estaba situada muy cerca del trépico de Cancer). En Alejandria
se percatd de que, en la misma fecha y hora, las sombras tenian un angulo de
aproximadamente 7° con respecto a la vertical. Al conocer la distancia entre
Cirene y Alejandria, pudo hallar a través de calculos trigonométricos la
distancia al Sol y la circunferencia de la Tierra.

Midi6 cuidadosamente (jusando un promedio de varias mediciones!) la
distancia entre las ciudades de Cirene y Alejandria. Encontré que la distancia
era de 5000 estadios. El angulo que midié en Alejandria fue de 7 grados y 12
minutos (observe que las mediciones angulares se basan en el sistema de
numeracion babildnico de base 60). Luego la medicion del angulo @ del dibujo
es de 7,2° pero 360=50x7,2 , de esta forma, para encontrar el radio de la Tierra
basta multiplicar 50x5000 estadios, luego el radio es de 250000 estadios. No

" Eratéstenes (c. 284-c. 192 a.C.), matematico, astronomo, gedgrafo, filésofo y poeta griego. Nacié en Cirene (en la actualidad
Shahhat, Libia). Entre sus maestros se encontraba el poeta griego Calimaco de Cirene. Hacia el 240 A.C., Eratostenes llegé a ser el
director de la Biblioteca de Alejandria. Eratostenes también midi6 la oblicuidad de la ecliptica (1a inclinacién del eje terrestre) con
un error de sélo 7' de arco, y creé un catalogo (actualmente perdido) de 675 estrellas fijas. Su obra mas importante fue un tratado de
geografia general. Tras quedarse ciego, murié en Alejandria por inanicion voluntaria. Referencia: Enciclopedia Encarta 2004 ©
1993-2003 Microsoft Corporation. Reservados todos los derechos.
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conocemos el equivalente exacto entre metros y estadios, pero los estudiosos
estiman que 1 estadio equivale a 150 metros, luego el radio de la Tierra es,
segun Eratdstenes,

R=37500 Km

Este valor difiere en unos 2.500 Km del valor real.

Il. La matematica de Thales de Mileto

No esta claro qué descubri6 o conocié Thales, sin embargo los siguientes
teoremas se le atribuyen:

1. Los angulos de la base de un tridngulo isésceles son iguales. El
estudiante UNA demostré este teorema en el curso Geometria 754, la
demostracion es conocida como el “puente del asno”.

2. Uncirculo es bisecado por cualquier diametro.

3. Los angulos entre dos lineas rectas que se cortan son iguales (opuestos
por el vértice).

4. Dos triangulos son congruentes si ellos tienen dos angulos y un lado igual.

5. Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

Thales de Mileto

Naci6 alrededor del afio 640 AC en Mileto, Asia Menor (ahora
Turquia) Falleci6: alrededor 560 AC en Mileto. Astrénomo,
comerciante y matematico. Se le considera uno de los siete
sabios del mundo antiguo. Se cree que es uno de los primeros
matematicos que demuestra algunas proposiciones Geom.-
tricas elementales. Se dice que logré predecir y explicar los
eclipses de sol y de luna. Pensaba que el afio tenia 365 dias.
No dejé obra escrita conocida y lo que conocemos de él se
infiere de fuentes secundarias.

También se le atribuye el calculo de la altura de la piramide de Keops me-
diante la aplicacion del teorema que todavia lleva su nombre. La leyenda
cuenta que al ser retado por unos sacerdotes para realizar el calculo, clavod su
baston en la arena y sefal6 la equivalente proporciéon entre el tamafio del
baston y su sombra y la altura de la pirdmide y su sombra. Esta historia quizas
sea un mito pero uno muy hermoso. Es dudoso que Thales haya descubierto o
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demostrado el teorema que lleva su nombre, cumpliéndose la frase del ma-
tematico aleman Félix Klein, quien afirm6 que el nombre de un teorema nunca
coincide con el de su verdadero descubridor. Lo que conocemos de la vida de
Thales ronda la leyenda.

lll. El descubrimiento de los irracionales

El fin de la Arithmética Universalis de los pitagéricos, tal como lo sefiala
Hofmann en la lectura, sobrevino con el descubrimiento de los irracionales.
Para esta escuela, el universo tenia un lenguaje: los nimeros naturales y sus
razones que conocemos como fracciones. Pero en algiin momento (no sabe-
mos cuando ni quién) descubrieron que la diagonal de un cuadrado de lado 1
no se puede expresar como un cociente.

Triangulo rectangulo isésceles

En el dibujo anterior, aplicando el teorema de Pitadgoras obtenemos

C=\Ea, en particular C=\E si a=1. Vamos a utilizar el argumento de
Aristoteles, de contraposicion entre par e impar, para demostrar la

irracionalidad de g=42 . La prueba la realizaremos por reduccion al absurdo
(repase en su libro de Geometria o en el de Matematica | lo fundamental de
este metodo de demostracion).

Teorema: ‘E es irracional

Demostracién: Supongamos que ¢ =2 es racional, es decir existen nimeros
naturales p y q tales que:
2=L£
q
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Simplificando al maximo, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que p y g no tienen factores comunes. En particular p y g no pueden ser ambos
pares. La ecuacion anterior se puede escribir como:

2>

P; :>2q2:p2

2=

Analicemos las posibilidades disponibles:
1. py g son ambos impares

2. pespar yqgesimpar

3. pesimpar y qes par

Descartemos la posibilidad 1. Si ambos numeros fueran impares, de la

ecuacion
2

2¢°=p
deducimos que el lado izquierdo es par pero el derecho es impar, un absurdo.

Veamos la posibilidad 2. Si p es par entonces p=2m para algln entero m,
luego

2¢° = p* =4m* = ¢* =2m?
pero esta Ultima ecuacion implica que q es par contradiciendo lo asumido.

Dejamos al estudiante UNA que elimine la dltima posibilidad. Hemos
demostrado que V2 es irracional.

Este hecho caus6 una grave crisis en la matemética griega. Crisis que
resolvié Eudoxio de Cnido con su definicion de igualdad entre proporciones y la

introduccién del “principio de continuidad”. Teodoro de Cirene extendié la
demostracién para incluir otros valores de n.

IV. La cuadratriz de Hipias
Los grandes problemas del mundo griego, que resultaron irresolubles

después de la intervencién de matematicos como Galois, Lindemann y un
analisis de varios siglos, son:
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1. Trisecar un angulo cualquiera
2. Duplicar el cubo
3. Cuadrar el circulo

Expliguemos estos problemas brevemente. El primero consiste en que,
dado un angulo cualquiera, lo dividamos en tres angulos iguales sélo usando
regla y compas. Esta restriccion, de usar solo regla y compas, se aplica a los
tres problemas y algunos se la atribuyen a Platén.

El segundo problema tiene asociada una leyenda. Se cuenta que la
ciudad de Delos, donde naci¢ Apolo, estaba azotada por una epidemia y sus
habitantes fueron a consultar al oraculo de Delos coémo acabar con la peste. El
altar del oraculo tenia forma cubica y el sacerdote que interpretaba al oraculo
pidié que construyeran un altar del doble de volumen preservando la forma
cubica. De ser cierta la leyenda la ciudad debié perecer por la epidemia.

El dltimo problema tiene un enunciado sencillo. Dado un circulo cons-
triyase un cuadrado de la misma area. Los matematicos griegos conocian un
procedimiento para cuadrar cualquier poligono regular. Ya sefialamos que, con
la condicion de sélo usar regla y compas, estos problemas son irresolubles.
Pero el hombre busca nuevas herramientas para resolver los problemas. Una
de éstas es la curva conocida como la cuadratriz de Hipias. La cuadratiz se
construye de manera mecanica, un procedimiento que Platon aborrecia.
Tomemos en el plano cartesiano el segmento x=0, 0<y<1. Imagine que este
gira alrededor del (0,0), con el sentido de las agujas del reloj y velocidad
angular uniforme. También, y empezando en el mismo instante, el segmento
y=1,0<x<1 se empieza a mover, paralelo con el eje x, hacia el segmento
y=0,0<x<1. En el tiempo t=1 ambos segmentos yacen sobre el eje x. La
cuadratriz de Hipias es el conjunto de puntos que se obtienen por la
interseccion de los dos segmentos

0.8
0861
0.44

02

Cuadratriz de Hipias
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V. La espiral de Arquimedes
Esta curva se escribe de manera muy sencilla en coordenadas polares:
r=g

Su gréfico, realizado con Maple, es el siguiente:
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Espiral de Arquimedes

Arquimedes estudié con detalle esta curva y la aplicé en la solucién de
diversos problemas matematicos y geométricos. En los ejercicios el estudiante
UNA encontrara alguna de estas aplicaciones.

VL. Infinitud de los numeros primos
Es la opinién del autor que este resultado y su demostracion es una de las

joyas que aparecen en los Elementos de Euclides (libro V Prop. XX).
Consideremos la sucesion de los nimeros primos

2.5, 1,1 13 =

¢ Tiene esta sucesion fin? o ¢se prolonga indefinidamente? Los griegos
respondieron esta pregunta de manera concluyente: la sucesién de numeros
primos es infinita. La prueba sélo usa matematica elemental y el método de
reduccion al absurdo.
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Teorema (Euclides Libro V Proposicion  XX) Existen infinitos numeros
primos?

Demostracion:

Supongamos lo contrario, es decir existe un primo P el cual es el mas
grande. Construyamos el niumero

N=2x3x5x:++ xP+1

Obsérvese que N es el producto de todos los primos al cual le afadimos
1. Afirmamos que N>P, ya que P aparece entre los factores que multiplicamos.
Luego N debe ser compuesto y divisible por algin primo, digamos por el primo
j, esto es N=Jixc  pgrg N=2x3x5xxjx... *P+loixc  Juego
. J
I=Jx(e=2x3x%P) |5 que indica que j divide a 1, una contradiccion. Luego la
sucesién de los primos es infinita.”

La sucesion de los numeros impares 2k+1 debe contener por ende
infinitos primos. Observe que la sucesion 2n+1 es una progresioén aritmética y
que 2 y 1 son primos entre si. Si consideramos la progresion aritmética

an+b,n= 0,1+ og necesaria, para obtener de ella infinitos primos, que a,b

sean primos entre si. Es un resultado dificil y profundo que esto sea también
suficiente. Fue demostrado por Dirichlet, a finales del siglo XIX, usando
técnicas de variable compleja.

Los ndmeros primos y sus propiedades son un tema dificil y apasionante,
existen muchos problemas abiertos asociados a ellos. Uno de los mas dificiles
es el de los primos gemelos: parejas de primos que sélo difieren en 2, como 3 y
5, 11y 13, 17 y 19 etc. Se cree que pueden existir infinitas parejas, nadie lo
sabe a ciencia cierta. Recientemente Goldston, Pitz y Yildririm han realizado un
avance prometedor en este problema (ver el articulo de Soundararajan en
Bulletin of the American Mathematical Society de Enero de 2007)

# De hecho Euclides formulé el resultado sin hacer ninguna referencia al infinito lo que demuestra el espiritu griego de evitar la idea
de infinito.
" Existen otras demostraciones pero la dada es extraordinaria. El autor de estas notas tiene su propia demostracién usando célculo.
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VIil. El método de Exhaucién

El método se debe al matematico Eudoxio de Cnido' y el término exhau-
cion fue acufado durante el renacimiento. Se basa en la definicion, dada en la
lectura de Hofmann, de igualdad entre proporciones y en el “principio de
continuidad” que explicamos a continuacién. Segun este principio, dados dos
numeros A, B cualesquiera (puede pensar en dos longitudes o &reas) si

A > B entonces existe un natural n tg| que "B> 4 Es decir, afiadiendo B al mismo
numero, quizas grande, de veces superamos a A.

Ejercicio: Usando el “principio de continuidad” o de Arquimedes, demuestre
que entre dos reales x,y con 0<x<y siempre se puede encontrar un racional.
Vamos ahora a estudiar el teorema que afirma la proporcionalidad entre el area
de dos circulos y sus didametros al cuadrado.

U

Teorema: sean dos circulos de diametros 99 y areas ¢.C respec-
tivamente entonces:

cC d

Cr = drl
Demostracion:

Inscribanse en cada circulo un poligono regular de una cantidad n de

A, A

lados. Es un ejercicio de trigonometria demostrar que las areas “»>“» de estos

poligonos estan en la proporcion:

4,_4d
Ar dr2

n

Muchos estarian tentados a afirmar que el resultado se obtiene del
anterior haciendo n tender a infinito. Pero tenemos que tomar en cuenta que la
idea de limite de una sucesion es posterior a los griegos, aungue el
procedimiento de Eudoxio la tiene implicita. En realidad vamos a aplicar el

* Eudoxio (408-355 A.C.), astronomo y matematico griego que realizé importantes aportaciones en el campo de la geometria y
expuso la primera explicacion sistemdtica de los movimientos del Sol, la Luna y los planetas. Eudoxio nacié en Cnido (en lo que
actualmente es Turquia). Fue discipulo del filosofo Arquitas y estudi6 con Platén durante un breve periodo.

A Eudoxio se le atribuye generalmente el descubrimiento de que el afio solar tiene 6 horas més de los 365 dias. Eudoxio también
intent6 explicar los movimientos del Sol, la Luna y los planetas mediante un modelo del Sistema Solar basado en una complicada
combinacion de esferas que giran. Su modelo tuvo un relativo éxito en la prediccién de estos movimientos. Eudoxio también llevé a
cabo importantes descubrimientos en matemiticas; se le atribuyen muchos en geometria, posteriormente incluidos en los Elementos,
el tratado de matematicas escrito por el matemitico griego Euclides. © 1993-2003 Microsoft Corporation. Reservados todos los
derechos.
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C d
—<

principio del tercero excluido. Supongamos que C’ d'z, esto es

C d

—=(1-&)—,0<e<«l

C d- . Tomemos ahora un nimero de lados n tal que

[ d A '

4 s c —J=(l—£)-a;=(l—6‘)—’::>C= —{}=~&jd
»>1=8C" sero entonces € A, . pero

—C:—(1—£)<1 C<d

Ay de donde “ <“ es un absurdo ya que el poligono A, esta

inscrito en el circulo. El estudiante UNA debe analizar y eliminar la posibilidad
C._d c_ d

it 2 _r = 2
que €' d” . Sélo queda una posibilidad, ésta es C' d” como queriamos
demostrar.

Ahora estamos en condiciones de dar una importante definicién pero
primero dos observaciones.

1. La nocién de equivalencia entre razones de Eudoxio puede ser usada sin
introducir los niUmeros reales.

2.  Podemos a partir de la formula del teorema anterior reescribir la condicién
de proporcionalidad de esta forma:

Cn' i dr?. il (2"')2 = (rl')z Iuego ]‘2 7_;-

c_da_@y_r g &

Definicién:

El nimero 7% es la constante de proporcionalidad, que afirma la observacién
anterior, entre las areas y los radios al cuadrado de dos circulos, esto es:

&
—_— =TT
r2 ra2
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Actividades y ejercicios matematicos

Actividad 1

Se requiere formar equipo con otros estudiantes de la UNA (de diferentes
centros locales) para realizar esta actividad. Mida el angulo de la incidencia de
los rayos solares, a la misma hora y en dos ciudades diferentes de Venezuela.
Determine, a partir de la latitud y la longitud de estas ciudades, la distancia
entre ellas. Use estos datos para calcular el radio de la Tierra.
Actividad 2

Investigue sobre la criba de Eratostenes que permite determinar los
primos hasta un determinado entero. Use el computador para escribir un
programa que realice este procedimiento.
Actividad 3

¢ Coémo determinar la distancia entre la Tierra y el sol usando las ideas de
Eratostenes?
Ejercicio 1

Demuestre los 5 teoremas atribuidos a Thales de Mileto
Ejercicio 2

Realice una actividad para medir a lo Thales, en su localidad o ciudad, un
edificio, monumento, obelisco, antena, etc. de gran altura.

Ejercicio 3
Demuestre que V3 es irracional

Ejercicio 4

Demuestre que V7 es irracional

Ejercicio 5

Demuestre que Vn es irracional si n no es un cuadrado. Sugerencia: Use
el teorema fundamental de la aritmética.

Ejercicio 6
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Explique cémo se puede usar la curva de Hipias para dividir un angulo
cualquiera en 3 partes. Extienda su resultado a un nimero cualquiera de
divisiones.

Ejercicio 7

Investigue en Internet como se puede usar la cuadratriz para resolver el
problema de la cuadratura del circulo. ;Fue Hipias quien logr6 esta aplicacion
de su curva?

Ejercicio 8

¢ Puede usar la espiral de Arquimedes para rectificar un arco de circulo?
Por rectificar entendemos construir un segmento de igual longitud que la
longitud del arco. Razone su respuesta.

Actividad 5

Investigar los conceptos y resultados basicos de la teoria de numeros:
divisor, nimero primo, algoritmo de Euclides, maximo comun divisor y minimo
comun multiplo.

Ejercicio 9

Demuestre que los primos impares sélo pueden ser de la forma 4n+1 o
4n+3.

Ejercicio 10

Modificando el argumento de Euclides, demuestre que existen infinitos
primos de la forma 4n+3

Ejercicio 11

Conviértase en un Arquimedes moderno: use un poligono de 64 lados
para lograr una aproximacion del numero 7 .

Ejercicio 12
El estudiante UNA debe demostrar que un impar al cuadrado es impar.

Esto lo usamos en la demostracion de la irracionalidad de la raiz cuadrada de
2
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Ejercicio 13
Investigue sobre los nimeros pitagoricos: triangulares, cuadrados, etc.

Actividad 6

Los matematicos griegos estuvieron muy proximos a desarrollar el Calculo
Integral por ejemplo en el trabajo de Arquimedes. Investigue cémo
Arquimedes calculé el volumen de la esfera de radio r. Arquimedes considero,
este logro, su mayor obra y mandé que inscribieran una figura de su
descubrimiento en su tumba la cual con el paso del tiempo se perdio. ¢Qué
historiador muy famoso consiguié la tumba de Arquimedes?

Ejercicio 14

Encuentre la ecuaciéon paramétrica o implicita de la cuadratriz de Hipias.
Use un software para obtener su gréafico.

Autor de la lectura

Joseph Ehrenfried Hofmann (1900-1973) Historiador de la Matematica y
profesor honorario de la Universidad de Tubingen. Es autor del libro (tres
volumenes) Historia de la matematica y realizé investigacion matematica en
geometria plana.

64




A AL AR R R R R R R R RN R E NN R R R R R RRRRRRERNRN RN NN RRRR R N X X

%’ Autoevaluacion

El test consta de dos partes. La primera parte consiste en algunos ejer-
icios matematicos relacionados con las técnicas usadas por los babilonios y
egipcios. La segunda algunas preguntas muy sencillas de seleccién simple
para verificar su conocimiento del material del curso.

Ejercicios

1. Demuestre que V5 es irracional.

2. Use la espiral de Arquimedes para dividir un angulo cualquiera en un
determinado numero de partes iguales.

3. Dé una demostracion pictérica de la identidad 1+3+5++2n+1=n"

Preguntas de seleccion simple

1.- De acuerdo a lo discutido en el curso, el principal logro de la matematica
griega es:

a) El calculo de Pi

b) Lainvencién de la geometria

c) El método axiomatico deductivo

d) La determinacion del volumen de la esfera hecha por Arquimedes

2.- Un método similar al de los infinitesimales (exhaucién) se debe al
matematico:

a) Euclides
b) Eudoxio
c) Arquimedes
d) Anaxagoras

3.- La obra maestra de la matematica griega es:
a) Los elementos de Euclides
b) El arenario de Arquimedes

c) Las conicas de Apolunio
d) La cuadratura de las ltinulas de Hipocrates
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4.- Fue el primero en demostrar resultados matematicos en su cuadratura de
las linulas:

a) Hipocrates
b) Euclides
c) Thales

d) Pitagoras

5.- Calculé aproximadamente el valor de Pi :

a) Euclides
b) Pitagoras
c) Arquimedes
d) Eudoxio

6.- Critico acérrimo de las ideas de movimiento, espacio y tiempo:

a) Diémedes
b) Zendn
c) Aristételes
d) Platon

7.- Da importancia a los métodos de deduccién matematica en comparacion a
los métodos puramente filosoficos:

a) Aristoteles
b) Platén

c) Euclides

d) Pitagoras
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Solucion a la autoevaluacién

Ejercicios
1. Supongamos que (EJ =5= p’=5¢° podemos suponer sin pérdida de
q
generalidad que la fraccion £ es irreducible. De la igualdad p’ =54 se
q

deduce que 5 debe dividira p, luego p =5k con k entero, luego
(5k)’ =5¢° = q” =5k’ y esto implica que 5 debe dividir a ¢. Una contradiccion
P

con el hecho que = es irreducible. Hemos demostrado la afirmacién. El
q

estudiante observara que la prueba es esencialmente similar a la demostracién
que V2 es irracional. Trate de generalizar los argumentos usados para
demostrar que /3 es irracional.

2. Use la espiral de Arquimedes combinada con el teorema de Thales que
permite dividir un segmento dado en un numero cualquiera de partes.

| e | ° o

| | +“+ e

?6—-——6§0~%—C§¢—0~H

3. El estudiante UNA debe interpretar estos diagramas.

Preguntas de Seleccion Simple

1. ¢) La matematica en Babilonia y Egipto era fundamentalmente empirica.
Los griegos con Hipécrates de Chios empiezan a buscar la certeza
absoluta en matematica. Es opinién de algunos que ya Thales de Mileto
demostré algunas proposiciones pero no tenemos certeza de esto. Sin
duda Aristoteles y Platon con su peso filoséfico empujan ain mas la
tendencia deductiva de la matematica pero es sin duda el extraordinario
libro Los Elementos de Euclides el que presenta por primera vez el
método axiomatico deductivo, marcando el desarrollo posterior de toda la
matematica.
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b) Es Eudoxio el que crea de manera magistral el método de exhaucion y
lo aplica en la demostracion de la existencia del nimero z.

a) Sin duda Los Elementos. Las otras alternativas son libros muy
importantes pero Los Elementos de Euclides son una obra maestra que
influyd en todo el desarrollo de la matematica.

a) Hipécrates fue el autor de esta obra que sienta de manera explicita el
método deductivo como una herramienta matematica.

c) Arquimedes uso poligonos de un gran nimero de lados (96) para
aproximar el nUmero .

b) Zenodn.

b) Platon le dio gran importancia a la matematica y mando a inscribir en el
portico de la Academia No entre aqui quien no sepa de Geometria.
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MODULO 11

La Edad Media, el Renacimiento y la fusion entre el dlgebra y la
geometria: la geometria analitica

Perre de Fermat
Co-descubridor de la
geometria analitica







ESTRUCTURA DEL MODULO Il

Objetivo del Médulo I

Describir el nacimiento de la geometria analitica como una sintesis entre
el algebra arabe y la geometria griega.

Contenido del médulo

1.4 La edad media

* Matematica en la Edad Media: el aporte de los arabes. Creacién del
algebra.

* Aportes de la India y China: el sistema de numeracién hind.
* Laborde los arabes en la preservacion del conocimiento griego.

1.5 La geometria analitica

¢ El desarrollo de la geometria analitica como sintesis entre el algebra y la
geometria.

* Vida de René Descartes.
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Unidad 4

La Edad Media

@ Objetivo Unidad 4

Describir el rol de la civilizacion arabe en la preservacién y desarrollo del
conocimiento matematico.

/ Tiempo estimado de estudio

1 semana y media.
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INTRODUCCION

Los maestros Rey Pastor y Babini nos llevan a conocer el mundo matema-
tico asociado a civilizaciones cargadas de misterio: las civilizaciones orientales.
Por supuesto que no ha sido nuestra unica incursién por el oriente ya que
analizamos la matematica de los babilonios y egipcios.

La matematica de estas culturas fue importante para el desarrollo de la
matematica europea. Sefialemos solamente el sistema de numeracién que nos
viene de los arabes e hindlues todavia presente entre nosotros. Los romanos
usaban un sistema engorroso de cifras que hacia complejo cualquier calculo, el
sistema indoarabigo es flexible y transparente y debe considerarse como uno
de los componentes cruciales que facilitaron el desarrollo de la matematica en
occidente.

Por otro lado, los arabes cumplieron el papel de correa de trasmision entre
la matematica griega y Europa, asi como entre el conocimiento hindi y la
anquilosada cultura europea. Sus multiples conquistas, viajes y curiosidad
cientifica sirvieron para revitalizar un mundo europeo que tendia a estar para-
lizado entre el fervor religioso y el oscurantismo de la Edad Media. Debemos
reconocer la importancia y el aporte de la cultura arabe en Europa y en
nosotros a traves de su notoria influencia en Esparia. Fueron unos apasionados
de la matematica en la que buscaban quizas la simetria de un desierto ya
olvidado.

El plan de la lectura es el siguiente. Empiezan los autores evaluando el
aspecto poco desarrollado de la matematica en Roma y en la temprana Edad
Media. Brevemente tocan el tema de la matematica en China sefialando que
poseemos un desconocimiento importante de lo alcanzado por los chinos.
Posteriormente, hacen una breve incursiéon por la matematica hindu en esa
época, destacando su importancia. Para luego entrar a discutir el conocimiento
de los arabes, el cual analizan con mayor detalle. Los &rabes trasmiten a
Europa un conocimiento matematico griego revitalizado ya que es probable que
esas matematicas griegas hubiesen sido preservadas en ciertas bibliotecas
europeas. Pero no sélo son unos trasmisores, su aporte es original y nuestra
algebra es su mayor logro.

Después los autores analizan la alta y baja Edad Media, donde se centran
en figuras como Al-Khuwarizmi y Omar Khayyam, matematicos de una incues-
tionable originalidad. Al primero le debemos el primer estudio sistematico de las
ecuaciones algebraicas. El segundo, matemético y poeta desarroll6 originales
metodos como una solucion geométrica de la ecuacion cubica.
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Los autores no descuidan las posibles influencias de la cultura hindd en

occidente para lo cual los arabes servian como vaso comunicante.

Al final de la lectura se plantea el renacer de la matematica europea.

Europa se va a liberar, mediante la imprenta y la aparicion de pensadores
originales en todas las areas del saber, de la supersticion y la contemplacion
divina. Europa a partir de este momento, con sus matematicos y cultura sera el
centro de nuestra historia. El algebra de los arabes y la geometria de los
griegos, se van a unir. Oriente y occidente se van a mezclar para producir una
sintesis matematica de importancia: la geometria analitica que es el objeto de
nuestra proxima lectura.

Plan de instruccién Objetivo 4

2.

10.

Lea sobre los romanos y su imperio, y la Edad Media.

Lea la lectura 6 de Rey Pastor y Babini “La Epoca Medieval”.

¢Que podemos decir del desarrollo de la matematica en el imperio
romano? ;tienen alguna importancia las matematicas que desarrollaron

hindles y chinos? Base su andlisis en la lectura.

¢Cual fue el rol de los arabes en la mateméatica que se desarrolla en
occidente?

¢Con qué matematico empieza la matematica europea a tener
representantes originales e importantes?

Lea cuidadosamente las notas mateméticas de la lectura 6. En esta
Unidad de la Guia Instruccional las notas son las originales del libro de
Rey Pastor y Babini y las encontrara en la propia lectura.

Recuerde hacer un resumen de toda la informacion recabada en la linea
de tiempo que esta construyendo.

Vaya a las actividades y ejercicios matematicos y enfrente problemas ata-
cados por los arabes, hindues, chinos etc.

Vaya al Rincon del asesor a discutir y compartir con los comparieros y
asesores.

Realice los ejercicios de autoevaluacion, confiamos en Ud. y los resul-
tados que obtendra.
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Rincon del asesor

Los arabes mantuvieron importantes obras matematicas griegas median-
te sus traducciones. Sin embargo los monasterios tuvieron un rol importante en
este aspecto. ;Puede Ud. considerar cual fue su aporte? Una buena novela
que recomendamos a los estudiantes es el Nombre de la Rosa de Humberto
Eco (hay una pelicula del mismo nombre protagonizada por Sean Connery). En
ella se adentrara en el mundo de los monasterios y su trabajo intelectual.

Actividades y ejercicios matematicos

Ejerciciol
Lea el siguiente parrafo:

¢Cual es el cuadrado que sumado a diez raices da el niumero 39? Dice:
"Debes tomar la mitad del nimero de las raices, en este caso 5, y multiplicarlo
por si mismo y obtienes 25 al que le sumas el nimero 39, con el resultado 64.
Tomas la raiz cuadrada de este nimero que es 8 y le restas la mitad de las
raices 5 y obtienes 3, que es el valor buscado".

Verifique que el algebrista esta enunciando la conocida férmula de las
raices de una ecuacién de segundo grado.

Actividad 1

Usando sus conocimientos de geometria demuestre la férmula
S :J(p—a)(p—b)(p—c)(p—d) de Brahmagupta que da el area de un cuadrila-
tero inscrito en un circulo.

Ejercicio 2
Dos numeros se denominan amigos si la suma de los divisores de uno
equivale al otro. Demuestre que 220 y 284 son amigos.

Actividad 2

Si p=3x2™.1,
q=3x2"-1,
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r=9x 2% .1,
donde n>1 es entero y p, q, y r son numeros primos, demuestre que entonces
2"pq y 2"r son un par de nimeros amigos.

Esta formula genera los pares (220, 284), (17.296, 18.416).
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Autoevaluacién

El test consta de dos partes. La primera parte consiste en algunos

ejercicios matematicos relacionados con las técnicas usadas por los babilonios
y egipcios. La segunda algunas preguntas muy sencillas de seleccion simple
para verificar su conocimiento del material del curso.

Ejercicios

;

Dos numeros se denominan amigos si la suma de los divisores de uno
equivale al otro. Demuestre que A= 17296 , B = 18416 son amigos’

Resuelve el siguiente problema de Baskhara: "La raiz cuadrada de la
mitad de un enjambre de abejas se esconde en la espesura de un jardin.
Una abeja hembra con un macho quedan encerrados en una flor de loto,
que los sedujo por su dulce perfume. Los %/ del enjambre quedaron
atras. Dime el nimero de abejas.

Un nimero que es amigo de si mismo se denomina perfecto. Es decir, un
numero tal que la suma de sus divisores es igual al mismo nimero se
denomina perfecto. Demostrar que la formula 2"'(2" — 1) genera un
numero perfecto par siempre que 2" — 1 es primo.

Convierta la ecuacion de segundo grado x* —6x+5=0 a uno de los tipos
considerados por Al-Khuwarizmi

Preguntas de seleccion simple

1-

De acuerdo a la lectura la matematica de los romanos fue:

a) un retroceso a los métodos de los babilonios

b) una continuacion vigorosa de la matematica griega

c) una matematica simple orientada a las aplicaciones practicas
d) un estancamiento de lo conocido por los griegos

El renacer de la matematica europea en la Edad Media se debi6 a:
a) la influencia de la matematica que vino del Oriente

b) al emperador Carlomagno que se preocupo de mejorar el nivel educa-
tivo

" Este par es atribuido muchas veces a Descartes pero ya era conocido por los drabes.
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c) a los matematicos griegos que reaparecieron en la biblioteca de
Alejandria
d) al estudio de los religiosos como Beda el venerable

En relacion al desarrollo matematico, tuvieron una influencia mayor sobre
la matematica en occidente:

a) los hindues que los chinos
b) los chinos que los hindues
c) fue aproximadamente igual
d) debido a su situacion geografica no tuvieron influencia alguna

De acuerdo a Rey Pastor y Babini el aporte de los arabes a la ciencia en
la Edad Media fue:

a) simple recoleccion del saber griego

b) aporte singular de primera importancia

c) las guerras y el fanatismo religioso los mantuvieron al margen de
cualquier conocimiento cientifico

d) Aporte menor que fue absorbido por la importante matematica de
Europa

La razdn para manipular los términos de una ecuacion de segundo grado
y considerar los seis casos posibles es:

a) todos los coeficientes debian ser positivos

b) evitar raices complejas

c) facilitar el calculo de las raices

d) El nimero seis era un nimero importante para el Islam

El primer matematico que representd el renacer de la matematica en
Europa fue:

a) Cardano

b) Abelardo de Bath
c) Fibonacci

d) Newton
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A=
2=/ ) Solucion a la autoevaluacion

Ejercicios

1. Calculemos los divisores de 17296 ellos son
{1,2,4,8,16,23, 46,47, 92, 94, 184, 188, 368, 376, 752, 1081, 2162, 4324, 8648, 17296 }
Su suma es:
> 1+ 2+ 4+ 8+ 16+ 23+ 46+ 47+ 92+ 94+ 184+ 188+ 368+ 376+ 752+

1081+ 2162+ 4324+ 8648;
18416

(hemos hecho los calculos con Maple)

Por otro lado los divisores de 18416 son
1,2,4,8, 16,1151, 2302, 4604, 9208, 18416

Su suma es

> 1+ 2 +4+ 8+ 16+ 1151+ 2302+ 4604+ 9208;
17296

2. El planteamiento del problema lleva a la ecuacion

\/E+2+§x:x:> £+2=lx:>9‘/£+2=x:>9ﬁ=x—2:>
2 9 2 g 2 2

81% =x'—dx+4
Procediendo como Al-Khuwarizmi escribimos esta ecuacién como
81%= X —4x+4= 81%+ 4x =x" +4 . El estudiante UNA debe verificar que

la raiz es 72 y que la otra raiz es negativa.

3. Sielnamero 2"(2" - 1) es tal que 2" — 1 es primo es muy sencillo decir
cudles son sus divisores: 1,2(2" — 1),2%2" — 1)-.- 232" = 1)y 2" — 1.
Dejamos al estudiante UNA verificar que

1+ 27— 142(2" = 1)+2%(2" - 1)--- +2™%(2" - 1) es igual a 2m1(2" - 1)

4. Esto es muy sencillo y lo dejamos a la interpretacién del estudiante UNA.
Preguntas de seleccion simple

1-  Los romanos ni siquiera mantuvieron viva la matematica griega, la
respuesta es la alternativa c.
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La matematica en occidente retrocedi® mucho al decaer el mundo
helénico y la influencia de oriente fue lo que la revitalizd, luego la
alternativa a es la correcta.

La matematica hindi es muy importante para lo que ocurre en occidente.
Nos llega su conocimiento por intermedio de los arabes. La influencia de
China no esta tan clara. La respuesta correcta es la alternativa a.

Esta textual en la lectura, el aporte de los &rabes es singular. Luego la
alternativa b es la correcta.

La alternativa correcta es la a los matematicos siempre han enfrentado
con suspicacia la introduccion de nuevos tipos.

La alternativa ¢ es la correcta como puede observar el lector atento
cuando Rey Pastor y Babini hablan de Fibonacci.
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Unidad 5

Geometria analitica

@ Objetivo Unidad 5

Conocer el desarrollo de la Geometria analitica.

@ Tiempo estimado de estudio

1 semana y media
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INTRODUCCION

En esta lectura, con un estilo muy ameno Berlinski examina la vida de
Descartes y su creacion de la geometria analitica. Se puede apreciar la fusion
del algebra y sus ecuaciones con la geometria de los antiguos. Al final todo se
reduce al nimero como deseaban los pitagoricos en su arithmetica universalis.
Podemos apreciar ademas la creacion de un lenguaje flexible y potente,
adecuado para empresas mayores como es la creacién del calculo, hecho que
estudiaremos en la proxima Unidad.

Como ya vimos el algebra es una creacidén de los arabes pero éstos
usaban una notacion muy verbal que tuvo que ser mejorada por los
matematicos europeos para lograr el dinamismo que requeria la geometria
analitica. Lamentablemente no entraremos en este aspecto. Una vez que se
logré tener una notacién algebraica mas adecuada e introducidos los ejes
coordenados para asociar a los puntos numeros se logré un efecto notable, los
objetos geométricos correspondian a ecuaciones algebraicas.

Objeto . Ecuacién
geométrico = " algebraica

Pero el algebra es fundamentalmente algoritmica y esto implica que posee
procedimientos sistematicos para resolver los problemas que enunciemos
dentro de su lenguaje. Luego los problemas geométricos se traducian a
problemas algebraicos que eran resueltos con las herramientas del algebra y
su solucién era interpretada geométricamente.

Problema it Problema
geométrico algebraico
Interpretacion Solucién
geométrica del mediante los
resultado algoritmos del
algebra
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Es de hacer notar que muchos de los problemas geométricos indujeron el

estudio de importantes nociones algebraicas, por ejemplo, el estudio de los
invariantes de las formas cuadraticas empieza con la geometria analitica.

Asi se establecid una relacion simbiética entre el algebra y la geometria que
preparaba el mayor avance de la matematica desde Los elementos de
Euclides: el nacimiento del calculo

Plan de instruccion Objetivo 5

i

Ubiquese en la Europa de Descartes y Fermat. ¢ Existe ya el concepto de
nacion en el viejo continente?

Recuerde lo que Ud. aprendié en la geometria analitica de quinto afio o
tome cualquier libro de geometria analitica y observe su principal
caracteristica: la introduccién de sistemas coordenados para escribir
algebraicamente los lugares geométricos.

¢(Es la falta de un lenguaje apropiado el impedimento para el desarrollo de
una teoria matematica?

Lea |a lectura de Berlinski sobre Descartes y el nacimiento de la geometria
analitica.

De acuerdo a la lectura:

e (Qué es un sistema coordenado? ;Cual es su importancia?

* ;Qué parametros aparecen en la ecuacion de la recta?

* (En qué famoso libro de filosofia aparece el trabajo matematico de
Descartes?

e ;Qué cantidad caracteriza a las diferentes conicas?

» (Qué relacién guarda la geometria analitica con la idea pitagérica que
todo es nimero?

Lea las notas matematicas complementarias de la lectura.

Las actividades y ejercicios matematicos estan relacionadas con la
evaluacién formativa, no las omita.

Resuma la informacion relevante que ha encontrado sobre la geometria
analitica en su linea de tiempo.
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9. Recuerde que tiene un trabajo sobre la disputa sobre quién descubri6 en
realidad la geometria analitica. ¢ Fue Descartes o Fermat? Converse con
su asesor y vaya al foro para discutir sobre este tema.

10. Puede ver también el video sobre Fermat cuyo enlace lo damos en el
Moodle del curso.

11. Vaya a la prueba de autoevaluacion, demuestre lo que Ud. conoce.

Rincon del asesor

La discusion se va a centrar en el tema de la tarea: ;fue Fermat o
Descartes el descubridor de la geometria analitica? Es conocido que Fermat
poseia la nocion de ejes coordenados y un claro algoritmo para buscar
maximos y minimos. Recientemente recibi del matematico francés Hiriart-
Urruty un articulo que sustenta la tesis de que Fermat no solo es el fundador
de la geometria analitica sino también del calculo. Investigue y discuta con su
asesor y companeros este topico fascinante.

Autor de la lectura
La geometria analitica

David Berlinski (1942)

Matematico y filésofo norteamericano, autor de diversas
obras de divulgacion matematica entre ellas Ascenso
infinito (2005) de la cual tomamos la lectura. Ha man-
tenido un criterio polémico en relaciéon a la evolucion
darwiniana realizando profundas criticas a sus principales
ideas.
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Notas Matematicas complementarias de la lectura de la geometria
analitica

I.  Estudio de las cénicas y formas cuadraticas
Consideremos la forma cuadratica general:

a
fuy)=ax’ +bxy+cy’ =[x ] "

2

| o

o

Una primera observacién es que podemos hacer una rotacion que elimine
de la forma cuadratica el término cruzado xy. Comprobemos ésto en detalle.
Una rotacién esta dada por la ecuacién lineal de la forma:

X cosa —sena || x'
y sena  cosa || y'|
Observe que el determinante de la matriz es 1 y que su inversa es
también una rotacion. Veamos la forma cuadratica en las coordenadas x', )’

’ ’
X =COoSax —sena .
Como Y en las nuevas coordenadas la forma cuadratica

y =senax'+cosa)y’
se escribe como:

N o

a
cosa sena
—sena cosa || b

o ' ' R x'
f(-"s.V):[x v][ l:sena COS(Z}[ ':l
z " '

La matriz de la nueva forma se calcula sin mucho esfuerzo, hagamos el
calculo. En primer lugar:

Q

b
2| cosa —sena
sena  cosa

M| o

b
acosa + = senc. —asena + 3 cosa

5 Cosa + csenc 7sena +ccosa
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Tenemos ahora que multiplicar

[ cosa  sena

b b
} acosa + 5 senc. —asena +—2-cos a

—-sena cosa || b
. ECOS a +csena Tsena +ccosa

L b b
acos’ a+bcosasena —csen’a —asena cosa + Ecosz a —Esenza +ccosasena

b, s . b
—acosasena — s sen‘a+ 5 cos’ @ + ccos asena asen*a — bsena cosa + ¢ cos’ o

Observe cuidadosamente la ultima matriz, afirmamos que existe un
angulo a para el cual:

b b,
—acos asena — 3 sen’a + Ecos‘ a + ccos asena =0

Luego la matriz corresponde a una forma cuadratica que no tiene término
cruzado. Esto lleva al siguiente teorema conocido como el “Teorema de los
Ejes Principales”

Teorema: Dada la forma cuadratica ax’+bxy+c)® existe una rotacion
mediante la cual la nueva forma asociada no tiene término cruzado.

La interpretacion geométrica del resultado es muy sencilla. El resultado
indica que mediante una rotacion apropiada los ejes de una coénica son
paralelos a los ejes coordenados.

Veamos un ejemplo:

Tomemos la cuédrica 5x* +8xy +5y’ =1, su gréafica es:

90




06

Por otro lado le podemos aplicar una rotacion de 45 grados para obtener
la grafica de abajo. Note que, en este caso, la elipse luce como las elipses que
estudiamos en quinto afio de bachillerato, mientras que la primera es oblicua.

3 2

021

0.4

Il.  El problema de la tangente: Maximos y minimos

Muchas veces decimos “no hay nada nuevo bajo el sol” y en matematica
esto es cierto. Si bien acreditamos al binomio de Newton y Leibnitz como los
creadores del célculo diferencial e integral, los nombres de Fermat,
Arquimedes o Cavalieri no pueden ser olvidados. Vamos a examinar en esta
nota el metodo de Fermat para calcular la tangente con la misién clara de
ubicar los maximos y minimos de determinadas curvas. En primer lugar
sabemos que Fermat al igual que Descartes poseia la idea basica de la
geometria analitica: la introduccion de ejes coordenados que permiten
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Notas matematicas complementarias de la lectura “Calculo”

I. Critica del obispo Berkeley al uso de los infinitesimales

El obispo Berkeley (1685-1753) escribié una obra titulada E/ analista
dedicada a un infiel matematico (¢ Newton?, ;Halley?) que reflexionaba sobre
el uso de las cantidades infinitamente pequefias o evanescentes. Decia
Berkeley que su uso era arbitrario y carecia de légica porque en algun
momento eran no nulas y luego eran 0. llustremos lo afirmado por Berkeley con
un ejemplo muy conocido. Veamos cémo calculamos, en una tipica clase de
matematica, la derivada o fluxién de x°. Planteamos el limite

i G =%
h—0 h

Usualmente advertimos a nuestros estudiantes que h es muy pequefio
pero no 0 y por ende tiene sentido el cociente, sigamos con el 4lgebra

3 b 2 7 _ =3 ;
o s M TN e o AW Lici” ) DO
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Observe que en ultimo paso hemos hecho h igual a 0

Obispo George Berkeley

El calculo del limite anterior recuerda los actos de magia: antes no eras 0
y ahora si. De aqui la critica de Berkeley. Notemos que Newton y Leibniz
concebian a estas cantidades infinitesimales como menores que cualquier
numero positivo pero mayores que 0. Tales cantidades no pueden satisfacer el
principio de continuidad de Arquimedes que nos viene desde Eudoxio: si a>0 y
b>a entonces sumando a suficientes veces con él mismo en algiin momento se

va a tener: na>b
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La critica de George Berkeley es de dificil refutacion: esencialmente tenia
razon. Solamente, como veremos mas adelante, con Cauchy y Bolzano se
define de manera rigurosa el concepto de limite aritmetizando el mismo vy
entrando en la formalizacién del célculo.

Debemos sin embargo sefalar que los infinitesimales, esas cantidades
fantasmales como las llamé Berkeley, reaparecerian en el siglo XX en la forma
del andlisis no estandar de Abraham Robinson. Robinson legitima el uso de los
infinitesimales por medio de la légica matematica. Recomendamos al lector
interesado leer, en primera instancia, el libro Infinitesimal calculus de Henle y
Kleinberg como primera lectura de este novedoso enfoque.

Abraham Robinson
(1918-1974)

Il.  Enunciado de las leyes de la Fisica

La segunda ley de Newton nos indica que lo que produce un cambio en
la cantidad de movimiento de un cuerpo es la fuerza. La cantidad de movi-
miento se calcula mediante la expresién:

p=mvy

En la formula anterior, p es la cantidad de movimiento, m es la masa

inercial del cuerpo y v es la velocidad del mismo. Newton se dio cuenta que el
concepto matematico asociado al cambio era la derivada, luego la fuerza debia
satisfacer:

F:imv=ma

dt

donde a es la aceleracion. Hemos deducido a partir de sencillas definiciones
fisicas y las herramientas del calculo la conocida formula F = ma
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Leyes de Fisica

lll.  Una competencia que hizo época

Johann Bernoulli es famoso por diversos resultados matematicos y por
haber escrito el primer libro de calculo diferencial: Anélisis de lo infinitamente
pequefio. Sin embargo, el libro fue publicado como escrito por el Marques de
L "Hopital. L'Hopital es recordado por todos los estudiantes ya que su regla
permite el calculo de muchos limites de manera sencilla.
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L "Hopital fue alumno privado de Bemoulli y le solicité que escribiese unas
notas para el curso y que no las mostrase a nadie. El estudiante puede
imaginar el resto de la historia. El inescrupuloso Marques de L Hopital publicé
el trabajo como suyo, ganando una reputacién como matematico. Ahora el
estudiante sabe que la regla de L"Hopital es la regla de Bernoulli.

En 1696 J. Bernoulli reté a la comunidad matematica internacional a
resolver el problema de la curva de descenso minimo: dados dos puntos Ay B
en el espacio encontrar la curva que los une tal que si soltamos una particula
desde el punto de mayor altura y la particula se desliza por la curva

A
i

ravectoria de
B tiempo minimo

la particula llega en un tiempo minimo al punto de menor altura.
Contrario a lo que uno puede pensar la solucién al problema no es una

recta o un arco de parabola. La curva que resuelve el enigma de Bernoulli es
un arco de cicloide (http://es.wikipedia.org/wiki/Cicloide).

¥

Arco de cicloide

La cicloide se genera por el movimiento de un punto P, que esta sobre
un circulo, cuando este rueda sin deslizar. La solucién del problema que
encontré Bernoulli es de una brillantez y belleza notable, se basa en el principio
de minima accién de Fermat y de una analogia dptico-mecanica. Invitamos al
lector interesado a leer el libro de Polya citado en la bibliografia para ahondar
en las ideas de Bernoulli.
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cuantificar las relaciones geométricas. También Fermat tenia claro que en un
punto de maximo la variacién (derivada) de la curva debia ser 0.

14

2]
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o 02 04 0B 08 1 12 A4 18 48 2

X

Veamos coémo procedia Fermat en su Método para la evaluacién de
maximos y minimos.

Pierre de Fermat (1601-1665)

Me voy a basar en el trabajo del matematico francés Hiriart-Urruty: Du
calcul differentiel au calcul variationnel: un apercu del’evolution de P. Fermat a
nos tours (Del calculo diferencial al calculo de variaciones: un resumen de la
evolucion de Fermat a nuestros dias). Hemos recibido el mismo por
correspondencia del autor y no sé si estd publicado. El trabajo original de
Fermat se titula Methodus ad disquirendam maximam et minimam.

(Version en linea: http:/fr.wikisource.org/wiki/%C5%92uvres_de_Fermat_-
_Livre_|_-_Maxima_et_Minima). Conocido como Maxima et Minima escrito en
1638 y enviado a Descartes por intermedio de Mersenne.

Por supuesto que Fermat no hablaba de funciones ni derivadas, todas
esas ideas son posteriores. Sin embargo el propio Newton en una carta
reconoci6 que su calculo de la fluxiéon (derivada) fue inspirado en el método de
las tangentes de Fermat. Voy a trabajar con un ejemplo especifico tratando en
lo posible de mantener el espiritu del trabajo de Fermat.

Como ya dije Fermat estaba interesado en buscar el maximo o minimo de

una curva, por ejemplo y=(x-1)2. Fermat llama a al punto buscado y lo primero
que considera es la expansion de (a-1)°=a’2a+1. Ahora viene la idea

92




importante de considerar una pequefa variaciéon en el punto a y considerar
a+e. El valor de la curva en ese punto esta dado por (a+e-1)’=a’-2a+1+2e(a-1)
y ahora adiguala” las expresiones

a’-2a+1= a*-2a+1+2e(a-1)

De donde 2e(a-1)=0, ahora divide por e, lo que indica que Fermat esta
calculando la derivada e igualandola a 0. Obtiene entonces

a-1=0
de donde a=1.

Vamos a hacer unos comentarios finales. La nota presentada puede servir
de enlace a nuestra préxima Unidad sobre el calculo diferencial. Sin duda lo
hecho por Fermat estd muy préximo a lo que Newton y Leibniz van a
desarrollar. Lagrange consideraba a Fermat el creador del calculo diferencial e
Integral ya que ademas de su método de la tangente calcul6 el area debajo de
la grafica de todas las potencias enteras dex. La estatua de Fermat en
Toulouse dice: Pierre Fermat creador del calculo.

Estatua de Fermat en el Capitolio de Toulouse (Francia)

Luego Fermat:

1. Cre6 con Pascal la teoria de probabilidades.
2. Fue creador, junto a Descartes, de la geometria analitica.
3. Es, sin duda, pionero del desarrollo del calculo.

* Adigualar lo toma Fermat de Diofanto y significa igualar cantidades muy préximas.
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4. Planteé el problema mas famoso de la matematica: El Gltimo teorema
de Fermat. También encontro originales métodos en teoria de numeros
y nuevos resultados.

Por favor vaya a http://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat para una

biografia corta. También puede ver el libro Los grandes matematicos de E. T.
Bell que esta en http://www.geocities.com/grandesmatematicos/.

Actividades y ejercicios matematicos

Ejercicio 1

Demuestre, usando geometria analitica, que si en un cuadrilatero
cualquiera unimos los cuatro puntos medios se forma un paralelogramo.

Ejercicio 2
Demuestre que una circunferencia de centro (a,b) y radio r tiene ecuacién:

(x—a)’ + (y-b)} =+*
Ejercicio 3

Demuestre que si dos rectas se intersecan lo hacen en un solo punto.
Ejercicio 4

Demuestre que el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto
(0,a) y de larecta y=-a esta dado por la ecuacién:

xi= 4ay
Ejercicio 5

Demuestre que la cantidad A discriminante es una invariante de la forma
cuadratica:

g

fy)=ax’ +hxy+ey’ =[x ] 2 [1
LB
2
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Sugerencia: antes de embarcarse en largos calculos piense un poco en
términos de matrices y determinantes.

Ejercicio 6

Aplique el método de Fermat para hallar maximos y minimos al problema
de determinar de todos los rectangulos de un perimetro dado el de mayor area.
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Autoevaluacion

El test consta de dos partes. La primera parte consiste en algunos ejer-
cicios matematicos relacionados con las técnicas usadas por Descartes y
Fermat. La segunda algunas preguntas muy sencillas de seleccion simple para
verificar su conocimiento del material del curso.

Ejercicios
1.-  Calcule el discriminante para deducir la naturaleza de la cénica:

5x* +8xy+5y° =1

2.- Halle la formula de la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (a,b) y
(c,d).

3.- Demuestre mediante un célculo que mediante una rotacion siempre se
puede eliminar el término xy en una forma cuadrética
[x}
¥

Q
NS

4.-  Demuestre laigualdad f(x,y)=ax’ +bxy+cy’ =[x y]

b | o
le]

Preguntas de seleccién simple

Escoja la alternativa que més se aproxime a responder la pregunta

1- La descripcion mas adecuada de la geometria analitica es:
a) Analisis de los métodos geométricos griegos realizado por Descartes
b)  Fusion del &lgebra y la geometria creando un lenguaje potente
c)  Geometria de la elipse, la parébola y la circunferencia

d) Geometria no euclidiana basada en el analisis

2-  Ademas de matematico Descartes era:

a) Filésofo
b)  Fisico

c) Abogado
d) Médico
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El primer invariante matematico descubierto fue:

a) Laecuacion de la recta

b) La ecuacioén de la circunferencia

c) Elconcepto de excentricidad de Apolonio

d) Eldiscriminante b?-4ac asociado a una forma cuadratica

Una ecuacion de primer grado Ax+By=C representa en el plano:

a) Lasolucién al problema griego de bisecar el angulo

b) Unarecta

c) La proporcionalidad establecida por el teorema de Thales
d) La ecuacion de un semiplano

Descartes muere en Suecia a causa de:

a) Vejez

b)  Envenenado en el palacio de la reina Cristina
¢) Pulmonia

d) Ahogado en un naufragio

La clave de la geometria analitica es:

La introduccion de ejes de coordenadas

El método deductivo

El analisis matematico

Las ideas que se derivan de Los elementos de Euclides

OO0 oo
St N e
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Solucién a la autoevaluacion
Ejercicios
1.- Alcalcular A=4*-5*%5=16-25=-9<0 vemos que tenemos una elipse.

2.- La pendiente viene dada por ng;b y por ende la recta debe ser la
c=a

forma:

d_b)x+b. El pardmetro b se calcula con cualquiera de los puntos. Si a=c
-

gr=y v
la pendiente no esta definida pero |a recta tiene una ecuacién muy sencilla que
dejamos al estudiante UNA.

3.- Basta ver que podemos encontrar un angulo tal que:
b b
—acos asena — Esenza +-¢os” a+ccosasena =0
El punto es que podemos usar identidades trigonométricas bien conocidas
: b - :
y factorizar 5 en la expresién anterior para obtener:
bcos2a +sen2a(c—a)=0

Dejamos al estudiante UNA completar el calculo.
4.- Esto es una computacion directa basada en la multiplicacién de matrices.

No la vamos a realizar.

Preguntas de Seleccién Simple

1-  b) La geometria analitica une el algebra y la geometria mediante el uso de
sistemas de referencia.

2- a) Descartes fue un gran filésofo autor del Discurso del método.

3- d) Tal como lo sefiala Berlinski este fue el primer invariante matematico
descubierto.

4- a) La ecuacion de la recta. Esto aparece al principio de la lectura cuando
caracterizan la ecuacion de la recta por medio de dos parametros.
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5-

6-

c) Ver el final de la lectura.

a) Los ejes coordenados permiten cuantificar, asociar numeros vy
ecuaciones a los entes geométricos.
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MODULO III

El cdlculo diferencial y la Matemdtica en la Epoca moderna







ESTRUCTURA DEL MODULO Il

Modulo llI

El célculo diferencial y la Matematica en la Epoca moderna

Objetivo del Modulo

Describir la evolucién del calculo desde su nacimiento hasta su forma-
lizacién y la influencia de este proceso en la matemaética del siglo XX.

Contenido del médulo

I1.6 El desarrollo del calculo diferencial e integral
e Creacion del calculo en el trabajo de Newton y Leibnitz.
e Viday obra de Leibnitz

I1.7 La aritmetizacion del analisis
e El siglo XIX: la formalizacién del analisis.
e La geometria no Euclidea.

I11.8 La teoria de conjuntos y la matematica del siglo XX

e Elfin del siglo XIX: La obra de Cantor
El siglo XX: David Hilbert, sus 23 problemas y su programa logicista.
La crisis de los fundamentos de las matematicas: Russell y Godel.
El concepto de espacio abstracto y estructura
Las matematicas después de la segunda guerra mundial: el grupo
Bourbaki y su influencia en la matemaética y educacion
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Unidad 6

La naturaleza y sus leyes se escondian en la noche, Dios dijo, hagase Newton:
y se hizo la luz.

Alexander Pope

@ Objetivo Unidad 6

Conocer el desarrollo del calculo diferencial e integral.

Tiempo estimado de estudio

2 semanas
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INTRODUCCION

El calculo diferencial e integral representd6 un avance crucial en el
desarrollo de la matematica. Ideas como limite, velocidad instantanea o el 4rea
de regiones irregulares se llevaron a una precision que permitié contar con la
matematica que necesitaba la técnica, la fisica y la inminente revolucién
industrial. Muchas de estas ideas venian de la matematica griega pero los
griegos aferrados a lo geométrico no disponian del lenguaje para desarrollar el
calculo. Como ya estudiamos, es la geometria analitica el lenguaje apropiado
para desarrollar el calculo. De hecho Fermat conocia como calcular maximos y
minimos usando la geometria analitica. El calculo diferencial es fundamen-
talmente algoritmico y en sus inicios fue muy algebraico. La matematica griega
fue estatica y geométrica. Esto quizas haya frenado a matematicos como
Arquimedes a avanzar hacia la senda proxima, a lo que ahora conocemos
como calculo. También debemos resaltar que los griegos fueron escrupulosos
en relacion al uso de lo infinitamente grande o pequefio evitando estas ideas
cuando les era posible.

Berlinski lleva al estudiante de la mano en la génesis del calculo, tomando
como hilo conductor el trabajo de Leibniz. Aqui se aleja un poco del camino
trillado de vincular el origen del calculo al trabajo de Newton en fisica.
Examina Berlinski con detenimiento el concepto de de recta tangente, area yla
vinculacion entre ambos: el teorema fundamental del célculo.

Berlinski examina el dificil concepto de limite ¢—& y se pasea por los
infinitesimales y la critica que hizo Berkeley de ellos. Habla del trabajo de
formalizacion que inician Weierstrass y Cauchy. Esto prepara de manera
natural para parte de lo que veremos en la préxima lectura: el proceso de
formalizacién del célculo.

Plan de instrucciéon

1. Repase lo que conoce de matematica |, matematica Il y Calculo Integral.
En particular la idea de limite, velocidad o derivada y el teorema
fundamental del calculo. También puede tomar un libro de Fisica
General (el de la UNA por ejemplo) y leer sobre los conceptos de
velocidad y aceleracion.

2. Ubiquese en la Inglaterra y la Europa continental de la epoca de Newton y
Leibniz.
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ea la lectura de Berlinski con cuidado y resuma la informacion revelante
en la linea de tiempo.

4. Complemente su informacién con la lectura de una biografia de Newton
(el MacTutor de Historia de la matematica es un buen lugar donde ir o
también la Wikipedia).

5. Recuerde ir al foro del rincdn del asesor, en este caso planteamos otra
disputa de prioridad: ;Quién fue el primero en crear o descubrir el calculo?
i Newton o Leibniz? ; Toma Berlinski partido por alguno de los dos? Vea el
video de RTVE en su serie Universo matematico sobre estos genios y el
descubrimiento del calculo. A investigar y discutir!

6. Resuma todos sus hallazgos en la linea de tiempo que esta construyendo.

7. No olvide leer las notas matematicas complementarias que aparecen la
Guia Instruccional a la lectura de Berlinski.

8. Realice las actividades y ejercicios matematicos. Recuerde que ello es
fundamental para la evaluacion formativa.

9. Hemos colocado un enlace al video sobre Leonard Euler, de quien se
conmemoran 300 afios de nacimiento.

10. jYa Ud. esta listo para la autoevaluacion! Demuestre lo que conoce

Rincon del asesor

Esto es una disputa vieja que de hecho nace con el tema mismo. Una
version muy conocida de como se desarrollaron los hechos es la siguiente:
hacia 1666 ya Newton conocia lo que llamamos hoy calculo diferencial e
integral. Sin embargo, no quiso divulgar su método. El mismo le proporcionaba
una ventaja grande sobre el resto de los matematicos y fisicos y lo usé para
realizar sus grandes descubrimientos en ambas areas. Hacia 1676 Leibniz
redescubre el calculo infinitesimal pero publica su trabajo, obligando a Newton
a revelar que ya él conocia el mismo. El terreno ya se encontraba abonado
para una pelea que hizo que los matematicos de entonces tomaran partido por
Newton o Leibniz. ; Qué cree Ud?
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El problema inicié una rama de las matematicas conocida como calculo
de variaciones. Varios matematicos resolvieron el problema y enviaron sus
soluciones con un pseudénimo. Se dice que al leer la de Newton, Bernoulli
exclamé: “jEs Newton!” Le preguntaron, ";Cémo lo sabe?” Y respondio,
“porque conozco las garras del leén (Ex ungue leonis)"

IV. El teorema fundamental del calculo y las sumas telescépicas

Existen muchas maneras de demostrar el teorema fundamental, en esta
nota pretendemos dar un enfoque intuitivo del mismo. Sabemos que el teorema
fundamental del calculo dice que:

[/t = fb)- f(a)

Una manera de ver el resultado es pensar que lo que ocurre entre a,b

solo depende de lo que pasa en los extremos. Veamos una situacion similar.
20

Supongamos que queremos calcular >
o n(n+1)

) 1 1 1 y
tedioso hasta que observamos que =—— y aparece la magia de las
nn+l) n n+l
sumas telescopicas. Apliquemos la observacion hecha para el céalculo de la
20 1 1 1 i 1 1 =
=(l——)+(———)+---(——~—)=l—i, jel valor solo depende
mnn+l) 2 2 3 20 21 21
del primero y ultimo término! Tales sumas ocurren con frecuencia en
matematica y se denominan telescopicas. ¢ Tendra algo que ver el teorema

fundamental del calculo con las sumas telescopicas?

. Esto parece un ejercicio

suma

Recordamos que:

f'(f) - f(t+h]3__f(t)

puede aproximar mediante las sumas de Riemann

b
’
si 1 es pequefio. Por otro lado la integral If (t)dt se

n

Jf'(f)df =Y [t ). ~1,) pero

J=l

b i . | h ~ ‘
= [t~ ; FUNt 1)~ 1, + 2 1)

j=!

7= L=

(tj+| _t_f)
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Ahora vamos a tomar h=1,, —1, y lo sustituimos en la Gltima suma de la
expresion anterior para obtener

jf'(r)drzii(i)h_fﬁh = )~ £()

=1
Pero la ultima suma es telescépica, luego Zf(rﬁ,)—f(tj)=f(r,”,)—f(t,),
j=l
y como los 7, eran una particion del intervalo, el tltimo debe ser » y el primero

a. Haciendo # arbitrariamente pequefio las aproximaciones anteriores se
convierten en igualdades luego

_[f'(t)dt = mzlf&')};ﬂh =if(rj+l)—f(rj) =f(b)- f(a)

V. La matematica del siglo XVIll y su gran representante: Euler

La nota que presentamos es en honor de los 300 afios del nacimiento de
Leonard Euler (1707-1783) y pretende remediar una gran omisién en nuestro
modesto trabajo. Sin duda el siglo XVIII es un siglo excitante para la
matematica en general y para el céalculo diferencial en particular.

Leonard Euler

Euler era un extraordinario matematico que escribié méas que ningun otro y
su obra completa no ha terminado de ser publicada (van mas de 70 volumenes
y se cree que llegaran a 200) a pesar de haber trabajado ciego en los dltimos
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anos de su vida (desde 1766 en adelante). Nacié en Basilea, Suiza pero vivio
en Rusia la mayor parte de su vida, vida que cubre la mayor parte del siglo
XVIIl. Su padre que ademas de pastor era un mateméatico competente le
ensefo matematica. Discipulo de Jean Bernoulli (1667-1748) se vio involucrado
en las amargas disputas de esta familia de genios pero los superé a todos.

Su trabajo estuvo relacionado a la mayor parte de la matematica conocida
de la época y abrié nuevos campos de trabajo como la Topologia (problema de
los 7 puentes de Konigsberg), Calculo de Variaciones (Ecuacién de Euler-
Lagrange), etc. Discutio sobre el concepto de funcion acercandose al concepto
moderno y creando la notacién que usamos f(x). También la notacion de

sumatoria Z nos viene del trabajo de Euler. La formula considerada “la mas
bella formula matematica” es de su creacion:

in

e +1=0

Observe que en ella aparecen los 5 nimeros mas importantes de la
matematica:

e Elnumero 7, viejo amigo en nuestro viaje desde Babilonia
e El nimero e base de los logaritmos neperianos que Euler definié

. . = 1
como la suma infinita 2—1
n=l 12

e La gran invencion hindu: el 0
e El numero imaginario i, el salto a lo complejo
e Launidad 1 que genera todo lo demas

Voy a sefalar como Euler descubri6 otra férmula notable. Varios matema-
ticos, entre ellos Jean Bernoulli, habian tratado de encontrar el valor exacto de
la serie convergente:

= 1 l.- 1 1
- =1+'—+_+“‘+_~T+"'
 h 4 9 n

Euler parte de un hecho conocido desde la época de MacLaurin (1696-
1746) y de Brook Taylor (1685-1731)

' Lo que conocemos como series de Taylor aparentemente son invencion de MacLaurin y reciprocamente.
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MacLaurin

Usando las series de estos caballeros, escribimos:

senx r . x
=] —— e
x 6 120

Este resultado era bien conocido por Euler. También Euler, como cual-
quier estudiante de bachillerato, conocia que las raices de un polinomio
determinan los coeficientes y su factorizacién. Por ejemplo, si tenemos un

polinomio ménico p(x) de segundo grado de raices @, entonces:

p(x)=(x-a)x-p)=x"-(a+pf)x+ap
Esto puede ser generalizado a polinomios de grado superior.

Ahora Euler vuela alto. Plantea la ecuacion
2 4

sSenx X X . ¥
=l-—+ +---+---=0 que tiene como soluciones los ceros del seno
x 6 120
salvo x=0, sabemos que el seno se anula en x =+xz,+27,---,+kz,--- y piensa
. x it ¥ ,
que la expresion - 1~?+1—26+---+--- puede ser vista como un
X

polinomio de grado jinfinito! del cual conocemos sus raices, Euler se atreve a
escribir la factorizacion:

X 5> % x X X X
=]l—— e frre= == Sy PSS, MRS, TR P e } 41025
T e e e e B R (e
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Recordando la identidad (a+b)(a—b)=a’ —b* obtenemos

Py

(kr)

x # x x x x 2
(1—;)(1+;)(1—-2;)(1+§)"'(1—E;)(1+?z-)“'~(1—?)(1— fusef ] Yo

x:
(27)
Si suponemos que esto es correcto, tendriamos

=

2 4 2
1_x_+_”‘__...:(1-%)(1__"‘_2)...(1_ x

6 120 (2Jr) (km)

Supongamos que expandimos el producto infinito del lado derecho y
vemos el coeficiente de x> obtendriamos

2)

Pero si dos polinomios son iguales, continta Euler hilando fino, sus
coeficientes deben ser iguales entre si, luego

_f_..._|___-|----)=-:l de donde
‘m* 6

Un descubrimiento notable.

Debo alertar al lector que en muchos libros presentan a Euler como una
especie de algebrista y algoritmico irresponsable, poco cuidadoso en relacion a
la convergencia de las series y sucesiones. Esto dista mucho de la realidad. En
el argumento que mostramos para descubrir la notable y hermosa férmula:

Euler estaba consciente que habia realizado varias peligrosas analogias.
De hecho tardé 10 afios en probar rigurosamente el mismo. Lo mismo pasaba
cuando realizaba célculos de series divergentes como
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1-24 3=+ (=1)""n'+---. Euler sabia muy bien que la serie es divergente

y que lo que hace, al calcularla, es introducir un método de sumacion.
Recomendamos al lector el articulo “Euler and his work on infinite series” de
Varadarajan en el Bulletin de la AMS de octubre de 2007 para profundizar en
estas ideas. Vaya al Moodle del curso y disfrute del video de Euler.

Actividades y ejercicios

Actividad 1

Construya una definicion de funcién continua en un punto usando
infinitesimales. La idea es que si / es continua en x=acR y & es un

infinitesimal ;Qué deberia ser f(a+¢)- f(a)?

Ejercicio 2

Demuestre que en los reales adjuntandoles los infinitesimales no se
puede satisfacer el principio de Arquimedes.

Sugerencia: razone por reduccion al absurdo
Ejercicio 3

Demuestre que un infinitesimal dx verifica que dx?<dx
Ejercicio 4

Demuestre que usando el principio de continuidad se puede probar que
entre dos numeros positivos siempre existe un racional.

Ejercicio 5
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Supongamos que en t=0 el punto P esta en el origen de coordenadas y
que el radio del circulo es 1. Halle la ecuacion de la cicloide.
Sugerencia:

Parametrice la trayectoria dividiendo el movimiento en x y en y. Observe
que ocurre con el angulo que forma P con el centro del circulo a medida que
este avanza.

Ejercicio 6

Calcule la longitud del arco que genera P hasta su primer rebote en el eje
x (B en el dibujo de arriba)

Ejercicio 7

Calcule el area bajo la cicloide que genera P hasta su primer rebote en el
eje x (regién verde en el dibujo de arriba).

Actividad 8
A lo Euler pretendemos justificar el resultado de Leibniz 1—1+1---:—;-.

Obviamente la suma infinita es divergente, pero vamos a justificar el resultado
intuitivo de Leibniz. Observe que las sumas parciales de 1-1+1---toman dos
valores: 0 y 1. Asi que Leibniz le asocia a la suma infinita el punto medio o
promedio entre ellos. Cambiemos la serie por:

L=t ln® wes

a)si x =1 obtenemos la serie numérica.

2 1
b) Demuestre que si ’x'<] entonces 1—1x+1x'»-~:ﬁ—
X

c) Demuestre que lin?]—l— =%. Esto justifica el resultado de Leibniz.
=1 1+ x
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E/ ) Autoevaluacion

El test consta de dos partes. La primera parte consiste en algunos
ejercicios matematicos relacionados con las técnicas usadas por los babilonios
y egipcios. La segunda algunas preguntas muy sencillas de seleccion simple
para verificar su conocimiento del material del curso.

Ejercicios

1-  Use las técnicas de Euler y el teorema fundamental del calculo para que
a partir de:

1—1x+1x1---=-—1— obtener
1+x

l_n2:]—.1—+l+...
2 3

2- Demuestre que entre dos racionales siempre hay un racional.

3- Use el teorema fundamental del calculo para demostrar que el area de un
circulo de radio 1 es .

Preguntas de seleccion simple

Trate de responder con la alternativa que considere mas préxima a la
respuesta de |la pregunta.

1.- Empezaron a usar los infinitesimales para hallar el area bajo una curva y
la recta tangente a una curva en un punto:

a) Eudoxio y Arquimedes

b) Newton y Leibnitz

c) El obispo Berkeley y Robinson

d) Los algebristas italianos del renacimiento

2.- Elteorema fundamental del calculo relaciona:

a) El concepto de derivada e integral como operaciones inversas una de
la otra

b) La integral como area bajo una curva

c) Laintegral y el volumen de la esfera como lo establecié Arquimedes

d) Las sumas de Riemann y la particion de un intervalo
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3.-

La posicion de Berlinski sobre la creacion del calculo diferencial e Integral
es:

a) Indiscutiblemente producto del gran genio de Newton

b) Leibniz se adelanté a Newton un par de afios

c) Fermat y Descartes son los verdaderos creadores del calculo
d) Newton y Leibnitz lo descubren independientemente

Criticé el concepto de infinitesimal en el naciente calculo:

a) El obispo Berkeley
b) Arquimedes

c¢) Abraham Robinson
d) Halley

De acuerdo a Berlinski la definicion de limite es:

a) un concepto sencillo y natural

b) Dificil de manejar por la presencia de varios cuantificadores y numeros
simultaneamente

c) Equivalente al uso de los infinitesimales

d) una idea que viene de los babilonios y egipcios
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Solucion a la autoevaluacion

Ejercicios

1-  Como 1=(1+x)(1-x+x*+++(=1)"x")—(-1)"x"' entonces:

n _n+l
: =(1—x+x2+---+(—1)"x"}—u)—x—, si x| <1 el Gltimo término va a 0 si n,
(1+x) (1+x
de donde:
1 1 1 ,
dr=|(1-x+x"+-+(=D)"x"+--)dx y
!(1+x) UJ.

In(1+x)|. :1n2=1_%+%+...

2- Tome el punto medio entre ellos, y esto es un racional.

3- Recuerde lo que aprendié en su curso de Calculo Integral

Preguntas de seleccion simple

1.- b) El uso de los infinitesimales arranca con los creadores del calculo,
Newton y Leibniz, aunque antecedentes de los mismos se pueden
encontrar en la obra de Cavalieri y en la matematica del barroco.

2.- a) La importancia del teorema fundamental del céalculo es relacionar los
conceptos de derivada e integral.

3.- d) Es claro a partir de la lectura que Berlinski admira a Newton y Leibnitz
por igual y los considera como codescubridores del calculo.

4.- a)Aparece tanto en la lectura como en las notas complementarias.

5.-  b) Un concepto muy dificil de aprehender, el estudiante UNA tendra que
reflexionar y madurar esta idea.
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Unidad 7

El siglo XIX: La aritmetizacion del analisis y las geometrias no euclideas

@ Objetivo Unidad 7

Conocer el proceso de formalizacion en el calculo diferencial y la crea-
cion de la geometria no euclidea.

@ Tiempo estimado de estudio

2 semanas

Hilbert es el campedn de la axiomatica
H. Weyl
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INTRODUCCION

La matematica del siglo XIX es una matematica impresionante: la for-
malizacion del analisis matematico, la teoria de funciones de variable compleja,
la aparicion de las geometrias no euclideas, el nacimiento de la teoria de
conjuntos y el algebra moderna bastarian para sustentar mi afir-macién. La lista
de los matematicos de esa centuria estd compuesta por inmortales de la
matematica: Gauss, Riemann, Galois, Weierstrass, Kummer, Dedekind, Cantor
y Cauchy entre otros. No he incluido a Hilbert ni a Poincare por considerarlos
matematicos que cabalgan entre los siglos XIX y XX.

De nuevo Rey Pastor y Babini nos indican los hitos importantes en el
desarrollo de la matematica del siglo XIX. Lo primero que examinan es el
nacimiento de la geometria no euclidea, un hecho que tiene importancia
diversa. Por un lado se cerraban los intentos de gedmetras como Lambert y
Sachieri que intentaron derivar el axioma de las paralelas del resto de los
postulados de Euclides. Pero mas importante que ésto es que se percibi6 que
los axiomas tenian cierto grado de arbitrariedad y que lo tnico que importaba
es que no fuesen contradictorios entre si. Esto liberaba a la matematica de
manera violenta de cualquier atadura con lo real, aunque matematicos como
Gauss estaban convencidos de que eran las mediciones astronémicas las
que determinarian la verdad de una u otra geometria. Es sin duda una
consideracion transitoria y el punto de vista axiomatico-abstracto se terminara
imponiendo con el resultado sorprendente que las matematicas seran cada vez
mas relevantes para las aplicaciones a la mayor parte de los campos. Los
matematicos como Gauss, Lobachebsky, Boliay y Riemann y su aporte al
nuevo campo de la geometria no euclidea son examinados.

Posteriormente Rey Pastor y Babini en el proceso que se conoce como la
aritmetizacion del analisis, analizan brevemente a Bolzano cuyo importantisimo
trabajo no es bien conocido y por supuesto la obra de Cauchy, Abel y
Weierstrass. Estos matematicos abordan con éxito la nocion de continuidad yla
convergencia de series numéricas. Recordemos que Abel traté de expurgar a la
matematica de las series divergentes, a las que consideraba sin sentido.
También el proceso de integracion es analizado por Cauchy quien, sin embar-
go, tiene en su trabajo algunas importantes omisiones.

El proceso de construccion de los nimeros reales es llevado a cabo por
varios matematicos: Weierstrass, Cantor (completacién mediante sucesiones
de Cauchy) y Dedekind. La construccion de Dedekind sera examinada en las
notas matematicas complementarias a la lectura. Sin duda, la construccién de
los numeros reales era la base que necesitaba el proceso de formalizacion del
calculo, ya que de una u otra manera la aritmetizacion del analisis descansa
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en el conjunto de los nimeros reales, prototipo de todo lo que se desarrollaria
después desde un punto de vista mas abstracto y general.

Al final, los autores examinan el trabajo de Poincare y Hilbert lo que

enlaza esta lectura con nuestro trabajo sobre la matematica en el siglo XX, que
encontrara en el ultimo capitulo de la guia instruccional. Pasemos ahora al
estudio de este siglo de guerras y avances importantes, un siglo que prepara la
explosion matematica del siglo XX.

Plan de instruccion Objetivo 7

1.

Repase el concepto de limite y de nimero real de su curso de Matematica
|, observe que las definiciones apelan a nociones intuitivas como cercano,
aproximandose, etc.

Lea en el libro de Dario Duran La geometria euclidiana |a importancia del
axioma de las paralelas y de los intentos fallidos en demostrarlo.

Vuelva a la lectura de Berlinsky sobre el calculo (Unidad 6) y el concepto
de limite, asi como a la critica del obispo Berkeley sobre el uso de los
infinitesimales.

Ubiguese como siempre en el siglo XIX, lea sobre la situacion de las
naciones en Europa, guerras entre ellas, etc.

Lea la lectura de Rey Pastor y Babini sobre la matematica en el siglo XIX.

Resuma los hechos més importantes en la linea de tiempo que esta
construyendo:

» (Cuales matematicos trabajaron en el desarrollo de las nuevas
geometrias y en qué orden cronolégico?

e ¢Cual es la direccion que sefiala Riemann para el trabajo geométrico?
» (Estaba Gauss al tanto de los nuevos desarrollos en geometria?
e ¢Qué problemas tenia el calculo de Newton y Leibniz?

e (Cuales matematicos trabajaron en el desarrollo de la formalizacion
del andlisis?
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¢ ;Quiénes contribuyeron a aclarar el concepto de numero irracional?
¢el de limite?

En las notas matematicas complementarias encontrara una descripcion de
las cortaduras de Dedekind, estudie cuidadosamente su construccion.
También hablaremos del disco de Poincare y del modelo de Klein-Beltrami
en relacion a la geometria no euclidea hiperbdlica y en una breve nota, en
honor a Bolzano, se presenta su definicién de continuidad.

Es hora de demostrar sus conocimientos, resuelva la autoevaluacion
sabemos que Ud. lo va a hacer muy bien.
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Notas matematicas complementarias de la lectura de la matematica
en el siglo XIX

l. Las cortaduras de Dedekind

Desde Eudoxio los matematicos han tratado de resolver el problema de
los “inconmensurables” o irracionales. Como ya el estudiante conoce, los
pitagoricos descubrieron que existen longitudes que no corresponden a ningun
numero racional. Definir cuidadosamente los nimeros reales era el problema a
resolver para que el analisis matematico tuviese una fundamentacion irre-
prochable. Dedekind logré este objetivo mediante la construccién de los reales
empleando el concepto de cortaduras. Sin embargo, su exposicién ha sido
desplazada por la presentacién del conjunto de los nimeros reales a través del
enfoque axiomatico encontrandose en pocos lugares. En estas notas queremos
mostrarle al estudiante uno de los hitos en el desarrollo del analisis matema-
tico.

Recordemos que el conjunto de los racionales es un cuerpo ordenado
(vea las definiciones en el texto de Algebra | de la UNA o un poco méas abajo).
La idea de Dedekind es brillante y simple, se trata de construir cada real como
un punto de la recta que “separa” en dos clases A y B los racionales, siendo A
los racionales a la izquierda del punto y B los racionales a la derecha. Por
supuesto que se deben evitar referencias ciclicas y no definir algo a partir de lo
que pretendemos determinar. Dedekind logra esto de manera clara. Cualquier
definicion aceptable en matematicas tiene que basarse en cosas anterio-
res que estén claramente definidas.

A B

o r }\ los puntos representan
racionales

Punto r de la recta que determina una cortadura

Antes de dar la definicion veamos el siguiente par de ejemplos. En lo que
sigue p,q son enteros, siendo g no nulo. Consideremos los dos conjuntos:

2

B= £talcsque£>0y[£J >2
q q q

A= £talesque £<Oo(£] <2
q q q
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9900000000002 0000000000000900000000L000000000000

Observamos:

7

=

Los racionales se escriben como AU B

Las clases de racionales A y B son disjuntas, AN B =0

La clase B no esta acotada superiormente y si Lep y oo =t e
Y

q q9 5

La clase A no esta acotada inferiormente y si Ly y —eZ=lei
§

q qg s
La clase A no tiene mayor elemento y la clase B no tiene menor elemento

Todo elemento de la clase B es mayor que cualquier elemento de la clase
A

La idea intuitiva es que el irracional 2 queda determinado por la

cortadura (A,B) antes definida.

Supongamos ahora que tomamos ahora:

€= {E tales que
q

P
q
D={£ tales que £ 21 }
q q 2
Tenemos:

1. Los racionales se particionan en las clases C,D esto es:
Q=ClLID.CD=&

2. Laclase D no esta acotada superiormente y si Lep y Ladclap
q s q s
3. Laclase C no esta acotada inferiormente y no tiene un mayor
elemento, ademas si £ e y T8 rec
q s q 5

4. Todo elemento de la clase D es mayor que cualquier elemento de la
clase C
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Es decir, se cumplen las mismas propiedades que en el ejemplo anterior
con una sutil diferencia: la clase D contiene un menor elemento, en este

1 ; . A >
caso 5" Luego el punto que determina la cortadura es un racional, a diferencia

que en el ejemplo anterior que era un irracional. Este es el punto basico de las
cortaduras. Los irracionales caracterizan una cortadura donde las clases A
y B no tienen un mayor elemento(A) y la otra no tiene un menor elemento
(B). Mientras que para un racional una de las clases siempre tiene un
mayor elemento (la clase A) o un menor elemento (la clase B). No puedo
enfatizar la brillantez de la idea de Dedekind.

Estamos listos para la definicion estrella de esta seccién, pero antes una
recapitulacion corta de algunas propiedades de Q

Q

Consideramos el conjunto de los racionalesQ con el orden:

£<£<:>0<£—£.

q s s q

Sabemos ademas que Q es un grupo abeliano respecto a la suma y que
si sacamos el 0 es un grupo abeliano para la multiplicacién, es decir Q es un
cuerpo. Una propiedad basica de los racionales es su densidad: entre dos

racionales siempre se puede insertar otro racional.
Definicion:

Una cortadura (A, B) en el conjunto de los racionales es un par de
subconjuntos A, B de Q que verifican:

1. Q=4UB

2. ANB=0

3. Sifey y Les cualquier elemento deB=£<L
q 5 qg s

4.  El conjunto 4 no esta acotado inferiormente y es un ideal en el sentido
que si Ly y LIPY Y
q s g4 5
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5. El conjunto B no esta acotado superiormente y es un ideal en el sentido

que si £eBy T2 1B

q s q s
Observaciones a la definicién:

e Las propiedades 1 y 2 de la cortadura usualmente se resumen de la
manera siguiente: los conjuntos A,B particionan a Q.

e La propiedad 3 indica que todos los elementos de la clase A estan a la
izquierda de los elementos de la clase B.

e No excluimos la posibilidad que el conjunto B tenga un menor elemento o
que A tenga un mayor elemento si lo tiene debe ser u racional que
caracteriza la cortadura (ver el ejemplo anterior) Si la clase B no tiene un
menor elemento y la clase A no tiene un mayor la cortadura est&
definiendo un nimero irracional.

¢Como operamos con estas nuevas entidades llamadas cortaduras?
¢Como las sumamos? ;Coémo las ordenamos? ;Es un conjunto completo?
Aqui completo significa “sin huecos” lo que corresponderia a la idea intuitiva de
que la recta real es continua.

Vamos a ir respondiendo a estas preguntas de manera pausada pero le
debemos decir al estudiante UNA que las respuestas son sencillas y se basan
casi en la intuicion geométrica que genera el concepto de cortadura. Invitamos
al estudiante UNA a reflexionar sobre las preguntas anteriores antes de
continuar leyendo.

Recordamos al estudiante UNA que un conjunto A esta parcialmente
ordenado por < si la relacion < es transitiva, esto es si
asbyb<c=a<c donde a,b,ceA. Un orden se puede definir en el conjunto

de todas las cortaduras mediante la relacion:
(4,B)<(C,D)e= A C

En cualquier conjunto parcialmente ordenado se puede definir la nocién
de conjunto acotado superiormente: decimos que A estd acotado superior-
mente si existe un be M talque X <b paratodoxe 4. un conjunto acotado

superiormente tiene un supremo si y sélo si existe una cota Superior minima.
Un conjunto parcialmente ordenado es completo si y sélo si todo conjunto
acotado superiormente tiene supremo. El siguiente resultado es fundamental.
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Teorema: El conjunto de todas las cortaduras (A, B) es completo.
Demostracion:

Sea (4,,B,) a I una familia de cortaduras acotada superiormente por la
cortadura (M,N)= 4, c M para todo «. Verifiguemos que:

(A,B):(UAQ,[UA,,]‘)

ael ael

es una cortadura y ella es el candidato natural a ser el supremo de la familia
(4,,B,)acl.

En primer lugar tenemos:

i UAaU{UAa]C=Q

asl asl

2. UAQD[UAa]rﬂZ

ael ael
de forma directa por la definicion de complemento de un conjunto.

Verifiquemos ahora la propiedad 3:

sifed y Les cualquier elemento de B = £<L Tomemos
q s g §
Ly y Les cualquier elemento de B , como A= U 4. = L A, donde pe !, al
q s ael q
r g r P r c
tener que —e|| 4, | entonces—g 4, =<~ ya que (4,.(4,)) es una
&) ael § q §
cortadura.

Tenemos que verificar la propiedad 4 de la cortadura, esto es el conjunto

A no esta acotado inferiormente y es un ideal en el sentido que si
ﬁeAy£<£:>£eA. Como A=UAa y cada A4, es no acotado
q § q s ael

inferiormente el conjunto 4= U A4, no puede estar acotado inferiormente.

ael
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Porotro lado si £e 4y £<£:>£eUAu :>£eAyy Z<Z pero 4, es
s q

q § q q ael q

una cortadura de donde = e A,. Las otras 2 partes que restan son ejercicios y
h)

actividades para el estudiante UNA. Esto termina nuestra demostracién.

Veamos un poco el algebra de las cortaduras. Por ejemplo examinemos
como se suman las cortaduras (4, B),(C,D) parece natural definir esta

operacién como:
(4,B)+(C,D)=(A+C,B+D)

Pero vamos a tomar un atajo. Una simplificacion en el concepto de
cortadura es posible mediante la observacion elemental que en la cortadura (A,
B) la clase A determina a la clase By reciprocamente. Es decir podemos
considerar a una cortadura como el conjunto A que verifica las propiedades
siguientes:

e AzQ AT AcQ

e a€ Ayb<aentoncesh € A
e A4 no tiene mayor elemento.

Asi los racionales quedan caracterizados por la siguiente propiedad de la
cortadura supA4€Q vy los irracionales por las cortaduras que no tienen

supremoen Q.

Luego la suma de cortaduras 4 y B se puede definir como la suma de
conjuntos 4 y B. El estudiante UNA debe observar que entendemos por la
suma de los conjuntos 4 y Bal conjunto A+B={z=x+y,xe 4,y e B)".

El estudiante UNA va demostrar que esto es una cortadura, también
invitamos al estudiante UNA a pensar cual es el elemento neutro para la suma
antes definida, si esta operacién es conmutativa etc.

Finalmente la definicion de los nimeros reales.
Definicion:

El conjunto de todas las cortaduras A con el orden y operaciones antes

definidas constituyen el cuerpo de los nimeros reales R .
Mas informacién en: http://es.wikipedia.org/wiki/Cortaduras_de_Dedekind

" También se llama suma de Minkowski de dos conjuntos.
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R. Dedekind
Nace en Braunschweig (Brunswick en castellano), Alemania el
6 de octubre de 1831. Uno de los mas destacados matema-
ticos del siglo XIX. Es junto con Cantor uno de los creadores
del concepto de infinito actual en matematica. Su trabajo en la
fundamentacién del analisis es muy importante construyendo
de manera solida el continuo de los niumeros reales mediante
el expediente de las cortaduras. Destacé también su trabajo en
el campo del algebra y los nimeros algebraicos introduciendo
el concepto de ideal e ideal principal, fundamentales para desarrollar una teoria
de factorizacion en los anillos. También divulga y esclarece la Teoria de Galois
para los matematicos alemanes. Fue un matematico solitario, que nunca se
caso y vivié siempre con su familia.
Muere en 1916 en la ciudad que lo vio nacer.
Para mas informacion:
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Dedekind.html
http://es.wikipedia.org/wiki/Julius_Wilhelm_Richard_Dedekind

Il. El disco de Poincare

Los matematicos tardaron en entender el significado de la aparicién de las
geometrias no euclideas. Lo primero era entender que no habia una geometria
verdadera y que existia cierto grado de arbitrariedad al escoger los axiomas de
una teoria matematica.

Mosaicos de Escher en el disco de Poincare”.

" Cada mosaico del dibujo tiene el mismo tamaio.
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Era mucho mas importante que de un sistema axiomatico no se derivaran
contradicciones, es decir que el sistema fuese consistente. También se reque-
ria que los axiomas fueran independientes: un axioma no deberia ser
consecuencia de los otros.

En el caso de las geometrias no euclideas los matematicos establecieron
pruebas de consistencia relativas: si la geometria euclidea era consistente
también lo era la geometria no euclidea. Para lograr esto construian un modelo
euclideo de los objetos que representaban la geometria no euclidea. Si esta
teoria tenia contradicciones, éstas se reflejarian en la geometria euclidea a
través del modelo.

Una de las posibles negaciones del axioma de las paralelas es que dada
una recta L y un punto fuera de ella es que existen infinitas rectas paralelas a L.
Klein y Beltrami construyen un modelo de esa geometria que usa el interior de
un circulo como plano y las cuerdas como las lineas del plano. Observe
que los puntos del circulo no estan en el plano. Dos rectas (cuerdas) se deno-
minan paralelas si no se cortan.

Modelo de Klein-Beltrami

Asi las lineas a y b del dibujo arriba son rectas paralelas, Observe que
por D pasan infinitas cuerdas que no cortan (son paralelas) a la cuerda a. Asi
si se presentase una contradiccion en la geometria hiperbolica, ella se tradu-
ciria en una contradiccion en la geometria euclidea del interior del circulo.
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El modelo del disco de Poincare es similar al de Klein-Beltrami y se basa
en la introduccién de una distancia que aleja los puntos a medida que se
acercan al borde del circulo. Las rectas en este caso son diametros o circulos
ortogonales al circulo unidad.

?‘

Disco de Poincare

Vemos que los arcos r,n,/,m son rectas en este modelo de la geometria

hiperboélica y por ejemplo las rectas /,m son paralelas entre si ya que no se
cortan.

H. Poincare

Matematico francés nacido el 29 de abril de 1854. Se le
considera junto a David Hilbert como los ultimos matematicos
que abarcaron el conocimiento matematico de su época. Fue
ademas un importante filésofo de la ciencia cuyo libro mas
importante es Ciencia e Hipdtesis y fue uno de los pioneros
en el estudio de la relatividad. Su trabajo incluye importantes
aportes en el campo de la mecanica celeste donde abordé el
problema de los tres cuerpos desde un enfoque novedoso,
analizandolo desde un punto de vista cualitativo. Estudié el grupo de transfor-
maciones fuchsianas, vinculando las ecuaciones diferenciales lineales, la
geometria hiperbdlica y la teoria de invariantes. Enuncié el problema conocido
como la Conjetura de Poincare recientemente resuelto por Perelman, que
propulsé el desarrollo de la topologia algebraica. Asocié a un espacio topo-
logico su grupo fundamental para estudiar las propiedades del mismo.

Los mateméticos se quejaban del estilo intuitivo de sus demostraciones,
omitiendo los calculos tediosos. Poincare en su libro E/ valor de la ciencia
cataloga a los matematicos como gedmetras y analistas; los primeros eran
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intuitivos y visualizaban en el espacio los resultados. Los segundos eran
formales y rigurosos. Poincare sin duda fue un matematico geémetra. Al final
de su vida fijo posicion en relacién a la naciente teoria de conjuntos,
manifestandose en contra de ella pudiéndose considerar a Poincare como uno
de los precursores del intuicionismo. Muere en Paris en 1912.

lll. El concepto de continuidad segun Bolzano

El concepto de continuidad de Bolzano, enunciado en 1818, es:
“Una funcién f (x) varia de acuerdo a una ley de continuidad para todos los
valores de x entre ciertas cotas si cuando tomamos uno de estos x la diferencia
f (x+a)-f (x) se puede hacer mas pequefa que cualquier cantidad siempre que
podamos tomar a tan pequefio como queramos”

Por supuesto que el estudiante puede ver en el mismo el concepto usual
de continuidad definido por Cauchy con su epsilon y delta: decimos que f es

continua en x, si y sélo si dado cualquier ¢>0 existe un §>0 tal que si
WM <8 =|f(x,+w)- f(x,)| <& . De hecho la definicion de Bolzano es preferible

ya que es mas intuitiva que la muy formal definiciéon de Cauchy. Le recordamos
al estudiante que el dificil concepto de continuidad invariablemente asociado al
de limite nos viene desde los griegos y que tardd mas de 2000 afios en ser
enunciado de la forma que conocemos.

Bolzano pudo demostrar que una funcioén que verifica una ley de con-
tinuidad y que cambia de signo se debe anular en algin punto. Es lo que
conocemos como el Teorema del valor medio de Bolzano, resultado importante
desde el punto de vista tedrico y que se aplica para ubicar raices de
ecuaciones generando el método de biseccion.

Bolzano es un matematico de alguna forma olvidado pero lo conside-
ramos uno de los matematicos mas innovadores del siglo XIX.

Bolzano

Matematico checo, aunque en ese momento lo que se
conoce como Checoslovaquia estd bajo el dominio del
imperio Austro-Habsburgo. Su padre era de origen ltalia-
no. Nace en Praga en el afio de 1781 y fue un clérigo
muy dedicado aunque racionalista en su aproximacién a
la religion. Hacia 1800 estudia matematica pero pronto
cambia hacia el estudio de teologia y filosofia. Nunca
abandona completamente el estudio de la matematica.
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Se presenta a concurso por las catedras de Filosofia de la Religion y
Matematica en la Universidad Charles. Gana ambos concursos pero las
autoridades prefieren que dicte Filosofia. La compleja situacion politica y su
vision de lo religioso afectan a Bolzano quien pierde su céatedra y es puesto
bajo arresto domiciliario. Nada de lo que escribe puede ser publicado lo que
afecta la divulgacion de su importante obra. Su trabajo matemaético es
descubierto después de su fallecimiento.

Su obra matematica es importante definiendo de manera moderna el
concepto de continuidad. También demuestra la existencia de una biyeccion
entre los intervalos [1,3] y [1,2], sefialando que no es posible establecer una
biyeccion entre el conjunto de los numeros naturales y cualquiera de estos
intervalos, por lo que se le puede considerar como el precursor directo de la
teoria de conjuntos. Establece el importante Teorema del valor medio y el
principio de acumulacion de una infinidad de puntos que conocemos como
Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Muere en Praga en 1848. Sus obras se empiezan a publicar en 1862,
quince afios después de su muerte. Entre ellas destaca su trabajo titulado
Paradojas del infinito.

Actividades y ejercicios matematicos

Ejercicio 1. Demostrar que en el conjunto de todas las cortaduras la relacion:
(4,B)<(C,D)= AcC
es una relacion de orden.

Ejercicio 2. Si (4, B) es una cortadura entonces B = A°

Ejercicio 3. Complete la demostracion del teorema de completitud de las
cortaduras de Dedekind.

Ejercicio 4. Demuestre que la suma de cortaduras esta bien definida, es decir
que 4+ B es una cortadura si 4, B son cortaduras.

Ejercicio 5. Enuncie y demuestre las propiedades basicas de la suma de
cortaduras:

* La propiedad conmutativa
* La propiedad asociativa
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Actividad 1. Discuta y construya la multiplicaciéon de cortaduras.
Sugerencia: considere diversos casos.

Ejercicio 6. ;Como define una cortadura positiva? ;Cémo define una
cortadura negativa?

Ejercicio 7. Sea 0 la cortadura {£<0}. Demuestre que 0+A4=4 para
q

cualquier cortadura A.

Actividad 2. Utilizando cuidadosamente el concepto de nimero real y la
definicion de Bolzano, demuestre el Teorema del valor medio.
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@ Autoevaluacion

El test consta de dos partes. La primera parte consiste en algunos ejer-
cicios matematicos relacionados con la fundamentacion del analisis y los temas
tratados en la lectura y las notas matematicas. La segunda consiste en algunas
preguntas muy sencillas de seleccion simple para verificar su conocimiento del
material del curso.

Ejercicios

1.- Demuestre usando la definicion de Bolzano que si una funcién f:R >R es
continua en a y f(a)>0, entonces existe un intervalo (a-J,a+J) tal que
xe(a-d,a+0)= f(x)>0

2.- Construya la definicién de la cortadura - 4 (opuesta de 4 )y demuestre que
A+(-4)=0

3.- Demuestre que en el modelo de Klein-Beltrami dos puntos cualesquiera
determinan univocamente una recta en el plano hiperbélico (interior del
circulo)

4.- Demuestre usando cortaduras de Dedekind que la suma de un racional y un
irracional es, necesariamente, un irracional.

Preguntas de seleccion simple

1.- De acuerdo a lo discutido en la lectura la historia de la matematica mas
detallada y extensa escrita es:

a) La de Ptolomeo de Alejandria
b) La de Euclides

c) Lade Hofmann

d) Lade M. Cantor

2.- Al principio del siglo XIX los métodos infinitesimales:
Fueron sustituidos por el rigor del analisis
Estaban aun presentes en el uso matematico

a)
b)
c) Fueron sustituidos por la geometria no euclidea
d) Fueron criticados por el obispo Berkeley
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3.- Reintroduce el rigor en las matematicas basandolas en el método deductivo:

a) Gauss
b) Riemann
c) Pitagoras
d) Newton

4.- Uno de los precursores de las geometrias no euclidianas es:

a) Hipocrates
b) Bolzano
c) Saccheri
d) Leibniz

5.- Gauss en relacion a la geometria no euclidiana pensaba:

a) Que era un disparate matematico

b) que estaba contenida en el trabajo de Euclides

c) no estaba al tanto de su desarrollo

d) trabajo sobre ella pero no quiso publicar nada por lo polémico del tema

6.- Trata de manera sistematica de fundar el analisis:

a) Cauchy

b) Euler

c) L'Hopital

d) Jean Bernoulli

7.- Pensaba que el uso de las series divergentes era “algo diabdlico™:
a) Zenon
b) Newton

c) Abel
d) Gauss
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.......O...O..O...............................

A=
Solucioén a la autoevaluacién

Ejercicios
f(a)

1.- Si la funcion verifica que f(a)>0 basta que tomemos ¢ :—2—> 0Oy éd>0

tal que si xe(a—é,a+§):>|f(x)—f(a)|<-f(2—a):>0<$<f(x)<§% para

los puntos en el intervalo xe(a—3J,a+ )

2.- Lo dejamos al estudiante UNA.

3.- Basta ver que dos puntos cualesquiera del interior del circulo determinan
(univocamente) una cuerda.

4.- Las cortaduras que nos proporcionan los nimeros irracionales son aquellas
para las cuales su supremo no existe (no es racional). Si el supremo de la
suma existiese y fuera racional, al existir el supremo de una de las cortaduras,
el de la otra también existiria y seria racional. Invitamos al estudiante UNA a
verificar los detalles.

Preguntas de seleccion simple

1. d) La historia de M. Cantor (no confundir con el creador de la teoria de
conjuntos) es una de las obras més completas (hasta el siglo XIX) que
traza la evolucion de las ideas matematicas.

2. b) Tardaron un poco en verse expulsados del calculo por el trabajo de
Cauchy entre otros.

3. a) Gauss influenciado por el pensamiento de Pfaff reintroduce las pruebas
rigurosas.

4. c) Saccheri estuvo a punto de descubrir la geometria no euclidea,
solamente su excesivo respeto al trabajo de Euclides se lo impide.

5. d) Gauss no quiso desatar “la ira de los beocios” y se abstuvo de publicar
sus ideas sobre el axioma de las paralelas. Fue un gran admirador de
Lobachevsky a quién propuso como miembro honorario de la Academia
de Ciencia.

6. a) Cauchy como ya hemos mencionado.

7. c) La expresién es de Abel.

143







[

Jﬂ

g

Conocer LJJI{E

nnnnnnnnnn

a Teoria

Unidad 8

Tiempo estimado de estudio

aaaaaaaa







INTRODUCCION

El siglo XX vio la mayor cantidad de matematica producida jamas, la
solucion de importantes problemas como la demostracion del “Gltimo teorema
de Fermat’, el uso intensivo del método axiomético y la aplicacion de la
matematica en multiples areas del conocimiento y la técnica: mecanica
cuantica, economia, medicina etc. Podemos afirmar que fue el siglo de la
matematica. Debido a la naturaleza multiple y profunda de la matematica del
siglo XX vamos a concentrarnos en algunas ideas que corresponden a la
primera mitad del siglo. Es imposible describir el panorama de la matematica
del siglo XX sin escribir un tratado (probablemente de varios volimenes), lo
cual escapa, ademas, a mi competencia. Nos concentraremos en los siguientes
aspectos de la matematica del siglo XX:

1. Eluso de la teoria de conjuntos a partir del trabajo de Cantor
2. El programa de Hilbert y su famosa lista de problemas
3. Elconcepto de estructura en matematica y el grupo Bourbaki

Estos tres aspectos estan vinculados. La teoria de conjuntos proporciona
un lenguaje adecuado para el resto de la matematica, podemos afirmar con
completa seguridad, que en matematica “todo es conjunto”. Ademas el trabajo
de Cantor y Dedekind daba legitimidad a un evasivo concepto necesario para
entender en profundidad la idea de limite y de calculo diferencial: el infinito.

Hilbert, por otro lado, adopta de manera decidida el trabajo de Cantor
como el lenguaje para presentar, de manera axiomatica, una teoria matema-
tica. Hilbert dice “nadie podra arrojarnos jamas del paraiso que Cantor ha
creado para nosotros”. Como veremos fue un paraiso con un pecado original
que se manifestd con el surgimiento de paradojas. A raiz del surgimiento de las
antinomias en la Teoria de Conjuntos, Hilbert pretendié poner toda la matema-
tica a salvo de contradicciones mediante un poderoso programa légico. Hilbert
intentd, en su programa de fundamentacién de la matematica, tres cosas, en
primer lugar formalizar la matematica escribiéndola en un lenguaje donde no se
colase lo intuitivo. También queria librar Hilbert a la matematica de con-
tradicciones mediante la elaboracién de pruebas de en el devenir de la
matematica del siglo XX con la lista de problemas que propuso en el Congreso
de Paris de 1900.consistencia absoluta. Por Ultimo, Hilbert queria mostrar que
la matematica era completa, en el sentido que toda proposiciéon verdadera
pudiese ser demostrada a partir del tinglado lo6gico matematico y los axiomas
de la teoria. Como veremos, este programa era irrealizable en su totalidad pero
marcé una manera de entender y enfocar la matematica. También, Hilbert
contribuyd de manera decisiva
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Bourbaki adopta el enfoque de Hilbert de manera sistematica. Pretenden
presentar de manera rigurosa, axiomatica y abstracta toda la matematica que
consideran relevante. Para ello escriben una obra titulada Los elementos de las
matematicas (Elements des Mathematiques) que contenia el saber matematico
moderno. El primer libro de 1939 es sobre la Teoria de Conjuntos donde
establecen la notacion y estilo que prevalecera en el resto de la obra. Usan la
estrategia de Hilbert en la resolucion de muchos problemas: crear una
estructura axiomatica donde el problema queda inmerso y resolver el mismo en
este contexto. Es esa idea de estructura matematica la que unifica el
monumental trabajo emprendido por Bourbaki y que ademas unifica, en su
vision, la matematica.

Bourbaki arremete contra la intuicion geométrica, sefialando ésta como
inatil (Godement) para el desarrollo de nuestra ciencia. Esta tendencia hacia la
abstraccion marcé una pauta en la forma de desarrollar la matematica e incluso
paso a la Educacion Matematica aunque no directamente por medio de un
programa establecido por Bourbaki como aclaré Dieudonne.

El plan de la lectura es el siguiente. Comenzamos hablando del concepto
de conjunto e infinito. Una breve biografia de Cantor sera presentada. Poste-
riormente hablaremos del trabajo de Hilbert, su vida y su programa. Comen-
taremos sobre su decisiva ponencia que contenia sus celebres 23 problemas
presentada en el Congreso de Paris de 1900. Mostraremos las limitaciones de
su programa formalista que surge a partir del trabajo de Godel.

Al final, el concepto de espacio abstracto y estructura matematica,
fundamentales para la matematica del siglo XX, seran presentados a partir
del trabajo del grupo de matematicos franceses conocido como Bourbaki.
Referiremos al lector algunas historias y anécdotas de este grupo de
matematicos que influyé no solo en la matematica sino en la forma como la
ensefiamos.

Hemos tratado de mantener la estructura del trabajo en esta Unidad de la
Guia Instruccional. Sin embargo, me parece mas natural incluir las notas
matematicas dentro de la propia lectura.

Plan de instruccién Objetivo 8
1. Resuma los hechos mas relevantes del siglo XX: guerras mundiales,

revolucion rusa, avances en la fisica, nuevas corrientes artisticas:
cubismo, surrealismo, etc. Surgimiento del cine, la televisién y la radio.
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10.
1

12.
13.

Lea la lectura 10 escrita por el Prof. José Gascodn titulada La matematica
en el siglo XX.

Resuma la informacion relevante sobre Cantor, su vida y obra.

Resuma la informacién relevante sobre la teoria de conjuntos de Cantor:
¢ Cual es el concepto de conjunto para Cantor? ;Cuadl es la definicion de
conjunto infinito? ; Existen diferentes tipos de infinito? ;Es el cardinal de
los numeros reales mayor que el de los numeros naturales? ;Qué
problemas se presentaron con los fundamentos de la Teoria de
Conjuntos? Vaya a la referencia

http://es.wikipedia.org/wiki/Axiomas_de_Zermelo-Fraenkel para ver los
axiomas mas usados como base para la Teoria de Conjuntos.

Resuma la informacién relevante sobre Hilbert, su vida y obra. Observe la
importancia educativa e investigativa de David Hilbert.

Vea en el moodle del curso el documento Grundlagen der Geometrie:
http://academico.una.edu.ve/foro/file.php/40/MaterialesInstruccionales/hilb
ertgrundlagen-pdf.pdf ;Qué importancia tuvieron los Grundlagen? ;Qué
defectos tenia la axiomatica de Euclides? ¢ Qué es el Zahlbericht?

Resuma la informacién relevante sobre el programa de Hilbert. ;Por qué
fue destruida la pretension de Hilbert de mostrar que la Matematica era
completa?

Vea en el Moodle del curso la Conferencia de Hilbert en Paris:
http://academico.una.edu.ve/foro/mod/resource/view.php?id=928.

Visite los otros enlaces sugeridos para tener una vision mas completa de
los problemas de Hilbert.

Resuma lo mas relevante sobre Nicolas Bourbaki y su matematica. ;Qué
es una estructura? ;Qué tipos de estructuras existen? Vaya a la biblioteca
del centro local y en los libros de matematica encuentre los axiomas que
caracterizan estructuras de los distintos tipos.

Vaya al Foro y discuta con sus compareros el tema propuesto.

Lea la referencia sobre Nicolas Bourbaki en el moodle del curso:
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/MateOspetsuak/Inprimaketak/B
ourbaki.asp.

Resuelva los ejercicios y actividades matematicas propuestos.

El test de autoevaluacion lo espera, seguro que Ud. no tendra problema
alguno en resolverlo.
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N
Lectura. La matemaética en el siglo XX.

José Gascon

Breve perfil biografico de George Cantor

George Cantor

I. Algunos datos familiares, estudios y carrera académica

George Cantor naci6 en San Petesburgo (posteriormente
Leningrado) en 1845 en el seno de una familia burguesa. Nace en
Rusia aunque su carrera la realiza fundamentalmente en Alemania y
se le considera un matematico aleman, aunque Cantor nunca olvidé su
tierra natal y siempre manifestd nostalgia por la Rusia perdida. Su
padre George Cantor nacié en Copenhague y fue formado bajo la
religion luterana, aunque, probablemente, tanto su madre como su
padre, provienen de una familia de judios conversos. Su madre fue
Maria Anna Béhm, de religién catdlica y con gran aficidén por la musica.

Después de algunos fracasos en los negocios, el padre de Cantor
tuvo éxito en el mercado de valores. Su padre era una persona estricta
e inculco en el joven Cantor el amor por el trabajo, la religion y la
disciplina. Cantor ingresa relativamente mayor a la escuela y parte de
su formacién inicial la recibié en su hogar por medio de un tutor. Al
terminar el Gymnasium (bachillerato aleman) Cantor quiere estudiar
matematica pura. Sin embargo tuvo una moderada oposicién de su
padre. Este le pidi6 que estudiase Ingenieria lo cual Cantor realizo del
afno 59 al 62, en la escuela de formacion profesional de Darmstadt. El
padre de Cantor queria que su hijo fuese “una estrella brillante en el
firmamento de la Ingenieria”. El conflicto se resolvié cuando el padre
acepto la vocacion de su hijo permitiéndole estudiar matematica en la
Universidad de Zurich a partir del afio de 1862. Algo similar ocurrié con
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el gran matematico John Von Neumann que se gradu6 de quimico y
matematico por la presion de su padre quién consideraba la
matematica como una profesion poco rentable.

Cantor interrumpe brevemente sus estudios de matematica al
morir su padre para luego continuarlos en la Universidad de Berlin.
Berlin era el centro del mundo matematico aleman, la universidad del
gran Weierstrass, de Kummer, de Kronecker, etc. Posteriormente dej6
de ser el centro de gravitaciéon de la matematica alemana cuando éste
se desplazé a Gotinga (Géttingen), bajo la influencia de Hilbert de
quien hablaremos mas tarde. Debemos sefialar que la competencia
académica entre las dos universidades de Berlin y Gotinga fue favo-
rable para el desarrollo matematico aleman. Gotinga fue la universidad
del gran Gauss por lo que la competencia entre los dos centros llevaba
cerca de un siglo.

Cantor se doctora mejorando los resultados de Gauss sobre la
teoria de ndimeros en 1867 y tuvo como tutor de tesis a Kummer y
sirvio de segundo tutor Weierstrass.

El sistema de educacién aleman es muy estricto para la contra-
tacion y obtencién de una posicion fija y remunerada en la universidad.
El doctorado obtenido no le garantizaba a Cantor una carrera aca-
démica. Grandes matematicos han sufrido penurias para encontrar un
puesto en la ensefianza superior alemana. Recordemos el caso de
Weierstrass quién ensefié por afios en secundaria antes de obtener
una posicion en la universidad de Berlin, logrando ésto cuando el
matematico Richelot de Konigsberg interviene a su favor. Ademas de
esta favorable recomendacion, el nombre de Richelot debe ser
recordado por ser el matemético que crea el sistema de seminarios tan
importante en el desarrollo de la investigacién matematica alemana del
siglo XIX.

Al doctorarse Cantor se le presenta la posibilidad de trabajar en
educacién secundaria pero le preocupa abandonar sus investiga-
ciones. De hecho trabaja algtin tiempo en un Gymnasium de sefioritas.
Se considera un investigador matematico no un docente de bachi-
llerato. Una plaza de privatdozent aparece vacante en la Universidad
de Halle. Un privatdozent ganaba un salario ofreciendo cursos a
grupos de estudiantes que le pagaban lo estipulado de comun acuer-
do. La Universidad de Halle era de poca importancia en el sistema
universitario aleman, sin embargo, Cantor se sinti¢ aliviado al pre-
sentarsele la posibilidad de continuar su trabajo como matematico.
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Aprueba la habilitacion (especie de concurso de oposicion) con
un trabajo sobre teoria de numeros. La Universidad de Halle contaba
entre sus miembros a Heine que realizé destacadas investigaciones de
analisis, por ejemplo en el concepto de continuidad y convergencia
uniforme y el celebrado teorema de Heine-Borel. La influencia de
Heine es importante en el trabajo de Cantor. Heine le plantea a Cantor
un problema ya abordado por Riemann: la unicidad del desarrollo en
serie de Fourier. Es a partir de este problema que fluye la matematica
de Cantor de manera imparable. Luego el trabajo investigativo de
Cantor se movié del algebra al analisis.

Edificio de los Leones, Universidad de Halle

En 1872 Cantor conoce a quien fue su colaborador por un largo
periodo de tiempo: Richard Dedekind.

Richard Dedekind

Dedekind fue una persona reservada que nunca se separé de su
madre y de su hermana por lo que la colaboracidon con Cantor fue
epistolar. Las cartas entre Cantor y Dedekind sobre la teoria de
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conjuntos, el concepto de numero real y su construccion y lo
asombroso del concepto de infinito son un caso notable de cola-
boracién matematica. Al morir Heine en 1881 su catedra le es ofrecida
a Dedekind quién no la acepta, causando la molestia de Cantor, quién
habia elaborado la terna de profesores para sucederle y colocado a
Dedekind en primer lugar. Cantor y Dedekind dejan de comunicarse,
lamentablemente, por un largo periodo de tiempo. Las heridas empie-
zan a cicatrizar después de conversar en la Conferencia Internacional
de Zurich de 1897 y el trabajo conjunto se restablece en 1899. Pero ya
en este momento la carrera matematica de Cantor venia en claro
declive.

La carrera docente de Cantor es importante, dicté clases por mas
de cuarenta afios pero nunca logré una posiciéon como profesor en una
mejor Universidad. Tuvo un solo estudiante de doctorado: Alfred
Barneck, quizas porque no se encontraba en una Universidad que
atrajese a estudiantes dotados para la matematica.

Kronecker

Se cree que Cantor no logré una mejor posicion en el sistema
universitario aleman debido a lo polémico de su trabajo sobre el infinito
y a la oposicion de algunas figuras destacadas del mundo académico.
En particular, Kronecker fue el que méas oposicion le presentd. No voy
a entrar en detalles de la disputa entre ambos, existen muchas
cronicas de ello donde Kronecker aparece usualmente como villano y
Cantor como héroe. Lo cierto es que Kronecker tenia un sistema filoso-
fico en torno a la matematica y sus objetos. Es famosa su frase “Dios
cred los numeros naturales, lo demas es creacién del hombre”. Se
cuenta que cuando Lindemann demostré 7 que era trascendente,
Kronecker le escribid, felicitandolo de manera sarcastica, por su des-
cubrimiento. Kronecker concebia los nimeros de manera constructiva
y un irracional era la idealizacion de un proceso donde en cada paso
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intervenian intervalos de extremos racionales. Pero era un proceso
nunca acabado. De acuerdo a esa concepcion no existian los nimeros
trascendentes. Por supuesto que con semejante sistema de ideas
Kronecker iba a reaccionar contra la teoria de conjuntos de Cantor.
Todo apunta también a que intentd evitar que los articulos de Cantor
fueran publicados y que Cantor lograra abandonar la Universidad de
Halle. Kronecker no se gané tampoco la simpatia de Hilbert, proba-
blemente por su cerrada filosofia de la matematica.

Se puede considerar que una carrera universitaria en una
universidad de segunda categoria, la disputa con Kronecker y el
mediano reconocimiento de su importantisimo trabajo matemaético
contribuyeron al deterioro de su salud mental y fisica. Quizas uno de
los pocos reconocimientos que se le hizo en vida fue el nombramiento
como primer presidente de la Sociedad Matematica Alemana,
sumando esto a reconocimientos en Noruega e Inglaterra. Se puede
aplicar la frase que nadie es profeta en su Tierra: la Academia de
Berlin nunca le reconoci6 incluyéndolo como miembro de la misma.

Cantor y su persona

Cantor ademas de ser un matematico destacado tenia una
aficion por la musica que heredé de sus padres. Era un violinista
competente y disfrutaba de largas veladas musicales que organizaba
en su excelente casa de la calle Handelstrasse (calle que lleva por
coincidencia el nombre del gran musico Handel). Cantor se casé con
Vally Guttmann en 1874, con ella tuvo seis hijos: 2 varones y cuatro
hembras.

Cantor y su esposa
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La muerte de su primogénito hacia finales del siglo XIX le caus6
una profunda depresion. El hecho es que Cantor tuvo que ser recluido
en varias oportunidades en sanatorios mentales. Investigaciones
desde el punto de vista clinico realizadas por el historiador de la
matematica Ivor Grattan-Guinness sefalan que Cantor era un
maniaco-depresivo, sin embargo esto no toma en cuenta la tremenda
soledad en la que desarroll6 su trabajo y la oposicién que éste obtuvo.
Quizés el concepto de infinito y en particular la hipétesis del continuo
atenten contra la salud mental de cualquier persona.®

Finalmente en 1916 Cantor fallece en un hospital, a pesar de
haber manifestado su deseo de morir en su casa, en la cual vivid por
cerca de 40 afos. Al parecer, el desarrollo de la Primera Guerra
Mundial influy6 en la decision de los familiares que no permitieron que
Cantor regresara a su casa ya que la situacién de todos era muy
precaria®.

Teoria de Conjuntos y el infinito

El trabajo de Cantor en Teoria de Conjuntos fue motivado por el
estudio de las series trigonométricas. Debemos sefialar que el estudio
de las series de Fourier contribuyd a esclarecer el concepto de
funcién, integral y conjunto. Asi vemos cémo un tema matematico
especifico y los problemas asociados a ese tema puede impulsar el
desarrollo de ideas fundamentales y basicas. No vamos a explicar el
problema de la unicidad del desarrollo en serie trigono-métrica sino
mas bien a explicar la nocion de conjunto y las importantes concep-
ciones alrededor de esta idea. Sin duda, la nocién de cardinal es la
mas importante. Ademas de su propio trabajo sobre series trigonomé-
tricas debemos sefalar la influencia en la creacién de la teoria de
conjuntos de la obra de Weierstrass quien, en relacién con su trabajo
de funciones analiticas demostrd el teorema de Bolzano-Weierstrass
en el cual el concepto de conjunto infinito de puntos es la hipétesis
central. La clasificacion de las singularidades realizada por Hurwitz de
una funcién de variable compleja fue un temprano éxito de la teoria de
conjuntos.

Para Cantor un conjunto (Menge) es “cualquier coleccion
constituida por objetos separados de nuestra intuicién o pensamiento”.
El lector debe notar que esta definicion no alcanza el rigor que se

* El matemético ruso Aleksandrov sintié que enloquecia al intentar por un afio resolver este problema.
" Contra esta asuncién podemos decir que el hospital donde fue recluido Cantor pasaba por una situacidn critica y que Cantor alli
padecio hambre.
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desarrollé en la matematica (geometria y analisis) durante el siglo XIX,
impulsado por Cauchy, Weierstrass, Hilbert, Pfaff , Riemann y Frege
entre otros. Es una definicion que recuerda las definiciones que apa-
recen en Los Elementos de Euclides. Euclides decia que punto es lo
que “no tiene partes”. Es decir lo atémico, lo que compone el resto de
las cosas. Sin duda es una definicion que apela a la intuicion, a lo
visual, a lo geomeétrico. Pero no es una definicién rigurosa. Pasa lo
mismo con la defi-niciéon de conjunto de Cantor. Era solamente el
punto de partida para el trabajo que sobre cardinalidad y el infinito va a
desarrollar.

A continuacién explicaremos una serie de ideas importantes en
las notas matematicas que siguen:

Contar y la idea de biyeccién

El concepto de infinito segun Cantor y Dedekind
La numerabilidad de Q

La no numerabilidad de IR

El teorema de Cantor sobre el conjunto de partes

< e B oy ko =

Las paradojas en la teoria de conjuntos

La idea de definir lo infinito proviene de Dedekind y Cantor
usando la aparente propiedad contradictoria de que para conjuntos
infinitos el todo no es mayor que las partes. Antes de ver esto
analizaremos el concepto de cardinal de un conjunto.

Notas matematicas complementarias de la lectura matematrica del

_
siglo XX

1. Contar y la idea de biyeccion

La idea de contar esta asociada a la idea de biyeccion, decimos que dos
conjuntos 4, B tienen la misma cantidad de elementos o cardinal si existe
una biyeccién f:4— B. Asi los conjuntos 4={1,2,3},B={a,b,c} tienen el

mismo cardinal, pudiendo ser la biyeccion f(I)=a, f(2)=b,f(3)=6 aunque
existen otras posibilidades. Es decir, establecer una biyecciéon entre dos con-
juntos permite establecer que ambos conjuntos tienen algo en comun: el mismo
cardinal o nimero de elementos.
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2. El concepto de infinito segun Cantor y Dedekind

i omo

Ya Galileo habia notado que existen tantosrt punreLose; n:;Tr?rI:ﬁi itz b

i¢ descarto e ) en

o le parecié paraddjico y ( : i

Cuiiﬁggié %S;ntor y l:)Dedekind tuvieron una ldea'bnllante (Bcl)i?‘anc:.t as% i?(gccign
??os dos péro no entraremos en detalles) La propleQad de exis iru e
entre el conjunto y una parte de él es lo que caracteriza a un conjun s

Galileo Galilei (1564-1642)

DEFINICION: Decimos que un conjunto A4 es infinito si y sélo si existe una
biyeccion f:4—> B, BG 4

Observe, retomando el ejemplo de Galileo, que f definida como:

fiIN>C

f(n)=n’
es una biyeccién donde /N son los numeros naturales ¥ g = {0, 1,4,9,---} es
el conjunto de todos los cuadrados.

Luego un conjunto es infinito si se puede poner en corres-
pondencia biunivoca con una parte propia. Esto es la caracteri-
zacion que dan, tanto Dedekind como Cantor, de conjunto infinito. De
esta manera, la aparente propiedad paraddjica de los conjuntos
infinitos de poder establecer una biyeccién con una parte propia sirve
para definir de manera rigurosa el concepto de infinito.

Posteriormente, Cantor examina la nocién de conjunto
numerable que aparece en su trabajo sobre las series trigonométricas.
De alguna manera lo numerable es el primer escalén dentro de la larga
escalera del infinito. Demuestra un resultado sorprendente: que el
conjunto de los nimeros racionales, que es denso en la recta, es
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numerable. Un conjunto A es numerable si se puede establecer una
biyeccion entre A y los naturales.

3. La numerabilidad de los racionales Q

Esto fue un hallazgo sorprendente: existen tantos naturales como racio-
nales, aunque entre dos naturales cualesquiera jexistan infinitos racionales! El

siguiente dibujo explica el por qué.

N =% 2 3 = 4 5 =

1 1 1 1 1
s s 4 a

I 2 3 4

| 2 2 2

1 P F ”

i 2 3

3 3 3

| 2

4 3

1~

|

5

En la primera fila colocamos las fracciones con denominador 1, en la
siguiente fila las que tienen denominador 2, etc. Al final obtendremos todas las
fracciones (positivas) en algln lugar de nuestro cuadro. Después recorremos el
cuadro tal como indican las flechas dando una numeracion de los racionales.
La demostracion es ingeniosa y grafica. El gran matematico Kolmogorov dio
otra prueba basada en el concepto de altura de una fraccion.

Kolmogorov(1903-1987)
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. R ; .
Si tenemos una fraccion — podemos pensar que ella esta escrita de
m

manera irreducible. Asociamos a cada fraccién su altura h definida por

n . # P
h(—) =|n|+|m| lo que siempre es un numero natural. Para cada nimero natural
m
solo existen una cantidad finitas de fracciones con esa determinada altura. Por
" . ) I .20 -
ejemplo, si la altura es 3 solamente las fracciones iE,iT,E tienen esa altura.

De esta propiedad de la altura se deduce que las fracciones son numerables.

Cantor después de su hallazgo de la numerabilidad de los nu-
meros racionales se cuestiona: ;acaso lo numerable equivale a lo
infinito? La respuesta es negativa y constituye un gran hallazgo,
aunque Bolzano lo habia previsto. En 1873 Cantor demuestra que
los nimeros reales no son un conjunto numerable mediante su

célebre argumento diagonal®.

4. El argumento diagonal y la no numerabilidad de los reales

Otra sorpresa aguardaba a Cantor y a Dedekind. Los nimeros reales no
son numerables. La demostracion de este hecho es una de las pruebas
matematicas mas hermosas que alguna vez se han realizado. Cantor realiza su
demostracion mediante el método de reduccion al absurdo. Supongamos que
los reales pudiesen ser numerados. Es decir existe una biyecciéon de los

naturales IN en los reales IR.

En lugar de trabajar con todo IR trabajamos solamente con el intervalo
[0,1]. Cantor describe tal biyeccion mediante una matriz infinita (a la derecha en

el dibujo abajo).

4 El argumento diagonal contrario a la terminologia usual no se debe a Cantor , fue
Ascoli en 1884 quién por primera vez lo uso.
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1< 0.3)97204817...
2¢> 0./5266138009...
3¢5 0.419®310123...
4 0.2|7|]5@18831...
§<> 0.002200025...

6= 0.99/19904)681...

' N ~

.43 9315 :.:.:

Observemos la diagonal de esta matriz y construyamos un numero entre 0
y 1 cuyo primer decimal sea distinto de 3, su segundo decimal distinto de 2 etc.
Tal numero puede ser construido sin problemas pero ¢ donde esta ese numero
en nuestra numeracion? ;Qué posicion ocupa en la tabla?

Debe estar en algin lugar porque una biyeccion debe ser sobreyectiva.
Supongamos que esta en la fila posicion 1234. {Veamos su decimal 1234!
Debe diferir del decimal de este elemento y por ende el nimero no puede estar
en posicion alguna. Los ndmeros reales no son numerables.

Esto planteaba un problema muy serio e importante. ;Existira
algun cardinal intermedio entre el cardinal de los nimeros reales y los
naturales? Cantor pensaba que no y esto constituye su hipétesis del
continuo. Es el primer problema de la lista de Hilbert que veremos en
la proxima seccion.

Cantor se dio cuenta que existian cardinales infinitos cada vez
mayores, como hemos dicho que forman una escalera infinita. La
operacion clave era tomar el conjunto de partes de un conjunto dado.
Es un resultado elemental que si 4 es un conjunto finito y P (A) es el
conjunto de partes (todos los subconjuntos de 4) entonces P (A) tiene
2" elementos si 4 tiene n elementos, la desigualdad 2" > » se verifica
para cada natural n. Cantor generaliz este resultado a conjuntos
infinitos.
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5. El teorema de Cantor sobre el conjunto de partes

Supongamos que 4 es un conjunto, veamos que es imposible establecer
una aplicacion sobreyectiva desde A hasta P(4). El argumento es
esencialmente “diagonal’, supongamos que f:4—>P(4) es sobreyectiva.
Formemos el conjunto B={xe 4/x¢ f(x)}. {Puede haber un ae 4/ f(a)=B?

En ese caso podriamos examinar si a B o no. Si ae B entonces ag f(a)=8,
esto es absurdo. Pero si agB=f(a) entonces, por definicion de
B={xe A/ xe¢ f(x)} tendriamos que ae B, de nuevo una contradiccion. Esto

demuestra que es imposible la biyeccion entre Ay P(4). Luego si 4 es infinito
el cardinal de P(4) es estrictamente mayor que el de

4. Este resultado fue publicado en 1891 con el titulo Uber eine elementare
Frage der Mannigfaltigkeitsiehre.

Cantor establecié una aritmética de los cardinales infinitos y sus
propiedades principales, de tal manera que el infinito actual adquirié
nacionalidad matematica. Cantor y Dedekind cerraron el camino que
los filésofos griegos como Zenon empezaron. Sin embargo, la natu-
raleza intuitiva del trabajo de Cantor tenia fisuras por las cuales el
peligroso concepto del infinito se trat6 de escapar. Las paradojas
aparecieron, algunas de las cuales el propio Cantor descubri6. Se
debe al trabajo de Zermelo, Fraenkel y Von Neumann el alcanzar una
axiomatica sobre la cual derivar toda la teoria de conjuntos
(http://es.wikipedia.org/wiki/Axiomas_de_Zermelo-Fraenkel).

6. Las paradojas en la teoria de conjuntos

Bertrand Russell plante6 una pregunta aparentemente ingenua en
relacion al trabajo de Frege. Dividamos los conjuntos en dos tipos: los que se
pertenecen a si mismos como elementos y los que no lo hacen. Por ejemplo el
conjunto de todas las ideas se pertenece a si mismo como elemento ya que es,
sin duda, una idea. Por otro lado, si consideramos el conjunto de todas la
personas, no se pertenece a si mismo como elemento ya que no es una
persona. Sea 4 el conjunto de todos los conjuntos que no se pertenecen a si
mismos como elemento, en simbolos:

BeA< BeB
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Russell se pregunté ;es cierto o no que 4 A? Si A¢ 4 por la definicion
de 4 se debe tener que 4 e 4, una contradiccion. Por otro lado si afirmamos
que 4 e 4 entonces, de nuevo aplicando la definicién de 4, A¢ A. Estamos en
una encrucijada.

Bertrand Russell Gotlob Frege

Frege estaba tratando de deducir toda la matematica a partir de los conceptos
de Cantor y la légica cuando recibi6 la carta de Russell que contenia su
paradoja dijo: "con nada méas indeseable puede enfrentarse un cientifico que
con deshacerse de sus fundamentos después de terminar su obra. Me ha
puesto en esa situacion una carta de Mr. Bertrand Russell cuando estaba a
punto de mandar mi obra a la imprenta". La obra se titulaba Leyes
fundamentales de la aritmética.

Sin embargo, el trabajo de Cantor se podia poner en una base
firme como ya sefialamos y de él se deriva “la mateméatica moderna”
con su tendencia a la abstraccion y al formalismo. El trabajo de for-
malizacion lo llevan a cabo Zermelo, Fraenkel y Von Neumann entre
otros. Invitamos al lector a ir a:

http://es.wikipedia.org/wiki/Axiomas_de_Zermelo-Fraenkel para
que lea sobre la axiomatica mas exitosa de la Teoria de Conjuntos. La
axiomatica va a ser crucial en el desarrollo de la matematica en el siglo
XX. Esta tendencia la veremos en el trabajo de Hilbert, nuestro proxi-
mo invitado. El propulsara los métodos que cimentardn de manera
irreprochable la matematica
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Breve biografia de David Hilbert

Nosotros debemos conocer, nosotros conoceremos
David Hilbert

I. David Hilbert, datos familiares y carrera académica

Hilbert a diferencia de Cantor disfruté de un gran prestigio como
matematico y junto a Klein movié las piezas del ajedrez académico
aleman de su epoca. Hilbert fue un matemaético de importancia mundial
y para muchas personas el ultimo matematico universal. Sin embargo,
existen interesantes similitudes biograficas entre ambos personajes,
muchas de ellas derivadas del sistema universitario aleman y las
creencias de la época.

Hilbert nace en Konigsberg, la ciudad de Kant y del famoso
problema de los siete puentes’, el 23 de enero de 1862. Debemos
sefialar que esta ciudad, después de la Segunda Guerra Mundial pas6
al dominio ruso y hoy se conoce como Kaliningrado. Es decir, Cantor
nacié en Rusia y se hizo aleman pero Hilbert naci6 en Alemania pero
hoy en dia seria considerado como un matematico ruso.

Emplazamiento de los puentes en la época de Euler

Al igual que Cantor, el padre de Hilbert Otto era una persona con
sOlidos valores, estricta y juez de profesién. La madre Maria Therese
Erdtmann representaba un lado mas intelectual, sensible y artistico.
Entre sus diversas aficiones estaban los nimeros primos y sus
propiedades. Asi tanto Cantor como Hilbert provenian del seno de la

" El problema consistia en cruzar los siete puentes pasando por cada puente una sola vez. Euler resolvio el problema, pero reto al
estudiante UNA a decir si es posible o no. Ver el dibujo arriba.
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burguesia de su tiempo, con padres relativamente autoritarios y
madres con vocacion por el arte y la ciencia.

Empez6 el colegio a la edad de ocho afios, por lo que es
probable que haya recibido, al igual que Cantor, las primeras letras en
casa. Podriamos especular que fue la madre la que ensefid a Hilbert
los primeros conocimientos, quizas transmitiéndole su inclinacién por
la matematica. Al igual que Cantor no manifestd Hilbert precocidad
para la matematica. Muchas personas creen que los grandes matema-
ticos son genios precoces y hay ejemplos de ello: Gauss, Galois, etc.
Pero ni Hilbert ni Cantor lo fueron. Cantor dio muestras de talento en la
escuela pero no fue como Gauss. Alguna vez, siendo Hilbert un
matematico famoso, se le consulté sobre su impresién sobre la ma-
tematica cuando era nifio y adolescente. Hilbert sefial6 que no le
importaba demasiado estudiar en ese momento ya que sabia que
volveria a ella mas adelante. Hilbert fue un estudiante promedio con
poco entusiasmo por aprender de memoria, lo cual era tipico de la
ensefianza de aquel tiempo.

En 1880 Hilbert inicia sus estudios universitarios en la Univer-
sidad de Konigsberg. Al igual que Cantor el padre de Hilbert queria
orientar la vocacién de su hijo indicandole que siguiera estudios de
derecho. Pero Hilbert que era de un caracter mas fuerte que el de
Cantor decide que quiere estudiar Matematica en Kénigsberg, una
ciudad que siempre amoé. Debo sefialar el enfoque liberal que tenia la
ensefianza de la matematica en la Alemania de Hilbert. En primer lugar
los alumnos podian escoger entre las diversas asignaturas que los
profesores ofertaban. Usualmente los profesores en-sefiaban lo que
investigaban, este modelo lo impulso Humboldt para la Universidad
alemana. Humboldt concebia que ensefianza e investigacion eran un
binomio inseparable. Por supuesto que la evaluaciéon debia no ser tan
estricta en semejante enfoque ya que usualmente los temas vy
seminarios versaban sobre matematica avanzada. Muchos cursos no
se evaluaban y sdlo a la hora de doctorarse el candidato debia
presentar examenes. Los alumnos podian moverse de una universidad
a otra, acreditdndose las asignaturas cursadas en distintas institu-
ciones. Por ejemplo Hilbert, siguié en sus primeros semestres cursos
en Heideberg con Lazaro Fuchs sobre ecuaciones dife-renciales.

La Universidad de Kénigsberg no era la de Berlin donde estudié

Cantor o la de Gotinga donde ensefi®é Gauss, pero el gran Jacobi
habia sido profesor en ella lo que le daba prestigio académico.
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Universidad de Kénigsberg

Hilbert asiste a diversos cursos en Konigsberg: Célculo Integral,
Teoria de Determinantes e Invariantes, Geometria Diferencial, etc.

Un hecho debemos destacar en los estudios de Hilbert en
Konigsberg: encontré y se hizo amigo de Minkowski. Minkowski nacido
en Rusia y de origen judio, fue un genio precoz. Era dos afios menor
que Hilbert y gan6 a los 18 afics el Grand Prix des Sciences
Mathematiques de la Academia de Francia por su trabajo en formas
cuadraticas. Debemos sefialar que el premio tuvo cierta controversia al
comprobarse que la solucion alcanzada por Minkowski habia sido
obtenida afios antes por el matematico inglés Henri Smith.

Hermann Minkowski (1864-1909)

Al final la Academia optd por el expediente de dar el premio
compartido aunque Smith fallecié poco antes de la entrega de la
medalla.
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El trabajo de Minkowski estaba orientado a la teoria geométrica
de numeros (sus resultados sobre reticulados en el plano y convexidad
son primordiales) y las formas cuadraticas, sin embargo, obtuvo
resultados impor-tantes en analisis matematico e introdujo brillantes
métodos matematicos para la Teoria de la Relatividad como las
transformaciones del espacio-tiempo que llevan su nombre. Einstein
fue alumno de Minkowski en Zurich y por cierto un alumno no muy
destacado. Un dia Minkowski bromeaba que la matematica que
Einstein habia usado para desarrollar su trabajo en relatividad era tan
mala por haber sido alumno suyo. Aunque Minkowski y Hilbert fueron
grandes amigos, no podemos descartar que en Hilbert se haya
manifestado el espiritu de competencia y el deseo de superar a su muy
joven condiscipulo.

Otro joven matemético que despertd admiracion de Hilbert y
Minkowski fue Hurwitz.

Adolf Hurwitz (1859-1919)

Hurwitz, un estudiante de doctorado de Félix Klein, mezclé ideas
de Weierstrass y Klein para resolver un problema importante de las
funciones modulares elipticas. A pesar de su juventud conocia una
gran cantidad de matematicas y Hilbert aspiraba a emularlo en este
aspecto: convertirse en un matematico universal. Debemos sefialar
que a pesar de ser muy joven Hurwitz llegd contratado como profesor
ordinario a Kénigsberg. Tenemos asi al joven Hilbert en contacto con
dos grandes matematicos Hurwitz y Minkowski, uno profesor el otro
estudiante, con los que entabla una franca amistad pero que seguro
estimulan su espiritu de superacién como matematico. Sus largas
caminatas para conversar por los alrededores de Kénigsberg son

legendarias. El tema principal de charla era, como debe adivinar, la
matematica.
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Hilbert escoge como tutor de tesis doctoral al matematico
Lindemann. Debemos recordar que entre los logros de su asesor de

tesis esta la demostracion de la trascendencia de 7~ en el afio de
1882.

1. La trascendencia de =

Los matematicos dividieron el campo de los nimeros reales en dos clases
disjuntas: los racionales y los irracionales. Dentro del campo de los
irracionales una nueva dicotomia se establece: algebraico y trascendente.

Ferdinand Vion Lindemann (1852-1939)

Sabemos que el numero 2 es irracional (ver la guia Instruccional de la
Unidad 3), es decir no puede ser solucién de ninguna ecuacién de la forma:

ax+b=0

donde a,beZ. Sin embargo es solucién de la ecuacién de segundo grado con
coeficientes enteros:

DEFINICION: Un nGmero irracional que no es raiz de polinomio alguno
con coeficientes enteros se denomina trascendente.

Los numeros irracionales que son soluciones de ecuaciones polinémicas

de algun grado con coeficientes enteros se denominan algebraicos. Asi V2 es
irracional algebraico y surge de inmediato una pregunta: ;existen numeros
trascendentes? La solucion es afirmativa, el matematico francés Hermite (1822-
1901) demostré que el nimero e base de los logaritmos naturales era
trascendente. Liouville, se le habia adelantado a Hermite, demostrando la
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existencia de numeros trascendentes pero con nimeros un tanto artificiales®.
Sin embargo, Cantor dio una prueba de la existencia de numeros
trascendentes usando su teoria de los cardinales infinitos. Cantor demuestra de
manera sencilla que el conjunto de los numeros algebraicos es numerable.

Pero lo reales IR no son numerables, luego jla mayor parte de los nimeros

reales son trascendentes! Era el tipo de prueba no constructiva que debia
desquiciar a Kronecker.

Al demostrar la trascendencia de 7z, Lindemann resolvié el problema de la
cuadratura del circulo, este problema, que proviene de la matematica griega
como vimos en la Unidad 3, consiste en, usando sélo regla y compas construir
un cuadrado de area igual a un circulo dado. La cuadratura del circulo, si fuese
posible, implicaria que 7 es algebraico lo cual Lindemann probé imposible.

Hilbert empieza a trabajar en fracciones continuas y logra
algunas generalizaciones de ellas, pero Lindemann le sefiala que ya
Jacobi habia logrado sus resultados. Le sugiere, para evitar este tipo
de accidente, que trabaje en un &rea de investigacion en boga: la
teoria de los invariantes algebraicos. Hacia 1884 la defiende con éxito,
pero queda mucho camino que andar en la teoria, camino que Hilbert
cruzo con éxito creando nuevas técnicas y enfoques. Sucedia aqui lo
mismo que molesté al joven Galois en relacién a las ecuaciones
algebraicas: la falta de una teoria que explicase lo que se sabia y
ayudase a entender lo que no se conocia. La teoria de los invariantes
estaba dominada por largos y tediosos célculos. Hilbert introdujo
potentes métodos que clarificaron y unificaron el panorama. La teoria

es compleja, trataremos de darle al estudiante UNA algo del sabor de
la misma.

2. Grupos de transformaciones, formas cuadraticas e invariantes

Desde el trabajo de Galois, los matematicos percibieron la importancia del
concepto de grupo. Félix Klein unifico las diferentes geometrias en el Programa

de Erlangen (http://es.wikipedia.org/wiki/Programa_de_Erlangen) basandose en
la idea de grupo.

DEFINICION: Un conjunto G con una ley de composicion interna - es un
grupo si se verifica

* Los niimeros de Liouville son de la forma 0,101001000001... Observe que entre dos unos hay n! ceros.
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1. acbeGsiabeG
2. La operacion es asociativa (ach)oc=ao(boc) paratodo a,b,ceG

3. Existe un elemento neutro e¢<G que verifica eca=ace=a para
todo aeG

4. Todo elemento « tiene un inverso a'que verifica aca' =a'ca=e¢

Un ejemplo de grupo son las transformaciones lineales del plano en el
plano que tienen determinante +1. Una transformacion lineal T del plano en el

b
plano esta caracterizada por una matriz {a dj| (para simplificar fijamos la base
c

canénica de R*) de forma que:

X a b|fx
T| ™ |=
GHE o)
Asi que G={T:1Ri3—>]R2 lineal y det(T)=il} y la operacion o que

tomamos es la composicion de funciones. Por ejemplo cualquier rotacién esta
en  G={T:R’—R’linealy det(T) =+1{ ya que su matriz es de la forma

Cosa —sena

sena  cosa |
DEFINICION: Una forma cuadratica homogénea es una funcién del plano en si
mismo de la forma f(x,y)=ax® +bxy+cy’

Si cambiamos las coordenadas mediante una transformacion lineal de G
obtenemos una nueva forma cuadréatica que es sencilla de calcular. Lo que es
interesante es que la cantidad conocida como el discriminante A =5’ —4ac
permanece invariante respecto a las transformaciones que estan en el grupo

G={T:R* - R’ lineal y det(T)=+1}. Se sabia que sélo existian finitos

invariantes basicos para las formas cuadraticas, cubicas, etc. Cualquier otro
invariante se escribia como un polinomic de los invariantes fundamentales, los
cuales constituian una base. El gran maestro (conocido como el rey de los
invariantes) de la manipulacion algebraica de los invariantes era Gordan
(1837-1912). Gordan demostrd que existia siempre una base de invariantes
pero su prueba era oscura y basada en un largo calculo. Hilbert demostrd lo
mismo en 2 paginas después de clarificar qué es lo que se queria demostrar.
Gordan pronuncié una frase celebre “eso no es matematica, es teologia”
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Exito académico y Gotinga

Félix Klein era sin duda el general en jefe de la matemaética
alemana. Brillante matematico que habia establecido desde muy joven
las profundas relaciones entre objetos matematicos diversos como las
isometrias de las figuras geométricas y la solucién de ecuaciones por
radicales. Su importante programa de Erlangen en 1872 caracterizaba
los distintos tipos de geometrias por medio de la teoria de grupos y sus
invariantes.

Félix Klein (1849-1925)

Klein estaba consciente de la fuerza de Hilbert como matematico
Yy quedé impresionado desde que lo oy6 hablar en su seminario
alrededor de 1885. Como ya sefialamos en la nota matematica anterior
la demostracién de una base finita de invariantes que prosiguié a la
tesis doctoral bajo la supervision de Lindemann constituyé un éxito
académico notable. Al principio Gordan se neg6 a aceptar el trabajo de
Hilbert e incluso, como era éarbitro del articulo que Hilbert envié al
Mathematische Annalen, lo rechazoé en la mencionada revista. Klein se
molestd con Gordan y enderezé el entuerto publicando el articulo de
Hilbert tal como fue enviado; de hecho lo refiri6 como el mas impor-
tante articulo de algebra publicado en el Mathematische Annalen.
Gordan no estaba tan contento. En primer lugar consideraba la
demostracion de Hilbert errénea. Klein, que estaba convencido de la
validez del argumento de Hilbert, se reunié con Gordan durante una
semana para discutir la demostracion. Al final Gordan tuvo que
conceder que la demostracién era correcta pero enfocé su critica en el
aspecto no constructivo de la prueba proporcionada por Hilbert.
Hilbert, quien era un matematico profundo valoré la critica de Gordan y

tratd de mejorar su prueba dando en unos afios una demostracién
constructiva.
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La carrera de Hilbert se encamina al éxito, va a Paris en 1885
siguiendo el consejo de Klein acompafiado de Study. Klein recordaba
con nostalgia su viaje a Paris cuando era un joven matematico y a su
companero de viaje: el legendario Sophus Lie. Lie era un genio mate-
matico noruego creador de la teoria de grupos continuos, ademas de
una excelente persona. Pero Study, el compafiero de viaje de Hilbert
era un hombre amargado que criticaba a todos. Como no hay nadie
absolutamente malo, debemos sefalar que Study con-tribuyd con
impulsar la carrera de Hausdorff, sacando al mismo del relativo
amateurismo que practicaba. Hilbert, a pesar de la mala compaiiia,
aprovecho el viaje y conocié a diversos matematicos, entre ellos a uno
no tan amable Henri Poincare. Hilbert asisti6 al curso de Teoria de
Potencial que Poincare dictaba. Quizas Poincare preveia ya que
Hilbert iba a ser su competidor como el mejor matematico viviente.

Movimientos como la salida de Lindemann por jubilacion y de
Hurwitz quién marcho a Zurich acelera la subida de Hilbert dentro del
escalafon académico. También logra sucesivos éxitos en la teoria de
invariantes y en el algebra abstracta.

La Sociedad Matematica Alemana le encarga en 1893 la ela-
boracién del Zahlbericht (Informe de la teoria de los numeros
algebraicos) junto a Minkowski. Segun Herman Weyl el Zahlbericht es
no solo una obra maestra de la matematica sino también del idioma
aleman. Minkowski tuvo problemas en terminar su parte del trabajo,
pero Hilbert complet6 la suya. Minkowski estaba encargado de escribir
la parte de fundamentos y basica de la teoria, Hilbert iba a redactar los
aspectos mas novedosos y avanzados. La publicacion en 1897 del
Zahlbericht sélo increment6 la fama de Hilbert como matematico.

En 1895 Hilbert logra un puesto en Gotinga debido a que
Schwarz se mueve a Berlin, lo que cambia sin duda la historia de la
Universidad de Gétingen, cuyo departamento de matemaéticas iba a
convertirse en el primer departamento de matemaéticas a nivel mundial.
Matematicos de todas partes del mundo estudiaron en Gotinga que
bajo la guia de Hilbert se convierte en el primer centro matematico del
mundo. La carrera de Hilbert iba viento en popa pero un cambio brusco
en su investigacion sorprendié a todos.

En 1898 Hilbert ofrecia en Gotinga un curso titulado “Funda-
mentos de Geometria”. Hilbert, como ya explicamos que hacian los
profesores alemanes, ensefiaba sobre lo que investigaba, usualmente
si queria investigar sobre un tema abria un curso sobre el mismo. Su
interés sobre el tema geométrico no era nuevo ya que desde 1891
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habia dictado conferencias y cursos, con poco éxito de audiencia,
sobre geometria proyectiva y euclidea.

Quizas Hilbert sentia que el edificio matematico temblaba, era un
temblor leve pero para Hilbert era un alerta. Oscuras sombras se
desplegaron sobre la matematica y sus fundamentos al aparecer
paradojas en la teoria de conjuntos, algunas previstas por Cantor y
otras en la teoria de ordinales como la de Burali-Forti publicada en
1897. Hilbert sabia que lo primero que se formalizé en matematicas
fue la geometria, siendo Euclides el arquitecto de la obra. Pero Hilbert
era un matematico meticuloso. ;Era el edificio de Euclides solido?
¢No seria conveniente refrescar el andamiaje del mismo mediante el
rigor que impulsaron los matematicos del siglo XIX? Existian ante-
cedentes en el trabajo de Peano y Pfaff (1765-1825)' sobre la
axiomatica de la geometria. Pero Hilbert buscaba mas y lo encontro.

Grundlagen der Geometrie (Los fundamentos de la geometria)

En 1899 Hilbert publica un trabajo fundamental: Grundlagen der
Geometrie que el estudiante UNA encontrara en el Moodle del curso
(http://academico.una.edu.ve/foro/file.php/40/MaterialesInstruccionales/
hilbertgrundlagen-pdf.pdf). En ese trabajo la geometria alcanzé un
desarrollo riguroso. Un matematico, dijo que lo que encontramos en los
Elementos de Euclides son razonamientos incorrectos sobre figuras
bien trazadas. Nosotros no llevamos nuestra critica a ese extremo y
consideramos que Los elementos son una obra crucial para las
matematicas. Pero, desde las primeras proposiciones se aceptan y
aplican resultados que usaban nociones de orden y continuidad no
explicitamente enunciadas. Ademds, Hilbert no estaba ademas de
acuerdo con definiciones como “Punto es lo que no tiene partes”. Para
Hilbert los objetos de una teoria quedaban caracterizados por los
axiomas y por eso decia “hablamos de puntos, rectas y planos pero
podemos hablar de sillas, mesas y jarras de cerveza”.

3. ¢ Qué es un numero natural?

Parece sorprendente que lleguemos al siglo XX para responder lo que
cualquier nifio conoce. Pero la matematica debia alcanzar un estandar de rigor

que el siglo XIX aporté. Giussepe Peano propuso los siguientes axiomas que
caracterizan los numeros naturales.

' Pfaff fue el tutor de Gauss y de Mobius. Pfaffes un precursor de la orientacion que seguiria la matematica alemana del siglo X1X.
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1. 0 es un numero natural.
2. Todo numero natural tiene un ndmero que le sigue, o un sucesor.
3. 0 no es el sucesor de ningin nimero natural.

4. Si dos numeros naturales tienen el mismo sucesor son el mismo
numero.

5. Si A es un subconjunto de los nimeros naturales tal que 0 estaen Ay

si x esta en A su sucesor también esta en A entonces A es el conjunto
de los naturales.

La idea de Peano, como de Hilbert, es que el conjunto de propiedades
anteriormente escritas como axiomas representan o capturan lo esencial de los
numeros naturales. Luego los definen univocamente. Debemos destacar que
Hilbert ide6 en 1899 una axiomatica de los nimeros reales que ha prevalecido

sobre el uso de las cortaduras de Dedekind. Los axiomas de Hilbert para los
numeros reales son:

1. Los nimeros reales son un cuerpo ordenado.
2. Toda parte acotada de los nimeros reales tiene un supremo.
3. Los reales verifican la propiedad arquimediana.

Giussepe Peano (1858-1932)

Matematico, filésofo y profesor italiano. Hombre de una
personalidad polifacética, ide6 un lenguaje con el que
pretendia lograr la comunicacién entre todos los hombres.
Impulsé el uso de la l6gica y simbologia matematica. Es
importante su teorema de existencia de soluciones a
ecuaciones diferenciales y su construccién de una curva
que llena un cuadrado. En el afio de 1888 dio los axiomas
para caracterizar un espacio vectorial que todavia usamos.
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4. Estructura de los Grundlagen
Hilbert dividio los axiomas de la geometria en 5 grupos:

Axiomas de incidencia.

Axiomas de orden.

Axioma de las paralelas.

Axiomas de congruencia.

Axioma de continuidad(principio de Arquimedes).

o b g =

No hace ningun intento de definir lo que es un punto o una recta, esos
objetos quedan determinados por los axiomas. Las letras mayusculas
A,B, ---designan los puntos y las letras mintsculas a,b--- las lineas rectas y los
planos con letras griegas a,7,--- . Observe que esa notacion es la que se

acostumbra a usar en los textos de geometria mas de 100 afios después.

Hilbert también incluye, en su obra maestra sobre los fundamentos de
geometria, la geometria proyectiva y los desarrollos que conocemos como
geometria no euclidea. Era una obra que abarcaba el desarrollo de mas de

2.300 afios y que ponia la piedra definitiva del edificio que el anciano Euclides
empezo6 a armar.

Asi tenemos a un David Hilbert en la cumbre de sus poderes
matematicos con un importante trabajo en la teoria de invariantes y en
el algebra conmutativa y que quiere poner el cuerpo de las
matematicas en orden y a salvo tal como lo habia hecho con la
geometria. Pero antes de exponer su programa y ver el impacto de su
charla de 1900 en el Congreso Mundial de Paris, terminemos esta
corta biografia.

Hilbert y su persona

A diferencia de Cantor, Hilbert fue una persona que disfrutd la
vida, la politica, los paseos, etc. Se le podia ver en bicicleta
recorriendo el campus universitario y ya hablamos de su caracter
peripatético disfrutando, desde que era estudiante, largas caminatas
con Minkowski y Hurwitz. Era una forma que le encantaba para
aprender y discutir sobre matematicas. También era una persona
sociable a quien le encantaban las fiestas y bailar. Disfrutaba de la
compariia de los otros y éstos también lo querian. Sin ser un muje-
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riego, le encantaban las mujeres comportandose caballeroso pero a
veces realizaba atrevidos avances.

No se desenvolvia mal en el ajedrez académico aleman y el
importante ministro para la Educacion y Ciencia Althoff, propicio el
avance de Hilbert en el escalafén universitario aleman. Althoff sigui6
en varias oportunidades los consejos de Hilbert sobre promociones y
movimientos de profesores; debemos sefalar que Althoff tenia la
reputaciéon de ser autoritario y poco influenciable.

Hilbert se cas6 en 1892 con Kathe Jerosch, hija de un profesor
de Konigsberg. Kathe representé un balance importante en el distraido
profesor de matematicas. Se cuenta que una vez estando reunido con
el rector de la Universidad de Kénigsberg, Hilbert olvidd el motivo de la
entrevista y sabiendo que Kathe estaba en el patio de enfrente sentada
en una banca, se asomé por la ventana y le gritd, ;qué era lo
importante que tenia que conversar con el rector?

Weyl consideraba que, en buena parte, el Zahlbericht estaba
escrito de manera tan impecable por la intervencién y revision que
realizd Kathe. Hilbert y Kathe tuvieron un hijo: Franz. Lamentable-
mente fue un joven fragil mentalmente, que no destacd en los estudios
y le trajo a los Hilbert diversas preocupaciones. Franz murié en el afio
1969.

Hilbert mantuvo su actitud alegre, activa y social toda su vida.
Cuando Runge llegdé a Gotinga en 1904 ensefi6 a Hilbert a esquiar. Un
dia Hilbert perdid uno de los esquis en la parte superior de la montafia
y el mismo desliz6 pendiente abajo hasta una ladera de la montaia.
Hilbert bajo penosamente la montafia llevando un solo esqui. Al
comentar en una carta el incidente a Minkowski, éste le respondio ¢por
queé no te liberaste del otro esqui?, si lo hubieras lanzando cuesta
abajo en el mismo lugar donde perdiste el primero, con seguridad
hubiese terminado cerca de éste y tu descenso no hubiera sido tan
fastidioso. En la siguiente carta Hilbert le dijo a Minkowski: jRunge no
me ensefod eso!

Bajo la égida de Hilbert, Gotinga llegd a ser el principal centro
matematico mundial. Importantes matematicos fueron discipulos de
Hilbert. Invitamos al lector a ir a la web The Mathematics Genealogy
Project(http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=7298)  para
que observe la impresionante lista de 75 estudiantes de doctorado de
David Hilbert, en esto Hilbert super6 a Cantor quien solamente tuvo un
estudiante de doctorado y el mismo no destacé como matemaético.
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A pesar de ser un aleman a carta cabal, Hilbert se opuso sin éxito
a las politicas de discriminacion con base a la raza que llevaron
adelante los nazis desde los afios treinta. Grandes matematicos
discipulos de Hilbert fueron judios: Lasker (campe6én mundial de
ajedrez de 1894-1921), Courant, Steinhauss, etc. Incluso Weyl tuvo
que dejar Alemania por que su esposa era judia. Algunos de estos
matematicos huyeron de Europa, otros fueron asesinados o encar-
celados por los nazis. Sabemos que los nazis atacaron no sélo a las
personas sino también al conocimiento que ellas generaron. Por
ejemplo, calificaron a la Teoria de la Relatividad como una patrafia
judia. Una muestra del valor y la independencia de Hilbert es que,
siendo Hilbert un anciano, el ministro de Educacién nazi Rust, le
preguntd como iba la matematica en Gotinga después de ser liberada
de la influencia judia. Hilbert respondi® de manera sarcastica:
“¢ Matematica? Alli no queda nada de eso".

Hilbert fallece en 1943 a consecuencia de una caida y las
complicaciones e inactividad derivada de ella, pocas personas fueron a
su funeral; recordamos que en este momento Alemania ya perdia la
Segunda Guerra Mundial y que la situacién para los civiles era terrible.
Ademas, como ya lo sefialamos, los nazis provocaron la pérdida del
importante grupo humano que acompanié a Hilbert durante su vida. En
su lapida se lee: Nosotros debemos conocer, nosotros conoce-
remos.

Los 23 problemas de Hilbert

En el congreso de Paris en 1900 ocurrié uno de los hechos que
marco la matematica del siglo XX de manera decisiva. Hilbert tiene la
responsabilidad de una de las conferencias en la plenaria. Llevaba
tiempo planificando su alocucion; recordaba que Minkowski le sefiald
lo aburrida que le pareci6 la conferencia de Poincare en el Congreso
de Zurich de 1897 y Hilbert no queria sufrir criticas similares.

Ademas, la conferencia inauguraba un nuevo siglo y debia
marcar caminos matematicos para la nueva centuria. Hilbert comenzo
su alocucidon con palabras muchas veces mencionadas: ;Quién de
nosotros no quisiera levantar el velo tras el cual yace escondido el
futuro, y asomarse, aunque fuera por un instante, a los préximos
avances de nuestra ciencia y a los secretos de su desarrollo ulterior en
los siglos futuros? ;Cuéles seran las metas particulares que trataran
de alcanzar los lideres del pensamiento matematico de las gene-
raciones futuras? ;Qué nuevos métodos y nuevos hechos nos depa-
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raran los siglos por venir en el ancho y rico campo del pensamiento
matematico?

Hilbert como Halmos" reconocia la importancia de los problemas
para la vitalidad de las matematicas. La resolucion de problemas era
la fuente para la creacion de teorias matematicas. Este es un punto
vital en el trabajo de Hilbert, puede ser llamado el método de Hilbert. El
problema se coloca en un contexto muy general, en una teoria que
abarca el problema en particular pero quizds otros problemas, el
matematico desarrolla en abstracto la teoria considerada y la solucion
del problema emerge de los resultados obtenidos en la teoria, pudién-
dose encontrar en el camino nuevos métodos que pueden aplicarse a
un espectro diferente de problemas. Veamos lo que dice Angus Taylor,
traduzco: “El tratamiento de muchos topicos en matematica pura y
aplicada es caracterizado por el esfuerzo de eliminar los detalles que
no son esenciales para mostrar claramente los postulados funda-
mentales y la estructura del razonamiento. El esfuerzo frecuentemente
lleva a un cierto grado de abstraccion, donde ponemos temporalmente
de lado la naturaleza concreta del problema considerado, y los
aspectos del problema que son de gran importancia son exhibidos de
manera axiomatica”.

Asi, Hilbert no contemplaba su lista como una serie de acertijos
mas o menos dificiles de resolver sino como la fuente para la creacion
de importantes teorias que a su vez generarian nuevos problemas. La
importancia de la solucién del “Gltimo teorema de Fermat” no radica
tanto en la verificacion de lo que pensaba Fermat. La importancia es
que al intentar resolver el problema se desarrollaron novedosos mé-
todos del Algebra como la factorizacion en ideales primos o las
extensiones ciclotomicas. Hilbert queria postular una serie de proble-
mas que impulsasen el desarrollo matematico en el siglo XX en el
algebra, teoria de conjuntos, ecuaciones en derivadas parciales, etc.

La siguiente lista resume los problemas de Hilbert.
LOS 23 PROBLEMAS DE HILBERT
(Nota de la Edicion del Prof. José Ramén Ortiz:
http://personales.ya.com/casanchi/ref/pfuturos01.htm)

1. Problema de Cantor sobre el cardinal del continuo. ;Cual es el
cardina | del continuo?

* The Heart of Mathematics [The American Mathematical Monthly, Volumen 87, Numero 7, Agosto—Septiembre de
1980, paginas 519-524],

177




10.

g5

1&.

13.

14.

15.

16.

17.

La compatibilidad de los axiomas de la aritmética. ;Son com-
patibles los axiomas de la aritmética?

La igualdad de los volumenes de dos tetraedros de igual base e
igual altura.

El problema de la distancia més corta entre dos puntos. ¢Es la
linea recta la distancia mas corta entre dos puntos, sobre cualquier
superficie, en cualquier geometria?

Establecer el concepto de grupo de Lie, o grupo continuo de
transformaciones, sin asumir la diferenciabilidad de las funciones
que de finen el grupo.

Axiomatizacion de la fisica. ¢Es posible crear un cuerpo axioma-
tico para la fisica?

La irracionalidad y trascendencia de ciertos niumeros como2*? etc.
El problema de la distribucién de los nimeros primos.

Demostracion de la ley mas general de reciprocidad en un cuerpo
de numeros cualesquiera.

Establecer métodos efectivos de resolucion de ecuaciones
diofanticas.

Formas cuadraticas con coeficientes algebraicos cualesquiera.

La extension del teorema de Kronecker sobre cuerpos abelianos a
cualquier dominio de racionalidad algebraica.

Imposibilidad de resolver la ecuacion general de séptimo grado por
medio de funciones de sélo dos argumentos.

Prueba de la condicion finita de ciertos sistemas completos de
funciones.

Fundamentacién rigurosa del célculo enumerativo de Schubert o
geometria algebraica.

Problema de la topologia de curvas algebraicas y de superficies.

La expresion de formas de finidas por sumas de cuadrados.
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18. Construccién del espacio de los poliedros con gruentes.

19. Las soluciones de los problemas regulares del calculo de
variaciones, ;son siempre analiticas?

20. El problema general de condiciones de contorno de Dirichlet.

21. Demostracion de la existencia de ecuaciones diferenciales lineales
de clase fuchsiana, conocidos sus puntos singulares Yy grupo
monodrémico.

22. Uniformidad de las relaciones analiticas por medio de funciones
automorficas: siempre es posible uniformizar cualquier relacion
algebraica entre dos variables por medio de funciones automorfas
de una variable.

23. Extension de los métodos del célculo de variaciones.

Algunos problemas son muy sencillos de entender. Por ejemplo,

Hilbert se pregunté por la naturaleza del numero 2V, ies este
numero trascendente? Guelfond (1906-1968) demostré en 1934 que
el nimero era de hecho trascendente resolviendo el problema. El
primer problema es la Hipotesis del Continuo, propuesta inicialmente
por Cantor. Esto indica la importancia que Hilbert le daba a la Teoria
de Conjuntos. En la pagina del moodle del curso hemos dejado para
los estudiantes la charla original de Hilbert, asi como un par de
referencias sobre la importancia de los problemas en el siglo XX.

Algunos de los problemas son muy dificiles de entender y no hay
consenso matematico sobre lo que Hilbert pretendia. Quizas el
caracter universal de Hilbert y su amplia vision de la matematica haya
hecho que esos enunciados permanezcan oscuros para la mayoria.

Hilbert logré sus objetivos, sus problemas motivaron desarrollos
importantes y casi todos fueron resueltos mediante la introduccién de
importantes ideas y métodos. Los matematicos que resolvieron algun
problema de la lista ganaron reconocimiento mundial.

179




El programa de Hilbert

Como ya sefialamos la aparicion de paradojas en la Teoria de
Conjuntos, como la Burali-Forti y la de Bertrand Russell, indicaban que
un esfuerzo debia ser realizado para sostener el importante edificio de
la matematica. Hilbert concibié un plan completo a comienzos de los
anos veinte, basado en la légica matematica, para garantizar la esta-
bilidad del universo matematico. Hilbert pretendia que cada teoria
matematica debia consistir en cuerpo axiomatizado de forma que:

1. Los axiomas fueran independientes unos de otros.
2. Los axiomas fueran consistentes.
3. La teoria fuera completa.

El estudiante debe recordar de su curso de Geometria algunas de
estas ideas. Un conjunto de axiomas verifica la condicién 1. si y sélo si
ninguno de los axiomas se puede derivar de los otros. Usualmente uno
puede mostrar la independencia de un axioma construyendo un mo-
delo de la teoria axiomatica en la cual se verifique el resto de los
axiomas y se niegue el axioma que queremos mostrar que es inde-
pendiente. Si el axioma fuera una consecuencia del resto, al hacer lo
anterior encontrariamos una teoria contradictoria o inconsistente, y no
podria existir un modelo.

Una teoria axioméatica se denomina consistente si no podemos
derivar contradicciones de los axiomas que la determinan, usando las
leyes de inferencia de la légica. Una contradiccién fulmina una teoria
matematica. No vale aquello de que la excepcién confirma la regla. En
matematica las reglas no tienen excepciones y si encontramos una
regla (teorema) que afirma P y otra que afirma no P /a teoria no es
valida desde el punto de vista matematico. El estudiante debe recordar
que en un sistema contradictorio se puede probar cualquier propo-
sicion. Una vez le preguntaron a Hardy cémo se podia deducir de que
si 2+2=3 entonces el Papa Juan XXIII y Churchill eran la misma
persona, Hardy dijo: “si 2+2=3 entonces, restando 2 a ambos lados, se
tiene que 2=1, como el Papa y Churchill son dos ellos son uno”. No sé
si esta anécdota es cierta pero es muy hermosa.” La he colocado para
demostrarle al estudiante lo peligroso de encontrar en una teoria una
contradiccion, a partir de ella se puede demostrar cualquier cosa.

La completitud de una teoria matematica significa que si una
proposicion es verdadera ella puede ser demostrada a partir de los

* Sucede que he leido la misma historia atribuida a otros mateméticos y con otros personajes, pero eso ocurre frecuentemente.
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axiomas. De alguna manera los axiomas constituyen una base para
construir el resto de las proposiciones verdaderas.

Por supuesto Hilbert también favorecia el uso de la teoria de
conjuntos y de un lenguaje depurado con una simbologia matematica
adecuada. Ninguna intrusién de la intuicion o de un lenguaje vago era
permitida.

Godel y Einstein en Princeton

Un primer éxito de este programa viene cuando un joven doc-
torando, Kurt Godel, bajo la tutela de Hans Hahn, demuestra en 1931
que el célculo légico de primer orden era completo y consistente. Este
trabajo fue la tesis doctoral de Godel y sélo tenia 11 paginas, lo cual
habla mucho de la relacién entre importancia y cantidad. Hilbert se
debid sentir entusiasmado y aliviado. Era un gran éxito en la direccion
que habia planteado. No presentia que ese mismo joven iba a acabar
de plano con su programa, asestandole un golpe mortal.

5. Godel y sus resultados

Lo que voy a relatar es dificil de asimilar. Godel demuestra un resultado
denominado Teorema de Incompletitud. Esencialmente el mismo dice que, a
diferencia de lo que ocurria en el calculo l6gico de primer orden, la aritmética
es incompleta. Es decir, en cualquier sistema que contenga los postulados de
Peano ocurre la existencia de proposiciones P tales gue ni P ni la negacion de
P van a ser demostrables. Pero una de ellas debe ser verdadera por el prin-
cipio del tercio excluso, es decir la teoria admite verdades indemostrables.
Luego estamos en una encrucijada insalvable ya que la mayoria de las teorias
matematicas son mas complejas que la aritmética de Peano. Invitamos al
estudiante UNA a leer la divertida novela
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El tio TEros™
y la conjetura

Goldbach

Lt e e

El tio Petros y la conjetura de Goldbach” de Apostolos Doxiadis para reflexionar més sobre el
profundo resultado de Godel.

Se cuenta que Hilbert se enfurecié cuando conocio el resultado
de Godel, después invito a Godel a Gotinga para conversar sobre su
teorema. Al final lo aceptd pero continlo explorando la posibilidad de
salvar su programa, bus-cando nuevos métodos e ideas en la logica
matematica, pero la historia nos muestra que fue un vano intento. Kurt
Godel acabd con el programa logicista de David Hilbert.

Kurt Godel(1906-1978)

Matematico austriaco, posteriormente nacionalizado nortea-
mericano. Publicé poco pero su trabajo fue profundo e
importante:

1. El Teorema de Incompletitud de los sistemas formales.

2. Solucién parcial de la hipétesis del continuo, finaimente
resuelta por Paul Cohen.

3. Un modelo matematico para la teoria general de la rela-
tividad de Einstein.

Estudiante de Hans Hahn, miembro del Circulo de Viena, a raiz del ascenso de
los nazis decide quedarse en la Universidad de Princeton ( EEUU) donde era
invitado con frecuencia. Personalidad hipocondriaca, depresiva y un maniatico
compulsivo. Muere de inanicion porque pensaba que le podian dar comida
envenenada, de hecho, por afios, solamente comia lo que su esposa le prepa-
raba. Fue sin duda uno de los genios matematicos del siglo XX.

" La conjetura de Goldbach afirma que cualquier nimero par es la suma de dos primos. Fue un problema planteado por Goldbach a
Euler en una carta fechada en 1742,
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Los espacios de infinitas dimensiones

Voy a concluir con el trabajo de Hilbert en una rama de las
matematicas conocida como analisis funcional. La idea inicial de
espacios de infinitas dimensiones estd claramente expresada en el
trabajo de Riemann Sobre las hipétesis que sirven de fundamento a la
geometria, cito: Pero existen variedades en las cuales la determinacion
de la posicion exige, no un numero finito, sino una serie infinita, o una
variedad continua de determinaciones de magnitudes. Tales son, por
ejemplo, las variedades formadas por las determinaciones posibles de
una funcién en una regién dada, por las formas posibles de una figura
en el espacio, etc. Sin embargo, la motivacién de Hilbert para con-
siderar espacios de infinitas dimensiones viene del estudio de las
ecuaciones integrables, iniciado por Vito Volterra (1860-1940) e Ivar
Fredholm (1866-1927). Hilbert geometriza la teoria de ecuaciones
integrables, considerando las funciones incognitas como “vectores de
infinitas componentes”. La teoria obtenida era similar a la del espacio
de Euclides de n dimensiones, en la cual se mantenian las nociones
de ortogonalidad y era valido el Teorema de Pitagoras. Por supuesto
la nocion de convergencia adquiere crucial importancia para poder
definir el tamafio o norma de un vector que tiene infinitas compo-
nentes. En un trabajo de 1906, Hilbert define la bola unitaria del
espacio /, como el dominio de las formas cuadraticas; el espacio /,

queda definido por:
12 - {(é );:}..m ’Zéz < OO}
i=l1

y la bola unitaria es el conjunto B definido por:

B~ {(é ),‘=|...oc ,iéz < 1}

Se cuenta que un dia en el seminario de Gotinga, Weyl dio una
charla del teorema de Riesz-Fischer sobre la completitud del espacio
de Hilbert. A la salida del seminario Hilbert le dijo: “no entendi algo,
¢qué es un espacio de Hilbert?”
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6. ¢Qué es un espacio de Hilbert?
En el espacio de tres dimensiones que denominamos R’ tenemos:

1. La estructura de espacio vectorial, es decir los elementos del espacio
son vectores los cuales se pueden sumar y multiplicar por un nimero real.

2. La nocion de tamafo de un  vector dada por:
2 2 2
”(xl’x2’x3)” = Vx] +x2 +‘x3

Observe que el tamafio de un vector se puede definir a partir del producto

escalar de dos vectores; recordamos que el producto escalar en R’ se define
como:;

3
((x]axzax:;)’(yl,yzays)) = foyr'
i=l
Luego:

1
||(x] ’xz’xs)" = <(x1 X ), (% X,y X5 ))E ;

Con estas ideas se pueden definir las nociones basicas de distancia entre
vectores, limite, continuidad de funciones, etc. Es decir podemos hacer anélisis

en el espacio R’. Hilbert queria extender estas ideas a espacios de vectores
con infinitas componentes y lo logro.

Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial sobre los nimeros reales
(o complejos) y sobre él se define un producto escalar () que verifica:

* (x,y) es un numero real para cualquier x,y en H

e (x,y)=(y.x) para cualquier x,y en H, es decir el producto escalar es
simétrico
© (x, x) 2 0 para cualquier x en H y vale 0 sélo para el vector nulo

o (x+y.z)=(x.z)+(»,z) para cualquier terna x,y,z en H

* (ax,y)=a(x,y) para cualquier x,y enH y escalar a

El tamafo de un vector se define como: ||x|| = (. x) g

Comprobaciones no muy dificiles indican que el nimero x| = /(x, x)
tiene las propiedades que debe tener una funcion que mida el tamafio de un
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vector. Luego, Hilbert logré extender la nocién de espacio de ndimensiones a
una cantidad arbitraria de dimensiones.

La presentacion axiomatica y geométrica de la teoria se debe a Erhard
Schmidt (1876-1959) y a John Von Neumann (1903-1957).

La obra de Hilbert permanecera como una montafia impresio-
nante en la cordillera de la matematica, pero una montafia sin nubes y
con profundas hondonadas. Una montafia que muestra toda su belleza
pero que tiene profundidades no exploradas.

Nicolas Bourbaki: “Uno para todo y todos para uno”

Alemania y Francia fueron dos paises con una gran cantidad de
guerras y disputas: guerras napolednicas, Primera Guerra Mundial,
Segunda Guerra Mundial, etc. La matematica fue para los matematicos
de esos grandes paises un campo de batalla pacifico pero intenso. Se
cuenta que al terminar un conflicto bélico los matematicos de ambos
paises organizaban encuentros conjuntos para tratar de cicatrizar las
heridas dejadas por la guerra.

En la época de la Revolucién Francesa el centro de la mate-
matica era Francia, la Francia de Cauchy, Lagrange, Laplace, Fourier,
Galois, etc. Sin embargo, con la puesta en marcha del plan de Pfaff y
el sistema de seminarios vigente en Alemania impulsado por Richelot,
el centro de la matematica se desplaza a Alemania. A ello contri-
buyeron matematicos como Gauss, Dirichlet, Riemann etc. Berlin y
Gotinga se erigen como los centros principales del saber matematico a
nivel mundial. Francia reacciona con algunas individualidades impor-
tantes como Hermite, Liouville o Poincare. Pero los desarrollos mas
novedosos en Algebra (Kummer, Dedekind), Teoria de Numeros
(Kronecker, Minkowski), Fundamentacion del Analisis (Riemann,
Weierstrass), Teoria de Conjuntos (Cantor) y Geometria no euclidea
(Klein, Riemann) se realizaron en Alemania. Ademas, los alemanes
tenian al director de orquesta mas genial en el periodo entre siglos:
David Hilbert. Esta decadencia de la matemaética francesa se mantiene
en las dos primeras décadas del siglo XX con el agravante de la
pérdida de muchos jovenes prospectos en la primera guerra mundial.
Asi encontramos en el afio 1935 a dos amigos, egresados de la Ecole
Normale (Escuela Normal) discutiendo qué libro deberian usar para
ensenar el curso de Calculo en la Universidad de Caen. Los amigos
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eran André Weil y Henri Cartan. Ellos usaban el libro de Goursat, el
cual fue escrito entre 1902-1913 y era un considerado un texto clasico
pero que no incluia modernos desarrollos. De hecho, en su tiempo,
este tratado de tres volimenes fue considerado un gran libro de texto.

Los jovenes profesores estaban preocupados viendo cémo la
matematica en Francia se encontraba rezagada respecto a la ma-
tematica alemana e incluso la naciente matematica en Estados Unidos
de Ameérica, amenazaba con acabar la supremacia que Europa
mantuvo por varios siglos. Sentian que la matematica francesa perdia
el tren de la historia y que debia ser renovada. Asi se plantean
empezar por lo fundamental: escribir el mejor y mas moderno texto de
calculo. Planean nuevas reuniones e invitan a otros condiscipulos
como Dieudonné y Chevalley, quienes se unen al grupo y empiezan
una serie de reuniones en un café del barrio latino. Empiezan a discutir
sobre el texto de célculo, pero pronto los diversos intereses de los
participantes se manifiestan. Quieren escribir sobre algebra, teoria de
conjuntos, topologia, etc. ya no era un libro de célculo, el proyecto se
torna en una reedicion del famoso enciclopedismo francés: una obra
monumental que incluyese toda la matematica. El autor va a ser un
desconocido pero pronto famoso matematico inexistente: Nicolas
Bourbaki.

La obra que planifican no podia tener un nombre mas
emblematico: Eléments des mathématiques

(http://www.bourbaki.ens.fr/Ouvrages.html). El nombre recordaba
el nombre de la gran obra griega Los elementos (Stokheia) de
Euclides. Euclides de alguna manera recopilo el saber geométrico y
aritmético de la época. Ademas, Euclides lo organizd de manera
brillante: el método axiomatico guiaba su trabajo. Ya hemos sefialado
que el método de Euclides tenia fallas, como sefiala Blanché:
“suprimid la figura, trazada o imaginada, y la demostracidon se viene
abajo”. Hilbert con sus Grundlagen subsané estas deficiencias, es-
pecificd un grupo de axiomas que eliminaban el llamado a lo sensorial,
a lo pictérico. Poincare pensaba se habia alcanzado el rigor absoluto.
El método axiomatico es fundamental para la empresa que Nicolas
Bourbaki se va a trazar.

La empresa ademas resulté un éxito editorial grande lo cual
permitio editar una gran cantidad de volimenes (30 aproximada-
mente) en 70 afos de existencia. Por supuesto que no todo fue escrito
por los legendarios miembros iniciales, de hecho para mantener el
vigor del grupo se puso la condicién que todo miembro debia retirarse
a los 50 afios. También por la necesidad de una buena comunicacion
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los miembros debian hablar un francés muy fluido. De hecho Bourbaki
es una obra francesa con la participacion de pocos extranjeros. Una de
las pocas excepciones fue Samuel Eilenberg de origen polaco.
Bourbaki fue creciendo en los afios cincuenta y sesenta y su im-
portancia llego a ser incuestionable. En algiin momento el matematico
americano Ralph Boas en un articulo en la Enciclopedia Britanica
comentd que ya todos sabian que Bourbaki era un grupo de matema-
ticos franceses que se escondian bajo un seudénimo. La reaccion no
se hizo esperar. Bourbaki en un articulo llamé gusano a Boas y
ademas decia que Boas era un grupo de matematicos americanos que
publicaban bajo el seuddénimo de Boas.

El origen del nombre Bourbaki permanece oscuro, algunos dicen
que se debe a una representacion en broma que realizé un actor en la
Ecolé Normale pretendiendo ser un matematico. En algun momento,
demostr6 el Teorema de Bourbaki. Otra historia sefiala que el nombre
se debe a un general francés de origen griego, que al perder una
batalla amenaz6 con suicidarse, de hecho no lo hizo y se convirtio en
un venerable anciano. Una estatua suya permanece en la ciudad de
Nancy donde varios de los miembros fundadores fueron profesores.
De cualquier forma, estas historias nos revelan el espiritu juvenil de los
participantes y la alegria con la que emprendieron su monumental
tarea.

&

Bourbaki: Primer Congreso 1935

Los elementos de las matematicas

El sistema de trabajo consistia en reuniones anuales, en verano
denominadas Congreso. En ellas se escogia y discutia sobre el proxi-
mo trabajo a ser publicado. Usualmente una persona era asignada
para escribir los capitulos del siguiente libro durante un periodo de un
ano. Al afio siguiente el manuscrito era repartido al resto de los
miembros quienes usualmente lo criticaban hasta destruirlo, el autor
resignado debia empezar practicamente de nuevo. Se trataba de se-
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guir ciertas pautas que le daban a Bourbaki un estilo caracteristico y
uniforme independientemente de quién escribia el texto. En la eleccidn
de Bourbaki para el desarrollo de su obra matematica se plantean
varias cosas:

1. Uso del lenguaje de la Teoria de Conjuntos, de hecho el
primer volumen iba a ser sobre conjuntos y fue publicado en
1939.

2. Uso del método axiomatico que Hilbert y su escuela impu-
sieron.

3. Una presentacion completa de las principales estructuras
matematicas

El lenguaje fue muy cuidado en la obra de Bourbaki, quienes
sometian los trabajos a una minuciosa revisién. Uno de los puntos
importantes del uso del lenguaje en Bourbaki es la presentacion de un
lenguaje unificado que se mantenia en las diversas obras.

Debemos sefalar una diferencia entre el trabajo en la axiomatica
de Hilbert en geometria y lo que pretendia Bourbaki. Hilbert en sus
Grundlagen der Geometrie axiomatiza una teoria especifica, en este
caso la geometria. Bourbaki queria axiomatizar las grandes teorias
unificadoras de la matematica. Esa unificacién se lograba a través del
concepto de estructura. Era el concepto de estructura lo que queria
atrapar Bourbaki. Bourbaki define tres tipos de estructuras basicas:

* Algebraicas
e De orden
* Topolbgicas

Las estructuras algebraicas se entienden claramente conside-
rando una estructura madre: la estructura de grupo (ver la nota 2.
matematica arriba). Una estructura madre o basica es aquella de la
cual derivan o esta incluida en la formulacién de estructuras mas
complejas. El estudiante recordara que en la formulacion del concepto
de anillo, cuerpo o de espacio vectorial el concepto de grupo aparece
inmerso. En las estructuras algebraicas tenemos entonces un conjunto
dotado de leyes de composicion (externas o internas) que verifican
ciertas propiedades o axiomas.

Las estructuras de orden son faciles de entender si el estudiante

recuerda el concepto de orden parcial ya revisado en esta unidad. La
estructura basica o fundamental es la de reticulado.
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l@ Notas matematicas complementarias

1. Reticulados

Decimos que L es un reticulado si: L un conjunto con un orden parcial <
para el cual si tenemos dos elementos cualesquiera X,y existe el maximo

max { X, } y el minimo min {x, ¥} que verifican:

1. x<max{x,y}, y< max {x,y} y max {x.¥} es el menor elemento
de L con esta propiedad

2. min{x,y} <x, min{x,y} <y y min{x,y} es el mayor elemento
de L con esta propiedad.

Ejemplos de reticulado son la recta real con el orden usual o el conjunto
de partes de un conjunto dado, donde la relacién de orden es la inclusion.
También dentro la teoria de grupos podemos dar como ejemplo de reticulado el
conjunto de todos los subgrupos de un grupo dado, con el orden natural de la
inclusion.

El dltimo tipo de estructura considerada es la estructura to-
polégica. En este caso queremos unificar las partes de la matematica
donde las nociones de continuidad y convergencia son estudiadas.
Esto es realmente un desarrollo matematico propio del siglo XX ya que
alrededor de los afios 20, estos conceptos son clarificados y enun-
ciados de manera definitiva. Antecedentes de los conceptos que van a
surgir son la teoria de los espacios de Hilbert desarrollada por Schmidt
en 1906 y la teoria de espacios métricos desarrollada por Frechet el
mismo afio. Por cierto que el concepto de espacio métrico engloba
varias estructuras: espacio de Hilbert, espacio normado, etc. Vamos a
describir lo que es un espacio métrico donde el concepto fundamental
es el de distancia.

2. Espacios métricos
Un espacio métrico E es un conjunto (los elementos de E se llaman

puntos) dotado de una distancia d entre los puntos de E que satisface los
siguientes axiomas:
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1. La distancia 4 en E asocia a cada par de puntos x,yeE un nimero
real, es decir como funcién d: ExE >R

2. La distancia es simétrica, es decir para cada par de puntos x,ye E se
tiene d(x,y)=d(y,x)

3. La distancia siempre es positiva, esto es decir para cada par de puntos
x,y€E setiene d(x,y)>0. Aln mas, d(x,y)=0<x=y

4. La distancia verifica la desigualdad triangular, es decir para cada terna
de puntos x,y,ze E se tiene d(x,y)< d(x,z)+d(z,y)

Unos comentarios sobre los axiomas. El axioma 2 indica que la distancia
entre el punto xe £ y el punto ye £ es la misma que entre el punto yeE yel

punto x e E. El axioma 3 es muy natural, diciéndonos que la distancia es siem-
pre una cantidad positiva y que sélo es nula en el caso que los puntos
coincidan. El axioma 4 es muy importante, probablemente el mas importante.
Indica que siempre el camino mé&s corto es ir directamente de un punto al otro.
Debemos sefialar que estos axiomas no son independientes entre si, aunque
creo conveniente, por la claridad de la exposicion, escribir los 4 postulados.

El concepto de espacio métrico evolucioné a un importante hito
en la matematica del siglo XX: el concepto de espacio topo-
logico, debido a Hausdorff quien en 1914 publica Grundziige der
mengenlehre. Este trabajo abarcaba la teoria de los espacios métricos
y la de los espacios topologicos.

Felix Hausdorff

Matematico aleman de origen judio. Nacié en 1868 en Breslau,
que ahora es parte de Polonia. De familia rica, se dedica a la
filosofia y a la matematica. En el campo de la matematica no
padecio el infortunio de otros matematicos alemanes desarro-
llando su trabajo despreocupadamente por su situacién eco-
némica. Es en el siglo XX y por la influencia de Study que toma
su trabajo matematico méas profesionalmente. Destaca su obra
en la Teoria de Conjuntos y en la formulacion de la Teoria de
Espacios Topologicos. A raiz de la llegada de los nazis empieza a padecer el
infortunio de ser judio. El y su esposa comenten suicidio en Bonn en el afio de
1942, cuando era inevitable que lo enviasen aun campo de concentracion.
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Uno cosa que debemos sefialar comun a todos estos desarrollos
del siglo XX y al enfoque de Bourbaki es el creciente grado de
abstraccion de la matematica. Pero como sefiala Bourbaki no es una
busqueda de lo abstracto como equivalente de lo separado de la
realidad. Las estructuras matematicas que estudia Bourbaki son con-
cebidas como estructuras relevantes y prefiadas de posibilidades. Son
el alma del cuerpo de la matematica y la unifican. Por supuesto que
estas estructuras se combinan entre ellas dando lugar a una nueva
sintesis en matematica, tan potente como la que dio lugar a la
geometria analitica. Por ejemplo, de la estructura algebraica de los
espacios vectoriales y la topologica de los espacios topologicos surge
la teoria de los Espacios Vectoriales Topolégicos. Alertamos al lector
que esto no es un juego del arte por el arte. De la teoria de Espacios
Vectoriales Topolégicos surge, por ejemplo, la Teoria de Distribuciones
de Laurent Schwartz con aplicaciones en fisica matematica, ecuacio-
nes en derivadas parciales, etc. Por cierto Laurent Schwartz fue un
miembro destacado de Bourbaki que gané la medalla Fields en el afio
de 1950.

Laurent Schwartz (1915-2002)

El grupo Bourbaki marcoé una tendencia en la matematica del
siglo XX, dominada por un enfoque abstracto donde lo axiomatico era
omnipresente. El siglo XX vio el desarrollo de la légica matematica yla
Teoria de Conjuntos a una altura no sospechada por Cantor ni Russell.
Los matematicos también formularon la Teoria de Categorias vy
Funtores que era un nuevo paso hacia una mayor abstraccion en ma-
tematica. Bourbaki no dio ese paso y se mantuvo dentro del esquema
derivado de la Teoria de Conjuntos y su axiomatica, fue una eleccién
deliberada. Quizas temian que esto solamente llevase a un proceso
muerto donde la matemética se alejara de sus fuentes vitales. No
querian lo abstracto por lo abstracto. Siempre se preocuparon por
mantener en sus libros una matematica relevante. Su obra es una
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piedra fundamental de lo que entendemos por matematica en el siglo
XX como lo sefialé Halmos.

Se ha hablado de la influencia de la matematica de Bourbaki en
la ensefianza de la matematica a nivel medio y primario. Sus miembros
destacados como Dieudonne han alertado que ellos no han propuesto
nada al respecto. Sin embargo, con una obra escrita tan importante,
han influido el curriculo universitario y en algunas universidades como
la de Sao Paulo sus libros fueron usados como libros de texto. El
tiempo nos dira cuél va a ser el aporte final de este grupo de amigos
que sélo querian escribir el mejor libro de calculo que se hubiese
escrito.

Rincon del asesor

El desarrollo del campo matematico en el siglo XX fue tremendo.
Surgieron areas como el Andlisis Funcional, la Teoria de la Medida, la
Topologia Algebraica, etc. De hecho se considera a Hilbert como el tltimo
matematico universal. Actualmente cada matematico se dedica a una
pequena parcela y conoce sélo un dominio bien delimitado. Cabe pregon-
tarse: jtenemos una matematica o infinidad de disciplinas que por razones
histéricas y sociales se siguen agrupando con el nombre de matematica?
Esperamos oir sus ideas.

Actividades y ejercicios matematicos

Ejercicio 1. Demuestre que f definida como:
fi:IN>C

f(n)y=n’
es una biyeccién, donde /N son los niimeros naturales y €= {0,1,4,9,---} es el
conjunto de todos los cuadrados.

Ejercicio 2. Demuestre que existe una biyeccién entre los nimeros enteros y
los niUmeros naturales.

Ejercicio 3. Sea K el conjunto de todas las sucesiones de ceros y unos, es
decir un elemento tipico de K es 1010101010101010101. Para ser un poco
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mas formales, K= {f ‘N— {0,1}} . Demuestre, usando el argumento diagonal de
Cantor, que K es no numerable.

Actividad 1. Recordamos que la definicion de tamafio de un vector
[#ll = /{x.x) . Demuestre la importante desigualdad de Cauchy-Schwarz :

[Ge 7)< ]

Siguiendo los pasos que sugerimos:

1. Defina el polino
2. mio en &,p(/l):(x+/1y,x+/1y) y calcule el mismo. Imagine que los
vectores x,y estan fijos. ¢ Cudl es el grado de p?

3. Verifique que para todo es positivo ¢ Como debe ser el discriminante
de p?

4. Establezca la desigualdad que queremos demostrar.

Ejercicio 4. Usando la actividad anterior demuestre que:

e s <=+ 101

Ejercicio 5. Demuestre que en un grupo cualquiera el elemento neutro es
unico.

Ejercicio 6. Un caballo determina la distancia entre dos casillas del tablero de
ajedrez de la manera siguiente: la distancia entre la casilla A y la casilla B es el
menor nimero de saltos que debe hacer el caballo para ir de A hacia B.
Demuestre que ésto es en realidad es una distancia que convierte el tablero de
ajedrez en un espacio métrico.

Actividad 2. Demuestre que los axiomas de la distancia no son indepen-
dientes.

Actividad 3. Vaya a la biblioteca del centro local y busque los axiomas que
caracterizan las siguientes estructuras matematicas:

1. Anillo
2. Espacio vectorial
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Ideal
Espacio topolégico

Espacio vectorial topoldgico
Espacio normado

> 3 e B

Reticulado normado

Indique clales son estructuras algebraicas, de orden, topoldgicas o una
mezcla de las anteriores. Busque ejemplos de cada una de estas estructuras:
anillo, ideal, etc. Los libros de Matematica de la UNA (carreras 106 y 120)
pueden ser de valiosa ayuda para esta actividad.

Ejercicio 7. Demuestre que si un conjunto tiene n elementos, el conjunto de
sus partes tiene 2".
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= Autoevaluacion

El test consta de dos partes. La primera parte consiste en algunos ejer-
cicios matematicos relacionados con la matematica del siglo XX y los temas
tratados en la lectura y las notas matemaéticas. La segunda consiste en algunas
preguntas muy sencillas de seleccién simple para verificar su conocimiento del
material del curso.

Ejercicios

1. Demuestre que el conjunto de todas las funciones de R en R tiene un
cardinal mayor que el de los nimeros reales.

2. Un conjunto dotado de una ley de composicion interna @ se denomina un
semigrupo si y sélo si @ es asociativa. ;Son los nimeros naturales un
semigrupo con respecto a la suma usual?. Razone su respuesta.

3. En las calles de una ciudad se establece la distancia del taxista como el
menor numero de cuadras que lleva ir de un punto a otro. Suponga que la
ciudad y sus cuadras forman una cuadricula uniforme y que las calles son
de doble sentido. Verifique que esto es una distancia. ¢Es el camino de
menor distancia Unico?

4. Se considera el reticulado de los nimeros reales con las operaciones de
suma y multiplicacion usuales, demostrar que a+b—anb=avb.

Preguntas de seleccién simple

1.- De acuerdo a lo discutido en la lectura del siglo XX, Bourbaki fue:

) Un matemético francés de origen griego

) Un grupo de matematicos franceses

) Un general griego que derrot6 a Napoledn
d) Un grupo de matematicos americanos encabezados por Ralph Boas

a
b
@

2.- Dos caracteristicas principales de la matematica del siglo XX son:

a) Abstraccion y uso del método axiomatico
b) Una vuelta al uso de los infinitesimales y a lo geométrico
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c) La aparicion de la geometria no euclidea y la teoria de conjuntos
d) Aparicion de la matematica aplicada y del concepto de grupo

Colaboré con Cantor para el desarrollo de la Teoria de Conjuntos:
a) Gauss

b) Riemann

c) Dedekind

d) Hilbert

Uno de los dos ultimos matematicos universales es:

a) Euclides

b) Arquimedes
c) Gauss

d) Hillbert

Pensaba Kronecker sobre la Teoria de Conjuntos:

a) que era un disparate matematico

b) que era el punto de partida de la matematica contemporanea

c¢) no estaba al tanto de su desarrollo

d) trabajé sobre ella pero no quiso publicar nada por lo polémico del tema

6.- Uno de los miembros fundadores del grupo Bourbaki es:

a) David Hilbert
b) André Weil

c) Henri Poincare
d) Jean Bernoulli

7.- El trabajo de tesis doctoral de Hilbert versé sobre:

) Geometria y sus fundamentos
) Espacios de Hilbert

) Teoria de nimeros algebraicos
d) Teoria de invariantes

a
b
c

Demostro la imposibilidad de cuadrar el circulo:

a) Gauss
b) Galois
c) Lindemann
d) Hilbert
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9.-

10.-

11.-

El problema conocido como la hipotesis del continuo surge de:

a) El trabajo de Cantor sobre Teoria de Conjuntos

b) del trabajo del griego Eudoxio y su concepto de continuidad

c) de la formalizacién de Cauchy sobre el concepto de funcién continua
d) del trabajo de Hilbert en sus Grundlagen

Centrar la matematica en el concepto de estructura es una idea de:

a) Cantor

b) Hilbert

c) Bourbaki
d) Kronecker

Destruy6 el programa logicista de Hilbert con sus resultados:

a) Godel

b) Russell

c) Frege

d) Burali-Forti
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A=
Solucion a la autoevaluacion

Ejercicios

1. Supongamos que se pueda establecer una biyeccion entre los reales y el
conjunto de todas las funciones de los nimeros reales en los nimeros

reales, M ={f:R—>R}. El argumento, si el lector observa cuidadosa-

mente, es una variacion del argumento diagonal de Ascoli-Cantor. A cada
x real le asociamos una funcién x « f,. Consideramos ahora los “valores

diagonales” f,(x) y construimos una funcién g que verifica:

g(x)# f.(x)

Le preguntamos al lector: ;se puede construirg? Si la respuesta es

afirmativa y debe serlo, ¢ve Ud. estimado lector el problema que se presenta
con g?

2. Los numeros naturales son un ejemplo muy importante de semigrupo. El
lector debe recordar que en los nimeros naturales con la suma usual se
verifica la propiedad asociativa.

3 Lo dejamos al lector del curso, lo Unico algo dificil de demostrar es la
desigualdad triangular. Trate de demostrarla usando reduccién al absurdo.

4. Sisumo dos numeros y le quito el mas pequefio de ellos, me queda el mas
grande.
Preguntas de Seleccion Simple

1. b) Grupo de matematico franceses autores de una extraordinaria obra
matematica: Los elementos.

2. a) Del trabajo de la escuela alemana se deriva el enfoque principal de la
matematica en el siglo XX: la abstraccion y el método axiomatico.

3. ¢) Como sefialamos en la lectura Dedekind y Cantor tuvieron una
copiosa correspondencia en relacién al infinito.

4. d) Hilbert y Poincare son los dos Ultimos matematicos que tuvieron una
vision panoramica de nuestra ciencia.

198




10.

T

a) A Kronecker le disgustaba la idea del infinito, era un matematico con
una vision limitada.

b) Andre Weil. ;Sabia Ud. que Henri Cartan es el Gnico miembro fun-
dador vivo?

d) Lindemann le propone a Hilbert trabajar en la Teoria de Invariantes
después de un tropezon que sufrio Hilbert al trabajar en fracciones
continuas.

c) Lindemann al demostrar que = era trascendente acabé con el asunto.
Por favor si alguien les muestra una prueba de cémo cuadrar el circulo
ni la vean. La duplicacién del cubo y la triseccion del angulo tuvieron
igual suerte: son imposibles. Todos estos resultados estan enmarcados
en la Teoria de Extensiones de Cuerpo que surge del trabajo de Galois.

a) La Hipdtesis del Continuo nos pregunta si existen o no cardinales
intermedios entre el cardinal de los naturales y el de los niUmeros reales
y viene del trabajo de Cantor.

c) Bourbaki considera tres tipos de estructuras matematicas fundamen-
tales.

a) Godel le dio jaque mate al programa de Hilbert.
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A manera de Epilogo: Lecturas recomendadas

Todavia recuerdo cuando er la seleccion de lecturas recomen-
dadas en el libro Calculus de Miche k. Pensaba que si Spivak fue capaz
de escribir esa maravilla que es su Calculus entonces los libros que sugeria
debian ser las fuentes de su extraordinario talento como escritor matematico.
Con el tiempo he podido verificar mi hipétesis y he ido adquiriendo muchas de
las obras que Spivak me sefialé. Vamos a intentar sugerirle a lector mas cosas
que leer en el futuro.

Me encant6 el delicioso libro de Almira y Sabina: Hilbert: mateméatico
fundamental. Muy bien escrito, se escapa de lo puramente anecdético con sus-
tanciosas notas matematicas. Si el lector cree que es mejor muchas biografias
en lugar de una sola, el libro de Eric Temple Bell Men of mathematics es el
indicado. En el moodle del curso puse un enlace a una versién en espafiol que
se puede descargar.

Para una visién panoramica de la historia de la matematica nos quedamos
el libro de Rey Pastor y Babini; el mismo estd en nuestros centros de
recursos multiples.

La comunidad hispanoamericana sufrié recientemente una lamentable
perdida, la muerte de Miguel de Guzman. Sus libros rebozan de amor por la
matematica y sus personajes. Uno de sus libros, escrito con Claudi Alsina, es
Los matematicos no son gente seria. Lleno de anécdotas que presentan de
manera muy humana y jocosa a los matematicos. Pero su obra de divulgacion
es importante y recomendamos al estudiante UNA sus libros.
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Apéndice I: Obra de Bourbaki y miembros del grupo
Lo siguiente lo tomamos de la pagina web oficial del grupo Bourbaki, es un
resumen de los titulos publicados por el grupo Bourbaki.

Eléments de Mathématique:

Titulos en francés

5 chapitres 1 [1970 (réimpression en |352
Théorie des Ensembles % 1998) pages
5 chapitres 1 654
Algébre 3 3 1970 pages
y chapitres 4 432
Algébre a7 1981 pages
" . 1958 (nouveau tirage |190 s
Algebre chapitre 8 en 1973) pages épuisé
. : 1959 (nouveau tirage |212 R
Algébre chapitre 9 en 1973) pages épuisé
. ; 224
Algébre chapitre 10 |1980 pages
5o S chapitres 1 1971 (réimpression en |376
Topologie Générale Ad 1990) pages
o chapitres 5 334
Topologie Générale 310 1974 pages
Fonctions d'une chapitres 1 1976 336
Variable Réelle a7 pages
Espaces Vectoriels chapitres 1 400
g : 1981
Topologiques ab pages
- ; chapitres 1 [1965 (nouveau tirage |284 -
Intégration & en 1973) pages épuisé
Intégration chapitre5 1967 154 épuisé
pages
Intégration chapitre 6 1959 b épuisé
pages
5 , chapitres 7 222 s
Intégration ot 8 1963 pages epuisé
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Ehresmann, René de Possel, Szolem Mandelbrojt, André Weil.

- I 134
| !ntegratlén c_:h_eulpltre 9 : ”1_969 ” pages
A 1968 et 1969
|Algébre Commutative ghapltres ! |(réimpression en o8
a4 11985) pages
; : . | 1964et 1965
|Algébre Commutative ghapltre o (réimpression en vae
i |1985) Pages
' . ! chapitres 8 208
3 Algébre Commutative et 9 ”1983 pages
|Algébre Commutative  |chapitre 10 |1998 b
: _ | . L ) jipages
———— 1967 et 1971
| Variétés Différentielles s 1 el : 198
|et Analytiques 18§ 1a15 |(réimpression en pages
i ~ ikt |
|Groupes et Algébres de : | 146
e ~ —  |cheeired 19T pages
5 Groupes et Algébres de |chapitres 2 320
o 1972
|Lie _ et3 : . pages
Groupes et Algébres de |chapitres 4 |1968 (réimpression en 288
|Lie _ a6 1981) ) pages
| Groupes et Algébres de |chapitres 7 11975 (réimpression en 272
{Lie et8 11998) pages
| Groupes et Algébres de : 144 :
|Lie chapitre 9 | 1982 | pages
| ——— chapitres 1 68 il ..
| Théories spectrales | ot 2 1967 pages epmseE
|Eléments d'histoire des 1974 (réimpression en |376
mathématique_s ; 1984) pages
La lista de miembros fundadores incluye a: Henri Cartan, Claude
Chevalley, Jean Coulomb, Jean Delsarte, Jean Dieudonné, Charles

Otros miembros de gran importancia han sido : Alexandre Grothendieck
(medalla Fields 1966), Samuel Eilenberg y Alain Connes (medalla Fields 1982).
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