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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son un componente fundamental para la
formacién del ingeniero, debido a sus muiltiples aplicaciones en las 4reas del ciclo
profesional de las distintas escuelas de ingenieria. La mayoria de los textos
existentes actualmente tratan este tema dejando la resolucién de los problemas sin
orientacién detallada que refuerce el aprendizaje. He considerado oportuno
presentar este trabajo, producto de un cimulo de experiencias en la asignatura de

Cilculo IV de Ingenieria.

El propésito del presente trabajo es proporcionar una introduccién a las
ecuaciones diferenciales para estudiantes de ingenieria. Para alcanzar este
propésito, el trabajo ha sido escrito con los siguientes objetivos:

1. Motivar a los estudiantes de modo que resolviendo problemas, ordenados
de acuerdo a la dificultad, consiga un entendimiento de los tépicos y se
desarrolle su interés. Esto se hace por medio de problemas resueltos con
todos los detalles planteados para su discusién.

2. Proporcionar métodos para resolver ecuaciones diferenciales de primer
orden que se pueden aplicar a un grupo grande de problemas.

3. Suministrar un conjunto de problemas con un enfoque ordenado y légico,
ideal para la aplicacion de técnicas pedagdgicas, tales como la Resolucién
de Problemas .

4. Introducir los conceptos de transformacion de variables, para la solucién

de multiples tipos de ecuaciones diferenciales.




La exposicion esta hecha de forma ordenada y en un lenguaje sencillo,
pensando precisamente en aquellos alumnos que se acercan por primera vez a
este tema, usando un pequefio resumen tedrico y conceptual, seguido de una

amplia gama de problemas resueltos.
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Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

Ecuaciones Diferenciales

de Primer Orden

Muchas veces es dificil resolver algunas ecuaciones diferenciales de primer orden, ya

que no existe un método general que permita integrar en todos los casos. En este trabajo
se estudian los métodos mas itiles para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden
Y se muestran un gran namero de problemas resueltos con muchos detalles con el fin de
servir de apoyo al estudio de los contenidos teéricos correspondientes.

Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables
Definicién 1. Una ecuacién diferencial de la forma
S)dy = g(x)dx

se denomina ecuacién diferencial de variables separadas.
Para resolverlas es necesario integrar

[f0)dy = [ gy +c.

Definici6n II. Una ecuacién diferencial es de variables separables si se puede
transformar en una ecuacién de la forma

JO)h(x)dy = g(x)u(y)dsx.

‘La integral general de esta ecuacion exige separar las variables de forma tal que

) g(x)
) —=dy = I =—Ldx +c.

Es importante notar que las divisiones realizadas pueden dar lugar a pérdida de
soluciones particulares que anulan el divisor h(x)u(y).

Teorema. La ecuacién diferencial de la forma
@ .
o Rax+by+c)

donde a,b y ¢ son constantes, se puede transformar en una ecuacién diferencial de
variables separadas con el cambio
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separadas con el cambio
u=ax+by+c.

Problemas Resueltos

1. Encontrar la solucién general de la ecuaci6n diferencial

!ixzﬂ’_:_l
1+y* & -

Solucién: Separando las variables e integrando

(1 +32)dy = ~(1 +y?)dx = (1?)#) -
integrando
(l?yz) =—I lfxxz +c¢ = arctany = —arctanx + ¢

despejamos la constante ¢ y aplicamos tangente a ambos lados de la igualdad

arctany + arctanx = ¢ = tan(arctany + arctanx) = tanc

tana + : 2
como tan(a + B) = o ta.‘:a frt;ﬁ B’ entonces la ecuacion anterior se transforma
en:
tan{arctany) + tan(arctanx) .
1 — tan(arctany) tan(arctan x)
simplificando

ivj;} =c=> y+x=c(l —xp).
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2. Determinar la solucién de la ecuacion
1+y*+xpy = 0.

Solucién: Separando las variables e integrando

oy =1+ ) > 20 -

integrando

Yl _ _ [ 1 a
ij, = [4 +inc> Linj1 +?| = ~Injx| + Inc

despejamos la constante Inc y aplicamos propiedades de los logaritmos

Fhjl +y? +1Injx| = Inc > In|/T+)% | +Inix| = Inc = In|x/T+)7 | = Inc

despejamos la constante ¢

x,/l +y? =c¢

elevamos ambos miembros de la igualdad al cuadrado

x(1+y?)=c? = x*(1+)*) =k

3. Resolver la ecuacién diferencial

A I 1 =0
1+y2dx+x2—yx2ay :

Solucién: Despejando

07 +02)dy = O — x?)d

hallamos factor comin en ambos lados de la ecuacién y separamos variables

P +x)dy = x2y~Ddx > Fpdy = irds
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integrando ambos lados de la igualdad

[ y?

ov-1)

Resolviendo las integrales de la ecuacién por separado
a. Integrando el lado izquierdo de la igualdad

2
dy=I(IITx)dx+C.

J (y{zl)"'y

sumamos y restamos 1 al numerador

. A y2+1_]a§z
(}’ 1)

separamos la integral anterior en

[t [l

factorizamos y resolvemos cada integral

[Xot [ lra=[ @000 4y 4100 24y simy-1)
b. Integrando el lado derecho de la igualdad .f dx (analogo al

(1)

procedimiento anterior)

x2—1+1 ) E-1) 4 x
I (1+x) B T i S I +l+x dx+.[l+x f(l)ix)dx=~——

asi, la ecuacion diferencial tiene una solucién

y2

L ty+iny-1|= %z—x+1njx+1|+c

despejamos la constante ¢

5 ~x+Injx+ 1|
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§+y+1n|y—1|--’£22-+x-1n|1+x; -

aplicamos propiedades de los logaritmos, multiplicamos y dividimos por dos

y2+2y—x2+2x+2ln|-;—j:—| =2 = yz—x2+2x+2y+21n|;+” =k

finalmente factorizando

F=)E+y) -2 +p) +2In| 2| =k = (x+y)x-y-2)+2In|2| =k

2 (1 +y2)_

= x

Solucién:Separando variables e integrando ambos miembros de la igualdad

dy & o | dy -
1¥y* - % 1+)? x

aplicamos propiedades de los logaritmos, y despejamos y

+Inc = arctany = Inlx| + Inc

arctany=Inlxc| y = tan(Inlxc|).

5. Hallar la solucién de la ecuacion

wWl+x2dy+ (x,/l +y? )dx= 0.

Soluci6n: Separando variables e integrando ambos lados de la igualdad

ydy  _  xdx

e v

‘<

[P - e
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luego

e U ade +c> Jl4)y2 =— i+ +c
I21+y2 '[J1+x2

entonces la solucién es

c=J1+y2 + 1+

6. Resolver el problema de valor inicial

-1
o 21=52 o s
» (x,-_l“yz) Vo =1

Solucién: Separamos variables e integramos

wWl-x*dy=—=xf1-y2dx > 1[%i_dy= z_dx

luego

c_J‘ ‘2y J‘ —2x =24

c—Jl -2 =J1-x2

despejamos ¢ e imponemos la condicién inical (x,y) =(0,1)

c=yl-x2+ 1=y = c= JT-0? + J/1-1Z =1

finalmente sustituimos ¢ = 1 en la solucién general para tener la solucién

1=V1-x2+[1-
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. Determinar la solucién para la ecuacién diferencial

1+)y =e.

Solucién: Separando variables e integrando

yl=€y"'1=> eya?jl =dx = -&dy=dx

integrando por sustitucién

Inc+Inj]l —-e?|=x

aplicamos propiedades de los logaritmos

Inc(l1-e?)=x= c(l -e?) =é*.

. Determinar la solucién particular de la ecuacién diferencial que satisface la

condicion inicial
' +ylny=0 ey = 1.

Solucién: Separando variables e integrando

xdy = —ylnydx

Iy%;=—j%+mc

integrando por sustitucién

Injlny|.= -Inx + Inc

aplicamos propiedades de los logaritmos
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Inflnylln£& = Iny=£ = c=xlny

considerando que la solucion debe satisfacer el valor inicial y|-1 = 1

& w THEE =0

sustituimos en la solucién general ¢ = 0

O=xlny=> Iny=0= y=¢%=1
entonces la solucién particular es

y=1L

. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial

x' = a‘(*")’)_

sabiendoquea > 0, a = 1.

Solucidn: Separando variables e integrando (x' = ﬁ)

dy
§dr &o h o
integrando
C+Ia‘yaj/= Ia‘dx.
Como
2 Ina* = elna’ - _a.x_..
.‘. a*dx I e dx Ina Ina
entonces
e = Ina> = elna_y = - a_y
.[ a”dy .[ g Ina Ina

asi, tenemos que la solucién es de la forma

reordenando
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c=92¥2 F_ vy g7

Ina
conk = clna.
10. Resolver la ecuacién diferencial
r_ 2x(1 +¢”)
e’(1+x%)°

Solucién: Separando variables e integrando

(1 +x¥)dy = 2x(1 + €?)dx = Tydy =

luego

o R B
[ atoyd - [ Eayd e

estas integrales son directas, dado que en el numerador se encuentra la derivada del

denominador, por tanto la solucién a la ecuacién es

In|l1 + ¢’| = In]l +x?|+Inc

aplicamos propiedades de los logaritmos

1+e” = ¢(1 +x?).

11. Encontrar la solucion de la ecuacién diferencial

e
ol YL

que satisface la condicién inicial y],—p = 0

Solucion: Separando variables

integrando

(14x2)
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J‘ye?=.|‘1fer+°

a. Integramos por parte I};;?

b. Hacemos el cambio de variable £ = 1 + ¢%,en la integral [~ tal que
dt = e*dx. Obteniendo asi

dt
Ht-1)

usando el método de fracciones simples,

1 el B

s s TS
tenemosque 4 = -1, B =1, y p.. :0s escribir la ecuacién como

ol A e i My
J' n +Ir—1 int+ Injt—-1|
devolviendo los cambios tenemos que
B
| 7L = il + €| +x

de esta manera, la solucion de la ecuacién serd

—ye?r —e? =-In|l +e&*|+x+c¢c

despejamos ¢, y evaluamos conx = O y cony = 0

c=—-0e-e+Injl +e’)-x= c=1In2-1

sustituimos ¢ en la solucién general y simplificamos, obteniendo asi

—e?(p+1) = -l +e|+x+In2-1> e?(y+1)=In|LE|+1-x

10
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12. Hallar la solucién general

1+y

e¥dx — e’dy = L dy.

Solucién: Separando variables e integrando

eXdx = l+"a’y+e"afy=:» [e¥dx = | l+"a[v+_[«e“'afy+c

separando e integrando
Je¥dx = rdyed 1i—"yz+_[e»‘“dy+¢:=> £ =arctany + LIn|l +)?|+ e’ +¢

luego la solucién:

2
c= eT—e-"—InJl+y7' — arctany.

13. Determinar la soluci6n general

' _ =y +x-1
. y-2xp+x24+2p-2x+2°

Soluci6n: Factorizamos cada uno de los paréntesis, obteniendo factor comun

D= 1)+ (x = D]dx+ x2(y+ 1) - 2x(y + 1) + 2(y + 1)]dy = 0

02+ 1)(x—1dx + (x> = 2x +2)(y + 1)dy = 0

separando variables e integrando

'l " x—1

y2+laj) x2—2x+2dx

y+1 x-—1

S QRS 15 S
y2+1dy x2~2x+2 e
entonces

3 P 4 i _.__..__
ZIy2+ Iy _Hafv 2x 2cbc+lnc

para calcular la integral I —'Zc-ix—l—é—dx, multiplicamos numerador y denominador

11
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por dos 2, de manera que en el numerador se tenga la derivada del denominador. Asi

- L[ e o Linp2 - 204

.[ 2x+2 x2-2x+2

luego la solucion a la ecuacién es

%lnbzz+1|+arctany= -—-;—lnﬁxz-—?.x+2|+lnc

- simplificando y aplicando propiedades de los logaritmos

Iny? + 1| + 2arctany = —Injx? — 2x + 2| + Inc

In|(? + 1)(x? — 2x + 2)| + 2arctany = Inc

luego la solucién
(02 + 1)(x? — 2x +2)e2arctany — ¢

Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial
x' = csc(x - y).

Solucién: Siy' = sin(x — y), entonces x — y = , tal que 1 —dy = du.
Luego '

1—-u' =sinu

separamos variables e integramos

du _1_ga
i 1 —sinu
du <
1 —sinu
integrando
l—smu —Idx+c

para calcular la integral f TTimf’ multiplicamos y dividimos por la conjugada del

12
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denominador

1 1+sinudu_ I+smu ~I1+Sm"du
1-sinu 1 +sinu 1 - sin?u cos?u

j‘seczudu+J-secutanudu = tanu + secu + ¢

entonces

tanu+secu =x+c¢

devolviendo los cambios

tan(x —y) +sec(x—y) =x+c¢

por otra parte, como

oo §-23%) = tan(Z - 22 )

aplicamos la férmula de tan(8 + B) al segundo lado de la ecuaci6n anterior (al
denominador) y luego simplificamos al maximo

x Ay 1 x _ XV 1+tan(x2_’y)
C(’t(T_T)= P e °°t(T—T)= t —tan X
4 2 2
1+mnx;y

usando la equivalencia trigonométrica

]

ok COS( ;y) s cos(x;y)+sin(
it ).~ sin(xzy " COt(__ £ i cos(u) (
cos(x;y

multiplicamos y dividimos por la conjugada del denominador:

13




Capitulo I
Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

cos x2y — sin x2y cos x2y +sin(x2y
por tanto
- ; = 2
cot(—"l x=yY _ [cos(xzy)+sm( 2}’ ]
s cosz(xzy)—winz(x;y)
entonces

af £~V el U I ame caf E—J
cot(l— x—y) s ( 2 )+2°°S( ) )s‘“( 2 y)”‘“ ( 2 )
L SRR MESEY s 2K
cost( 25 ) -sin?(352)
aplicando la férmula del coseno de un dngulo doble en el denominador y la de seno
de un angulo doble en el numerador (y recordando que sin?x + cos2x = 1) tenemos

que
1+sin2( 252) L
L I A ¢ oo oXPN +sin(x - y)
cil] § = 2E) cosZ(x;y) = cot( 4 ~2F) cos(x —y)
por tanto

cot(% -~ _Jf_;_y) = sec(x —y) +tan(x — y)

por tanto la solucién puede escribirse como

cot(%—x—g—l) =x+c=> cot(-’;—"-i‘—) =x+c.

15. Resolver la ecuacién diferencial
dy — bydx = axdx + cdx.
donde a,b,c son constantes.

Solucién: Agrupando para transformar a la notacién de Newton y hacemos el
cambio

14
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ax+by=t= a+by =1= ) =142

sustituyendo en y' = bt + bc + a que se deriva de la ecuacion original tenemos que

Lo —t+c> f—a=bt+bc> { =bt+bc+a

separando variables e integrando

ioesa ~ %= ey =[#+h = fhbt+beral=x+k
luego

Injbt + bc +a| = bx+ k2 = bt+bc+a = e¥e® > bt+bc+a= Ke¥”

conk; =kibyK = ek,

Devolviendo los cambios. tenemos que:

b(ax+by) + bc+a = Ke®™ = bax+b*y+bc+a = Ke™ = blax+by+c) +a = Ke¥™

16. Hallar la soluci6n general de la ecuacién diferencial

atdx - (x+y)*dy = 0.

Solucién: Utilizando la notacién de Newton y Haciendo el cambio x + y = t, tal que
dx + dy = dt. Luego

a*dx — dt + fPdx = 0
separando variables e integrando

o
at+r

c+_|‘—52‘2-f—’tz'='[dx

dt 2
I - (sumando y restando @ al numerador)

15
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luego

por tanto
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+az—a2
a*+ 12

J‘a +t2d azj‘

az+a‘2

- J oS0

J““‘“ = dt-t+aarctan( )

a+1

c+t—aarctan(L) =x

devolviendo los cambios

en consecuencia

¥+ ¢ = aarctan( =X

haciendo k = <

Z +k=arctan(Z2) > tan(Z +4) =

x+y

2) = I = arctan(Z2

—c¥x+y=aarctan(ZX) =x = ¢+ y =aqarctan(Z2

Xy

+a"'—a2
at + 12

)=

= Jar

- atan(%+k)=x+y.

17. Determine la solucién de la ecuacién diferencial

/ _yz
o Yy =
L1000 et
Solucién: Separando variables e integrando
£ g y2 (1-y)e’
o of xlnx 32 = xlnx
.[ v o .[ .[ xlnx

Integrando por partes _[ —ﬁ;ia_‘y se obtiene que

e’
;z—dy

“xInx

16
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[§-5+] 5

luego la solucién se transforma en

I-Ld)l— Ie”a),_—]nlnx+c=> --€y—+lnlnx—c=> lnlnx—c+-§T

18. Hallar la solucién

(- JT+7) Ja+2P dy— (1 4 %) = 0.

Soluci6n:Separamos variables e integramos

dx =(y-—m)afv=>c+f =I(y Jl"'—yz)

(1+x2) I+y? m 1+

€n consecuencia

dx J1+»2 e e
Im 1+y2 g b T g bl | 1120} 2J‘1+y2“"" IJ—yf

dx ’
a. f————, hacemos el cambio x = tan#, tal que: dx = sec2f. Luego
‘/(1 +x2)° :

1+ J. _L S&czetﬂ
Ja+x2)? tan24)’
sec26dh sec2@ -
e 29) sec39a9 I o T IcosOdG sind.

Devolviendo los cambios

17




Capitulo I
Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

X

[ -
Ja+x2)? ]

b. f IL’ hacemos el cambio y = tan B, tal que: dx = sec?p. Luego
* ;

T+

sec?p

i
I

sec’p _ [ secp
-l

dp

e J' sec pdp = Injsecf+ anfl.

Devolviendo los cambios

".—Jlf}zyz =1n,‘/yz_+1+yl

luego, la solucién es

T, : st 142
- ]l +)2Hin| H2+T +y| = o InJyz_H+y

19. Resolver la ecuacidn diferencial

2
xy’+y=—;7.

Haciendo el cambio

NP =4
Solucién: Hacemos el cambio x3y® = ¢ en la ecuacién diferencial, derivando

implicitamente

!
A +3yYxd =1 = »iy+xn)) = -;—x-

en la ecuacién diferencial xy?(xy’ +y) = a?

18
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separando variables e integrando

dt = a*3xdx = Idt=_|'a-23xdx=> t= 3a25;— +c

luego
2t=3a’x>+2c=> 2t=3a*2+k

con k = 2¢. Devolvemos el cambio se tiene que la solucién és

233 = 3a?x? + k.

20. Encontrar la solucién de

s (x2y2 +1)
s
Haciendo el cambio xy = ¢.
Solucién: Despejando de la ecuacién diferencial,
(x%y? + 1)dx + 2x%dy = 0.

Si hacemos el cambio xy = ¢, (derivando implicitamente),

/- _
xy=t=>y+xy’=t’=>y'= xy:yf,__ﬂxzt

en la ecuacién diferencial se tiene que

(F+1) =20y = (2+1) = -202(55L)

entonces

P+l=-2+2> 2-2+1=-2¢> %l=— 24t

g1

integramos

19




Capitulo I
Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

J-dx I 1)2 - %I%=—I (t_z_dlr)Z - %lnx: t_ll e

devolvemos el cambio

21. Determinar la solucidn de

(o= 1)%xdy + (1 +x3%)ydx = 0
haciendo el cambio xy = ¢.

Soluci6n: Despejando y' se tiene que

o AEFO N
(t-1)*x

haciendo el cambio

xt' —t

xy=t= y+x/ == y = po

de manera que la ecuaci6n se transforma en

/ 2
xt;z—-t e ((;]_+1t),)c; > xt'—t=—((1+;)); - xtfz_(:,u;;z ¢
separando variables
o =B+ -2 +¢ . g-1iy _2dx
xt = T = xt' = 1) et dt =
integrando

20
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-——-—t2“'2:::§+ldt=—_[%dx+lnc=> Pa-[ 4+ L[4 < —[Zdx+ine

en consecuencia

lt—lnr— " e —2Inx +Inc

2 2t

devolviendo los cambios y simplificando

® %—lnxy—ﬁz—-ﬂmwlnc::r xy—2|nxy—-x17=—lnx2+lnc
® por tanto
®
2
@ xy=2Inxy- & +Inx? = Inc = xy—-%——-lnw;—zy2
- la solucion es
= B
. e-"?‘xy =_}F26‘
L 22. Determinar la solucién general de la ecuacién diferencial
g o y+x-2)
-~ (x*? +x)
Solucién: Haciendo el cambio
ol iy AR
Xy=t=> y+xy =t = y = =
L o
de manera que la ecuacién se transforma en
]
: g2y
® x!’-t_T__Tt-t txtx-2 s W . B+t+x®—2x - xtr_t=_t3+t+x2-2x
x 2 x
xt? +x x(2+1) 2+1
entonces
3 2 3 2 3 2
st o L =t=Xx"42x f = L=+ 2+ +1 { - X=X
- 2 +1 ie ?+1 S £+1
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por tanto

separando variables e integramos

(P+1)dt=(Q2-x)dx > [(A+1)dt=[2-x)dx+c=> L +1t=-%5+2x+c

en consecuencia
283 +6t=-3x2+12x+¢

devolviendo los cambios

S — ' 233 +6xy+3x2 - 12x = c.

23. Hallar la solucion de la ecuacion diferencial
X8 -2x% + 20 — 33 + AxYy
Y xp? — 4x3 p

Solucién: Haciendo el cambio

y=&x= y =¥fx+t¢

de manera que la ecuacién sera

LI e L e 3 3(2x2 — 3 — LEEER
frgt= 2L -2l APy , g g Ty —22+8 -80)
“x° —4x : x3(2-4)

€n consecuencia

P 2x2—x3~—2xtz-i-:‘:'—4r—t3+4t > (P-d)dr = 22=x =2

integrando

J(t2—4)dt=j'&2-“f;2‘dx+c=> «‘31—4t=x2—l;-—2x+c

devolviendo los cambios y simplificando tenemos que
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Capitulo I
Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

y 4y x3
=P - - 24c

luego, la solucion es

24. Efectuar un cambio de variables para resolver las ecuaciones diferenciales de la

forma

= G -G y) - yy
G+ + @+

Conn—-m=+-1,p-m=+ -1.

Solucién: Haciendo el cambio

x+y=t=> l+y =¢f= y =¢-1

x+n)™
(x+y)"+(@x+y)y

de manera que la ecuacién y' = — 1 se transforma en

r1 "+ 1= ¢ "+ P

separando variables e integrando

L8t = ax [ 552 = [dx+c

por tanto

1 1
j't"""dt+jtp‘"dt=j‘dx+c nf:;l +pf_:+l =x+c

devolviendo los cambios, tenemos que

CXL O o) e
n-—m+1 p—-m+1

=X+

Conn~—m¢—l,p—m¢-—l.
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Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

25. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial

y’:—l.r—l.H-_ys.

3xy?

Solucién: Despejando se tiene que

392 = Inx+)3
haciendo el cambio

Inx+y*=¢t=> L4+3l/ =4 = 1+ 392 = xi
luego

3% =xu -1
sustituyendo el cambio en la ecuacidn se obtiene

xt' -1 =Inx+u-Inx

xu'-1=u

separando variables, integrando y simplificando

' =u+l=> ;dsz%"—a I—%:f%-ﬂnc

entonces

Infu+1]=Inx+Inc= u+1=cx

devolviendo los cambios

Inx+y’+1l=cx y*=ex-1-Inx
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Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

26. Resolver la ecuacion

) _ _xy+2xyln’y +ylny
# 2’lny+x

Solucioén: Factorizando

, __Y(x+2xIn’y +Iny)
= x(2xIny + 1)

, _ x+2xIn’y+Iny

X
24 2xlny +1

haciendo el cambio

xlny=t= Iny+ —y"-’-y’ =f =

-}y’=t’—lny=> Ly =¢-L

de manera que la ecuacién se transforma en

(x+2)t2 i
Pt e A Mt IR
i 2t+1 » x(2t+1)
i 2+ 1 W ATl TM®

) 212 x)
xt' = =X 2 I3 l‘+l‘=‘> ot X
2%+ 1 ek~

separando variables e integrando
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(2t + 1)dt = —xdx

j(2:+1)dt=-jx¢bc+c

b % 2 il
4(21‘+1) 5 e

devolviendo los cambios, tenemos que

(2xIny+1)*+2x% =¢.

27. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial
y=x/'+a(l +x%").
Solucién: Despejando ', separando variables e integrando

!

y-x'=a+ax?y' = y-a=ax* +xy

yma=yl@?+x)= y = L2
ax°+x

luego

integrando

Iy‘?a =J.ax2dix+lnc

aplicando el método de fracciones simples, sobre la integral _[ ___;dx_, se obtiene
ax* +x

-[axgt:-x =-'-%_ axildx

' S W
Iax2+x—lnx Injax + 1|

por tanto
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Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

Inly—a| = Inx - Injax + 1| + Inc

o cx
Inly - a| lnw‘:+1

5
i
Y ax+ 1
entonces la solucidn es
xc
=a+ ;
Y ax+1

28. Determinar la solucién particular de la ecuacién diferencial

S SR y"i: 5 (az +y2)
2xJax — x?
Sujeta a la condicién inicial }|,=g = 0.
Solucidén: Separando variables e integrando

dy g
dx 2xJax - x2

L dx
a* +y? 2 Jax - x2

entonces

c

dy wef sl
a*+y? 2fax =57
o It -4 5% - faom
‘h a
ax—.

b. | —% ___ haciendo el cambio
I 2xy/ x2
x = asin?t
dx = 2asintcostdt

sustituimos y resolvemos
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Capitulo I

Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

J‘ 2asintcost == _,l_"' dt
.2 ) =3 a Sil'l2t
2asin’t asin’*f(a — asin’f)
. )
- devolviendo el cambio
J’ dx R |
- 2xyax — x? Jax
® entonces, la solucién general de la ecuacién es
1 " AR,
- arctan b Ji +c
b4 a
arctan = = +e
e

- -l F <)

luego

y=atan(,j¥ +c)

evaluando con x = ay con y = 0, tenemos

O=14+¢c=> c=-1

con ¢ = —1, obtenemos la solucién particular
: y= atan( 4 _ ]).
o -

29. Resolver la ecuacién diferencial

! 1

X =
A o .
sin Zy—Sll'l

X

- Solucién: Despejamos '

0=atan(l +c) = 0=tan(l +¢)
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Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

f o X=Y . X4y
¥y === sl
naturalmente la férmula: sina - sinb = 2005(-‘—’—",;:—2) sin( a > b ), nos permite
escribir
N e A o R RN |
sin = sin — 2 cos > sins
sustituyendo se tiene que

! = 2cos X sind
y 200s25m2

separando variables e integrando

‘,b’y = 2cos 3dx = c+I {iyy =2Icos%a§c
—Ssm 3 —sin 5

c+‘|'-csc%aﬁz= ZIcos—’ZLdr = c+2ln|csc-’21 +cot%[ = 4sin %

por tanto
£ b4 2| = 2atn &
> +inlcsc2 +cot2 I —2s1n2
S
donde k = >
c~2sin%=—ln|csc-;-+cot22’-|
c-2sink =n|—s1
¥y
2 csc 3 + cot &
B EADNOS e ek . it
9 csc 2 +cot 2 e P
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Capitulo I

Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

1 1 1 sm -y
. X X 5.4 £ 2
csc 5 +cot 3 1 COS 5 csc 5 +cot 3 l+cos2
in 2 in 2
sin 3 sin 3
luego
T P sl o
1 2sin 7 C0S 5 1 2. 2sin T COS 3
& X 2Y _cin2l A Z v 5.4
csc 5 +cot3 1+cos*L —sin®g csc 5 +cot 3 2cos”
en consecuencia
'Z_] 5] =mnl
csc & +cot & 4

Por tanto la solucién es

c—-2sin% =ln|tan

Problemas propuestos

2

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

1. e*dx—2ydy = 0.

2. xdy-3ydx = 0, y(2) = 5.

3. (e@+x%)y -e’x=0.

4. (xcosy)dx—dy=0;x(£) = 1.

5. r’dr+rizidr-dz = 0.

6. ydx +dy =y(xe’1+ l)dx; »0) =1.

A % = R(cosQ +sin Q).

8. 22(x? +x22%)dx — dz = 0.
9. y'+4 =0;y=2cuandox = 1.
10. 2/ + £ = 0; z(1) = 3.

11. 3sinxcosx(y? + 1)dx + y(sin’x + 2)dy = 0.

12. 2y+e™y = 0.

13. "Z;?’an-ay=o;y(1) = 0.

"

4

|



28.

29. cos?
C Y xtde = P+
31.

32.
33.

34.

35.
36.
37.
38.
39.

40.

Capitulo I
Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

a9 .o _
rzdr r¢? =r.
ds + 2sdt = st*dr; s(0) = 1.

. JT=Fdc—dy = 0.

v l+x B
dy —z=a2 3(6)

. X+ (cost)rz’r =1).

. cotxdy+ (y+3)dx = 0.

. x(1 - sinf)df —dx = 0; x(0) = 1.
. tanydy + tanxdx = 0;(0) = 0.

. Y2dx +x¥dy = 0; (1) = 1.

Q=—1——1-t(0)=1.

o N

d? 2!‘--,! ir,: +2. S(O) 0.

e e r—3r2 6r+8
. ydx = yxe* + 1)dx — dy.
. xdy — (3 - x)dk = 0.

dy _ Xy+xi-x° +x2yz+xy —x2 43 -x?
ax xy —xy? -yt + 97

Q& _xp+1)-xy
e 2=l

xy' +sin’y = 0; y(£) = £,

3sinxy’ +2ycosxdx = 0; y(£) = 2.

el 8ry 3y+8g?7
-1

¥ s _(xxz e ); wh) =3

& _ -1DBx-2y+xy-6)

dx Cy-y-2x+2)(x+3) °

y32""2“2y2y =y ezx=+3y2

(/5 +J5U)dU = (U+ 1)ds.

4xydy = (4y* — x*)dx con la sustitucién y = wux.

xg(xy)y' + [fix) +yg(xy)] = 0 con la sustitucién u = xy.
xsin(xy)y’ + (x? + ysin(xy)) = 0.

m% +gt-vo=0.
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Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

Ecuaciones Diferenciales
Homogéneas

Definicion L. Una funcién f{x,y) es homogénea de grado n, si verifica la propiedad
Aex,ty) = £fx, y).

Definicién IL. Una ecuacion diferencial es homogénea si tiene la forma
& =)

y Alx,y) es una funcién homogénea de grado cero.
Teorema I. Una ecuacién homogénea

% =fxy)

se puede transformar en una ecuaci6n diferencial de variables separables con la
sustitucién
- i

=
Teorema II. Una ecuacion diferencial de la forma
afy /( aixtbiy+cr )
ax + by +c2
se puede transformar en una ecuacién diferencial homogénea, si las rectas
aix+biy+cy =0
ax+by+c; =0
se intersectan en el punto (xo,)0), haciendo la sustitucién
x=X+xp
y=Y+y
0 en una ecuaci6n diferencial de variables separables, si las rectas
aix+biy+e; =0
ax+by+c;=0
son paralelas, haciendo el cambio

u=ax+by.

32




Capitulo I

Ecuaciones diferenciales Homogéneas

Problemas Resueltos

1. Determinar la solucién de

2yy' =3y-4x+3xy.

Solucién: Asociando términos semejantes tenemos que

e 3y— 4x
Y=y i
es una ecuacién diferencial homogénea, con f{x,y) =

de grado cero,haciendo el cambio
y=wx=> y =u+xu

y sustituyendo éste en la ecuacién diferencial se obtiene

r— 3xu-—4x
U+ xu oy
luego simplificando
' 3u-4
utxw = 5=3
vy = —2u+6u—4

2u-3
entonces

[o2=3 4[4

—2u? + 6u—4

integrando, se obtiene

5 -%- In(u? = 3u +2) = Injx| + Injc|

devolviendo el cambio

r_ 3 1
A =

simplificando se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial

3y-4
2y—3x’

funcién homogénea
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Capitulo IT
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

~3xy+2? = L,
y-3xy+ i

Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial
A i ij -
i paliagse senal
+ 2 -x2
Solucién: Como flx,y) = y—-—f-——-—, es una funcién homogénea de grado cero,

entonces

es una ecuacion homogénea. Haciendo el cambio

y=ux

YV =u+xu
en la ecuaci6n diferencial se tiene que

y xu+ Julx? —x2

u-+xu

X
simplificando se obtiene
r_ 3u-—-4
kRl o
xu' = Jut-1
entonces
J'__dﬂ_ - J' %
Ju =1
haciendo el cambio
u = sect
u' = secttantdt

para resolver la integral | —du__ y qustituyendo resulta

Jut -1

Isectdt = In|sect + tant|
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devolviendo los cambio se obtiene

ln|u+Ju2—l l = Injx| + Injc|

-Jj’- + %22- -1 =x¢
simplificando se obtiene la solucién a la ecuaci6n diferencial dada
2cy = 1 +x%c.

- Hallar la solucién general de la ecuacién

2 +4)-yx+5y-x') = 0.
Soluci6n: Despejando )’ se tiene gu«

' 4X'!"“X'y+y2
xy—x - 4y

v -
donde fx,y) = ix_g_i es una funcién homogénea de grado cero. Entonces la
xy —x? —4y? P

ecuacion diferencial es homogénea.Haciendo el cambio
Y-
Y =u+xi

en la ecuacién diferencial

¥ 2
by = A2 —x%u+ 122
s x%u—x? — 4x2?

simplificando se obtiene

2
utxy = A-utru’
-1+ u—4x?

ot u3)
1 —u+4x?
luego separando variables y factorizando

<1 (1-u+u?) ol Tt
4 I(I+u)(1—u+u2)du 4-‘ll+u3 " J. *

integrando se obtiene
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;}—ln(u+1)—-i-h1(u3+1) = Infx| + Injc|

aplicando propiedades de la funcién logaritmo

u+1)(1+u?) = =1

x*ct
devolviendo el cambio
L 1
S RE A S

simplificando se obtiene la solucién de la ecuacién dada

G+ +y) = L

4. Determinar la solucién de la ecuacién

) _ (@x-3y)(x+y)

5x2 — 2xy — y?
Solucién: Como la funcién fix,y) = (;;__32)(:‘_'3) es una funcién homogénea de
grado cero, entonces la ecuaci6n diferencial es homogénea. Haciendo el cambio
y=ux
Y =u+xu
sustituyendo y simplificando
2 v 3, J 2
rx’ = =42 -x%u+ 3’y ' —4—u+3u
bl - oy e v Padl b —5 +2u +x?
despejando
e W +4u—ud—4
w*+2u-5
entonces

w+2u-5 _ [de
I——-—ug_uz_4u+4du-— [ +micy

integrando por fracciones simples se obtiene
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Capitulo II

Ecuaciones diferenciales Homogéneas

%ln(u— 1)+ -;}m(u—z)- lizm(wz) = Inx + In[C|

devolviendo el cambio

g 2
y (v +2x)° o
simplificando se obtiene la soluci6n de la ecuaci6n diferencial dada

0-x)°-2x)° = Ky +2x)°.

5. Resolver la ecuacién diferencial
3

Ty N PR
y_3y+33x2_y2
y3

Solucién:Como flx,y) = %y + % w es una funcién homogénea de grado

cero, entonces la ecuacién diferencial es homogénea

.
3x2 —y?
haciendo el cambio
y=ux
y =u+xu

sustituyendo y simplificando se obtiene

2
utxy = XU

3x - x2u?
u+xu = 2”2
3—-u
S
' = AMtu 23_u
3-u

entonces

X

[37%au = [ 11

integrando por fracciones simples se obtiene
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S - e s

1
- ]du

u+
por tanto
=3lnu+In(u—-1)+In(u+1) = In(cx)

aplicando las propiedades de los logaritmos y devolviendo el cambio

simplificando se obtiene la soluci6n de la ecuacién diferencial
0*-x%) =y’

6. Encontrar la solucién general de la ecuacién
' Y(-29") + 2% - 23’ = 0.

Solucién: Despejando y' de la ecuacién diferencial se obtiene

o y? +2x2y
2% + 2xy?

3
donde flx,y) = _y_gile es una funcién homogénea de grado cero, entonces la
27+ 2n)?
ecuacién diferencial es homogénea. Haciendo el cambio

y=ux

Y =u+xu

2 sustituyendo y simplificando en la ecuacién diferencial se tiene que

3.3 3

! ux’ + 2ux
U+xu =

2x3 + 2x32

3
u+xu' = ¥ +2‘2‘
2+2u

P O

2 +1)

luego
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~2f[#3tlau= [ vine

21Infu| - # = —Injex|

devolviendo el cambio

_ .
conk = <

. Resolver la ecuacién diferencial

xdy - Jy* -x*dx = 0.
Solucién: Despejando y'

donde f{x, ) = Rl

= es una funcién homogénea de grado cero, entonces la
ecuacién diferencial es homogénea. Haciendo el cambio

y=wx

YV =u+xd

sustituyendo y simplificando se obtiene

Fr= o

u+xu =
u+xu' = Jut -1
xu= Jut-1-u

luego
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Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

resolviendo la integral

J' i ___J‘ 1 xJu2-1+udu
Jit-1-u Jur—=1-u Ju-1+u

=—I(m+u)du=—j\/u2—ldu-].udu
para resolver la integral

1=J‘Jﬂda

se hace el cambio

u = sect

du = secttantdt

luego resulta

I= Itanztsecrdl = I(seczt— 1)sectdt = Isec’tdt—_[sectdt

2

devolviendo los cambios se tiene

I= L secttant + % In(sect + tant)

= Injex|

—ufu? -1 +ln|u+Ju2—-1 |—u2
2

L,/_yﬂi S
X x2 2

e ]
3 = Injxc|

yzx_zxz +In

-
X

simplificando se obtiene la soluci6n de la ecuacién diferencial dada

25 o
Y+ =x2 =x'Clx? (”Jyz—)
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Ecuaciones diferenciales Homogéneas

8. Determinar la solucién de las ecuaciones diferenciales de la forma

r_ —2bxy — ax? — ¢y?
bx? +2cxy + 2

ol S EL -
Soluci6én: Como fix,y) = ;:f': 2:; +j5"j;2 es una funcién homogénea de grado

cero, entonces la ecuacion diferencial es homogénea. Haciendo el cambio

en la ecuacién resulta

r_ —(ax? + 2bx%u + cu?)
u+xu =

bx? + 2cx?u + fx2u?
) _ —(@a+2bu+cu?)
b b+ 2cu+ fu?
o = —\@+3bu+3cu? +fi?)
b+ 2cu + fu?
luego
b+ 2cu + fu? N P
J.a-|~3bu+3cu’+_)‘i:3du— -IT-HHC
1 [_3b+6cu+3f o
3 J.a+3bu+3cu2+ﬁz3du— ,[_x_
integrando se obtiene
3 In(@+3bu+3cu? + fir') = ~Injex

devol viendo el cambio
Y o y3 1
a+ 3b + 30— +f'_.3_. i

Simplificando se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial dada
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Capitulo 11
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

B2 +3exp? +3bx’y +ax® = k

donde k = -C—l,g—

9. Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial

! -y

b Bl s Ty

0#-32)°
Solucién: Observemos que f{x,y) = (y‘__—% no es una funcién homogénea, por

1o que la ecuacién diferencial no es homogénea pero podria transformarse en una de
ellas, haciendo el siguiente cambio

yuy

yr = qzo-1;

sustituyendo

1.7 —xz®

az"’z = =

4 _ 3x2

Pals —xz%

g%l - 3x2ze-1)

si buscamos un a apropiado para que la ecuacién anterior sea homogénea, entonces

a+1=5a-1
a+l=2+a-1

este sistema es equivalenteaa + 1= 5a — 1 luego a@ = —;— Entonces la ecuacién

se puede transformar en homogénea haciendo el cambio @ = 1

2,

R
(z% - 3x22%)

i
donde f{x,y) = —=2%2%___ 5 una funcién homogénea de grado cero. Haciendo

(z% - 3x%2z7)

42




Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

el cambio
zZ=ux
z' = u+xu
sustituyendo en la ecuacién diferencial

2
il =2x2 2
NBEN = g gy
XTu-3x2u>

il = 2u=3uty’

3-u?

luego

-y dx
: 3-3—:'-‘—;du=IT+lnc

integrando por fracciones simples se obtiene

T A R 5 1 1 1
J'u3—udu Iudu+j u—ldu+-[ u+ldu
—3lnu+In(u—1)+In(u+ 1) = Injx| — Inc|

2
devolviendo los cambios es decir haciendo ¥ = 2 se tiene

X
P
In —y"ﬁ— ~ Inx| = Inje|
=3

X

simplificando, se obtiene la soluci6n de la ecuacién diferencial dada

y2 —x2 = Cys_

10. Determinar la soluci6n de la ecuacién diferencial

y3
mdx +2dy =0.

Solucién: Despejando y' se tiene que
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Capitulo I
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

o
e
267 - 17)
.
que no es una ecuacion diferencial homogénea, dado que f{x,y) = W no
es una funcién homogénea, pero podria transformarse haciendo el siguiente cambio

g
yl - aza-—]zr
sustituyendo en la ecuaci6én
-Iz, = _-___zﬂ—
gt 2(x? — xz%4)

! r 4 3a

" 2a(xz! - xgT)

si buscamos un a apropiado para que la ecuaci6n anterior sea homogénea, entonces

3a=a+1
3a=2+a-1
3a=1+3a-1

luego a = -%— para que la ecuacién diferencial sea homogénea, entonces cambiando

g |
a 5 resulta

]
# % —z72
(x22°F —xz7)

que es homogénea. Haciendo el cambio
zZ=ux

Z = u+xu

sustituyendo
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Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

' —x3ut
Uu+xu = —
XutxT —xtutx
2 2
xul . —u+y
1-u
entonces
1—u ;. _ [ dx
I Tu—du = I x Inc
integrando se obtiene
l:u"du = —Inu+u = Injcx]|
devolviendo los cambios es decir haciendo u = 4 se tiene
W[+ Z - s

simplificando, se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial dada

¥ = xlInjey?|.

11. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial

(y—m)druxaBJ:O.

Solucién: Despejando y'se tiene que

RS g
s it e

y=Je 4y

como flx,y) = ———— es una funcién homogénea de grado cero, entonces la
ecuacion diferencial es homogénea. Haciendo el cambio

y=ux

Y =u+xu

sustituyendo y simplificando se obtiene
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luego

—du . (& ;e
J- [uz 47 -[ x
haciendo el cambio, para resolver la primera integral,

u = tant

u' = sec’tdt

resulta

Isec tdt = Injsect + tant|

devolviendo el cambio, # = tan#, nos resulta

ln|u+ JZ +1 | = —Inx| + Injc|
con el cambio inicial se tiene

a
Y B i e
P e My

x2

simplificando se obtiene la solucién a la ecuacién

2

ct=xt =2y,

12. Hallar la solucién de la ecuacién diferencial

xy’=y+m.

Solucién: Despejando )’ se tiene que

O .0 T

X
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y+ T3

como f{x,y) = ———— es una funcién homogénea de grado cero, entonces la
ecuacién diferencial es homogénea. Haciendo el cambio

T -

y = u+xd
sustituyendo y simplificando se obtiene

xu+ 32 + uPx?
X

u+xu =

xu' = J1+u?

entonces
I —d - J‘% +Inc
2

Ju +1

haciendo el cambio
u = tant
du = sec’tdt

para resolver la primera integral y sustituyendo resulta

Isectdt = In|sect + tan{|

devolviendo el cambio se obtiene

ln,u+ Ju? +1 | = Infx| + Injc|

con el cambio inicial se tiene

—F—— =In|c|

simplificando se obtiene la solucién a la ecuacién diferencial dada

c3x? =1+2¢y.
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13. Resolver
(x-1Ddy+@Bx+y—2)dx = 0.

Solucion: Determinando el punto donde se intersecta la recta 3x + y— 2 = 0 con
x=1=0

Ix+y-2=0
x-1=0
por tanto se cortan en (xo,y0) = (1,—1). Hacemos el siguiente cambio, traslacién de
ejes,

x=t+1 =>dce=dt

y=z-1 =>dyv=dz
sustituyendo y simplificando se obtiene

3t+1)+z-1-2+2(t+1-1)=0
t+z+2't=0
¥ w SEECE
como flx,y) = :lt"u es una funcién homogénea de grado cero, entonces la

ecuacién anterior es homogénea. Haciendo el cambio

z=ut

Z =u+td

sustituyendo y simplificando se obtiene:

u+td = =t-ut
t
W= -3-2y
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luego

. PR
o b v Ir*"“

resolviendo la integral, resulta

- % In(3 + 2u) = Injf| - Injc|
devolviendo los cambios

1 #1) Y
n -z-ln(3 I ¥ ) = Inje(x - 1)|

simplificando se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial dada

x-1D)Gx+2y-1) = cLz

14. Determinar la solucién de la ecuacién
sty
Solucién: Como las rectas 2x +2y —1 =0 y2 - ¥ —x = 0 son paralelas, pues las
pendientes de ambas rectas son iguales, entonces haciendo el cambio

X+y=z
y1=z.|__1
obtenemos la ecuacién
r_1=22-1
z -1 e
r_ z+1
g 2-z

entonces

I;;%d2=—J‘dx+lnc

la primera integral
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B sl Ry il B il

Entonces se tiene que
z=3In(z+ 1) = —=x + In|c|
devolviendo el cambio y simplificando se obtiene la soluci6n de la ecuacién

diferencial dada

x+y=3ln(x+y+1) = —x+Inlc|

x+y+1= ke =
15. Encontrar la solucién de la ecuacion
) o TRTT
P e y-3°

Solucién: Determinando el punto de interseccion de las rectas 3y — 7x + 7 = 0;
3x -7y -3 = 0, resolviendo el sistema

~Tx+3y+7=0
3x-7y-3=0

resulta que se intersectan en xo = 1, yo = 0, como son rectas que se cortan en un
punto hacemos el cambio

x=1t+1 ->dc=dt

y=z - aj} =dz
sustituyendo y simplificando se obtiene
dz _ 3z=-T7(+1)+7

@ Gt ~T-3

o - SE=t
3t-17z

que es una ecuacién diferencial homogénea. Hacemos el cambio
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z=ut
Z =u+td

sustituyendo y simplificando se obtiene

1 3ut-="Tt
b Sl -em -
y . Tt =17
W
luego
Aol e $ak
-| 7u2_7du_j 2 +Inc
como

Hd2on -4 [ 2o [ i

w -1 u-1 u+l

tita-le .. 2 R .
7"‘ - 71"(“ 1) 7ln(u+1) In|ct|

usando el método de fracciones simples.Devolviendo los cambios se tiene

-x+1)’@+x-1)° B 1
x-12(x-1)°  c(x-1)7

simplificando se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial dada

G-x+1)2x+y-1) = cl—,

Determinar la soluci6n general de la ecuacién
20 +y+y eyt +1 =0.

Solucién: Despejando ' se tiene que

, —(y+y‘/x2y‘ +1 )
Yy = Ix
—(y+y‘/x2y4 +1 )
2x

como flx,y) =

no es una funcién homogénea, pero la
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ecuacion diferencial puede transformarse en homogénea. Haciendo el siguiente
cambio

y =az*7
sustituyendo y simplificando se obtiene
: —(z" + Jx2z0e 4 72 )
g - e
si esta ecuaci6n diferencial es homogénea, entonces

a=3a+1

6a+2

a=2

2a

g
a=1+a-1

como el sistema equivalente es 3¢ + 1 = a entonces @ = —%.

Cambiando a = —-ZL en la ecuacién diferencial, se obtiene la ecuacién diferencial

homogénea

(z:z'“ + 2z 3 2 )
Z' =

=y
xr 2
haciendo el cambio
Z = ux
Z =u+xu

sustituyendo y simplificando se obtiene

=1 = = I T
. (zzuz + Jx2u3x3 ¢y Ty
u+xu =
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luego
L = .d_x. +Inc
sl
haciendo el cambio, para resolver la integral
u = tanf

u' = sectdt
entonces
du
—du__ _ (sectds = Injsect + tant|
bl -l

devolviendo el cambio se obtiene

— 4 _n|u+ 2+ 1 = Injx| + In|c|
& |
comou = -L. la solucidn se transforma en

»?

x2 4+ L

1
+—2— =X
y.

simplificando, se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial dada
1/Jr2y“ +1 =x¥c-1.

Hallar la solucién de la ecuacién diferencial

ok ENE

3x¥y-1-

Solucién: Como flx,y) = #yz—
3xy-1

transformarse haciendo el siguiente cambio

no es una funcion homogénea, podria

a

y =
Yy =az*7
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sustituyendo
ol . _—Axg
e ey
o a —4xz%8
a3t — =)

si esta ecuaci6n diferencial es homogénea, entonces

2a+1=2+2a-1
2a+1=a-1

como el sistema equivalente es 22 + 1 = a — 1 entonces a@ = —2. cambiando
a = -2 en la ecuacién diferencial, se obtiene la ecuacién diferencial homogénea

fo —4xz*
-2(3x%z7% -z73)

hacemos el cambio

Z =u+xu
sustituyendo

dxux
2(3x2u-3x~5 — y3x73)

u+xu =

r . =2u+ 2’
6 — 2u?

luego

J'Zﬁu Ezudu- j%nnc

integrando por fracciones simples se obtiene

6—2u% , _ 3

23 _2udu _[ du+_[ du+I
por tanto

—3Inu+In(u—-1)+In(u+ 1) = Injx| + Inc|
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devolviendo los cambios siendo u = —— se tiene

Xy
g 5 _ ¥
¥ b7
simplificando, se obtiene la solucién de la ecuaci6n diferencial dada

y(1 -y =c.

g —y3

18. Determinar la solucién de la ecuacién

&+ +(3° -3’ =0
Solucién: Despejando )’

e —(x+y3)
35 —3y2x

como flx,y) = ;y(s—i—% no es una funcién homogénea, podria transformarse

haciendo el siguiente cambio

y=z
y = az*l7
sustituyendo
i ot ;,:zg"
a5 —(x + 23%)

a(3z%1 — 3z3¢-1y)

si esta ecuacion diferencial es homogénea, entonces

1 =3a
l1=6a-1
1 =3a-+1
a=1l+a-1
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como el sistema equivalente es 1 = 3a entonces a@ = %— Cambiando a = % enla

ecuacién diferencial, se obtiene la ecuacién diferencial homogénea

hacemos el cambio
Z=ux
2 =u+xu
sustituyendo :
u+xu' = i—i’%
e = * 2
et
luego
foka- [

arctanu-lz-m(1+u2)=1n|x|+c

3

devolviendo los cambios, haciendo u = -)—;— se tiene

3 6
arctan(zx—) -—%—ln(l+yF) = Inlx|+ ¢

simplificando, se obtiene la solucién de la ecuacion diferencial dada

3
arctan(!i—) = %ln(x’ +)%) +c.

19. Resolver la ecuacién diferencial

Yy =-2(x%y+ J1+x472 )

Solucién: Como

e -2(x2y+ ‘/1 +x*y? )
. =

56




Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

no es una ecuacién diferencial homogénea, entonces haciendo el siguiente cambio
y=

yl = aza—]zf

puede encontrarse el valor a para transformarla en homogénea. Sustituyendo

az®

—-2(xzz“ +J1 +x%2% )
by - =

luego se tiene que

o -2(x%2° + /1 +OE" )

az® 13

, =2 (xzz + 772047 4 54,2 )
z =

3

ax

si esta ecuacion diferencial es homogénea, entonces

_ 2a+?2

S

= 4+2
Aty

3=3

como el sistema equivalente es 3 = ;292—"'2— entonces @ = —2.

Cambiando @ = -2 en la ecuacién diferencial, se obtiene la ecuacién diferencial
homogénea

, ' (xzz + 2% + x422 )
o= Zz =
3

X

4

haciendo el cambio

Z=ux
! !
Z =u+xu

en la ecuacién diferencial resulta
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u

, (x’u + JutxS + x%u2 )
+xu = 3

X

u+xu' = u+udut+1
xu' = ufut+1

luego
S B 5 Y
I u./uz +1 J. .
haciendo el cambio
W=t
2udu = dt

en la primera integral se tiene que

I du __ _ j' dt
ufut +1 2t/ +1
haciendo el cambio

t=tan@
dt = sec20do

se tiene que

1 sec’® 4o _

ol A - J0g 1 [secl jo_ 1 T .
j‘wﬂ_ﬂ 3 | gy = L[58 dp = L [ cscod L injesc6 - cote)

devolviendo el cambio resulta

1% J1+2 -1 _1an1+u“—1
- o BagiS TS Gl L jqiacsr e

1
xy

comou =

, entonces, se tiene que la solucion es
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1
1+ == ~1
LA RE
5 In - = Inlx| + In|c|

Simplificando se obtiene

1/1 +x4? —x%y = x8%.

20. Encontrar la soluci6n a la ecuacion diferencial

- -4y
& i y+x-3°

Solucién: Como las rectas 2x —4y = 0; y+x — 3 = 0 se intersectan en xo = 2,
Yo = 1, en efecto resolviendo el sistema de ecuaciones

e
Fo
y=-x+3

resulta que la solucion es: xo = 2, yp = 1.Hacemos el cambio
x=t+2 =dc=dt

y=z+1 =>dy=dz
en la ecuacién diferencial, obteniendo

_2t+4-4z-4

4 _
dt z+1+t+2-3

1 _ 4z-2t
i

que es una ecuacién diferencial homogénea, por lo que haciendo el cambio

en la ecuacion se tiene que
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B 4ut — 2t

u+t ut + 1

u+1

entonces

(u+)du
-3u+2 J-%LHM

integrando por fracciones simples

(u+1)
Iu2u3u+2du= —21n(u-1)+3ln(u—2)-f—u—?'_—l—du+f?i—2du

resolviendo la integral, resulta
=2In(u—1) + 3In(u -~ 2) = —Injt| + Injc|
devolviendo los cambios resulta

(y—1-2x+4)°
-1-x+2)*

simplificando se obtiene la soluci6n de la ecuacién diferencial dada

-2x+3) =c(y-x+1)~

21. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial

T 3x-6y+2°

Solucién: Como las pendientes de las rectas —x + 2y+1=0; 3x—6y+2=_0son
iguales entonces las rectas son paralelas por lo tanto haciendo el cambio

z=x-2y

s aatal
F T2 =g

sustituyendo en la ecuaci6n diferencial y simplificando se obtiene
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x=t—-1 =2dc=dt

y=z+2 =dy=dz

sustituyendo en la ecuacién diferencial
& _(t-1-2-2+3)

dt (Bt-3+z+2+1)

P Z=if
3t+z

que es una ecuacion diferencial homogénea. Hacemos el cambio

e B e z=ut
2 =u+td
sustituyendo y simplificando en la ecuacién homogénea

u-l-m’ = M

3t 4+ ut
' L —-2u—u2-l
ko u+3
luego
ut+dde _ _rg
u +2u+ 1 I ko
como
(u+ 3)du = (u+l)+2du=I du__ 5 du
w+2u+1 (u+1)? (u+1) (u+1)2
entonces
In(u+1) - uil = —Injt| + Injc|

devolviendo los cambios y simplificando se obtiene

Lﬂ-_l'__ . 2x+2
i x+1 [nlx+l|_lnlc'+y+x—l
2x+2

y=1l-x+cey+x—1,
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23. Resolver la ecuacion diferencial

(1-y-x)/ =x+y.
Solucién: Despejando y’

) —x+y)
x+y-1

como las pendientes de rectasx +y = 0; x+y—1 = 0 son iguales entonces las
rectas son paralelas, entonces hacemos el cambio

X +y— ]_ =2
y=7-1
en la ecuacion diferencial )’ = —G+y)

x+y-1°

n'__l =_(Z+I)
-4

z
e |
et
integrando
Izdz = —I de+k
-%—22 =—x
devolviendo el cambio
s
_(H_};_I)_ saial

simplificando obtenemos la solucién de la ecuacién diferencial

x+y-1)2+2x=c.
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24. Hallar la solucién general de la ecuaci6n diferencial
(sinx — 2y)y’ = ycosx.

Solucién: Haciendo el cambio

sinx = u

cosxdx = du

en la ecuacién diferencial

ydu+ 2y — u)dy = 0

fi s =)
2y—u

y
que es una ecuacién diferencial homogénea. Haciendo el cambio

et

y =v+uw

en la altima ecuacién diferencial , obteniendo

I~ =Wy
PR 8 e
o =¥
Pl e
1o =22
gl oo
integrando
PN TR o ) ottt . .
2v? * J-u k= I v 2Iv2 = —Inju| + k
Inv+ - = —Inju| + k > Inv+Inful+ - =k > Inpvul + L = k
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devolviendo los cambios sinx = u ; y = vu o lo que es lo mismo v = —51-";—; se

obtiene

sinx _
Iny| + % k

simplificando se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial

2ylnly| + sinx—ye = 0

donde ¢ = 2k.
(o
e
25. Encontrar la solucién de la ecuacién
cos(%)afv + (1 - Tycos(%))dx =0.
Solucién:Reordenando la ecuacién obtenemos
Lol
xdx + cos(%)[xdx —ydx] =0
~ realiza el cambio
%=
xdy — ydx e
e e du
xdy — ydx = x*du
® sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene
xdx + cos(u)[x*du] = 0.
-~ Integrando
® I-‘fcl+J.cosudu=lnc
- Inx + sinu = Injc|
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devolviendo el cambio y simplificando se obtiene
ol &
x = ce_m( * )

26. Resolver la ecuaci6n diferencial
3yxdx + 2 Y dx+ yidy = 0.

Solucién: Despejando la derivada y’

) _ =3P +2x%)
# »

resulta una ecuacién homogénea. Haciendo el cambio

Y=
Y =u+xu
en la ecuaci6n diferencial resulta
u+xu' = 3
u' = =Sut—ut-2
”
integramos
= +Inc.
e e W r3E 2 3u 7= =[F e
Separando en fracciones simples
u? — _—u 2u

e — T —— +
W +3ut+2 w41l wr+2
obtenemos
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] g du+2 ﬁizdu:i{ﬂ’?—

- %ln(uz +1) +In(u? +2) = —Inx + Inc|

devolviendo el cambio se tiene

i %m(—y—zxiz’-‘-z—) +ln(y2 ;22"2 ) = —Inx + Inje|

simplificando se obtiene la soluci6n de la ecuacién

R A y2+2xz=c‘/yTx2.

27. Determinar la solucién de la ecuacién

i -y
R 5 2=y
Solucién: Como flx,y) = _2—,/;: es una funcién homogénea de grado cero,

hacemos cambio

y=ux
Y =u+xu
en la ecuacién diferencial resulta
u +xu' = —-—_L
2Jux? —x
simplificando se obtiene
—2u fu
' —
s e
2/u -1 dx
I———Zuﬁ du——J.—x—'-+lﬂC

como la integral
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[ = [ - L [ - e

-
2ufu Ju

entonces
Inu+—— = —Inx+ Injc|
Ju

devolviendo el cambio

In|%| le_ = —Inx| + Injc|
<

simplificando se obtiene la solucién

el -

=
Il
(=]

28. Hallar una curva que posea la propiedad de que la magnitud de la perpendicular
bajada del origen de coordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto de
contacto.

Solucién:Como la ecuacién de la recta tangente de una curva viene dada por
¥ = m(x —Xx,) +y, donde la pendiente de dicha recta es la derivada de la curva
evaluada en el punto de tangencia, entonces la ecuacién de la recta tangente
genérica se representaré de la siguiente manera ¥ = Y'(X-x) +y donde x,y son las
coordenadas genéricas del punto de tangencia.

Escrita en su forma general es

Y-y X+(@'x-y) =0.
ahora la distancia del punto (0,0) a la recta tangente es

> . yx-y
1/y’2+1

y de acuerdo a la condici6n dada se obtiene

E=P

s

X
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que simplificando resulta

que es una ecuacion homogénea. Haciendo el cambio

y=u

Y =u+xu

en la ecuacién diferencial y simplificando resulta

! x2—x2u2
u+xuy = =—=2H_
-2x2y
urxu = 1z
—2u
' 1+u
xz‘ —
—2u

integrando se obtiene

In(u? + 1) = —Inx — Injc|

devolviendo el cambio y simplificando se obtiene que la curva buscada

In

§+I' = —Inx — Injc|

x2+y? = ex.

29. Hallar la curva para la cual la razén del segmento intersectado por la tangente en el
eje OY'y el radio vector es una cantidad constante.

Solucién:Como se sabe que la ecuacién de la recta tangente de una curva viene
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dada por y = m(x - x,) +y, donde la pendiente de dicha recta es la derivada de la
curva evaluada en el punto de tangencia P(x,,y,), luego la ecuacién de la recta
tangente genérica se representard de la siguiente manera ¥ = y'(X - x) + y donde x,y
son las coordenadas genéricas del punto de tangencia.

Entonces para hallar el punto de interseccién entre la recta tangente y el eje de las
ordenadas, se tiene el siguiente sistema

x=0

{ Y=y (X-x)+y

por lo que resulta P(0,y — xy') entonces la longitud del segmento es / = y —xy/.
Por otro lado se tiene que la longitud del radio vector viene dado por /3% + 2

donde x,y son las coordenadas genéricas del punto de tangencia ( radio vector=
vector que tiene su origen en el punto (0,0) y su extremo en el punto de tangencia

(x,)).

Entonces

KT
O o2

que es una ecuacion homogénea. Haciendo el cambio

yl

y=u

Y =u+xu
sustituyendo en la ecuacién diferencial y simplificandose tiene que

s wx — kyfx? + utx?
X

Uu-+xu

xu' = —kf1+4?

integrando se obtiene

+ Inec.

_d_u__=_kj'ﬁ.x_
J1+u? o)

70




Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

Para calcular la integral f —44__ hacemos el cambio

1/l+ui

u = tant

u' = sec?tdt
en la integral. Resultando J‘ sectdt = In|sect + tant|

devolviendo el cambio se obtiene
— B _nlus SiP 1
| B ~Nler 95T
entonces
Infu+ JuZ +1 | = - kinpx| + Injc]
devolviendo el cambio '

x2+y? +y
x

ol -

simplificando se obtiene la curva que cumple la condicién dada es

y= —%—(czx"*— -Lx"’”).

c

30. Empleando coordenadas rectangulares, hallar la forma del espejo si los rayos que

parten de un punto dado, al reflejarse, son paralelos a una direccién dada.

Solucién:La solucion no depende de la posicién referencial tomada. El punto dado
que se eligird serd P(0,0) y la direccién dada ser4 la correspondiente a la recta
y==k

Las tres rectas presentes en este problema son, la recta incidente, la recta direccion
y la recta normal a la tangente en el punto de contacto con el espejo.

Como el dngulo entre la recta incidente y la recta normal es igual al dngulo formado
por la recta normal y la dirrecién dada para cualquier reflexi6n del rayo, entonces
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Capitulo 1T

Ecuaciones diferenciales Homogéneas
my—=mi _ M3 —mg
1 +mom, 1 +mam3
donde
o
m = 5
pendiente de la recta incidente
¥
pendiente de la recta normal
m3 = 0

=1 2
y.r X 3 1 o -1 _Z_=_1___ J;
- Y ¥ Ty
yx
2y 2y
P 4 yy

-y’——x——= y’—% = T+2y’—%=0.

Resolviendo la ecuacién de segundo grado y simplificando se obtiene

que es una ecuacién diferencial homogénea.
Caso I

haciendo el cambio
y=ux
YV =u+xu
sustituyendo
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31.

Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

p o =1+ Y1+ -2

XU = u

integrando

u du= |9 4 nc.
J‘Jl+?—(u2+1) ‘[x
Para resolver la integral hacemos el cambio
u = tant
du = sec’tdt

devolviendo el cambio resulta

j@-‘&idm —In|1 - sect|
1 —sect

Imf(uzﬂ)dp"’"'l“‘/”"zl

entonces
x—[x2+y? =¢

de lo que resulta
¥? =2ex+c2.
Nota de interes: Es debido a ésto, que los faros de los carros tiene forma parabdlica.

—x+ [x? +)7
Caso 2,y = 7 es anélogo.

Hallar la curva para la cual la longitud del segmento intersectado en el eje de las
ordenadas por la normal a cualquiera de sus puntos, es igual a la distancia desde este

punto al origen de coordenadas.
Solucién: Naturalmente, la ecuacién de la recta normal de una curva viene dada por
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Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

y = m(x —x,) +y, donde la pendiente de dicha recta es el inverso negativo de la
pendiente de la recta tangente a dicha curva por el mismo punto, entonces la
ecuacion de la recta normal, genérica, se representaré de la siguiente manera

Y= -;—,l—(X - x) +y donde (x,y) son las coordenadas genéricas del punto de la curva

por donde pasa la recta normal.

Entonces, para hallar el punto de interseccion entre la recta normal y el eje de las
ordenadas, se tiene el siguiente sistema

y= =l X-x)+y

de lo que resulta P(O, ;‘—, +y | entonces la longitud del segmento es

S—

1=;t—,-+y

como la distancia del punto Q, (punto de contacto con la curva) al origen viene
dado por

d= [x'+)?

entonces debe cumplirse que

1/x2+y2 = ﬁ+y

de lo que resulta
x+yy =y [x*+)?

!

i X
: x+y? —y

que es una ecuacién diferencial homogénea.Haciendo el cambio
y=ux

y = u+xu

y sustituyendo en la ecuacién diferencial
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Capitulo IT
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

X

i - ux

u+xu =

simplificando se obtiene

il dondl it #08
J1+u* -u

integrando

J1+u? —u dae [ 8K s
I(1+u2)—u,/1+F I" e

haciendo el cambio
u = tant

u' = sec’tdt

para resolver la primera integral y sustituyendo resulta

(sect — tant) sec?t
sec?t — tantsect

dt = J-sectdt= In(sect + tant)

luego la solucién de la ecuacién diferencial es

In(sect + tant) = Inx| + Injc|

devolviendo los cambios se obtiene

SE+2 +y
In|—————| - Injx| = Injc|
simplificando se tiene que la curva buscada es
L | |
= 'E (sz ol ¥ ) .

32. Hallar la curva para la cual el producto de la abscisa de cualquiera de sus puntos por
la magnitud del segmento intersectado en el eje OX por la normal, es igual al duplo
del cuadrado de la distancia desde este punto al origen de coodenadas.

Solucién. Como la ecuacién de la recta normal a una curva viene dada por
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Capitulo II
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

¥y = m(x - x,) +y, donde la pendiente de dicha recta es el inverso negativo de la
pendiente de la recta tangente a dicha curva por el mismo punto, entonces la
ecuacion de la recta normal, genérica, se representara de la siguiente manera

Y= ;—,I(X - x) +y donde x,y son las coordenadas genéricas del punto de la curva

por el cual pasa la recta normal.

Por tanto, para hallar el punto de interseccién entre la recta normal y el eje de las
abscisas, se tiene el siguiente sistema

Y= ‘71(X—x)+y
y=0

de lo que resulta P(y'y + x,0) entonces la longitud del segmento es / = Yy +x.

como la distancia del punto Q, (punto de contacto con la curva) al origen viene
dado por

d= Jx*+)?

entonces

xo/y+x) =2( @452 )’

de lo que resulta

0y +x? = 2x2 4 2)2

) _ X2 +2)2
dhetey . r=

que es una ecuacioén homogénea. Haciendo el cambio

en la ecuacién diferencial
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Capitulo 11
Ecuaciones diferenciales Homogéneas

x‘u
xu = 1 +u2u2
integrando
u - | L =
Imdu—-j x 2ln(u +]) Inx
%ln(u2+ 1) = Inx + Injk|
devolviendo el cambio

ln'i—’zf+l

simplificando se obtiene que la curva buscada es

= Injc2x?|

x2 432 = ext,

Problemas Propuestos
1 xdy—ydx =[5y d.
2. x-% = cosh .
3. »' -y = xe¥,
4. (x? +y?)dx - 2xdy = 0.
5 - % = 1.
6. (2x + 3y)dx — xdy = 0.
7. 2x+y)y =—(x+2y).
8. (y- Jm)dx—xafv = 0.
9. oy =x'+p°,
10. (% +sec?¥ )ax—ay = 0.

. e
11. y’—'f—?.

12. 2y = x2 -2,
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Capitulo II

Ecuaciones diferenciales Homogéneas

13. y' - % = cos?(y/x).
14. (2x+3y)y =y.
15 y-+(£+%) =0
16. (3x—2y)y' +(x—4y) = 0.
17. %ﬂdx— dy = 0.
18. (x+ v)dx—xdv = 0.
19. (2xy—x*)y' = 2xy—y2.
20. xy = X7 +)2.
21. 3xydy = (x? + y?)dx.
22, 2x-y)y =2x+5.
23. (6x2 - 8xy +y2)y = 6x2 - 5xy - 2)2.
24. xdy - yds— [x* +)% dx = 0.
25. (2P -2 +x3) = x¥y+ 2% -3,
26. 9dy+ (x+y—1)*dx = 0.
27. (x+y)dy = (2x + 2y - 3)dx.
Haga la sustitucion apropiada para resolver
28. 2dy = (4xy +x2 + 42 + 3)d.

29. dy+dx= [x+y+2dx.

30. dy +sin*(x +y)dx = 0.
31. dy = (%’—1)@
32. y = (x+y)

33. [x+3ydc—dy= Oarctanh (2(2x +3y)"?) +C = 0.

34. ydx = (xy)’dx — xdy.

35. (¥ —y)dx—xdy = 0.

36. (JT-x57 ~y)dx —xdy = 0.
37. (x+y)In(x+y) - 1)dx—dy = 0.
38. y(Iny +x? - 2x)dx —dy = 0.

39. x+y-1)y =x-y-5.

40. (x+2y+2)dx—(y—2x)dy = 0.

TS R S
x+y-1

42. (x+0)x' =x+1.
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Capitulo II

Ecuaciones diferenciales Homogéneas

43. (4x+y-6)y = 2x-3y+4.
44. (x+y-5)' =3x-y-3.

1-f o .
45. S-di-dy =0,

46. (t+xt?)dx = (x - tx?)dt.
_x+2y+1
x+y—-1"

48. [2xsin{-+2xtan%——ycos%—ysec2%]dx+[xcos%+xsec2-';.’-]dy=0.
9. (FFy+ g=y)dx— (FFy - F=7 )dy=0.

47. y' =

50. y' - %.Z = -"5,3— + xtan -:7; haciendo la sustitucién x=u?, y=v7 con los valores de p

yq apropiados.
51. (x=3y-5)2dx—(x+y—1)%dy = 0.
52. 4x%yy' = 2 + 3xy?; haciendo la sustitucién y = vx", con un n apropiado.
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b Si el factor solo depende de y entonces a—;—’i

Capitulo IIT
Ecuaciones Exactas

Ecuaciones Exactas

Definicion. Una ecuacion diferencial de la forma-
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
es exacta si

OM(x,y) _ ON(x,y)
AR

u otra forma, si su primer miembro es un diferencial total de una funcién u(x,y).

La integral de esta ecuaci6n diferencial se puede realizar mediante
; S o
[ M@yoyax+ [" Nexeyydy =
Xo Yo
o mediante
|* Moy + 7 Nexo,y)dy =
*o Yo

siendo (xo,)0) un punto donde sea integrable.
Teorema. Si una ecuacién diferencial de la forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
no es exacta, pero admite una funcion u(x,y) tal que

P06, y)M(x,y)dx + p(x,y)N(x,y)dy = 0

es exacta, entonces se dice que la ecuacion es reducible a exacta mediante un factor

de integracién u(x,y) que debe verificar la expresién

NOlnp _ Olnp _ Mlxy)  8N(xy)
x oy oy &

dlnu

a Si el factor solo depende de x entonces 224 = () y

&

yolnp _ OM(x,y) _ ON(xy)
ox oy ox

OM(xy) _ N(xy)

ln;.:=I a’N&‘ dx
=0

4
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Capitulo ITI
Ecuaciones Exactas

_Olnp _ M(x,y) ON(x,y)
o o Ox

NGy) _ oMxy)

np= S0 @ g

Problem_as Resueltos

1. Resolver la ecuacién diferencial

r_ —x(2x2 + %)

Y2 +27)
Solucién: Esta ecuacion diferencial es evidentemente homogénea. Pues
Axy) = _7"2-(%;—;;-)1 es una funcién homogénea dt_: grado cero. Si la escribimos

usando diferenciales dx y dy, obtenemos

(23 + y2x)dx + (x2y + 2y3)dy = 0.

Sean M(x,y) y N(x,y), funciones tales que la ecuacién diferencial, anteror, se
pueda escribir de la forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Veamos si la ecuacién diferencial dada es exacta
M(x,y) = 2x3 + y2x = %yf"i =2y
Nx,y) =xy+2)° = —‘g% = 2xy.

OM(x,y) _ ON(x,y)
Como oy = o

entonces la ecuacion es exacta, y como ademas es

homogeénea y el grado de homogeneidad es # —1, entonces se resuelve con el
borrador
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Capitulo III
Ecuaciones Exactas
(2} +y2)x + Gy +2%)y = C
2t + 22 4322 + 24 = C

2+ %2+ 294 = C

entonces la solucién a la ecuacién diferencial dada es

¥ 43252 44 = C.

2. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial

i - 3x? + 6xp?
6xZy + 43 °
Soluci6n: Esta ecuacién diferencial evidentemente no es homogénea. Pues
2 4 6xy?
fx,y) = ~%—‘§2—)—:'-:|_—{v3— no es una funcién homogénea. Si la escribimos usando

diferenciales dx y dy, obtenemos

(3x? + 6xp%)dx + (6x2y + 49°)dy = 0.

Sean M(x,y) y N(x,y), funciones tales que la ecuaci6n diferencial, anterior, se

pueda escribir de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Veamos si la ecuacién diferencial dada es exacta

M(x,p) = 3x? + 612 = %3,1‘4 = 2%

N(x,p) = 6x2y + 4y = ﬁa% = 12xp.

Como —@%ﬂ = @%}2 entonces la ecuaci6n es exacta, si hacemos

(x0y0) = (0,0) e integramos
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Capitulo ITI
Ecuaciones Exactas

[[Gx +6yoan+ [ @ty + 49y = K
3j':x1¢bc+ax2j':ydy+4j'y3ay X
(&, + 62y, +42), -
evaluando nos resulta la solucion a la ecuacién diferencial dada

X +3xH2 +yf =K.

3. Resolver la ecuacién diferencial

Solucién: Reordenando

1

+
|

4 (‘/__xziyz*

¥

= . (o ted)e (7
B\ :

Sean M(x,y) y N(x,y), funciones tales que la ecuacién diferencial, anterior, se

pueda escribir de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
veamos si la ecuacion diferencial dada es exacta

7ol MR GRS M . A ____L
e AR A e

Nl ot v o . W -3
o N Sl T R
como BM - 4N

P o entonces la ecuacion diferencial es exacta, si hacemos

(x050) = (1,1) e integramos
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Capitulo I
Ecuaciones Exactas
r( +—+—)dx+j(——-——-—+%—£?-)ay=1{
rry g 7 P

[l oo e[ 2 [ 2

Para calcular la integral I —2d%__ hacemos el cambio

¥4
x2+y? =t

_ 2xde = 'd
y cambiando los limites de integraci6n

six = 1 entonces f = y? + 1

six = x entonces t=x? + y?

K.

resultando
1 gt S B st T e e A
P+ —j‘__i 1 241 y2+1 x ] = J +3° _'J1+y2'
Para calcular la integral I hacemos el cambio

1+)y? =t

ydy = 4
y cambiando los limites de integracién

siy = 1 entonces f = 1

siy = y entonces f=] + )2
resultando
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Capitulo III
Ecuaciones Exactas

L |+}': i = Jt l+yz =— /1 P = /1 + - 2
IJFTF 38 F = == = 1 -2
Por tanto la solucién de la ecuacion diferencial es

2+ = 1+ + [1+)2 —Jf+lnbz|+—;-+%+ln[y|-——},—+l =K

Jx2 +)2 +Inpgy}+3; = C

4. Encontrar la solucién de la ecuacién

(x3sec +4y3+3y2)dy (2“"3 - 3x?tan y)dx.

Solucién: Reordenando la ecuacién diferencial

3
(Bx*tgy - %—)dx + (x3sec?y + 47 + 3—::,_—2—)dy = 0,
Sean M(x,y) y N(x,y), funciones tales que la ecuacién diferencial, anterior, se
pueda escribir de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

veamos si la ecuacién diferencial dada es exacta
2 _ oM o?
M= 3tgy- = 2
gy 3 Gy sec?y3x2 — x3
3 . aN 62
N = x3 2 3 -y 2 S
x’secy+4y° + 2 = o 3x“sec’y 3

como ‘g‘y‘ ng entonces la ecuaci6n diferencial es exacta, si hacemos

(Xo¥0) = (1,0) e integramos

85




Capitulo 111
Ecuaciones Exactas

[ @ tany - 2% e 2 yac+ [ o secy +4y3+—2—)dy K

por tanto la solucién es

5. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial

x2+£ e x2+y2
x? x2y

Solucién: Como

"x;yz Y =2+ xi;—yyz > (x+ ——"ijyz )ax — ———"2;}’2 dy = 0.

Sean M(x,y) = 2x + X xjyyz yNGY) = -
diferencial, anterior, se pueda escribir de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

veamos que la ecuacion diferencial dada es exacta, como

x2 +y?

, funciones tales que la ecuacién
xy?

— ;‘2 I} W 1 I
M= G, —_—= = i —
x4 ——5 = : e

oM _ ON

entonces £ ay o Por tanto la ecuaci6n diferencial es un diferencial total.

Haciendo (x,y,) = (1,1) e integrando
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Capitulo I
Ecuaciones Exactas
Flgesry o 15 20

2[:W+I:£—-:&+I:ﬁdx—xﬁ%—%J‘:dy=K

x x x y y
2%'1 +xl, _'ch'lldx"‘%'l —i_’ll =K

evaluando
x2-1+x—1--}-+1+%-x—=_¥+%=c
ﬂ+§-§=c
. S T
XPr2XY b

Xy
entonces la solucién de la ecuacién diferencial es

By +x? -3 = Cxy.

6. Encontrar la solucién de la ecuacion

o, Sil}ZX

Solucién: Escribiendo la ecuacién con los diferenciales

(s + 82 )t + (- singz )y - o

- . 2
si hacemos M = x + sn;}Zx yN=y- s1;2x entonces
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Capitulo III
Ecuaciones Exactas
OM _ _sin2x
Y »
ON _ _2sinxcosx _ _ sin2x
MR e

como %% = % entonces la ecuacién diferencial es exacta. Tomando

(Xo¥0) = (0,1) e integrando
G e e (R P
-},—I:siandx+I:xdx+Eyay=K

" ] B © 4
-%—21-00st|0 + &, +§1, =K

evaluando

s BONE e ol
T R Nedy vaey vhai o
—cos’x +sin’x . 1 | x2 i_l_
= +2y+2+2 2—K

7. Resolver la ecuacién diferencial
03y +2) - x)dy + (—x(2 - 3x) — y)dx = 0.

Solucién: Sean M(x,y) = 3x2 - 2x—yy N(x,y) = 2y —x + 32, funciones tales
que la ecuaci6n diferencial, anterior, se pueda escribir de la forma
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Capitulo III
Ecuaciones Exactas

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Veamos si la ecuacion diferencial dada es exacta

e
- M(x,y) =3x2-2x—y=> M _
%
®
- N(x,y)=2y—x+3y2=> %Nz‘l
como %‘l{ ‘?&N entonces la ecuacion diferencial es exacta, si hacemos
(*oy0) = (0,0) e integramos
_ s ;

- | L(3x2—2x—y.,)dr+fo(2y—x+3f)a§'=K

3rx2dx—2rxdx+2ryajz-—xrdy+3ry2dy =

y 3

3, 280, +25, —ni, +35), =K

~ por tanto la solucién es
¥-x2+y?-xy+)y} =K.
~
8. Hallar la solucién de la ecuacién diferencial
Lo
+2p/1+x7 -2 [T+22 5
dc=(Inx-x2-Jx2+1 )dy.
. ( i ( )&
- Solucién: Reordenando la ecuacién
e “
J1+22 +x2-1nx)dy+(”’+2”y‘“” 1+ dx = 0.
J1+x2
[ ¥ i
~ Sihacemos M(x,y) = e IE ~adlin YyN=J1+x? +x2—Inx
J1 +x?
entonces

»
o
-
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Capitulo ITI

. Ecuaciones Exactas
oM X 1
Livi + 2x p——
¥ J1+x2 .
L
N WO OSSN
6 2 fiat i ®
como %M = %‘V— entonces la ecuacion diferencial es exacta. Haciendo
gl (¥0y0) = (1,0) e integrando
L)

X o ke y
II(JT“’;_? + 2090 223t + [ (JT+37 +2 ~Inx)dy = K

T2 [ ayex [P dy-mnx [ ay = k
evaluando

V1+x2y +x%y—ylnjx}= K.

9. Determinar la solucién de la ecuacion
xdx+1/x2+yzaj:+yxzalv-—y x? +y? dx 5
sy Y '

Solucién: Reordenando

Xdx+ x?ydy + (x Jx2 + )2 dy) - yJF+yTdy :

Eya® ’
(> -y Jx2 + 32 )dx s %y +x[xF +y7 )dy e

sz mez
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Capitulo ITI
Ecuaciones Exactas

Veamos si la ecuacién diferencial es un diferencial total:Si

N(x,y) = ¥ ¥ e B Xy o
() = X ox W x2

como %}l = ng entonces la ecuacion diferencial es exacta, si hacemos

(xo)0) = (1,0) e integramos

g e S . L + Ay =
I'(W ) I(W by =k

I:d’”ﬂ‘/—;iy,;—-dy+%J‘:dy'=K-

¥
Para calcular la integral I ——y-—a): hacemos el cambio
o JxZ+)?

x2+y2=t=> ydy=-g;

cambiando los limites de integracién

siy = 0 entonces ¢ = x2
siy =y entonces r=x? +)?

en la integral, resulta

x24y? xy? Yo
T E=tem, = FR = 7 -

luego

x—1+ [fx2+)? —x+{-=K
2+ +L=cC
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Capitulo III
Ecuaciones Exactas

10. Encontrar la solucién de la ecuacidn diferencial
ycosx —xycosy — 1 y = xsiny + xysinx + 1

¥y 5 X

Solucién: Escribiendo con los diferenciales

(siny + ysinx + —%—)dx+ (xocosy —cosx, + jl,—)dy =0
entonces

M= siny+ysinx+-_-,lc-

N = xcosy —cosx + %

veamos que la ecuacién diferencial es exacta en efecto, como

oM :
=< = COsy + sinx
oy ) 4

oN _ ;
o = Cosy+sinx

oM _ ON

o o’
Hacemos (x,y,) = (1,1) e integramos

X
.[] (siny + ysinx + %—)dx - ﬁ(xo COSY — COSX, + -}1,-)@ =K

¥y

sinyj:dx+y‘|':sinxdx+‘|‘:% +Ifcosydy—(cosl)ﬁa)z+_[ _c;’y_ =K

1

x - 2 ¥ i
sinyx|, - ycosx|, +Inpxl+siny|; —(cos1))yl, +Ip|, =K

evaluando
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Capitulo III
Ecuaciones Exactas

(xsiny - siny) — (ycosx — ycos 1) + Injx}+(siny — sin1) — (cosy — cos 1) + Injy= K
xsiny — ycosx + Inpxy}= C.
11. Determinar la solucién general de la ecuacién

ydx+xdy . . ¥
m-+smxdx+smydy— 0.

Solucién: Asociando expresiones con diferenciales iguales

¥ + sinxcos2xy x " 54
o dx + ( o +siny)dy = 0.
Si hacemos

YO . oM _ 1 _ 2xysin(xy)
cos?xy et &  cos’(xy) cos(xy)

Nl ON _ 1 _ Zxysin(xy)
coshy 0T & T cos(m) | cosiry)

oM _ oN

entonces 5= a3 por lo que podemos asegurar que la ecuaci6n diferencial es

exacta. Haciendo (x,y,) = (0,0) e integrando

J‘x(——)—@-— + sinx)dx + E(

4 . 5
. ) o +siny)dy = K

[ sinxar+x [ (—2__ + [ sinydy = K

0 cosz(

x y Y
—cosx|, + xjo sec?(xy)dy — cosy|, =

luego

X ¥
—cosx| +tan(xy) - cosy|, =
tanxy — cosx —cosy = C.
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Capitulo III
Ecuaciones Exactas

12. Hallar la solucién particular de la ecuacién

Y-, 2
vt y

si Ye1=1.
Solucidn: escribiendo la ecuacién con diferenciales

Zra -0 o
yjd.‘x+y‘dy()

veamos si la ecuacién es exacta,

-l an O o EE
gains ale Dol

N2 N __&
como 2 _ N

& e entonces la ecuacién diferencial es exacta. Haciendo

(x0y0) = (0,1) e integrando

bl K

L5 . RSN (R
v 2|0 +I'y2 =K > y+l—K
e
- gk +C.
Evaluando la condicion y|,-; = 1, en la solucién general

I=1+C = C=0

entonces

y la solucién particular es
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13. Resolver la ecuacion diferencial
cos(nx + my)(ndx + mdy) — sin(mx + ny)(ndy — mdx) = 0.

Solucién: Asociando expresiones con diferenciales iguales

[ncos(nx + my,) — msin(mx + ny,)}dx + [mcos(nx + my) — nsin(mx + ny)Jdy = 0.

Haciendo
M = ncos(nx + my) — msin(mx + ny) = -%“y’!- = —nsin(nx + my)(m) — mcos(mx + ny)(n)
N = mcos(nx + my) — nsin(mx + ny) = % = —msin(nx + my)n — ncos(mx + ny)m

Como %‘J = %M entonces la ecuacion diferencial es exacta. Si (x,y,) = (0,0)

entonces
Io[n cos(nx + my,) — msin(mx + ny,)]dx + [mcos(nx + my) — nsin(mx + ny)|dy = K

nr cosnxdx—-mr sinmxdx-l-mrcos(nx+my)dy—nr sin(mx + ny)dy = K
o o (1) o

nsit:‘(nx) l: & m cos(mx)

nsin(nx + my) ,” H ncos(mx + ny) |
m o m

X
|a+ m

=K

o

evaluando

sin(nx) + cos(mx) + cos(0) + sin(nx + my) — sin(nx) + cos(mx + ny) — cos(mx) = K

sin(nx + my) + cos(mx + ny) = C.

14. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial

M(xsy)dx + (J_c,y)ajz =0

sabiendo que
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como oM _ oN entonces la ecuacion diferencial es exacta.

oy ox
Haciendo (x,,) = (0,1) e integrando
1 ey

r( X B +5 )a‘x+
A\ SEAA-2 D) -2

Xo
4 Y o Xo _ Xo€ -
| '( J&@+AM-5-y) yp-Z 7 )‘b’

x x X
= _xdx i =B L[ Ta [ 2 _k
A= =p) e fioat Tl 1 Y-
A B C D
Calculando las integrales:
A= r xdx , hacemos el cambio
° J&Z+y)(1 =57~ %)
t=x+y* dt = 2xdx
cambiando los limites de integracién
x=0 =t=)2
X=x 3t=x24)2
B e : L
A== ————— haciendo otro cambio
2 Iyz Jia=1n
t=sin%0 = dt = 2sinfcosOdd
y los limites de integraci6n
t=y? = 0= arcsinJ?
t=x+y? = O=arcsin [x? +?
entonces
97




Capitulo III
Ecuaciones Exactas

= L™ 2sinfcos6dd  _ (™™ singcosody _ [T
s g o . infcosf ;
2 Jasinf?  [5in?0(1 —sin?9)  “eesnfp?  sinbcos arcsin 7

arcsin J¥4y2
A= OINth—, = arcsinj.m —-arcsinJ)j = arcsin,/m — arcsin fy
B= I gk haciendo cambio
° JyTxT
x = ysint = dx = ycostdt
cambiando los limites de integracién

x=0=¢=0
x=x=>t=amsin(%)

B < o .
B = IM(J’) ycostdt =yj'"""'(y) costdt  _ r’“'"(y) costdt
[ o o

st W iprr cost
arcsin( 35) .
=1, =arcs1n(%).
X
Bl X By y.r g P4 5 x
C-j,—.foeydx—j,--}Lla =gl —-e’=e) -1
D= Iy ydy = Iy dy haciendo cambio
L= T T2

y = sint = dy = costdt
cambiando los limites de integracién

y=1 =>t=12r-

y =y = t=arcsin(y)
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arcsin(y) arcsin(y) arcsin(y) 3
D= I —costdt I dt=1x =arcsmy—%.

J1 —sin?t

Finalmente, sumando A+ B+ C+ D :
X
arcsin Jx? + 32 —arcsinﬁ+arcsin(%)+ey —1+arcsiny—% ik
. . x i
aamcsm,/.u:2 +? +arcsm(-J7)+eJ’ =i,

15. Resolver la ecuacién diferencial
[;}—;-cos({-) +1- %sin(%)] _
[%cos(%) - X sin(X) + —-l—:l
R

Solucién: Escribiendo con los diferenciales

!

y=

[%sm-;--%cos@)-n]a&{ cos(y)—yzsm(l)+y2]ay=

haciendo

o, 0 Y ¥
M= ?sm(-i%)-;z-cos(_—t-)—l

e cos(-;h)(—y%-)y - sin(ﬁ) X [cos({-) ~ sin(%)(;"cz-)y]-’r2
% P x

oM cos(%)x - Siﬂ(%) cos(%—) sin(-g-;—)y
o » 7 - e
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.
il P bk T
N—xCOS(x) yzsm(y)+y2
- e ) A ¥ . Xzl
° N _ —sm(y)(—F)x cos(5) 2 Lsm(%)HOS(;,—)(T)x]_y’
S ox x2 »
P N _ sin(%)x B cos(.;i)__ sin(%) = cos(%)x
. ox 1'3 x2 yl y3
gl como %ATJ = %%emonces la ecuacién es exacta. Haciendo (x,,) = (1,1) e
: integrando
®
-~ L[}—sm(—'-"—)— cos( )+l]dx+I [—cos(y) -}%sm(y)+——]ajl K
L
. f:smxdx—_[ °°S( o 2 W Idx+—I cos(Z)dy — _[—L +j-;5’7=
2 : = cos(4)
- Calculando las integrales: 4 = — x2 ——=—dx haciendo el cambio
: u= 315- =>du= -—-;—Z-dx
- cambiando los limites de integracién
o y=1l=2u=1
: y=y=su=-1+
1+
+ +
s = —J-] cosudu = sinu|, = sin(-}F) —sinl
sin(X)
: B=-—x _[ :’ L dy haciendo el cambio
t=% o dt = -X gy
y ¥
®
cambiando los limites de integracién
Lo
-
P 100
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y=1=2t=x
prp@iw g
1 3
B= I sintdt = —costlx = —cos(%‘,—) + COsX.
x

Finalmente,
[[sinxas+a+ [“ax+ L[ cosBray+B+ [ % =k

S
-—cosxi,+sm(—1—)—sm1+xh lsm( 3

okl
]—cos(y)+cosx y'l K

—cosx+cosl + sin(—%—) -sinl +x-1+ sin(%) - sin(—}.—) - cos(%) + cosx — % +1=K
luego la solucién

sin(%) - cos($) +x- 4 = C.

16. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial

F x(az_xz__yz)
§ . yx2+yr+a?)’

Solucién: Usando diferenciales

x(x? +y2 —a?)dx + y(x* + y* + a®)dy = 0.

Sean

M=x3+x?-xa> %yM_ = 2yx

N=_yx2+y3+yaz=> ﬂ:m

Ox
entonces %ﬁf ng, por tanto la ecuacién diferencial es exacta. Hacemos

(*oy0) = (0,0) e integrando
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4
[ +02 - xat)de +], 022 +5° + yad)dy = K
o

o

Tlo—2lo+2lo 4Io+
evaluando

R - T W Y . A

Gl et gt Sl gE v
multiplicando por 4

= 2072 + 2602 + 4 + 2022 = K

entonces la solucién de la ecuacién diferencial
(x*+y1)? +2a%(* -x2) = K.

17. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial

P x2+y?+1
2xy
sabiendo que admite un factor de integraciony = @(x? + ),
Solucién: Usando los diferenciales

(x* +y* + 1)dx — 2xydy = 0.
Haciendo el cambio

22 =2 x2

en la férmula general de factor integrante

Nolnpy  Malnp _ oM oN

o E% oy ox

como

j"xldx—aZJ': xdx+x2jzydy+j:y3ay+a2j:y¢=x

a*x? * nyZ y Zi}’ a2y2 y K
+ iy
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efectuando el cambio

Olnp _ Olnp g _ dlnp
- Eler R lhler i o)
Olnp  Olnp _ Olnyu

Sustituyendo en la formula general

ol ol
(20)Z5E @) - 2+ + DFL Q) = 2y - (-29)
4x?y 6;;; - (2xy+ 2% +2y) ag;y =4y

S faxty - 26ty - 2% - 2y] - 4y

entonces

Olnp Sl e Olnp _, &y
Z Y- -Dl=4> LR o=

dlnu 2
Oz xz_yz_l

dinu
& ~ z+l

integrando
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Inu=-2Injz + 1|

1

Sy

Bl e
H= ==+

Multiplicando la ecuacién diferencial por este factor integrante se convierte en
exacta

2+ +1) e
. 02 -x+1)? 0*-

que es una ecuacién exacta. Hacemos (x,y) = (0,0) e integramos

2xy -
J|:2+l)“dy_0

2+y2+1) . 2xy Z
I(‘yz—x+l)2 Lbﬂ—xuuldy‘K'

Calculando las integrales:
el ol il o
I (=2+1)? 1)2 -[ 1-x2)7
integrando por fracciones simples

231 . Lo d
1-x)" ° 2x-1Y  2Ur+1)

X

x2+1

L & grat Sabte ¥ 0T WA
0(1'-.)?2)2 2I0 (l—x)z +2J‘o (l+x)2

(1 )-2+l +_l_ (1+x)—2+1 = 1 [ e 1 Ix
2 -1 2 -1 2(1-x)"° 2(1+x)'°
evaluando
w A rE=-{l -5 dbg—14e B G-y
2((1 —x2) 2(1 —x2) 2(1-x?) (1-x%)

como
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Bl iy ey

= X |y — X now. X
y-xz2+1" »P-x2+1 =xt:l

luego, sumando /'y 17

X X e
P Gl T v v e
X o
ez
x = K(? -x%+1).

18. Resolver la ecuacién diferencial
(1 -x%)dx +x*(y -x)dy = 0
sabiendo que admite un factor de integracién u = o(x).
Solucién: Como la ecuacién diferencial no es exacta, pues

M=1—x2y=>-%4=—x2

N=x¥y—x3=> % = 2xy — 3x2

evidentemente %yM- * %xM entonces buscamos el factor integrante

oM N

e

oM _ ON

calculando la integral _[ iﬁ——@'——dx
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.[ dx J'—xz 2xy+3x2dx

xty—x3

J.xz(y x)dx =—J.-525-dx

entonces

multiplicando la ecuacién por este factor integrante

l—xydx x(y x)dy 0

que es exacta. Haciendo (x,y,) = (1,0) e mtegrando
*( 1=y y By-x) , _
-[1 ( x* )a‘x+L x? o
2 —1—. ’ —_— =
It(xz)dr-"fo(y Dy =8

(1) -oi, =

entonces

19. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial

3xy+y
- -3xy2

dy
dx
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Solucién: Usando los diferenciales

(Bx?y+y*)dx + (x* +3x2)dy = 0

s€an

M=3x%4+)3 > %% = 3x2 + 32

N=x}+3x?=> -%x]! = 3x% + 3)?

evidentemente % - %xN- entonces la ecuacién es exacta, y como ademds es

homogénea.como el grado de homogeneidad de las funciones M y N es diferente de
-1, entonces, se puede resolver con el borrador

Gxly+y’)x+(* +392)y = C

Lo
353y +xp° +x3y+30°3 =C
® 4x3y+4x)’ = C
y la solucién de la ecuacién diferencial es
- xy+x} =C.
20. Hallar la solucién de la ecuacién diferencial
x*dy — xydx = ~(xdx + ydy),
sabiendo que admite un factor de integracion u = P(x? +32).
Solucién: Asociando términos con diferenciales iguales
gl

(=) + v+ x2)dy = 0
haciendo
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M=x—xy=>%’!=—x

N=y+x2=>%xN-=2x

observamos que %t,_l * %V entonces la ecuacién diferencial no es exacta. Pero

haciendo el cambio

en efecto

z2=xi4+)
Olngy _ Olnp g _ dlnp
& .. & & (2x)
Olnp _ Olnp g _ Olnpu

en la férmula general para el factor integrante

luego

integrando

Nolnp ~Molnp _ apm oN

ox EY oy ox

dlnp 8
oz (2)’) =-x—-2x

0 +3) 28 (o) - (- )

ORL [y 426 ~ 2y + 2] = ~3x

Oy ., , =
% (2x*+2)?) = -3

Olnp _ -3
Oz 2(x% +y?)
Olnp 3
R
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e |
Inpy = > Inz
.
u 73
R e
@2 +yH)3

multiplicando la ecuacién diferencial por este factor integrante, se convierte en
exacta

(x-x) @ +x?
—— L @A Gy

haciendo (x,,) = (0,1) e integrando

7 =0

e x-2) . s+ [ s KRR
0 @2+y)T T (et

e wad K s

B BN . SRR O
( y)((x2+y2)% )lo ¥ ( g| )I’ &
evaluando

gz ) 0 (Gr) (30 -x

(l-y)((x’- )E ) (lhy)(WI)+(;lly}l)=K

entonces la solucién de la ecuacién diferencial es

- Lo Ly
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21. Encontrar la solucién de la ecuacidn diferencial

y_ xX2+y
X

sabiendo que admite un factor de integracion yu = @(x).

Solucién: Escribiendo la ecuacién con diferenciales

(2 +y)dx—xdy = 0

sean
M=x*+y=> % = ]
N=-x=> %V = -1
como %yﬁ * %xji entonces la ecuacién diferencial no es exacta. Buscando el factor
integrante
oM _ ON
R
1-(-1)
ﬂ = e-[ —X -
2
,J = e-I T‘h’
entonces
e
e

multiplicando la ecuacién por este factor integrante

02 +p)dr-Laay =0
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que es exacta. Haciendo (xoy0) = (l,O)ein_tegrando
el
[a+ e[ by - &

[[ae-[ay=x

x-—%—=C.

22. Determinar la solucién de

x(dx — 2ydy) + y?dx = 0
sabiendo que el factor integrante 1 = @(x).
Solucién: Separando diferenciales

(r +y*)dx — 2xydy = 0

si hacemos

M=x+y2=>%j‘-’l-=2y

N=-2xy> —% = =2y

oM , ON

entonces == x X
o

factor integrante

oM _ oN
oy &

.f 2y-(=2y) s
= e

H= e~—2Inlx

5 Por tanto la ecuacién diferencial no es exacta. Buscando el
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luego el factor de integracién
o L

x2

multiplicando por este factor integrante, se convierte en exacta
o R 1 -l
La+ya- Lo
g G I
[+ o) j Yy =K

x F
il - 257, = K
evaluando

ln|x|-4 =K.

23. Resolver la ecuacién diferencial

Sdx + 2x3dy + 2xdy + 2x?ydx + 2ydx += 0
si tiene un factor de integracién que depende de x.
Solucién: Separando los diferenciales

(2x2y+2}_;+5)¢bc+(2x3+2x)dy= 0

como
M=2x%+2y+5 = -%yf‘i =2x2 42
N=20+2co B _ 624
Como—aﬁ + N

oy pw entonces no es exacta. Buscando el factor integrante

112




Capitulo III
Ecuaciones Exactas

oM _ oN
y e,
oL

4 _x?
p=e_..‘2-|.x3+xdx

p=eh|x2¥l-ll

luego

i 1
g Y

multiplicando la ecuacién doferencial por este factor integrante,

il ik 1 3 2
x2+l(lry+2y+5)a‘x+xz+l(2x +2x)dy =0

haciendo (x,y,) = (0,0) e integrando

x 3
J' 2x2y.,+2yo+5dx+ ¥ (3x +fx)ay=K

° x2+1 o X2+

" 2x(x*+1) p7 .
i Fer pam e e L@_K

Sarctanx + 2xy = K.

24. Encontrar la solucién de la ecuacién

3x%y%dy = (2x°x — x*In)dx
si admite un factor de integracion u = @(x).
Solucién: Como

M=x'lnx-2x° = %il—- = —6)%x

N = 3x%)72 = ﬁN—=6xyz
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evidentemente oM * ON entonces la ecuacion diferencial no es exacta. Buscando

oy Ox
el factor integrante

= e4hH

por tanto, el factor de integraci6n es:

5

4

F‘:x

multiplicando la ecuacién diferencial por este factor integrante

;14—(::4 Inx — 2x3)dx + -ﬁ(aﬂf)@ =i

haciendo (x,y,) = (1,0) e integrando
x 2y3 . 3
L(lnx— :};i)dx +j'o(-§)dy -K
x 3 »
(einrfx)f, + 32 < &

3
xInpxj—x + yF =K

entonces la solucién de la ecuacién diferencial es:

x3(Inpd-1) + 53 = Kx2.

25. Hallar la solucién de la ecuacién

1 _ _ X +sinx +siny
® o cosy
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sabiendo que el factor de integraci6n depende de x.
Soluci6n: Escribiendola ecuacién con diferenciales

(x + sinx + siny)dx + cosydy = 0

haciendo
M = x +sinx + siny = %‘}4- = cosy

N=cosyabw=>%\'—r=0

‘evidentemente %ﬂi * % Buscando el factor integrante

oM _ oN cosy 0
i e
#:e-l- N d=e cosy "

g g

multiplicando la ecuaci6n diferencial por este factor integrante

(xe* + e*sinx + e* siny)dx + e* cosydy = 0

haciendo (x,y,) = (0,0) e integrando

J‘x(xe’+e‘sinx+e‘siny,,)dx+re’cosyay =K
o o
J.:xe"dx+J':e’sinxdx+e"I:cosydy =K

x . x y
(xex_ex),o + (e‘gmxae’cosx )Io +e("siny)|o -k

luego la solucién a la ecuacién diferencial es

2¢*(x - 1) + 2e*siny + +e*(sinx — cosx) = C.
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26. Encontrar la solucién de la ecuacion diferencial

x2(2dx — 3dy) - 3y3dx + Tdy = 0
sabiendo que tiene un factor de integracion u = ().
Solucién: Separando diferenciales

(2% - 3y*)dx + (7 - 3*)dy = 0
haciendo

M =212 -3y} =>%},‘—4w—9y2

N=7- 31)?2‘:}-?&;*“—3}’2

para buscar el factor integrante

-3y — dxy + 9?
ﬂ=e'[ 2xy? - 3y i

J‘Zy(3y 2x)
y(2x-3y) ?

entonces

”:

I
32

multiplicando la ecuacién diferencial por este factor integrante
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207-3)% . T1-3p? . _
- dx + - dy=20

haciendo (x,y,) = (0,1) e integrando

[ —2"”‘;;3}'3dx+j;~—-—7“;”2dy=x
ZI:xcbc—BI:dx+7ﬁ%-—3xﬁdy=K

25, -3, - Ji, -3 =K

evaluando

x2—3x—-;,-+7—3xy+3x=C

xz——;——3x_)i=C.

27. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial

fros, s 3y2
-6y

sabiendo que el factor de integracién es una funcién de x + 2.

Solucién: Separando con el uso de los diferenciales

y

(3y* —x)dx + (2 - 6xp)dy = 0

haciendo
M=32-x=> %yji = 6y
N=2-6y=> L - ¢
observamos que %"{— + %rM entonces la ecuacion diferencial no es exacta.

Haciendo el cambio

117




Capitulo III
Ecuaciones Exactas

z = x +y* para buscar el factor integrante

Olnpy  Olnp
Ox

o0
|
Q

Olnp _ Olnp 5, _ Olnp
o4 oz oy

Sustituyendo en la férmula general para el factor

Nolnpy Moy _ oM _ON

o % dy  ox

dl dl
@ -60)FE - (32 -0 ZE@) = 6y~ (-6)
~
Olnp ., ; 3
7 & -6wy-6y°+ 2] =12y
~
Olnyu . 12y I
0z (—4)y(x +y*) <
entonces el factor de integracion
- Ing =-3Inz
_ i i
(x+y%)?
multiplicando la ecuacién diferencial por este factor integrante
3y -x 2y’ — 6xy
dx =
= D w0

que es exacta. Haciendo (x,y,) = (0, 1) e integrando

¥ 3t —x Y 23 —6xoy ,
Ia (x+y2)3dx+-[1 e el

SR O Ao
26 +7)7 0 f (xf.yz)s The s
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calculando la integral:

s -[ (> +,v2)3
Hacemos el cambio de variable
u=x+y* = du=dx
y los limites de integracion
x=0u=y:

X =x u=x+)>
se tiene que

I=J‘y’:7’ u —y*du

ul

Hyzdu I+yzdu
B _;z__yz.[

WY RS DU SRl
+y°) " P 24P

Sustituyendo en la solucién de la ecuaci6n diferencial es

Rl WA MRl MR TR
20+ T 27 T G+ 2 2= 2y’ yz

+1=K

2+ -y =32 _
2(x +y?)?

2x-y") _
AT N

simplificando

(x-»?) = K(x+3?)? .
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Problemas Propuestos

Resuelva las siguiente ecuaciones diferenciales

y’=_T3;‘—.

2. (x2 - y?)dx - 2xdy = 0.
3. x+y) =x-y.
4. (2rcos¢— 1)dr = r*sinddp.

5. (x—ycosx)dx — (y+sinx+)dy = 0.
ye™ —sinx
ex gy, "

7. (nx+2) + (2 + %) =o.
8. Y(y—e*)dx - (&* - 2xy)dy = 0.
9. 2y’ = -(3x+2)?).
10. xy + (263 - ) = 0.

5.y _Ylcosx—y

G e g
12. (x+x3sin(2y))y’ -2y = 0.
13. (xcosy —sin?y)dy = sinydx.

6 y =

14. (2ysinx - cos’x) + cosxy’ = 0.
15. y’ + x =X

16. ydx —y33xdy = 0.

1 822l .

& £l
) o V' +23¢%)
18. y' = cint

19. (y—2x)dx — 2y - x)dy = 0.
20. (2x - siny)dx — xcosydy.

21. (x4 1)y +2xy = 0.

22. (sin2x —tany)dx = xsinydy.
23. ) =% - 2% = §(x).

24. (4x-y*)' +y=0;u = ¢(y).
25. (cosx)y' —2ysinx = 3; u = ¢(x).
2. ' = —F39 1 = $F +)2).

f___my
27. y = s

120



Capitulo III

1_?

2
280 y’ = 1—_—(—“1?'—.
(4)?

29. (297 -3y*)dx + (7 - 30%)dy = O;p = $(*).

30. (ysinx +x%y — secy)dx + N(x,y)dy = 0; sabiendo que es exacta.

31. (& +y* = y)dx +xdy = Oy pt = $(x? + 7).
32. (4xy+3x®)y’ = —2y? — 4x?y; sabiendo que pu = xP)4.

3. y = 755y 46).

4 +5psinx’"

34. (x+x3sin2y)dy — 2ydx = 0.
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Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

Ecuaciones Lineales de Primer
Orden.

Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

Definicién. Una ecuacién diferencial de primer orden es lineal, si se puede escribir
de la forma

ai(x)y’ + ao(x)y = fix)
donde a;(x); ao(x) y fix) son funciones que dependen de x solamente. Si a;(x) = 1

entonces la ecuacion se califica como lineal de primer orden normalizada.
Teorema. Una ecuacion lineal de primer orden, escrita en forma diferencial,

dy + [p(x)(x)y — fix)]dx = 0
admite un factor de integracin

el

Teorema. Una ecuacién lineal de primer orden,
Y +px)(x)y = fx)

tiene una solucién general
y= e_fp(x)ﬁ[fﬂx)ejp(x)dxdx + c].

Teorema. Sea la ecuacion lineal de primer orden,
V' +px)(x)y = fix)

entonces su solucién general tiene la forma

Ye =Ynt+)p
donde y» = cy; es la solucién de la ecuacion, homogénea asociada,

V' +p)x)y =0

y la soluci6n particular tiene la forma

Yo = c(x)y1.
Definicién. Una ecuacién diferencial de la forma

V' +p(x)(x)y = y"Ax)
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conn # 0,1, se denomina ecuacién de Bernoulli.
Teorema. Una ecuacién diferencial de Bernoulli

Y +px)x)y = y'Ax)
se puede transformar en una ecuacién lineal de primer orden con el cambio
z = yth,
Definicién. Una ecuacién diferencial de la forma
Y +a(x)y? +b(x)y = c(x)

con a(x) # 0, se denomina ecuacién de Riccati.
Teorema. Una ecuacién diferencial de Riccati

Y +a(x)y? +b(x)y = c(x)
se puede transformar en una ecuacién de Bernoulli con el cambio
z = yo(x)+z.
Y con el cambio
z = yo(x)+ %

a una ecuacién lineal de primer orden, siendo yo una solucién particular de esta la

ecuacion diferencial.

Problemas Resueltos

1. Resolver la siguiente ecuacién diferencial

2y-x*-2x)dx+dy=0.

Solucién: Escribiendo la ecuacién diferencial con la notacién de Newton
V+2y=x24+2x

observamos que la ecuacién es lineal de primer orden. La ecuacién homogénea
asociada a esta ecuacion se obtiene haciendo S(x) identicamente nulo en la ecuacién

Y +p(x)y = fix)
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es decir
Y+2y=0
que es una ecuacién diferencial de variables separables
_a_z e :
i 2dx
integrando
P
e 2 Iz.bc +Inc
Iny = -2x+Inc
e AN SR S . ymeB e

entonces la solucién homogénea

Vi = c.e®,

La solucién particular la encontramos usando variacién del pardmetros. Hacemos

c = ¢(x)

en la soluci6n anterior para tener la forma de la solucién particular,

Yp = c(x)e™

derivando
Vp = c'(x)e™® - 2eZ¢(x)

sustituyendo la ecuacién diferencial, no homogénea, tenemos
c'(x)e™ = 2ec(x) + 2¢(x)e™> = x2 + 2x

o X2 a0
c'(x) = Tk

c(x) = I(xz + 2x)e¥dx

integrando por partes
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e(x) = -}(e’“)(?.x +2x2-1)
sustituyendo en la forma de la solucién particular

Yp = c(x)e>

Vo = 4 (€¥)(2x+ 25 — 1)e ™

Vo= +@x+22-1)
luego la solucién general

Ye=Yn+)Yp

2 1
yg=ceZ+ 3—2 e e

2. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial

(> +2x-1)dy+ (1 -y —xy—x)dx = 0.
Solucién: Reordenando los diferenciales
C2+2x—-1)y —(@x+1)y=x-1
normalizando

x+1 y = x—1
x2+2x-1 x24+2x-1

que es una ecuacion lineal, por tanto la ecuacién

y -

= x+1 x—1 )dx=
4 (x2+2x-1y+ x2+2x—1 °

admite un factor de integracién que depende de x,
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oM _ oN

I———-—M LIS Ip(x)ab:
u=e N =

u l+x
L = e —n

U= e—-%— In(x?+2x-1)
luego
1

Gl - coc v

multiplicando el factor integrante por la ecuacién diferencial

1 dy = x+1 v+ x-1 )dx=0
S 2x—1 (2+2x-1)x2+2x -1 (2 +2x=1)Jx2 +2x -1

que es una ecuacion diferencial exacta. Haciendo (xo,y0) = (1,0) e integrando

x+1

j'.v 1 dy—-.r( Yo + x—] )dx=k
o Zi2x—1 2+ 22—+ 2x—1 2+2x-1)HZ+2x—1

__l.__y_r x-—1 dx = k
x? +2x -1 T2+ 2x-1)x2+2x-1

1 <P =}

y__  rf
SZr2x—1 I2x+x2-1 2

luego

1 y— X -
Jxt +2x-1 J2x+x2 -1

entonces la solucién general

Ye=cyx2 +2x-1 +x.
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3. Determinar la solucién general de la ecuacién

o
(v +x*(3Inx - 1))dx — xInxdy = 0.
Solucién: Usando la notacién de Newton
o __y _X@hx-1)
Y~ Xinx xInx
como la ecuacion diferencial es lineal hacemos la sustitucién
Px) =-7 ¥y q(x) = £BInx-1)
en la férmula
ve=el ”‘”‘”’[I gl " + c]
. I st (.2 ke
Vg = e’ xInx I[-IB-;(Mnx-l)]e xInx dx+c].
Como
o o
e-[ xInx & = gln(nx) _ Inx
entonces
2
® yg=lnx[fﬁ(3lnx—l)ml;dx+c]
I+ = -_x_z... = __x2
> Ve lnx“3lnxcb: Imzxd.‘x+c].
Integrando por parte
e e R (_i)
I3mxdx Inx I In2x &
sustituyendo
" . ( x ) i <
a2 lnx[ Inx -[ ) J‘-fn_zfdﬁc]
como [( I ) dx coverge, tenemos que la solucién es:
L
-~
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Vg = Inx(l’;—::r +c).

4. Hallar la solucién general de las ecuaciones diferenciales del tipo
! xy - a?
Y1 @-8 T @D

Soluci6n: Como la ecuacién diferencial es lineal de primer orden, buscamos la
ecuacién homogénea asociada

+ F‘?"T) =0
luego
Y
Y T @ -0
integrando

I%--I@=me

Iny = In f(a? - x* +Inc

por tanto la solucién homogénea es

yh=cf(@-x2.

Usando el método de variacion del parémetro, ¢ = ¢(x), podemos asegurar que la
solucién particular es de la forma

Yp = c(x) J(a* - x?

derivando
L e

sustituyendo la ecuacién diferencial, no homogénea, obtenemos la expresién:
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R e R P

integrando

ox) = — X .

J@@-x%)

sustituyendo c(x) an la expresién de la forma de la solucién particular

—x—— J(a*-x?) =x

Vp e

por lo que la solucién general de la ecuaci6n diferencial es
yg = ¢ (@ —x2) +x.

S. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial

(3x% + y)dx — 2xdy = 0.
Solucién: Como (3x? + y)dx — 2xdy = 0 se puede escribir de la forma

V- le- - 32__x entonces se puede asegurar que la ecuaci6n diferencial es lineal de

primer orden y admite un factor de integracion que depende de x. transformando la
ecuacion diferencial en

(% +&)a-w-0

y usando el factor de integrante, p(x) = __ZIT’
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oo
e
p=eths - 71{

tenemos

x ., Y N i T

( AT )“”‘ =Y

que es una ecuacién exacta. Haciendo (xo,y0) = (1,0) e integrando obtenemos la
solucién

(2 )l o=

5 THE % e

yoRd-[ ey =k

x%—l——l——y=k
Jx

entonces la solucién general es
yg = x2 +cC Jf 3
6. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial

(e+1)' =2y =(x+1)~

Solucién : Como la ecuacién diferencial es lineal de primer orden, normalizando

' y
y -G"'_;l—)—(JHI)El

podemos resolverla usando la férmula
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.
L |
. ! Vg = g_-l‘p(x)‘k[‘[ q(x)ejp(x)‘#dx =+ C]
- |
- como
®
Lo | 2 3

p(x)__(x+l) Y q(x)=(x+l)
: i entonces

| Vg = e-[ mﬁ[‘[q(x)ej Pmbdx+c:|
® | !
.

2 2
—t [——a
: yg=e‘[ G+1) [I(x+l)3e‘[(x+l) dt+c:,
-
® 2In(x+1) 3 ,-2In(x+1
P Yp=e [I_(x+l) g3 )dx+c]
~ luego
.
Lo 2 1
- 3
° ye=(x+1) [j(xn) (x+1)2dx+c]
ye = (x+ I)Z[I(x+ 1)dx+c]
2
Ve = (x+ 1)2[——(1'21) +c]
I+
entonces

4
Ve =c(x+ 1)2+___(x1:?1) .

7. Determinar la solucién de la ecuacién

dx — (xsiny + 2sin2y)dy = 0.
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Solucién: Usando la notacién de Newton

o 1
Y xsiny + 2sin2y

que no es una ecuacion lineal en y, pero

x' = xsiny+2sin2y = x' —xsiny = 2sin2y

es una ecuacion lineal en x. Buscando la homogénea asociada a esta tltima

x' —xsiny =0

separando variables e integrando
& = sinydy
I-‘i—x = Isinydy+lnc

Inx = —cosy + Inc

por lo que la solucién homogénea es:

X5 = ce” ™,

Usando el método de variacién del parédmetro, ¢ = ¢(y), obtenemos la forma de la
solucién particular

Xp = c(y)e—csy
derivando
Xp = €' ()€™ + ¢(y)e o sin y

y sustituyendo la ecuacién diferencial, no homogénea, tenemos que

' (1)e™%Y 4 ¢(y)e—o5 sin y=c(¥)e™**siny = 2sin2y

c'(») = 2sin2y. ey
haciendo el cambio f = cosy e integrando por partes
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- c(y) = 4e° — 4(cosy)e™”
~ entonces
L
& xp = (4€°Y — 4(cosy)e? )e sy
@
: Xp = 4 —4cosy

o Ratad )l
PY | Xp = 8sin 3
Lol por tanto la solucién general

xg =Xp+ xp

o
o ;
° Xg = ce™ + Ssz%.
: 8. Hallar la solucién de la ecuaci6n diferencial

(2xe” + 2xp)dx - dy = 0.
~ Solucién: Despejando ' obtenemos
®

Y = 2xy = 2xe*
PS que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. Si la escribimos de la forma
o
- dy— (2xp +2xe* )dx = 0
@ . entonces la podemos transformar en una ecuacién exacta, usando un factor de
® integracion que depende de x, p(x) = —2x
| 2xax
. U= e-x’
luego multiplicando la ecuacién diferencial por el factor de integracién

Lo
®
®
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e*dy— (2xy+2xe” )e*dx = 0.
Haciendo (x0,y0) = (0,0) e integrando

[[eray-[ 200+ 200 )e e = K

f:e—x’ay-j':zxabc=x

ye* —x2 =K
luego
ye = = Ke*’ +x2e*,
9. Resolver la siguiente ecuacién diferencial
b ] o - adon

+ = x
d x(x? + I)y x2(x3+1)

Solucién:Como la ecuaci6n diferencial es lineal de primer orden, normalizada,
podemos hallar la solucién usando la férmula

Ve = e_I p(m[j‘ ‘i‘(-\r)eI p(’l’mdx + c]

con
— 2P _ . x}=2
p(x) = o) 7 q(x) = m
en efecto
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ddashe J sy

x(x +I) x(+1) gy

wr | #&52 xz(x3+1 y
3-2 +3+1)-inx

e = enritoon)| | SR e e |

Ve x3+1[ xz(x3+l)x(x X

simplificando e integrando

10. Hallar la solucién de la ecuacién

el y' +y—l 1
sinxcosx sinx

que satisface la condicién inicial y],— = 1.

Solucién: Despejando y'
¥ +ycosx = sinxcosx

que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, cuya ecuacion homogénea
asociada

¥y +ycosx =0

separando variables e integrando
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—?—— = —cosxdx

I -‘%}— = —Icosxabc +'lnc

Iny = —sinx+Inc

entonces la solucién homogénea es

Y = ce sz,

- Usando el método de variacion del parametro, ¢ = c(x). La forma de la solucién

particular es

¥Yp = c(x).e~sinx

derivando

Vp = €' (x)e™% + c(x)e 0% (= cosx)

sustituyendo en la ecuacién diferencial, no homogénea,
c'(x)e™"* — ¢(x. e~ (cosx) + c(x)e ™ (cosx) = sinxcosx

c(x) = I sinx cosxes"dx

haciendo el cambio u = sinx e integrando por partes

c(x) = (sinx)esin* — gsinx

sustituyendo en la expresién de la forma de la solucién particular
Vo = ((sinx)es‘“’ I esinx)e—sinx

Yp =sinx -1

entonces la solucién general es
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XYY =2 =X, it
Hacemos el cambio
z=y>= 7' =3y
en la ecuacién diferencial
xz' =2z = x3

que es lineal, despues de normalizar tenemos que

Px) = Fy g) =

aplicando la formula para resolver las ecuaciones lineales
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zg = e-J.p(I)dx[I Q(x)e-[p(xwdx + c]
V. 2
Zg = e-[ T":——dx,:J.che_-f B c:|

zg = eZlnx[-“xZe-ﬂnxc&_{_c]
luego

2,=ﬂ[fdx+c]

zg = x*[x+c]
entonces la solucidn es:
3

¥ =cx? +x3.

12. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial

xfx4+1y ~ 'x+1y= L

8 8y3 3

Solucién:Organizando la ecuaci6n diferencial de Bernoulli

8%y -yt = ——L—
i x/x+1

haciendo el cambio

I
2=y =2y
en la ecuacién diferencial
oo (O N P
- xJx+1

como esta ecuacion es lineal de primer orden, buscamos la ecuacién homogénea

asociada
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Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

Z - —-igx- =0
separando variables e integrando
d _ dx
z 2x
- [geom
Inz = In(c/x)
entonces la solucién homogénea es '
Zp = CJE %
Usando el método de variaci6n del pardmetro, ¢ = c¢(x).La forma de la solucién
particular es
zp = c(x) Jx
derivando

z, = K(x) J& + —2"%

sustituyendo en la ecuacién diferencial, no homogénea, tenemos

1

Mo a2 sk

2= 2x 2 /5T
e |
K(x) = SRET
Para calcular la integral
e 1
k(x) = J- 25 5T

efectuamos el cambio
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H=r> Ld=tat

en la integral

b = [ S = [ 4|, -

M)l oy = A

luego, sustituyendo en la expresién de la forma de z,, se tiene

Zp = ——'IJ;fo

2= Jl+x

entonces la solucién general es:

Zg =2Zh +ZP

Vi=c/x+/1+x.

13. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial

dx — (xy +x*y*)dy = 0.
Solucién: Despejando x’, se tiene

x' =xy+x3°?

x' —xy = x%3

que es una ecuaci6n diferencial de Bernoulli en x. Haciendo el cambio

z=x12 —z=x
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en la ecuaci6n diferencial

x'x2 —xly =3

L]
-z -yz=)>
como esta Gltima ecuacién diferencial es lineal de primer orden, la normalizamos y
aplicamos la férmula para encontrar la solucién. En efecto, la ecuacién normalizada
|
. z' +}2 = ---.y3
con
~
pO) =y q(v) =
usando la férmula
o= 10| fael oy 1. |
£y e_IM[—Iy’eIM@+ c]
~
Zg = e"zL"z[—le3er“y2d);+ c]
integrando por partes
- % =e‘2—"2[yze‘l“yz—2e'}"z+c]
I+
Zg = [y2 —2+ce‘z"’z]
- luego la solucién general
~
% =ce¥ +2 -2,
o]
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14. Hallar la solucién de la ecuacién
ey —e 7y = 2xe*.
Solucién:Como la ecuacién diferencial es lineal de primer orden. Buscamos la

ecuaciéon homogénea asociada

e™y —e*y=0

separando variables e integrando

dx

w:|.5-

|&

J

=jcbc+inc

Iny =x+Inc

entonces la solucién homogénea

Yh = ce*.

Usando el método de variacion del parametro, haciendo ¢ = ¢(x), obtenemos la
forma de la solucién particular

Yp = clx)e”

derivando

Vp = c'(x).e* +e*.c(x)

sustituyendo la ecuacién diferencial, no homogénea, tenemos

c'(x) + e(x) — e(x) = 2x.e*
integrando
elx) = IZx.e‘zdx

c(x) = e
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efectuando la sustitucién de c(x) = e** en la expresién de la forma de la solucién

particular
Yp = cx)e”
Jp = e¥'e*
entonces la soluci6n general es
Vg =C.&* +e" ",

15. Resolver la siguiente ecuacién diferencial

(v + x?sinx)dx — xdy = 0.

Solucién: Usando la notacién de Newton

xy' —y = x%sinx

normalizando

y - {- = xsinx

que es una ecuacién lineal normalizada. Aplicando la férmula, con p(x) = Ly

g(x) = xsinx

Vg = e_j mm[f q(x)e-[ s’ T c:,

;3 1
ye=el ™ ﬁ[f (esinx)e ] ¥4 ]

Vg = x[J‘(xsinx)%dr + c]

luego
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Vg = x”sinxdx 3 c]

Yg = CX —XCOSX.

16. Determinar la solucién de la ecuacion

2
y,+2xy=y2(l:22x)_

Solucién: Como la ecuacién diferencial es de Bernoulli, la transformamos a la

forma
Yy + 2237 =1 4242

haciendo el cambio

en la ecuacidn diferencial

-x22" + 232 =1 +2x2

normalizando
R —_1;2_2352_

como p(x) = -2xy q(x) = i;ziz, si aplicamos la férmula
Zg = e—j MX)&[J‘ ‘I(x)e-[ i Y c:l
Zg = eIM[I :L;i—e_fmdr-b c]

- .'(2 _] == 2.!2 =X

Zz=¢ [ITe 2dx+c:,

luego

gy e‘z[I _f;z dx—2Ie“2dx+c].

Integrando por partes, derivando e,

144



: .
290 90090 o 00000000900

Capitulo IV
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_Ie_;% = -% +2Ie"2dx

en consecuencia

zg = ex’[~ b +2Ie““zdx-—2.|.e“zdx+c]

o g} T,
Vs e* [ 3 +c]
entonces la solucién es:

SR

17. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial

Zxydx - (x* -y —a?)dy = 0

Solucién: Despejando x’ tenemos la ecuacién

que es una ecuacién de Bernoulli en x, transformandola es

2
e B i
x.x % (2+ )

si hacemos el cambio de variable
z=x> 7z’ =2’

en la ecuacion diferencial, obtenemos

Como esta ecuacién es lineal de primer orden, se puede transformar en una
ecuacién exacta, si usamos el factor integrante
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2=yt 1=y

tenemos que

= (xSMX _1)
v sinx

-7+ &

- Ssx,_ _jcosx g
sinx sSinx

que es una ecuacién diferencial lineal. Buscando la homogénea asociada

Z cosx Z =0
smx

separando variables e integrando

Q__ﬂ

sinx

J. % = [ cosxdx | .
sinx
Inz = In(sinx) + Inc
entonces la solucién homogénea
zZp = csinx,

Usando el método de variacién del parametro, ¢ = ¢(x), tenemos que la solucién
particular tiene la forma

zp = c(x)sinx
derivando
z, = ¢'(x)sinx + ¢(x) cosx
y sustituyendo en la ecuacién diferencial, tenemos que:

1N o COSX : —XCOSX
¢'(x)sinx + c(x) cosx — COSX g yo(x) = =X
() (x) sinx (x) sinx. T 1

c'(x)sinx = =XLOSx _ |

sinx
B0) e i f xcogx dx
sin®x Sinx
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Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

1
sinx

Idx —s'_:rix'ﬂfm

sinx sin®x

para encontrar j -s—flff;integrando por partes, derivando

b

entonces

e(x) = _J‘ xcosxdx ., _Xx

& j‘ xcosxdx
sin?x sinx

sin®x

=
“x) sinx
por tanto la solucién particular

zp = c(x)sinx

zp, = —X—sinx
sinx

y la solucién general

Zg = csinx+x

1 .
—5 = CBINX+X.
»:

Determinar la solucién de la ecuacién
(3 +y+1)dy - 3x%dx = 0.
Solucién: Despejando x’

X +y+1
i

que es una ecuacion diferencial de Bernoulli en x, que se puede transformar en

2;__x_3_=y+1
xX°x 3 3

x'=

haciendo el cambio
z=x3 72 =3x%'
en la ecuacién diferencial se obtiene
2 —z=y+1

que es una ecuacion lineal de primer orden. Haciendo Py)=-1,q(»)=y+1 en
la formula
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o= 7| [ael 2 1. ]

Zy = e-[@l:j(y+ l)e_-[@aﬁwc]

Zg = e”[J‘(y +1)e?dy + c]

® integrando por partes
zg = e’[e?(-y-2) +c]

x3 =ce’-y-2.

20. Encontrar la solucién de la ecuacién

= i
x(3x% =3a%)y" + y(x* + a?) = }_}2_ x(3x? xgz_)l;(fz a’)

Solucién:Como la ecuacién diferencial es de Bernoulli, la transformamos a la forma

rp X24g® 3 _ x(3x?-a?)
S x(x? —az)y x2 - g2

efectuando el cambio
2=y 7 =3y

en la ecuacién diferencial obtenemos

. it . x(3x* - a?)
x(x? - a?) x? - q?

que es una ecuacién diferencial lineal de primer orden con

x? +a? x(3x% - a?)

e Y T

Usando la formula
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Zg = e-[ p(x)dx[f q(x)e-[ " c]

(_x*+a? L .
zg=e Ix(xz—az)h 1%2;_;;2)8_[ x(xz—az)‘kdx_‘_c

Zg - [IM%(xI—az)dt+c]

g = 1 |

simplificando e integrando

Zg= ﬁ[}(&t’ —a?)dx + c]

Zg=— faz [x(x—a)(@a+x) +c]

x
x2 —gq?

zg=x2+c

luego

21. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

y - _ xy+xly?
1+x2 1+x2

Solucién:Transformando la ecuacién de Bernoulli dada

—1
- x?

(1+x2)  (1+5)

Yy
y haciendo el cambio
z=y'> < =y

en la ecuaci6n diferencial nos resulta

FIEE S .
1 +x? (1+x%)
que es una ecuacién lineal de primer orden, con p(x) = —%— y

1+x2
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q(x) = ——(-i-s’fT) Si aplicamos la férmula

zg = i ﬂxw[j q(x)ej s’ TN c]

% = szlT[ o ) (‘("_T))“"”]

b = [ L nfes |- LT 4]

22. Hallar la soluci6n general de la ecuacién diferencial
(x+1)y +y= ——%—(x+ 1)4?
Solucién:Como la ecuacién diferencial es de Bernoulli, la transformamos en
4
8 4

[Te o S 3
re +x+1 2(x+1)

efectuando el cambio
z=yl= ' =y

en la ecuacion diferencial tenemos que

s ST 7 3
x+1 2 (e+1)
que es lineal de primer orden, con p(x) = T Y9k) = +(x+1)*. Usando la
formula
2y = e_Ip(x)dx[IQ(x)ejp(rmdx+ c:'
- =
Zy = e'[ el d:,:-[%'(x+ 1)% II+ 1 drdx+c:,
A e‘“(‘“)[.f =—(x+ ])3 dt+c]
luego
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Capitulo IV
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zg=(x+1)[j.-il—(x+l)2dx+c:'

Zg=(x+ 1)[(x+6—1)3+c:|

entonces la solucién general es:

4
% =clx+1)+ -(E—%l
23. Resolver la ecuacién diferencial
g xy
¥ 2+y +1
Solucién: Transformando la ecuacién diferencial obtenemos
of I AL
Xy
1o x _ Y+l
i e

que es una ecuacién diferencial de Bernoulli en x. Haciendo el cambio
z=x2= 7 =2x'

en la ecuacion diferencial

ol a8 yal
T Swer

se tiene que

! l__y2+1
z+2y—2 y—-

Como esta ecuaci6n es lineal de primer orden, podemos transformarla en una
ecuacion exacta con un factor de integracién

I
S
&

- =
I
o

: [
“p
&

i

Multiplicando el factor por la ecuacién
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dz+z(-§-+y2;1 )ay=o

resulta

e 2041 2
yidz + 2( -ty ) y2dy = 0
que es una ecuacion exacta. Haciendo (vo,z0) = (1,0) e integrando

[ivaeaf (e 5 o -

[ Fde+2[ vy =k

&
luego
z=y%——;—y2—l
x2 = ;‘;——%yz—l

por lo que la solucién es

2%t +y4 + 2y = ¢.

24. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial
yax— (2ylny +y-x)dy = 0.
Solucién: Usando la notacién de Newton, la ecuacién diferencial se transforma en

x’+-§— =2Iny+1

que es una ecuacién lineal de primer orden,en x, normalizada, con p(y) = % y
q(y) =2Iny + 1. Si usamos la férmula
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re= 1] [ael ¥y 1. |
Xg = e_IJ"@[I(ZIny+ l)e-[ }dya{v+ c]

Xg = %[J‘(Zln}w 1)ydy + c]

luego

Xg = %(y’lny+c)

Xg = -){';- +ylny.

25. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial
[y —x%(2x — 1))dx + x(x — 1)dy = 0.
Solucién: Transformando la ecuacién diferencial, obtenemos
' y - sx1)

et e Y

que es una ecuacion diferencial lineal, normalizada, cuya ecuacion homogénea .
asociada es

] Yy ,
- x(x-1) ¢
separando variables e integrando
W il
Y x(x-1)

J“%=—I}—(ﬁ+]nc

Iny =Inx-In(x-1) + Inc
entonces la solucién homogénea es:

x
x-1"

e

Aplicando el método de variacién de pardmetros, c=c(x). Como la forma de la
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soluci6n particular es
al x
Yp = o) x-1
y su derivada
E ool e 1
Vp c(x)x_ i c(x) i
Sustituyendo en la ecuacién diferencial, no homogénea,
' Y _ #(ex~1)
X4 x(x-1)  x-1
obtenemos
' e(x) =%~ '
TR e 1 x—1 _ x(2x-1)
::(Jr)x_1 C(x)(x_1)2 + = 1 —
' x _ x(2x-1)
o x=1  x-1
cdx)=2x~-1
integrando

e(x) = j’(zx- 1)dx

ex) =¥ -x.

Sustituyendo c(x) = x? — x en la forma de la solucién particular, tenemos que

- 2 L X
yP (x x).x—l

Yp = x?
por tanto la solucién general es

Ye =Vrt+)p

= x 2
=cC + X"
Ve x-1

26. Resolver la ecuacion diferencial

(cosx)y’ —ysinx = 1
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sujeta a la condicion inicial y|»o = 0.
Solucién: Normalizando la ecuaci6n lineal
' — (tanx)y = secx.

Como p(x) = —tanx y g(x) = secx, si aplicamos la férmula

YoZ = e_-[ wa[f q(x)e-[ da” Y c:|
Vg = ejm[f(secx)e_-[mdx - c:l

Ve = ﬁ[f(secx)cosxdxw] = -m‘T[xw]

entonces la soluci6n general es

s i x
Ye = Tosx t Tosx-

Sustituyendo la condici6n inicial (xo,y0) = (0,0) en la soluci6én general obtenemos
el valor de ¢

c=0
entonces la solucién de la ecuacién es:

Bes -
Y= Cosx-

27. Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial
oL o
(coty)y = i
Solucién: Transformando la ecuacién diferencial

(cosy)y' —x+1 = —siny
(cosy)y' +siny = x + 1
haciendo el cambio
siny = u = (cosy)y' =

en la ecuacion diferencial obtenemos

W +u=x+1
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que es una ecuacion lineal, cuya ecuacién homogénea asociada

-~

u+u=0

separando variables e integrando
9

J 4

Inu =-x+Inc

—dx

1

—Iaﬁr+1nc

entonces la solucion homogénea es
up = ce™>,

Usando el método de variacién de pardmetros, c=c(x), obtenemos la solucién
particular

up = c(x)e™
derivando
up = c'(x)e™* —c(x)e™
y sustituyendo en la ecuacién diferencial, no homogénea,

U tu=x+1
c'(x)e*—c(x)e*+c(x)e* =x+1

dx)e*=x+1

entonces

c'(x) = (x+1)e*

integrando

o(x) = [+ et

c(x) = xe*

y sustituyendo en la expresion de la forma de la solucién particular
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up = c(x)e™

Up = xee™ =x
entonces la solucién general

u=ce~*+x

siny = ce™ + x.

28. Determinar la solucién general de la ecuacién
(siny + xcosy+x)dx +dy = 0

Solucién: Escribiendo la ecuacién diferencial con la notacién de Newton

¥y +siny+xcosy+x =10

¥ siny
+
cosy+1  cosy+1

= —=X.

Haciendo el cambio

siny T cosy(1 +cosy)+sinysinyy,
1 +cosy (1 +cosy)?

es decir
T ST
1+cosy
en la ecuacion diferencial se tiene que
U +u=—x

que es una ecuacion lineal de primer orden, normalizada, con p(x) = 1 y
q(x) = —x.Usando la férmula
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g = e_-[ s [I q(x)e»[ g T c:l

gl alia]

ug = e~*[e* —xe* + c]

entonces la solucion es:

29. Hallar la solucién de las ecuacién diferenciales de la forma
(x+ 1)y —ny = e*(1 +x)™.

Solucion: Como la ecuacién diferencial es lineal de primer orden, buscamos la
ecuaciéon homogénea asociada

x+1)y -ny=0

Separando variables e integrando
L AP
¥ PRt
B al
I y _njx+1 L

Iny = nin(x+ 1) + Inc

entonces la solucién homogénea es
Yp =¢C (x + l)".

Aplicando el método de variacion de pardmetro, c=c(x), obtenemos la forma de la
solucién particular
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Yp =cl@)(x+1)"
derivando
Vp = ¢ (®)(x+ 1)" + ne(x)(x + 1)™!

y sustituyendo en la ecuacidn diferencial, no homogénea,
(x+1)y —ny =e*(1 +x)™!

x+ 1)@+ 1)"+ne(x)(x+ 1)) —ne(x)(x + 1)" = e*(1 +x)™!

(X)x+ 1) = e*(1 +x)*!
entonces
(x) =¢é*
c(x) =é*
sustituyendo en la expresi6n de la forma de la solucién particular

Yp = c(x)(x+1)"

Yp=e€(x+1)"
entonces la solucién general es

Ye =Yht+)p

Ve = (x+1)"(c +€*).

30. Resolver la ecuaci6n integral
|| o@x)de = np(a).
Solucién: Si hacemos el cambio
u=ax = du=xda

y los respectivos limites de integracion
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sia = 0entonces u=0

sia = 1entonces u==x
en la ecuacion integral, obtenemos

[ o4 = nox)

J otwdu = metz)
Derivando -

o(x) = np(x) + xng'(x)

xnp'(x) - (1 -n)p(x) = 0
separando variables e integrando

1 = {l=m31
q’(x) d'P(x)—( nn)xdx

| oo = 152 [ fax+inc

Inp(x) = (452)Inx + Inc
entonces

l1—-n
p(x)=cx n .

31. Encontrar la solucién de la ecuacién
e*’y' + xe*" sin(2y) = xcos?y.

Solucién: Usando las identidades y reordenando los factores de la ecuacién
diferencial tenemos

.yf
3 + 2x

sinycosy _ .
cos?y cos?y

xe™

(sec?y)y' + 2xtany = xe™>
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haciendo el cambio
u=tany o = (sec’y)y
en la ecuacion diferencial se obtiene
u' +2xu = xe™

que es una ecuacién lineal de primer orden, con p(x) = 2xy g(x) = xe™". Si
aplicamos la férmula

Ug = e_-[ p(x)dx[j q(x)ej chilay T c:,
ug = e‘IM[Im‘ﬁeIM¢h+c]

ug = e"z[Ixe“"ze‘zdx+c]

luego

32. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial

ey

Cosx — cosx — | —2xtanx

tal que y es una funcion acotada cuando x — co.

Solucién: Como la ecuacién diferencial es lineal de primer orden, buscamos la
ecuacion homogénea asociada

!
y 29 _,

COSX  COSX
separando variables e integrando
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I%Z- = I2xa‘x+lnc

Iny =x*+Inc
entonces la solucién homogénea es
yu =ce*.

Usando el método de variacién de pardmetros, c=c(x), hallamos la forma de la
solucién particular

Yp = c(x)e* :
derivando
¥y = c'(x)e* +2¢(x)xe*
y sustituyendo en la ecuaci6n diferencial, no homogénea, se obtiene

c'(x)e*’ + 2¢(x)xe* _ 2xc(x)e*

COSx Cosx — = | —2xtanx
c'(x)e*
T = 1 —2xtanx

¢'(x) = (1 - 2xtanx)e cosx
simplificando
¢'(x) = cosx e — 2x(sinx) e,

Como integrando por partes, derivando e,

I cosx e* dx = (sinx)e™ +2 _[ (x(sinx)e"‘z) dx

entonces
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e(x) = jcosx e“zdx—ZIxsinx e dx

c(x) = (sinx)e™ +2 Ix(sinx)e"z dx -2 Ix(sinx) e~ dx

c(x) = (sinx)e™
y la solucién general

Ye=Vnt)p
Vg = ce* + (sinx)e*'e*’

Yg = ce* +sinx

Como la funcién sinx es una funcién acotada,-1 < sinx < 1, pero ce*’ no es acotada
para todo c+ 0, entonces ¢c=0, por tanto la solucién es:

y = sinx.

33. Encontrar una funcién y, acotada cuando x - +o, tal que:

y__Yy _ _Sin/x +cos fX
iy 2 /%
Solucion: Como esta es una ecuacién diferencial de primer orden, con
T __sin Jx cos /X .
plx) = 35 x) = T’ entonces la solucion general se puede

hallar con la formula

o=t s

ol g ]

}’3=eﬁ[ Ist_Z:;_cosJ_ J—dx+c]

Para calcular la integral [=— j' gt s cosf ~/ dx usamos el método de

2/x
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integracién por sustitucién, hacemos

2/
en la integral :
| e ,/J?zjfcos ] eFdx = - [((cosu)e™ + (sinu)e™)du
7= _I sin,/fzjfcosﬁe_ﬁdx
= - I(cos u)e ™ du — I (sinu)e™du
ahox:a integrando por partes

I= —e""(—zl- sinu — %cosu) —e“‘(—-%— sinu — %—cosu)

I = (cosu)e™
Devolviendo el cambio
I = (cos Jx )e~*
luego
Vg = ce¥® +cos [x
como Yy, es acotado cuando x — o, solo si c=0, entonces la solucién es:

y =cos Jx.

34. Hallar una funcién y es acotada cuando x — o, tal que
(In2)(y — 25 + (cosx)25in* )y — dy = 0.
Solucién: Usando la notacién de Newton, obtenemos
¥ =In2y = (In2)(2%"*)(cosx — 1)
que es una ecuacién lineal de primer orden. La ecuacién homogénea asociada
Y -In2y=0

separando variables e integrando
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dy _
5 = In2dx

® oz | dsine
¥

Iny =xIn2 +Inc
entonces la solucién homogénea
Yh=c¢2*

La solucién particular la encontramos, usando el método de variacién de
pardmetros, c=c(x). Sabiendo que la forma de la solucién particular es

Yp = o(x) 2*
derivando
Vp = c'(x)2* + In(2)c(x)2*
y sustituyendo en la ecuacién diferencial, no homogénea, nos resulta

¢ (x)2% + In(2)c(x)2* — In2¢(x) 2* = (In2)(25")(cosx — 1 )

¢'(x)2* = (In2)(25")(cosx — 1)

luego
c(x) = J.(ln2)(2’i‘"")(cosx -1)
integrando por sustitucién
J‘ (In2)(25")(cosx — 1)dx = J‘ (I12)2% ditfyginss = 2505
luego

c(x) = Jsinx-x

y sustituyendo ¢(x) en la expresi6n de la forma de la solucién particular, obtenemos

Yp = Jsinx-x 2% = zsinx.

Por tanto solucién general
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Ye=Ynt)p

Vg = ¢2* 4 Qsinx

y la solucién y que es acotada cuando x — +oo, esy = 250

35. Resolver la ecuacidn diferencial

s Elx" - ;g-(xcosx - % sinx)

y encuentre una funcién y - 0 cuando x - +<o,
Solucién: Como la ecuaci6n diferencial es lineal de primer orden, con p(x) = —-,-1;
¥ q(x) = % (xcosx — £ sinx), usamos la férmula para hallar la solucién general

ye=el ’(M[I gl c]
Yy = eJ _21;‘&[.‘- -xlT(xcosx - % sinx)e_I o c]

o) o]

luego

ygzﬁ[ff‘}—cosxdr— 23% sinxdx+c].

Para calcular la integral _[ L% cosxdx, usamos el método de integracién por partes,
X

derivando -

x2

X2 X2 2

I —IT cosxdx = Ll sinx + I(ﬁ: sinx) dx

entonces

Vg = ,/J?—lj_—sinx+c,/f
X2

por lo que la solucién general es
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Vg =c/x + X
Como y - 0, cuando x— o, entonces c=0, entonces

yu 0L,

36. Determinar una solucién de la ecuacién diferencial

yn - ycotx = :.izlﬂx_

tal que y - 0 cuando x - oo,

Solucién: Como es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, buscamos la
ecuacién homogénea

y' =ycotx =0
separando variables e integrando

*<|Q-

= cotxdx

I%y-— = Icotxdx+[nc

Iny = In(sinx) + Inc

entonces la solucién homogénea es:

Yh = ¢(sinx).
G Aplicando el método de variacién de parametros, c=c(x), obtenemos la forma de la
solucién particular
Yp = c(x)(sinx)
derivando

¥p = c'(x)(sinx) + c(x) cosx

y sustituyendo en la ecuacién diferencial, no homogénea,
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Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

¥y —yecotx = -xi;]x
¢ (x)(sinx) + c(x) cosx - cotx c(x)(sinx) = =S iiznx

¢'(x)(sinx) = :il;l_x

luego

¢'(x) = '?1

rc(x) = %

sustituyendo ¢(x) en la expresién de la forma de la solucién particular

Yp = ——s'}‘x
por lo que la solucién general es
Ye=Vnt)p

it sinx
Vg = csinx + S2%

Como y » 0 cuando x - +o, entonces c=0, por tanto la solucién es:

y = Sinx

37. Encontrar una solucién a la ecuacién

2
Il aatied . B In(1 + x?) — 2xarctanx
il 1+x2 1 +x2

que satisface la condicién: y — ——’25 cuando x — —mo,

Solucién:Normalizando la ecuacion diferencial lineal de primer orden

= Zxy o el e Daaman
A+ +x) ~ (+x2)  (I+x2)In(l +22)

¢ 4
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tenemos que
= 2xy SRS (PNESE R - - -
P ==kt 21 1+22)  (1+3)(+5)

Usando la formula

ye=el p(m[f q)el ¥ g 0]

2x

+x2)

dx+c]

" =ef (1¢x2)2|:(1+x2)“" i zxm_ma_nx_e‘f a
" (1+x3)  (1+x2)In(1 +x2)
— pin(in(x+1 1 e 2x 24
e e | Ay e
luego
@
e 1 nl: 2xarctan M ER
o I)_I( (1+x)  (+x)n( JJixZ) ) G2 + 1)
[ dx
= In(x2 » tan
WS D ey -2 @ )63 D)

integrando por partes, derivando In~!(x2 + 1)

: dx o 1 xarctanx
I(x2+l)ln(x2+l) In(x? +1) amtaﬂx+2-[ (x? + 1) In?(x2 +

entonces

Ye=In(x?+1)(~—l—arctanx + 2 [ — Xarctanx
y ) In(x* +1) -l.(.1c2+])ln"'(xz+1)mbc+
_zj’ xarctanx

x*+1)In*(x2+1)

= In(x? +1)[[ G2 3 1) arctanx+c]=cln(x2+l)+arctanx

luego la solucién general es:

dx +c¢)

In(1+22) “ g 4 ¢

dx+c].

l)dx
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Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

¥g = cln(x? + 1) + arctanx

Como y - —Z cuando x - —oo, tenemos que

]
- Z —lim cln(x?* + 1) +lim arctanx
2 X——0 . X=+—00
c=0.
Por lo tanto

y = arctanx

38. Resolver la ecuacién diferencial

x%y' —x%e*y = sin(%) —x%e*cos %
sabiendo que y - 2 cuando x - —o.
Solucién: Como la ecuacién es lineal de primer orden, buacamos la ecuacién

homogénea asociada

x2y' —xte*y = 0
separando variables e integrando

Y _

- =€ dx

J.% - Ie"dr+ Inc

Iny = e’ +Inc
obtenemos la solucién homogénea

Yn = ce*®.

Aplicando variacion de parametro, c=c(x), tenemos la forma de la solucién
particular

Yp = c(x)e®
derivando
Vp = c'(x)e® + c(x)ec

y sustituyendo en la ecuacién diferencial, no homogénea,
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Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

x2(c'(x)e* + c(x)e™) — x2e*c(x)e” = sin(%) - x%e* cos(-}?)
x2c()e” = sin(4) - x?e*cos( 1)

sin(%) —xze’cos(%)

!

c(x) =

xte*
entonces

(x) = E;z'i sin(%) - e’e“’cos(-_{.—)
para calcular la integral J = | ( -‘;'—;’-— sin(1) - e*e™ cos(-},-))dx hacemos

dx

u=1+ = du=

L

y J‘(;lz-(cosu)e%‘e"”’ - e“% sinu) du = (cos u)e“*

y como integrando por partes

I ( alz—(cos u)e toet ) du = (cos u)e‘“"' m I (—(sin u)e“*) du
entonces

I = (cos u)e"‘}r + J- ( (sin u)e"* ) du - I((sin u)e‘# ) du

I = (cos u)e"‘“"
devolviendo el cambio
I= (cos % ) et

entonces c(x) = (cos 3 )e™" y la soluci6n particular
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Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

Yp = c(x)e”

Yp = (cos%—)e"”e"

yp = COS %.
La solucién general

1

— b 8
Vg = ce® +cos

pero como y - 2 cuando x -+ —o, entonces

2=c+cos0

c=1
y la solucién es:

y=e°+ cos(%).

Encontrar la solucién a la ecuacion
¥y — y*Inx = —(1+2Inx)

que verifique la condici6n: y - 0 cuando x - co.
Solucién: Normalizando la ecuacién
¥ = ylnx= -x*(1+2Inx)

resulta una ecuacién lineal de primer orden, con p(x) = —Inx y
g(x) = =x*(1 + 2Inx). Usando la férmula

Vg = e_f p(’)d'[ I q(x)e-[ POE bt c]
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Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

Vg = e-[mm[-[x"(l + 21nx)e"-[mdx +c-

e = e - [ (1 + 2Inx)ernng 4. .
Para calcular la integral, hacemos el cambio

u=x-2Inx du=-2Inx+1)dx

= [ex(1 + 2Inx)e™"7 ks = [(€*) difum201ns = &> 20

luego
Vg = ez].m:—x(ethxlnx +¢)

.
=
Como y - 0 cuando x - oo, entonces ¢ = 0y la solucién es:

Vg = ce*inxs 4

y =X,
40. Resolver la siguiente ecuacion diferencial
y = -ii +x3y? — x5

Solucién: Como la ecuacién diferencial es de Riccati y una solucién de la ecuacién
es yo(x) = x, entonces el cambio

y=yo+z=> y=x+z> y' =1+7

transforma la ecuaci6n diferencial en
I _ X+2z 2
142 = &3& 4+ x3(x +2)* —x°
142 = Lz41+55+ 2% + 2322 ~x3

3

z = x1(2%5 + 1)z +x322
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Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

una ecuacién de Bernoulli

que haciendole el cambio

se obtiene
% 5
» uf+(2x_x+l_),,=_xs

que es una ecuacion lineal de primer orden, con p(x) = 2 + 1

usamos la formula

byt e_fp(xmr[_‘- Q’(x)ej-p(])drdx+ c]
2x° + 1 2% +1
Ug = e_I o d[",[x3e-f % dxdx+c:|

wm AN _folthortey,, )

integrando

g o 9l 2.5
Uy = g"05= [-—J'x3e'“’+sx dx + c]

2
245 x..5
Ug = 3178 5 [—Ix3xe 5 dx + c]

+— v q(x) = =x3. Si
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Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

entonces la solucion es

1
y=x

i 5
dx

®jo

e

s
.

41. Determinar la solucidn de la ecuacién diferencial
Y= (-x)p?+(2x-1)y-x.

Solucién: Obviamente es una ecuaci6n diferencial de Riccati y yo = 1 es una
solucién, por lo que el cambio

yepti= y=lida ym=ds

la transforma en una ecuaci6n lineal. Sustituyendo y simplificando

=Lz~ A-x)(1+L)Y2+@x-1)(1+L)-x
=1 = (%-x+—12—-2-§~——’-‘—+1)+(2x-L+2£—1)—x

= = 4

que es una ecuacion lineal con p(x) = 1y ¢(x) = x — 1. Usando la férmula

Zg = e_jp(x)&[,‘.ﬂx)efp(xmdx+c]

ze = e[ [e - 1)eae + ]

zg = e*(xe* — 2e* +¢)
devolviendo el cambio
—1_- -e% +x-2,

y-1

42. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial

176




Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati
V' =807 +4x(4x+ 1)y - 8x3 —4x? + 1

sabiendo que posee una solucién que es un polinomio.
Solucién: Como es una ecuacién de Riccati y una solucién de la ecuacién
diferencial es un polinomio

y=ax+b

derivando
¥ =u
y sustituyendo en la ecuacién diferencial

a=-8x(ax+b)* +4x(4x+1)(ax +b) — 8x3 —4x2 + 1

0 = x(4b - 8b?) + x*(16a - 84> — 8) + x*(4a + 16b — 16ab—4) + 1 —a
igualando polinomios, se tiene
a=15b=0
por tanto yo = x. Haciendo el cambio
y=yo++ = y=x+t+= y=1-17
en la ecuacion diferencial, la convierte en la ecuacién lineal
1

2
-7 = 8x(x+ 1) tax(r+ 1) (x+ L) -8 —ax2 41

1

1= =5z = -8 - 8% — 165 +4x2 + 165 + 4% + 165> — 8’ — 4w + |
Z Z

entonces se tiene
z' +4xz = 8x

que también es una ecuacién de variables separables. Separando variables
z' = (-4)x(z-2)

dz = —4xdx
z-2

integrando

177




Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

I z‘izz = 4dex+lnc

In(z-2) = -2x?+1Inc

devolviendo el cambio

1 s eyt
y=x -2 =ce™,

43. Calcular la solucién general de la ecuacién diferencial
y -y +22y=~
sabiendo que posee una solucién que es un polinomio.

Soluci6n: Como es una ecuacién de Riccati y una solucién de la ecuacién
diferencial es un polinomio

y=at+b
derivando
Yy =a
y sustituyendo en la ecuacién diferéncial

a—(at+b)’ +2t(at +b) = 12
a—2abt—b? — a2 + 2bt + 2at? = 12

a-b>-2b(a-1)t-—(@a-1)2 =0

igualando polinomios

entonces yo = 7+ 1 es una solucién de la ecuacién diferencial. Haciendo el cambio

y=y++=> y=t+1+L1 = y=1-L7
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Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

convierte la ecuacién en una lineal

l—zizz’-—(t+l+%)2+2:(t+l+%) = £

Z+2z=1
que tambien es una ecuacién de variables separables, entonces

il i
1-2z i

%=ja‘x+lnc

-%—In(z—%) =x+Inc

por tanto
. S
T = ce
despejando y devolviendo los cambios
2
e ] = 2y
ce™
2 ke 2
o +l'_y—t—l'

Problemas Propuestos

Resuelva las siguiente ecuaciones diferenciales
L (@ +x)dy+ (y-x(x2 +1)*)dx = 0.
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Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

cost(sint — T?)
Tsint .
6. (x+37L = 5_ay-8y.

1. 7 = %-I-Jr_(ul)?.

5. dT =

8. cos?y sinydx + (2xcos’y — 1)dy = 0.
9. x?dy' — (xy+x+1)dx = 0.
" ) I
. ¥ e'+e
2
1L ¥ - )_:2_ ~ 2
1 - ysinx

/ 1
Y = Sy 4=
15. y Y *

16. xpy' = 1-x%3y.

17. u' = sec’t — (tant)u + u?; si una solucién es y; = tanx.
18. y' — (16x? + 4x)y + 82 + 4x2(2x+ 1) =1 = 0

Sabiendo que posee una solucién polinomica.
2

19. y' = ———cg;x - _"_c'c};sx sinx.
fMapydy_ip

20. . b ol
Sabiendo que posee una solucién polinomica.
R X5

Wy x+1 Txl’ -

22. (2tanxsecx —y*sinx)dx —dy = 0
Sabiendo que y = secx es una de las soluciones.

1 —cosy +e*(1 — 2cosy + cosy)x
siny ;

i

(—3x+ 1 +eC) (1 —cosy)er = 1
24. (sinxcosx)y’ — (cosxsin’x)y? + y + sinxcos3x = 0

si una solucién es y; = cotx.

25. (¥ +(1+2e”)x+x%)y’ = 1 si una solucién es y; = —e*.

26. ' +u-2u+1=0.
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Capitulo IV
Ecuaciones Lineales de Primer Orden.
Ecuaciones de Bernoulli y Riccati

27. (cosu-1)u' = 1=sin’u+3usin’u—3u’sinu+u’
(-sinu +u)’x
28. [y(y(-1+x)+2x—1) + x]dx + dy = 0 si una soluciénes y; = 1.
wr L el | o ety
e x+1 x+1e :
2 - 3sin’x +)?
2cosx

30. % = si una solucién es y;, = sinx.
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Soluciones

Soluciones de los Problemas
Propuestos.

Se presentan las respuestas de los ejercicios identificados con niimeros impares.

Capitulo |

1. y*(x) =e*+C.
2
3. yx) = %ln(l +x%)+C.
4.
5. z(r) = tan(17* + C).
6.
7. R(Q) = Ciexp(-cosQ +sin Q).
8.
9. y(x)=-x2+35.
10.
1. y? +1 = (_s-mz_xc-+—T)3_
12.
13. y(x) = -1 + e+ (1),
14.
15. e % = 5,
16.
17. (x+1)* = 174,
18.
9 ) —3Jcot>x + 1 + C(cotx) .
JeotZx + 1
20.
21. cosy = ﬁ.
22,
2. &=y,
24,

182



o]

a

-
L

Soluciones
25. y(x) =xe*-e*+C
26.
27. 2 =x2-2x+C
28.
cosy (R
29, Sy Cosx Sinx.
30.
31 y(x) = —L
sm( 3 ) X
32.
33. P 4+3=—6
g (x2 + 2)2
34.
5y2 +1 2
35 —& = e (x7-1)
36.
37. (Wx)* =L -x2+4C.
38.

39. xy = arccos(1x* +C).

Capitulo Il

1 ¥(x) = +(In%0)x - LC(Inx)e + L 2.
2.
3. y(x) = —(In(~Inx + C))x.

4.

5. y(x) = (Inx)x + Cx.

6.

7. y(x) = -2x+ Jw,y(x) = —2x - f3x% + e
8.

9. yé(x) = (3Inx + C)x3.

10.

11. y(x) = h—l-nﬁ-g

12.
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Soluciones

13. y(x) = (arctan(lnx — C))x.

— arctan —20) -1

2 T aeT ).

arctanh(£(2x+3y)"2) +C = 0.

14.
15, 32 =4+ Cr.
16.
17. Wx) = ?l-r-l.f_-l-z','—
18. :
19. y(x) = 5~ (x2 + Jx* + 4xe3€ ),y(x) =4 (x
20.
21. H%(x) = 22 +4x3C.
22,
;T

23, J( (%_)(2;6 ) (%—3)4 = CX.
24.

X
SR TE LR v W DY
26.
27. = 1 F =0,

eP(x+y-3)
28.
29. x+y=-2+4x’+L1Cix+ +C1.
30.
3. y=x+In(-2=).
32.
33. x+ FIn(-4+9(2x +3p)) - 2(2x + 3y) 2 +
34.
35. y(x) = —ﬂ—ix?ﬂ.
36.
37. x+y =e".
38.
3. y+2=—(x-3)+ 2(x-3)?+ X y+2 = —x - J2(x=3)F + €.
40.
41, —Ln 2y = 1)% + (=2x(y) - 1)?

(2y-1)*

- In(2y-1)-C=0.

2y-1
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Soluciones

42.
43. —4In(2+7((-2)(x- 1)) +((r-2)x-1))?) +

+47 /57 arctanh (7 + 2((y - 2)/(x = 1))) /57 = In(x - 1) + Inc.

44.

45. yx*? = x%Inx + x2C.

46.

47. x+y-3In(x+y+2)+x=C.

48. :

49, x=ﬂxexp(—- Z— arctanh = )
. /&) J&) [Fr ) _

m.

1 +1)2 +1

51 —in( 225 - ) 220) -6t 41 -

g 1]|+In g 6x—2 +1

/2 arctanh £ (222 ~6)Z = -In(x-2) +Inc.

Capitulo Il

lo y2 = 2C_ %xz.

. +x)? =2x2-2C.

2

3

4

5. (v +sinx)? = x2 = 2C + sin’x.
6

7. 123 +y(x)Inx + y*(x) = C.

8

9.

Y = -£5C.

x2

10.

1L ginx - <&y =C.
e ¥(x)

12.
13. xsin(y(x)) + 5 sin(¥(x)) cos(¥(x)) — 1¥(x) = C.
14.
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Soluciones
$+6C
15. y(x) = j}x :4 g
16.
1 2
17. T(t) = ——— /(t +1) +C).
/(t2 +1) ( )

18.

19. xp(x) -x?-3)2(x) = C.

20.

21. siny =x- %

23.

o S

23. y(x) pe wog C.

24,

25. y2(x) = ;17(-::4 +03,

26.

27. y(x) = —L_(3si :

¥(x) e 2 (3sinx + C)

28.

29. sintsiny = C.

30.
31. x2—3xy—-;’- =C.
32
33. y = xtan(C - x).
34.

35. ysinx+y* = C.

Capitulo IV

242
=L x2+1 +_(_I_-;-c_)‘.

1
2.
3. y = Ce 1200
4

5. T? = 2/3 sint+ C/sin’t.
6.
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Soluciones

7. z= +(t+ 1) + 2t +20).

8.
9. y(x)_ -2I—1+2CIZ
10. :
11. y(x) = 2¢* [ L&D dx + Ce*.
12.
13. y—étT = (—$x+ 1 +eCr)ex
14'
S -tx+etCx
» e
16.
17. }T-_ltaTt = —costln( 1:0:’?’) + C(cost).
18.
e e —1 —sinx + (cosx)x + C(cosx)
y(x) 1 +sinx
20.
1. 1 - 2e°x—2e*-2e*x*+ C
¥ (x) 2 +2x+1 §
22,

23. (—tx+ 1+ eC) (1 - cosy)e* = 1.
24,

25. x+ley =—1+Ce>.
26.

27. (cosu—1)% =1+cx3.
28.

0 29. X2+ 2x+1 = (Iny)*(-2e*(x2 =x + 1) + C).
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