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Guia Tedrica de Investigacion de Operaciones UCAB

1. Prélogo

Una de las materias que mds he disfrutado su estudio es Investigacién de Operaciones. Y
mds aun, estoy encantada dictando la materia en la Universidad Catélica Andrés Bello. Por
eso he escogido este tema para desarrollar mi primer trabajo de ascenso.

El objetivo de esta guia tedrica es darle al estudiante, que cursa la materia de
Investigacién de Operaciones en la UCAB, en la carrera de Ingenieria de Informdtica,
material sintetizado de cada uno de los tdpicos tratades en esta materia, con algoritmos
para la resolucién de problemas, explicacion y deduccion de férmulas, y ejemplos que
ilustren la resolucion de los problemas.

En la carrera de Ingenieria Informdtica de la Universidad Catélica Andrés Bello se ve una
inica materia llamada Investigacion de Operaciones. Dado todos: los temas que esta
materia podria abarcar y lo amplio de cada uno de ellos, se disefi6 un contenido que
presente al estudiante una visién general de los temas mds importantes, como son
Simulacién, Teoria de Colas, Optimizacién en Redes y Modelos de Inventario; y que, por
tltimo, explique, mds profundamente, la Programacién Lineal.

En este dltimo tépico, Programacién Lineal, se ensefia los diferentes métodos de resolucién,
como son, la resolucién grdfica y el método algebraico Simplex. Para el Método Simplex se
presenta, también, el método de las Dos Fases y el método de la M. Luego se expone el
andlisis de la Dualidad, incluyendo el método Dual Simplex. Como conclusién de este tema
se realiza todas las posibles sensibilidades a este tipo de problemas, incluyendo el andlisis
requerido para tomar decisiones. Por (ltimo, se muestra un caso particular de la
Programacion Lineal, Modelo de Transporte.
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Introduccion

Origen:

La Investigacion de Operaciones se inicié en la época de la Segunda Guerra Mundial,
cuando se solicité el estudio del a utilizacién éptima de materiales bélicos. Hoy en dia
es utilizada en la gran mayoria de las dreas, ayudando en la toma de decisiones.

Metodologia:

Los pasos a seguir para resolver un problema con Investigacidon de Operaciones es muy
similar al estudiado en el colegio, el método cientifico. Inicialmente, necesitamos
observar y analizar el problema. Luego se utiliza un modelo matemdtico para simular el
comportamiento del sistema que se estd estudiando. Una vez comprobado que el modelo
se comporta similar a la situacién real se busca la o las soluciones éptimas. ¥ por (ltimo,
se puede sensibilizar el problema, buscando las diferentes alternativas y sus soluciones
optimas.

Temario:

Los tépicos a revisar en esta guia son los siguientes

Teoria de Colas: Los modelos de colas o lineas de espera estudia el
comportamiento de las lineas de espera. Identifica ¢cudnto tiempo debe se esperar
por un servicio o recurso?

Optimizacion en Redes: Aunque en esta drea hay diferentes problemas a
estudiar, aqui solo vamos a revisar la problemdtica del Control de Proyectos,
utilizando las metodologias de Pert y CPM. Cuando uno busca controlar un proyecto
tiene como objetivo minimizar los retrasos, optimizando los recursos a asignar a
cada actividad.

Modelos de Inventarios: Podemos encontrarnos diferente modelos que
estudian la teoria de inventarios. Pero solo vamos a revisar el modele cldsico de
cantidad econémica de pedido, para darle una base al estudiante y pueda entender
el desarrollo de los demds modelos.

Pr'ogr'amacién Lineal: Al igual que los modelos mencionados, con
programacion lineal se genera un modelos, con objetivos y restricciones, pero

estrictamente lineales. Vamos a darnos cuenta que uno puede aplicar este modelos
a diversas situaciones como transporte, industria, agricultura, trabajos, etc.
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3. Teoria de Colas

31

32

Introduccion: Es comin que en cualquier actividad cotidiana se presenten lineas
de espera o colas. Por ejemplo: cajeros bancarios, estaciones de gasolina, peajes,
servicio de fotocopiados, los trabajos en el computador esperando por CPU, por
impresion, etc., restaurantes de comida rdpida, etc. Para cada uno de estos sistemas es
importante lograr un balance econémico entre el costo de servicio y el costo asociado
con la espera por ese servicio. Vamos a identificar diferentes elementos que participan
en un sistema de colas y que dependiendo de sus valores se generan diferentes modelos
matemdticos. Dentro de un sistema de 'Lineas de Espera’ lo mds dificil de predecir es
cudndo llega un cliente y cudndo sale, por lo tanto se van a determinar segin un patrén
estadistico, entonces, vamos a llamar 1 al nimero promedio de clientes que llegan al
sistema por unidad de tiempo y u al nimero promedio de clientes que salen del sistema
por unidad de tiempo. Por ejemplo, uno podria decir algo como lo siguiente: ‘Al centro
de copiado llegan, en promedio, 2 personas por minuto, solicitando una copia; y tomando
en cuenta las diversidad de trabajos que solicitan, el centro de copiado atiende 4
clientes por minutos, porque cuenta con 3 operadores. En este ejemplo, i vale 2
personas por minuto y u equivale a 4 personas por minuto, y en el sistema hay 3
servidores trabajando de forma paralela.

Elementos Bdsicos: un sistema de Linea de Espera se puede identificar los
siguientes elementos:

Tamafio de la Fuente de Entrada o posibles clientes (f)

\ Capacidad del Ndmero de

sistema (e) Servidor

Distribucidn
de las

(c) —»

Llegadas (a) ® Distribucidn
de las

Linea de Espera y Salidas o

su disciplina (d) del Tiempo
de servicio
(b)

a: Distribucién de las Llegadas: patrén estadistico mediante el cual se genera la llegada de
los clientes a través del tiempo. Vamos a estudiar los modelos donde la funcién de
distribucién de llegadas sea POISSON, con media ‘1. Por lo tanto, el tiempo entre llegadas
tiene una distribucién Exponencial con media '1/1’. Donde ) es el nimero de clientes que
llegan por unidad de tiempo.
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b: Distribucién de las Salidas o del tiempo de servicio: patrén estadistico mediante el cual
se genera la salida de los clientes a través del tiempo. Vamos a estudiar los modelos donde
la la funcién de distribucién de salidas sea POISSON, con media ‘u’. Por lo tanto, el tiempo
de servicio tiene una distribucidn Exponencial con media '1/p’. Donde u es el nimero de
clientes que salen por unidad de tiempo.

c: Ndmero de Servidores: pueden estar en paralelos o en serie y pueden ser uno o varios.
En los modelos que vamos a estudiar mane jaremos uno o varios servidores en paralelo.

d: Disciplina de la Linea de Espera: es decir, el orden en que se escoge el siguiente cliente a
ser atendido; puede manejarse segin las disciplinas: FIFO (first in first out) o PEPS
(primero que entra primero que sale), LIFO (last in first out) o UEPS (dltimo que entra
primero que sale), aleatoria, por prioridades, etc. En los modelos que vamos a estudiar solo
trabajaremos con la disciplina FIFO o PEPS.

e: Capacidad del sistema: Cantidad mdxima de clientes admisible dentro del sistema,
tomando en cuenta los que se encuentran en la cola y en servicio. Puede ser finito o infinito.
f: Tamafio de la Fuente de entrada: Se refiere a la cantidad de personas o entes que
podrian ser clientes del sistema. Puede ser finita o infinita, pero vamos a estudiar sélo los
modelos con una fuente potencial infinita.

Vamos a identificar cada uno de los elementos mencionados anteriormente en el caso de la
'inscripcion en la universidad":

Distribucién de las llegadas (a): se refiere a cudntas planillas por hora llegan a la Escuela
para ser procesada como inscripcién de un estudiante

Distribucién de las salidas (b): se refiere a cudntas planillas de inscripcién por hora puede
procesar la Escuela de forma efectiva.

Nimero de servidores (c): se refiere al nimero de personas que estdn, al mismo tiempo
(paralelamente) procesando las inscripciones

Disciplina de la linea de espera (d): lo mds probable es que las inscripciones se almacenen
en una cola y se tome de primero la mds vieja, por lo que la disciplina serd FIFO.

Capacidad del sistema (e): Cada Escuela maneja un nimero mdximo de estudiantes que
puede manejar sin desmejorar la educacidn, por ejemplo, 1200 6 1500.

Tamafio de la fuente de entrada (f): Son todo los estudiantes que se reinscriben y todo
Jjoven que tenga aprobado el quinto afioc de bachillerato, prdcticamente es una cantidad
infinita.

3.3. Comportamiento de las variables aleatorias de un Sistema de Colas: En
cualquier sistema de colas es usual que las llegadas y salidas de clientes se comporten
de forma aleatoria, es decir, no depende del tiempo transcurrido desde el evento
anterior. Dicho de otra forma, el sistema sufre de amnesia, porque si enumeramos los
eventos cronolégicamente, el evento i no depende del evento i-1. Por lo tanto, los
tiempos entre llegadas de clientes y tiempos de servicio (tiempo entre salida de
clientes) se describe con la distribucién exponencial, que se define, si recordamos de
Probabilidades y Estadisticas :

f(t) = re™

P{t <= T}=1-¢" ; donde t es el tiempo entre llegadas
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Modelos de Nacimiento y Muerte: vamos a empezar a ver los diferentes modelos
matemdticos que podrian describir un sistema de colas. Cuando hablamos de Nacimiento nos
referimos a llegadas de clientes al sistema y Muerte se refiere a salidas de clientes del
sistema por haber terminado su servicio. Veamos primero los modelos de Nacimiento y Muerte

Pura.

3.3al

3.3ac.

Modelo de Nacimientos Puros: Un ejemplo de un sistema donde ocurren
solamente llegadas de clientes es la 'emisién de cédulas de identidad’. Aunque la
persona muera su nimero de cédula de identidad no sale del sistema. El sistema
comienza con O clientes.

Definamos lo siguiente:

Po(t) = Probabilidad que no haya llegadas en un periodo de tiempo t,

Por lo tanto, podemos decir que Po(t) equivale a:
Po(t) = 1 - P{tiempo entre llegadas <= t} = 1 - (1 - ™) ;
Po(f) = E.-M

También definamos:
Pn(t) = Probabilidad de ocurrir n llegadas durante el tiempo 't'
e (4)
n!
Por lo tanto, hablamos de una distribucién POISSON con media At llegadas en
promedio durante el periodo de tiempo t.

Pn(t) =

Ejemplo: Si hablamos de la emisién de Cédulas de Identidad, y decimos que duran
en emitir una cédula 10 minutos. Entonces hallemos lo siguiente:
» Cantidad promedio de cédulas emitidas en un dia trabajo (8 horas):
Razonamiento: una cédula se emite en 10 minutos, cudntas cédulas se

emiten en una hora: L= ity ho'ra R =6 CI/hora
10min

8 horas * 6 CI/hora = 48 CI se emiten en 8 horas (en promedio)
» Probabilidad de no emitir cédulas en media hora:
Po(0.5 horas ) = %% = 0.05

» Probabilidad de emitir 15 cédulas en 45 minutos:
e 13 x(6x1.5)"°
15!

Pi5 (1.5 horas) = = 0.019

Modelo de Muertes Puras: Un ejemplo de un sistema donde ocurren solamente
salidas de clientes es el ‘carrito de helados'. El heladero comienza el dia con el
carrito lleno de helados y los va vendiendo en el transcurso del dia, sin reponerlos.
El sistema comienza con N helados.

Definamos lo siguiente:
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3.3.4a3.

Po(t) = Probabilidad que no haya salidas en un periodo de tiempo t, por lo tanto,
quedan N clientes en el sistema
Po(t) = e

Pn(t) = Probabilidad de ocurrir n salidas durante el tiempo 't', por lo tanto quedan
N-n clientes en el sistema

o
el ()
n!
Ejemplo: Si hablamos de un carrito de helados que comienza con 100 piezas y
decimos que, en promedio, el heladero vende una pieza cada 20 minutos. Entonces
hallemos lo siguiente:
» Cantidad promedio de helados vendidos en un dia trabajo (8 horas):
Razonamiento: un helado sale en 20 minutos, cudntas helados se venden en

60min/ A
una hora: p= i .>< il = 3 helados/hora
20min

8 horas * 3 helados/hora = 24 helados se venden en 8 horas (en promedio)
Probabilidad de no vender helados en una hora:
Po(1 hora )= "= 0.05

‘4’

Probabilidad de vender 10 helados en media hora:
& ™% (305"
10!

Y

P10 (0.5 horas) = = 0.0008

Modelo de Nacimientos y Muertes: También llamado Modelos Generalizado
de Colas de POISSON. En este modelo se combinan llegadas y salidas, asumiendo
que los tiempos entre llegadas y los tiempos de servicio tienen una distribucién
exponencial.

Este modelo se basa en el comportamiento de un estado estable, el cual se alcanza
después que un sistema ha estado funcionando por un periodo largo de tiempo. En
estos modelos las entradas y salidas dependen del estado. Por ejemplo, en una
pelugueria es natural que los peluqueros apuren el paso cuando la peluqueria estd
llena de gente, y cuando hay poca, se toman el trabajo con mds calma, haciéndolo
mds lento.

Antes de continuar definamos ciertos términos que vamos a utilizar a partir de
ahora:

n: cantidad de clientes dentro del sistema, incluyendo a los que se estdn sirviendo.
Ay cantidad de clientes que entran cuando hay n clientes en el sistema

nn: cantidad de clientes que salen cuando hay n clientes en el sistema

Estado: el estado describe el momento en que se encuentra el sistema y viene dado
por la cantidad de clientes que hay dentro del sistema. Por ejemplo, cuando
hablamos del estado 0, decimos que el sistema estd vacio, no hay clientes. En forma
general, el estado n indica que n clientes en el sistema, incluyendo a los que se
estdn sirviendo.
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Pn: Probabilidad en un sistema de estados estables de haber n clientes dentro del
sistema, incluyendo a los que se estdn sirviendo.

Este modelo se basa en el comportamiento estable o de un estado estacionario, el
cual se alcanza después que un sistema ha estado funcionando normalmente por un
periodo largo de tiempo, sin grandes novedades. En estos modelos las entradas y
salidas dependen del estado. Por ejemplo, en una peluqueria es natural que los
peluqueros apuren el paso cuando la peluqueria estd llena de gente, y cuando hay
poca, se toman el trabajo con mds calma, haciéndolo mds lento.

La grdfica que se muestra a continuacidn representa el diagrama de transicién
entre estados en un sistema de colas estable.

Hn M+t

Hi Hz M3

Principio de estado estable: tasa o flujo de entrada a un estado es igual a la tasa o flujo de
salida del mismo estado (Ecuacién de Balance):

Para el estado O, las entradas se dan cuando el sistema se encuentra en el estado 1y surge una
salida (u1 Py ). Y las salidas se dan cuando el sistema se encuentra en el estado O y surge una
llegada (1o P ), por lo tanto:

w Py =koPy Ecuacién O

Para el estado 1, las entradas se dan de dos formas: cuando el sistema se encuentra en el
estado O y surge una entrada (i o Po) o cuando el sistema se encuentra en el estado 2 y surge
una salida (uz P2). Por lo tanto el flujo de entrada se define como la suma de las dos anteriores
(ko Po + 12 P2 ). Las salidas del estado 1 se dan cuando el sistema se encuentra en el mismo
estado 1y surge una salida o una entrada ({i ; + p;}Po), por lo tanto:

AoPo+pzaPa =(hyi+ 1y )Po Ecuacion 1

De igual forma sucede para el estado 2:

Ay P1 + U3 P3 = O\.a + 2 ) Po entrada Y salida del estado 2 Ecuacién 2

En forma general, para el estado n, también sucede similar:
Xwd Pt * it Pt 280 o > 12 ) P entrada y salida del estadon Ecuacion 3
Al despejar de la Ecuacién 0, nos queda:

7 =ixF§] Ecuacion 4
1
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_h

Definamos el multiplicador: (', =—~
H

Por lo que la Ecuacién 4 queda:
F,=C/XF, Ecuacion 4.1
Al despejar, igualmente, de la Ecuacién 1 y utilizar al Ecuacién 4 para sustituir P;nos queda:

P = A XAy X F, Ecuacién 5
o X

Igualmente, definamos el multiplicador: (', = £
M,

Por lo que la Ecuacién 5 queda:
P, =C,xC, xXPF, Ecuacién 5.1

Al realizar el mismo procedimiento con cada una de las ecuaciones de balance, nos queda en
forma general:

len—lxli’n_zx ----- X/lIXZﬂ

A X F, Ecuacién 6
Hy X oy X oo Xy X [

Lo X
Y definamos también el multiplicador: C, = Ay X4, X A x4,
Hy X Py Koo Xy X 1y

Por lo que la Ecuacion 6 queda:
=20 R0 M. X X, Ecuacion 6.1

Como sabemos, la suma de todas las probabilidades es 1, por lo que:

>p =1

n=0
Si reemplazamos los P, por sus equivalentes, antes deducidos, obtenemos:

R+YCxB=1

n=1

Al despejar Py, conseguimos:

Asal e

; l+iCn

n=1

Podemos concluir que para hallar la probabilidad de encontrarse en cualquier estado del
sistema, necesitamos conocer Py y las tasas de llegada y de salida para cada estado (., . ).
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Veamos un ejemplo donde tenemos una cola finita, dos servidores y el comportamiento del
servidor es diferente para cada estado: En una barberia, en la que los barberos demoran 15
minutos en promedio para cada corte de cabello, los clientes llegan a una tasa promedio de 16
clientes/hora. Sin embargo, cuando los dos barberos estdn ocupados y no hay clientes
esperando, la cuarta parte de los clientes que llegan a la barberia no entran, porque no desean
tener que esperar. Cuando un cliente estd esperando, 3/8 de los clientes no llegan a entrar.
Debido a que hay solamente dos sillas donde sentarse los clientes pueden sentarse a esperar;
nunca hay mds de dos personas esperando por servicio.

Razonamiento: Nos podemos dar cuenta que la capacidad mdxima del sistema es 4, por lo que
tendremos solo 5 estados (n = O, 1, 2, 3, 4). Segin el estado que se encuentre el sistema
tendrd las siguientes tasas de entrada y salida:

Estado: |0 |1 12713 |4

A 161612100

e 2205 4s1 8518 5B

Para determinar cada una de las probabilidades, necesitamos hallar primero los multiplicadores
para obtener Py:

C]:izgzdl-
4
R Lo TR FOL. Wy v
My X H, 8
Cszmzczxﬁzgxﬁzlz
Ju3xﬂ2xlul Ju] 8
PR Lo . ok o0, SOE SR
My Xy Xy X U, 8
P, ] 1 L _0.025

1+2Cn 1+44+8+12+15 36

n=1
Lo que nos dice que los peluqueros permanecen desocupados el 2.5% del tiempo.
B =CxF =4x0.025=0.1 (en la barberia hay una sola persona el 10% del tiempo)

P=CxF=8x0025=02

P=CxP=12x0025=03

P, =C,xF, =15%0.025=0.375

(la barberia estd llena el 37,5% del tiempo y no pueden entrar mds clientes)

il
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b. Modelos de Colas Especializadas de POISSON: A continuacién vamos a

estudiar modelos matemdticos de Colas que cumplen con que la tasa de llegada (1) y de

salida (1) son las mismas para cualquier estado, es decir, son independientes del nimero

de personas (n) que se encuentren en el sistema. Existen muchisimos modelos que

cumplen con esta condicidn, pero aqui sélo vamos a revisar los modelos matemdticos que

cumplan con las siguientes caracteristicas:

el patrén estadistico que rige las tasas de llegada y de salida es POISSON,

» puede haber uno o mds servidores trabajando en paralelo, y con igual tiempo de
servicio, en promedio,

» la fuente de entrada va a ser infinita,

la disciplina de la cola va a ser siempre FIFO,

> la capacidad del sistema puede ser finita o infinita.

‘,r’

v

Retomando la nomenclatura que vimos al principio, vamos a identificar cada modelo como se
describe a continuacién:

(@a/b/c):(d/e/f)

donde:

a : Distribucién de llegada }
: Distribucion de salida o servicio
: Nimero de servidores en paralelo (s)
: Disciplina (FIFO)
: Ndmero de clientes admitidos en sistema (cola + servidores)
: Tamario de la Fuente de Entrada
Para poder evaluar un Sistema de Colas vamos a contar con las siguientes medidas de
desempefio o eficiencia:
p : Utilizacidn del Sistema. El cual se halla con la férmula: p = A / (u * s). Si este valor
es mayor que 1 diremos que el sistema colapsa (a menos que el sistema sea cola finita),
porque nunca se van a poder satisfacer a todos los clientes que llegan al sistema, Por lo
tanto, no tiene sentido calcular las medidas de eficiencia.
Ps : Probabilidad de tener n clientes en el sistema (n = cola + servidores)
W; : Valor esperado del tiempo en el sistema
W, : Valor esperado del tiempo de espera en la cola
Ls : Valor esperado del nimero de clientes en el sistema

Ls :ZnXPn :;"efst
n=l|

Para ambas usaremos la distribucién de Harkov o
Poisson (M)

0 o0 o

L, : Valor esperado del nimero de clientes en la cola

oo

L, = Z(n 3IXP =4, XW,
n=s+l

Donde % es la frecuencia efectiva de llegada al sistema. Coincide con A cuando la
capacidad del sistema es infinita y todos los clientes que llegan al sistema pueden
entrar. En caso contrario es by < A.

o s S
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3.3.b.1.  Modelos con un servidor y capacidad infinita:

M/ M/1):(FIFO/ e / )
Férmulas:
A, = A, yno hay pérdidas porque todo cliente que llega puede entrar
A, =4, paran>0
M, =M, paran=0

A
e

u
F,=1-p, siempreque p<1
P,=(1-p)xp"
o

S Tep
L, = =
L 1
W=—".=———
L‘l

Wq "/"1— =pX I’V,‘
Ejemplo: El departamento para caballeros de un gran almacén tiene a un sastre

pa

ra ajustes a la medida. Parece que el ndmero de clientes que solicitan ajustes

sigue una distribucién Poisson con tasa media de llegada de 24 por hora. Los
ajustes se realizan con un orden del tipo primero en llegar, primero en atenderse y
los clientes siempre desean esperar, ya que las modificaciones son gratis.
Aparentemente el tiempo que toma realizar el ajuste para un cliente se distribuye
exponencialmente, con media de 2 minutos.

Resolucion: Estamos hablando de un sistema con un solo servidor, una cola infinita.

>

;

La tasa de llegada, i, es 24 clientes/hora.
La tasa de salida esta representada por el tiempo de servicio, por lo que se
calcula aplicando el siguiente razonamiento: 'si un servidor demora 2 minutos en
atender a una persona, cuantas personas se atienden en una hora (60 minutos)?
Entonces, y equivale a 60/2, lo cual equivale a 30 clientes/hora.
La efectividad del sistema la calculamos de la siguiente manera:
g i 24 ~08,

7] 30
es decir, el sistema esta ocupado el 80% del tiempo, por lo que es estable y hay
pocas probabilidades que colapse.
La probabilidad de no tener clientes en el sistema es:
PO=1-p=0.2,

e
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Y

lo que significa que la tienda esta ociosa el 20% del tiempo.

La probabilidad de tener 5 clientes en el sistema los hallamos de la siguiente
forma:

P,=(1- p)x p’ =0.2x0.8’° =0.065536,

lo cual indica que apenas en el 7% de las oportunidades que uno asiste a la
tienda encuentra 5 clientes.
Para determinar el numero promedio de personas que se encontraran en el
sistema utilizamos la formula:
g B8

1-p 0.2
Por lo tanto, en promedio, habrd 4 clientes en la tienda, incluyendo al que se
esta sirviendo.
Para determinar el numero promedio de personas que se encontraran esperando
(en cola) en el sistema utilizamos la formula:

I )
o SR R e
Por lo tanto, en promedio, habrd, mds o menos, 3 clientes esperando en la
tienda.

Para determinar el tiempo promedio que un cliente debe permanecer en la
tienda (desde que entra hasta que sale ya atendido) utilizamos la formula:

L. 1 4 1 1 h
=—=———=—=———=—horas = 10minutos
A u-4 24 30-24
Para determinar el tiempo promedio que un cliente debe esperar para ser

atendido utilizamos la formula:

Ls

=pW, = 9272 = 0.8)(-;— =0.1333...horas = 8minutos

s

AF
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3.3b.2

Modelos con un servidor y capacidad finita o limitada:
M/ M/1):(FIFO/ N/ =)

Férmulas:

A, =4, sin<N

A,=0,sin2N

A =AX(1-Py), yhay pérdidas: A, 54, = AX Py (los que no pueden entrar)
M, =M, paransN

M, =0, paran>N

p=—, no tiene que ser < | porque el sistema nunca va a colapsar porque las entradas estan

= |~

controladas al haber una capacidad maxima

RS o e

1_pN+|"
e
N

1- p)x o" ;
Pn—%, si p#1
P,= : sip=1
TN+l

N N+1
LS:px[l-(N+l)xp w;lrllxp ] it
(I-p)x(1-p"7)

ng, sip=1
L,=L,-(1-B)
WS=L5

"i'ef

o
w,=—L

Aet

Ejemplo: Una estacion de servicio en un camino rural tiene sélo una bomba para
despachar gasolina. Los automdviles llegan a comprar gasolina siguiendo un proceso
de Poisson, con una tasa promedio de 10 por hora. Aparentemente el tiempo
necesario para dar servicio a un automévil se distribuye exponencialmente, con una
media de 2 minutos. En la estacién cabe un mdximo de 4 automdviles y las leyes
locales de trdnsito prohiben que los autos esperen en la via pdblica.

Resolucién: Estamos hablando de un sistema con un solo servidor, una cola finita.

» La tasa de llegada, %, es 10 automéviles/hora.

» La tasa de salida esta representada por el tiempo de servicio, 2
minutos/automdvil, entonces, u equivale a 60/2, lo cual equivale a 30

automoviles/hora.

=
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Como la capacidad del sistema es 4 automéviles, entonces N=4, lo que quiere
decir que tendremos hasta 5 estados para representar el sistema, desde
cuando esta vacié (n=0) hasta cuando esta copado (n=4).
La efectividad del sistema la calculamos:
p:i {8 0.333...

20530
pero no podemos concluir a partir de este valor que tan ocupado esta el sistema
porque la cola es finita.
La probabilidad de no tener automdviles en el sistema es

ot

Ba izl o o 3 L bcesis
g
3

lo que significa que la bomba esta ociosa el 67% del tiempo.
La probabilidad de tener 2 automéviles en el sistema los hallamos de la
siguiente forma:

5 B}
PIXp % JX[ ]
P2=(l )x - 3 3 =0.07438...

1_p4+| 1_(1J5
3

lo cual indica que apenas en el 74% de las oportunidades que uno asiste a la
tienda encuentra 2 automdviles.

Para calcular el % .¢ , es decir, la cantidad de automéviles que entran a la bomba,
realmente, dado que existe una capacidad, utilizaremos la formula

Ay =Ax(1-Py)

Entonces, necesitamos hallar primero Py,

(-4
4 i g :
p4:(1 PIRE L 3 L) -1 =0.00826...= 0.8%

Fogpt . 1_(1]"’ 121

i :10x(1——1-)=9.917...
121

Por lo tanto, A .¢ es muy parecido a i, son muy pocos los automéviles que dejan
de entrar a la bomba.
La cantidad de automéviles que dejan de entrar a la bomba se calcula:

A = ARP :10><L: 0.0826...
; 121

‘perdidas

Es decir, la perdida es insignificante.
Para determinar el numero promedio de automdviles que se encontraran en el
sistema utilizamos la formula:

e |1
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‘f

_PX[1-(N+1)x p" +Nx p""]
: (1- p)x(1- pN™)
1

. %x[l—(4+1)x[%] +4x(5

s l 1 4+1
a-(3pxa-(3) )

Por lo tanto, en promedio, habrd 0.5 automdviles en la bomba, incluyendo al que
se esta sirviendo, es decir, a veces un automévil y otras ninguno.

Para determinar el numero promedio de personas que se encontraran esperando
(en cola) en el sistema utilizamos la formula

Lo=Ls-(1-Po)=0.14876..

Lo que significa que casi nunca se ven automéviles esperando porque el promedio
es 0.15.

Para determinar el tiempo promedio que un automévil debe permanecer en la
bomba (desde que entra hasta que sale ya atendido) utilizamos la formula

4+1
| )
=0.4793

L .
W, =—-=0.0483...horas = 2.9minutos
ef
Por lo tanto, un automévil pasa aproximadamente 3 minutos en la bomba, desde
que llega hasta que se va, después de haber sido servido.
Para determinar el tiempo promedio que un automévil debe esperar para ser
atendido utilizamos la formula

L
W, =—-=0.015horas = 0.9minutos = 54segundos
of
Por lo tanto, un automdvil espera menos de un minuto (54 segundos) en
promedio para ser servido.

- 16 -
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3.3.b.3. Modelos con varios servidores y capacidad infinita:

(M/M/s): (FIFO / = / )

Fé
A

(4

/‘ill

rmulas:

- =A, no hay perdidas porque todos cliente que llega puede entrar

=A, paranz0

M, =nXyu, paran<s
M, =8Xu, paranzs

A A
sSXu’

-1

C)

&)
s—1 ;
- § n! +s

F, sip<l
- (1-p)
L
n
)
P,,=—.#— si0<n<s
n!
n
“r)
B, = b(s:f’ sin=s
s
IJOXPS+1

= L‘{
o4y
W. =W +

Ejemplo: Un pequefio banco tiene dos cajeros, igualmente eficientes y capaces de
atender un promedio de 60 operaciones/cliente por hora, con los tiempos reales de
servicio distribuidos exponencialmente. Los clientes llegan al banco siguiendo un

proceso de Poisson, a una tasa promedio de 100 por hora.

Resolucion: Estamos hablando de un sistema con dos servidores y una cola infinita.

b4

Y Y ¥

La tasa de llegada, 2, es 100 operaciones/hora.

La tasa de salida, y, es 60 operaciones/hora.

El numero de servidores es 2, por lo que s=2

La efectividad del sistema la calculamos de la siguiente manera:

- i =0.833...

sXHu  2x60

=0 7
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Ly
es decir, el sistema esta ocupado el 83.3% del tiempo, por lo que es estable y
. hay pocas probabilidades que colapse.
» La probabilidad de no tener clientes en el sistema es:
=
. Bk b
2-1| -, =
® B = ﬂ| ¢ 7b<(l; -p)
n=0 i & P
Nt
)
- T LR N G SO
60 9{ 100 ] 1
21—
2x60
- lo que significa que el banco esta ocioso el 9% del tiempo.
» La probabilidad de tener 3 operaciones en el sistema los hallamos de la
siguiente forma:
3 3
wll] )
U
P = = = 0.]052...
® T 2x2

lo cual indica que el 10% de las oportunidades que uno asiste al banco encuentra
3 operaciones, 2 procesdndose y una esperando.

[ » Para determinar el numero promedio de operaciones que se encontraran
- esperando (en cola) en el sistema utilizamos la formula:

1 (100 Y
P. X,O2+1 ﬁx 2x60
"'—(2 ]f;' 67 = 5~ =0.161186... operaciones
. -1)!x(2-p s 100
2x60

Por lo que se puede decir que, en promedio, no hay operaciones esperando por

ser procesadas.
» Para determinar el numero promedio de operaciones que se encontraran en el

sistema utilizamos la formula:

=+ 4 nonenms. 32 _rams
h e 60

U

Por lo tanto, en promedio, habrd 2 operaciones en el banco, pero ambas siendo
procesadas porque se cuenta con 2 servidores. Por eso, existe poca
probabilidad de ver una operacién esperando por ser procesada.

» Para determinar el tiempo promedio que una operacién debe esperar para ser
procesada utilizamos la formula:

- _1L; _0.161186..

sl T 100/60

> Para determinar el tiempo promedio que una operacién debe permanecer en el

banco (desde que entra hasta que sale ya procesado) utilizamos la formula:

=0.0967...horas = 5.8 minutos

. -18 -
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1 1
W, =W, +—=0.0967...+ 6—0 =0.018...horas =1.0967... minutos
u

-19 -
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UCAB

Modelos con varios servidores y capacidad finita o limitada:

M/ M/s): (FIFO/ N/ =)

Férmulas:
A, =4 sin<N
A, =0 sin=N

’11{1' =/1X(]—R\,-)
Aper'zﬁa’m =/1va
M, =nxX paran <s
M, =sxpu  paras<n<N
i, =0 paran >N
A
p:
SX U
: -1
)
3 ﬂ' x(l—-pN""*])
/‘1'. R
o
R= + b ip#l
0 - n‘ -p S1p#

X(N=s+1) sip=1
. s!
i]"
A : ’
e X F smSmm{s,N}
n:
[Aj"
B = ;;,,_,XPQ sissSnsN
R
P =0 sin>N

,1 s+1
L =P [,UJ ( R L I N=-s 5 .
P b e e e (1-p)xp " x(N=-s+1)) sip#l

ol 7]

e P x(N=s)x(N-5+1)

X F, gip=1
q 25! 0 P

STy
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A
L=
H
W, = L,
,ltff
1
o
FV(; /’i_

Ejemplo: Un autoservicio de lavado de autos tiene cuatro secciones. En cada una,
los clientes pueden lavar y encerar sus autos. Por otro lado, se tiene espacio para
un maximo de tres automdviles adicionales cuando las secciones de lavado estdn
ocupadas. Los clientes llegan al servicio siguiendo un proceso de Poisson, a una tasa
promedio del 15 automéviles/hora. Sino hay espacio para que esperen en terrenos
del servicio de lavado, los clientes que llegan deberdn irse. Aparentemente el
tiempo necesario para dar servicio a un automévil se distribuye exponencialmente,
con una media de 12 minutos.

Resolucién: Estamos hablando de un sistema con cuatro servidores y una cola
finita.

>

La tasa de llegada, %, es 15 clientes/hora.

» La tasa de salida, y, es 60/12 = 5 clientes/hora.

» El numero de servidores es 4, por lo que s=4

» Como hay capacidad de tener 3 automdviles adicionales para cuando las
estaciones de lavados estdn ocupadas, entonces la capacidad del sistema es 7,
4 en servicio y 3 esperando, entonces N=7, lo que quiere decir que tendremos
hasta 8 estados para representar el sistema, desde cuando esta vacié (n=0)
hasta cuando esta copado (n=7).

> Laefectividad del sistema la calculamos de la siguiente manera:
P A =£=0.75

SXU 4x5

v

pero no podemos concluir a partir de este valor que tan ocupado esta el sistema
porque la cola es finita.
La probabilidad de no tener clientes en el sistema es:

L;l x(1-p")

[AJH s!
§—1
£ sip#l

n! 1-p

s
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Y

v

A

Clien .

+ -_—

= =0.032...
15755

lo que significa que el autolavado esta ocioso, aproximadamente, el 3% del
tiempo.
La probabilidad de tener 2 automdviles en el sistema lo hallamos de la siguiente
forma:

(iJ—

U . :

Py ==S2—xFy si2 < minf{4,7}
[Ejz

EDERC L YN

R T

lo cual indica que, aproximadamente, el 14.6% de las oportunidades que uno
asiste al autolavado ve dos automdviles en el local.

Para calcular el X , es decir, la cantidad de automdviles que entran al
autolavado, realmente, dado que existe una capacidad, utilizaremos la formula
Aef =11><(1—P—,.)

Entonces, necesitamos hallar primero P.

Gl
P,:....ﬂ_xﬁ)

shs’™S

5]
2 L =0.046...

si4<7<7

P=—e
e M T T
Ay =A%(1-P;)=15%(1-0.046...) =14.3...
Por lo tanto, entran al autolavado, aproximadamente, 14 automéviles/hora.
La cantidad de automéviles que dejan de entrar al autolavado se calcula:
th perdidas = i P7 = 0.694..
Es decir, es muy probable que un carro que llegue al autolavado no podrd entrar
porque esta copado (hay 4 carros en servicio y 3 esperando).
Para determinar el numero promedio de operaciones que se encontraran
esperando (en cola) en el sistema utilizamos la formula:

[iJ‘\+1
U
LomBieee il oo

X (1= P (1= p)x PN (N =5 +1)
(s—l)b{s—i]

o e
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(15)44—]
LT 3 ,x(1—o.75"'*-“*‘—(1—0.75)x0.757'4x(7—4+1))

L= 15755 2
(4-—1)5{4—%)

o B ( s 3 oy
xx(1-0.75* ~0.25%0.75" x4)=0.2798754... automdviles

1715755 6

Por lo que se puede decir que, eventualmente, encontraremos un automdvil
esperando.

> Para determinar el numero promedio de operaciones que se encontraran en el
sistema utilizamos la formula:

A,
L =—-= L L 2.86...
y7i 5

Por lo tanto, en promedio, habrd 3 operaciones en el banco, dos siendo
procesadas porque se cuenta con 2 servidores.

> Para determinar el tiempo promedio que una operacién debe esperar para ser
procesada utilizamos la formula:

L, 0.2798754...

R T

(4

Wq = =0.01957...horas =1.17 min.

> Para determinar el fiempo promedio que una operacién debe permanecer en el
banco (desde que entra hasta que sale ya procesado) utilizamos la formula:

L =—1— =0.2horas =1.2min.
lgf 5

W, =

3.4. Bibliografia:

» Hamdy A. Taha. 'Investigacion de Operaciones’, 7ma. Edicidn
» http://www.eio.uva.es/~lourdes/aio/res_colas.doc
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4.Optimizacidon en Redes

4.1. Introduccion: Existe una gran cantidad de situaciones que se pueden modelar

a través de una red (nodos y aristas) y luego aplicar algin algoritmo para dar la

solucién dptima al problema. La representacién en redes proporciona una ayuda

conceptual poderosa para visualizar las relaciones entre los componentes de sistemas
complicados que con frecuencia se tienen que analizar en la Investigacién de

Operaciones. Algunos ejemplos pueden ser:

1. Conexidn de computadoras a través de redes o cableados, buscando que todas las
computadoras puedan comunicarse con las demds, pero utilizando la menor
cantidad de cable, para instalar una red lo mds econémica posible. Para este
problema utilizariamos el modelo de Arbo/ de Expansion minima (Algoritmos de
Prim o Kruskal).

2. Determinar la ruta mds corta para ir de una ciudad a otra. Aqui recomendariamos
utilizar el algoritmo de Ruta mds corta (Algoritmo de Dijkstra).

3. Calcular la capacidad mdxima de una de tuberias de gas, que une ciertas ciudades
con la refineria, donde se produce el gas. Para resolver este problema utilizamos el
Algoritmo de Flujo Mdximo.

4. Dado un proyecto, con sus actividades, prelaciones entre ellas y duracién de cada

actividad, identificar las actividades criticas y determinar la duracién total del
proyecto. Para resolver este problema contamos con el algoritmo de Rutas
criticas (Pert-CPM).
Las primeras tres (3) situaciones se estudian, con mucho detalle, en una materia
llamada Algoritmos y Programacién III, donde se explica profundamente la Teoria
de Grafos. En esta materia se da el Algoritmo de Rutas Criticas como un ejemplo
de Grafos. Por lo tanto, nuestro objetivo va a ser estudiar con mds detalle el
Algoritmo de Rutas criticas.

4.2. Conceptos bdsicos: Repasemos ciertos conceptos de Grafos, que vamos a

a.

SR o0 O

utilizar en este capitulo.
Grafo. conjunto de punto de unién llamados nodos, en donde algunos pares de nodos estdn
unidos por lineas llamadas ramas (o arcos, aristas).
Red. Grafo con un flujo de algin tipo en las ramas.
Cadena del nodo i al j: sucesién de ramas que conectan estos dos nodos.
Camino o Ruta. Cadena en la cual se especifica la direccién del viaje a lo largo de la misma.
Ciclo: Cadena que conecta a un nodo consigo mismo sin retroceder sobre sus pasos.
érafo conexo:. Grafo en el cual existe una cadena que conecta a todo par de nodos.
Arbot Grafo conexo que no contiene ciclos.
Aristas o Ramas orientadas: Rama a la cual se le atribuye un sentido de direccién tal que
un nodo puede considerarse punto de origen y el otro punto de destino.
&rafo orientado o dirigido. Grafo con todas las ramas orientadas.
Capacidad de flyjo de una rama: limite superior de la cantidad de flujo factible

e
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43.

Algoritmo para la planeacién y control de proyectos (Pert-

CPM): La buena administracién de proyectos a gran escala requiere planeacidn,
programacién y coordinacién cuidadosas de muchas actividades interrelacionas. Al
principio de la década de los 1950 se desarrollaron procedimientos formales basados
en el uso de redes y de las técnicas de redes para ayudar en estas tareas. Entre los
mds sobresalientes de estos procedimientos se encuentran el PERT (técnica de
evaluacidn y revision de programas) y el CPM (método de la ruta critica). La dltima
tendencia es unir ambos enfoques llamdndolo PERT-CPM.

Los sistemas Pert-CPM ayudan en la planeacién y el control. Se emplea una red de
proyecto para visualizar las interrelaciones entre sus elementos (precedencias).

Los objetivos especificos del Algoritmo Pert-CPM son:

a. Determinar la probabilidad de cumplir con fechas de entrega especificas.

b. Identificar aquellas actividades que son mds probable que se conviertan en
cuello de botella y sefialar las situaciones donde poner mayor atencién para no
tener retfrasos.

c. Evaluar el efecto de los cambios en el programa (cambios en asignacién de
recursos, desvio de lo programado).

Vamos a utilizar cierta terminologia para darle nombre a cada uno de los componentes

de una Red de Control de proyectos:

a. Rama. representa una actividad o tarea del proyecto.

b. Nodo: representa un evento (momento de término de todas las actividades que
llegan a ese nodo y/o momento de inicio de todas las actividades que sales de ese
nodo).

c. Actividades ficticias:. lineas punteadas que muestran relaciones de precedencias,
mas no son actividades reales, y evitan violar reglas para la representacién grdfica
de proyectos

d. Tiempo mds préximo para un evento. tiempo estimado en el que ocurrird el evento
si las actividades que lo preceden comienzan lo mds pronto posible. Se obtienen al
efectuar un paso hacia delante a través de la red, comenzando en el origen, hacia el
evento final, calculando sucesivamente el tiempo en el que ocurrird cada evento, si
el precedente inmediato ocurre en su tiempo mds préximo y cada actividad que
interviene consume exactamente su tiempo estimado. La iniciacién del proyecto se
debe etiquetar con el tiempo O.

e. Tiempo mds lejano para un evento: (ltimo momento estimado en el que puede
ocurrir un evento sin retrasar la terminacién del proyecto. Se obtienen al efectuar
un paso hacia atrds a través de la red, comenzando en el evento final, hacia el
evento inicial, calculando sucesivamente el tiempo final en el que puede ocurrir un
evento, si los que lo siguen de forma inmediata ocurren en su tiempo mds lejano y
cada actividad que interviene consume exactamente su tiempo estimado.

f. Holgura para una actividad (i,j) diferencia entre el tiempo mds lejano del evento
J Y el tiempo mds proximo del evento i mds el tiempo estimado para la actividad
Indica cudnto retraso se puede tolerar para culminar la actividad, sin retrasar el
fin del proyecto.

9. Ruta critica de un proyecto: es una ruta cuyas actividades tienen holgura cero (0).

-
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4.4, ¢(Cémo se representa una red?
La forma correcta de graficar un proyecto debe cumplir con las siguientes reglas:
a. Cada actividad se presenta con un solo arco,

b. No puede haber dos actividades con ambos extremos iguales. Para estos casos
utilizamos las actividades ficticia, de la siguiente forma:

Actividades | Actividades que deben ser precedentes
A Ninguna

B A

C A

D BycC

La forma incorrecta de representar seria:

B
D

4

Las actividades B y C tienen ambos extremos iguales.

Una graficacién correcta, utilizando actividades ficticias, seria:

| e
J Ficticia
I

c. Debe haber un solo evento o nodo inicial y un solo evento o nodo final para todo el
grafo. Del evento inicial parten las actividades que no tienen precedentes, por lo
tanto pueden comenzar el primer dia del proyecto; y al nodo final llegan las
actividades que no son precedentes de otras actividades, ya que son las actividades
finales.

06
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Actividades | Actividades que deben ser precedentes
A Ninguna

B Ninguna

C AyB

D AyB

La forma incorrecta de graficar esta red seria:

La graficacién correcta, colocando un dnico evento inicial y un dnico evento final es:

d. Al agregar una actividad a las red, se debe considerar que las siguientes preguntas
puedan contestarse correctamente al ver la graficacién:

» (Qué actividades anteceden inmediatamente a la actividad actual?
» {Qué actividades siguen inmediatamente después de la actividad actual?

» (Qué actividades pueden ejecutarse paralelamente con la actividad actual?

Si la graficacién realizada no responde correctamente estas preguntas,
seguramente se necesitard actividades ficticias:

Actividades | Actividades que deben ser precedentes
A Ninguna

B Ninguna

c AyB

D B

o
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La forma incorrecta de graficar es:

Porque a la actividad D la precede la actividad A, y no es lo indicado en el enunciado
del problema.

La forma correcta de graficar es:

4.5. Algoritmo Pert-CPM

Los pasos a seguir para resolver un problema a través de las técnicas de Pert-CPM es el

siguiente:

1. Dada una tabla de actividades, donde aparecen los predecesores y duracién en
tiempo para cada actividad, graficar la red, considerando las reglas antes
mencionadas.

2. Enumerar los eventos ascendentemente segin el orden topoldgico. El orden
topoldgico enumera los eventos de tal forma que para cada actividad, o flecha,
el evento inicial obtendrd un nimero menor al del evento final.

3. Para cada evento j, hallar su tiempo mds préximo, t;. Para esto comenzamos
desde el primer evento, asigndndole t;=0. Siguiendo el orden topoldgico, se va
asignando t; a cada evento, con la siguiente formula:
t;= max{ri +d,j}Vi predecesor de j

4. Para cada evento i, hallar su tiempo mds lejano, T, Para esto comenzamos
desde el (ltimo evento, asigndndole T,=t,. Siguiendo el orden topolégico
descendentemente, se va asignando T; a cada evento, con la siguiente formula:
T = min{rj —d,-j}Vj sucesor de i

5. Para cada actividad (i,j) hallar su holgura segtin la siguiente férmula:
hy =T, ~(t;+d,;)

6. Identificar las rutas criticas, encontrando los caminos con actividades sin

holgura, h;,

4.6. Enfoque de las tres (3) estimaciones:
La técnica de PERT, a diferencia de CPM, considera el tiempo de cada actividad como
una variable aleatoria, por lo que usa tres tipos de estimaciones para dichos tiempos:

a.

Mds probable (m): estimacién mds realista (la moda).

b. Optimista (a): poco probable pero posible si todo sale bien (cota inferior).

LOE
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c. Pesimista (b): poco probable pero posible si todo sale mal (cota superior).
Donde el intervalo (a,b) abarca todas las estimaciones posibles en la duracién de
una actividad. Por lo tanto, el valor m debe encontrarse dentro del intervalo
(a<m<b)

Suposiciones:

a. La desviacidn estdndar (raiz cuadrada de la varianza) es igual a un sexto del
intervalo de los requerimientos de tiempo razonablemente posible:

7.

ol = [éx(b—a)]

b. La distribucidn es, aproximadamente, una distribucién beta:

| |
0| a| m| b|

Tiempo transcurride
c. Valor esperado del tiempo de una actividad es aproximadamente:
ik 2Xm+l(a+b)
3 2

e
Por lo tanto, para las actividades que presenten tres estimaciones, se
sustituye su duracion por el valor esperado, es decir, d; =1,

Ejemplo: Si una actividad tiene una duracién normal 5 dias y se indica que por alguna
razén ajena al proyecto esta actividad puede verse afectada, por lo que hay que
considerar una duracién optimista de 4 dias y una duracién pesimista de 8 dias.
Entonces el valor a utilizar en la red serd el tiempo esperado:

te=l{2xm+l(a+b) =2 2><5+'1‘(4+8) =E=5.§dfas
3 2 3 2 3

4.7. Asignacion de costos a las actividades:
EL método CPM considera la opcién de hacer trueques en tiempo y costo, ya que le da
igual importancia al tiempo y al costo. Por lo que construye la curva de tiempo-costo,
tomando en cuenta que hay una duracién normal y una duracién acelerada. Esta (ltima
duracién tiene un mayor costo, ya que es menor a la duracién normal y al reducir el
tiempo de la actividad, seguramente se incurrié en gastos adicionales por mano de obra,
maquinarias, etc.:

P9
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Costo directo de la actividad :
Acelerado
Costo Acelerado &
Normal
Costo normal &
t + Tiempo de duracion
a n

de la actividad
Tiempo acelerado  Tiempo normal

De esta grdfica se puede deducir que hay un costo directo incremental para cada
actividad (i,j), el cual corresponde a la inversién adicional a realizar por cada unidad de
tiempo en que se disminuye dicha actividad. La férmula para hallar este costo directo
incremental, c, es la siguiente:

Y 3

Iy =1,

Por lo tanto, si tenemos un problema de Control de proyectos, donde la informacién de
entrada para cada actividad incluye costos normales y acelerados, y nos solicitan reducir la
duracién total del proyecto a una inversién minima adicional, debemos resolverlo siguiendo
el algoritmo que mostramos a continuacién:

1. Graficar el diagrama de actividades y hallar la ruta critica, como se
ensefié anteriormente.

2. Para cada actividad critica, hallar el costo directo incremental, ya que
la reduccién del tiempo total solo viene dada por acelerar las
actividades criticas.

3. En caso de tener una sola ruta critica, seleccionar la actividad critica
con menor costo directo incremental.

4. En caso de tener mds de una ruta critica, seleccionar la combinacién
de actividades criticas que participan en cada ruta criticas, que dé el
menor costo directo incremental total. Este costo total se calcula
sumando los costos particulares.

5. Disminuir la duracion de cada actividad critica seleccionado,
considerando que pueden surgir nuevas rutas criticas, las cuales
formardn parte de las actividades candidatas a acelerar

M)
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4.8. Ejemplo:

Dada la siguiente tabla de actividades responder las preguntas planteadas al final:

Actividad | Predecesor | Tiempo normal | Costo normal | Tiempo acelerado | Costo acelerado

% Gy Ta E5
A - 3 30 1 50
B A 3 20 3 20
C B 3 40 2 50
D B,E 1 25 1 25
E A 2 40 2 40
P E 3 25 1 45
G F 2 30 1 35

Nota: La actividad A es sensible al tiempo, por lo que puede durar menos o mds segin
las condiciones climdticas. Entonces hay que considerar que tiene una duracién

optimista de 2 dias y una pesimista de 6 dias.

a) Hallar la duracién total del proyecto.

b) Hallar el costo total del proyecto.

c) Hallar el costo minimo total del proyecto si le disminuimos un dia.

Resolucidn:
1. Hallar tiempo esperado de la actividad A

re=l 2xm+'l-(a+b) -2 2><3+l(2+6) == 33dias

2. Graficar lared y enumerar los eventos (nodos) segtin orden topoldgico:

3. Hallar tiempo minimo y tiempo mdximo para cada evento:

Evento Tiempo minimo (1)
1 [I — 0

2 | th=ty+d,=0+33=33
3 | h=t,+dp=33+3=63
4 | 4=ty+dp=33+2=53
5 ts = max{t3 +d gesiciasta + 4 ficricia }= {6.3;5.3}= 6.3

o

te=ty+dp=53+3=83

7 | ty=max{t; +d ;15 +dgits +dp )= {9.3;10.3:7.3}= 10.3

= a1
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Evento Tiempo mdximo (T)
7 | 1,=103
6 | I,=T,-d;=103-2=83
5 | Ty=T,+d,=103-1=93
4

Ty = min{T5 ~d ficsicias Ts — dr }= 9.3; .§}= 3
j

. T3 = min {Ts ~d fieticias T7 —dc

l | =1,-d,=33-33=0

4. Hallar la holgura para cada actividad:
Actividad Holgura (H)
A | H,=1,-(4+d,)=33-[0+33)=0
B | Hy=T,—(t,+d5)=73-33+3)=1
¢ | He=T, -(t+d.)=103-(63+3)=1
O | Hp=T,—(+d,)=103=(63+1)=3
6 | Hy=T,—(ts+dg)=103-(83+2)=0
5. Hallar el Costo directo Incremental para cada actividad critica:
. Ga—Cp
=1,
Actividad | 7, | ¢, | 2. | ¢, <
A 3 |330:]-1 |:BO ca—cn_SO-—30_10
t,—t, 3-1
= 2 40| 2 | 40 No se puede reducir
F 3121146 ] cme, 5-25_
t,—t, 3-1
G 2|30 1[35] ¢,—c, _35-30 _,
R S O
6. Escoger la actividad con menor Costo directo incremental para reducir el dia al
proyecto total: Actividad G.
7. Laduracién del proyecto sin acelerar es 10,3 dias.
8. El costo total del proyecto, sin acelerar, es:
CT= ) c,=210
Yactividad
9. El costo del proyecto, al reducir un dia, aumenta en 5. Por lo tanto, el costo

total con la aceleracién es 215.
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5. Inventarios

5.1

DL

Introduccion: para cualquier empresa es usual pensar en que necesita tener un
inventario. Para mantener un inventario se necesita espacio fisico y condiciones
adecuadas, segln el tipo de productos, lo cual trae consigo gastos. Por otro lado, el
no tener inventario puede traer como consecuencia pérdidas, por no poder
satisfacer al cliente en el momento o costos elevados para obtener el producto al
instante. Entonces el objetivo de estudiar diferentes modelos de Inventarios es
buscar el equilibrio donde se minimicen los gastos. Tener mucho inventario puede
significar pérdida de capital y tener poco puede significar gastos adicionales, como
ya explicamos.

Existen diferentes modelos para el estudio de Inventarios:

» La demanda puede ser una variable deterministica (que se conozca con
certidumbre) o probabilistica (que se pueda describir con una distribucién de
probabilidades, como lo vimos en el capitulo de Teoria de Colas para la tasa de
llegada y de salida).

» La demanda puede ser constante o variable por periodos.

» La obtencién del producto puede ser instantdnea, mediante la adquisicién a un
tercero, o por produccién propia. Con esta dltima opcién se va produciendo
mientras se va consumiendo.

> La reposicién del inventario puede ser inmediatamente después que se agote, antes
o un tiempo después.

» Se puede permitir faltantes o no, es decir, que exista un periodo en el tiempo
donde no hay existencia del producto.

Con todas estas variables, un problema de Inventario se resume en determinar:

» <Cudnto pedir del producto?, lo que llamaremos el tamafios del pedido 0 'Q,

» <Cudndo pedir?, lo que llamaremos 'duracién del ciclo de pedido’ o 't'.

En nuestro curso estudiaremos un solo modelo, que por ser el mds sencillo es ideal mds

no real, pero sirve de base para entender los otros modelos. El nombre de este modelo

es 'Modelo cldsico de cantidad econdmica de pedido’

Modelo general de Inventario:

Como ya mencionamos, los que van a determinar las respuestas a las dos preguntas,

tamafio del pedido y duracién del ciclo de pedido, es el costo de cada componente que

interviene en una situacion de inventario:

» Costo por comprar o producir el producto (¢): Diremos que es un costo 'variante’
porque depende del tamafio del pedido. Se refiere al precio del producto, el cual
puede ser constante o con descuentos por cantidad.

» Costo de preparacién de la orden (K): Diremos que es un costo 'fijo', porque
independiente del tamafio del pedido habrd un gasto minimo a incurrir, donde puede
intervenir el transporte, los pagos a servicio del local como electricidad, teléfono,
etc., empleados, y otros mds, dependiendo siempre del tipo del producto.

» Costo por almacenamiento (h): Diremos, también, que es un costo variable porque
depende de qué cantidad del producto se adquirié. Se refiere al costo de mantener
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9.3

en existencia el inventario. Puede incluir el interés sobre capital y costo del
almacén por unidad, el mantenimiento y manejo del mismo.

Costo por faltante (s): Se refiere a la penalizacién que se incurre cuando se agota
la existencia. Esta pérdida puede venir dada, por ejemplo, porque el cliente lo
compra en otro lugar, lo que realmente representa una pérdida de ingreso; demanda
del cliente, segin los compromisos adquiridos; o un costo subjetivo dado por el
empresario.

El costo total del pedido se calcula sumando cada uno de los identificados
anteriormente:

CostoTotal = CostoFijo + CostoCompra + CostoAlmameen + CostoFaltante
CT=K+cxZ1+hxZ2+sxZ3

Donde Z! es el tamafio del pedido, Z2 se refiere a la cantidad que se queda en el
almacén y Z3 es la cantidad de productos que demanda en el periodo de tiempo donde
no hay existencia.

‘l

Descripcion del Modelo cldsico de cantidad econdmica de
pedido:

En este modelo la demanda es constante y deterministica, la reposicién inmediatamente
y no se permite faltante.
El nivel del inventario sigue el patrén que se muestra en la figura:

Nivel del Inventario

Q*

e 7 —Jh 1-2 Tiempo
1-*
Llamemos, como ya mencionamos, al tamafio éptimo del pedido 'Q* y la duracién del
ciclo de pedido 't*, es decir, la cantidad de Q* se consume en un periodo t*.

La férmula de Costo Total del pedido es:

CostoTotal = CostoFijo + CostoCompra + CostoAlmamcen
CT=K+cxZl+hxZ2

Donde Z1 corresponde al tamafio del pedido, Q: y Z2 representa los productos en
inventario. Esta cantidad vale Q al comienzo del periodo y termina valiendo 0, por lo
tanto, corresponde al drea del tridngulo:

Oxt
2

Area del tridngulo=

~35=
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Ya que la existencia se consume uniformemente a la tasa constante de demanda ‘a’, el
q

o

ciclo de pedido para este comportamiento es =, por lo tanto, r=2. Entonces,
a a
reemplazando 't' en la férmula del drea:

Area del tridngulo il 2
2¥a - 2a
Entonces, el Costo Total del pedido resulta ser:
2
CT = K+ch+th—
2a
El Costo por unidad de tiempo es:
QZ
K+exQ+hx=
—=CIU = 2. TR8 o o E

t 0 0 2

a

Si graficamos cada uno de los componentes de la ecuacién del Costo Total por unidad

de tiempo:
A
Costos N -
~ hx
NS /// L. Costo de almacén por unidad de tiempo
-3
) F
e L
\\ P
P 4
AE g
________ _,_f_ — e = — — — . . . €xa = Costo de compra por unidad de tiempo
o Te. .
- X . ; ]
P 222 _ Costo fijo por unidadde tiempo
v B

—p

Cantidad del Pedido, Q

Al sumar los tres componentes, nos queda una curva como la que se muestra en la
siguiente grdfica:
A

Costos

Kxa hxQ

CIU= +cxXa+

Costo
Minimo

-
o

Cantidad del Pedido, Q
Q* (Cantidad éptima a ordenar)

Para obtener el valor éptimo de la cantidad de pedido, Q*, hay que minimizar la
ecuacién CTU con respecto a Q. Suponiendo que Q es continua, para determinar el
valor minimo (éptimo) es derivar con respecto a Q e igualar a 0, ya que CTU es convexa:
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5.4.

acru Kxa £=0

L
i e e

Al despejar Q obtenemos:

2Ka
o —
© h

Q [2ka _

tha ha

El nimero de pedidos que se va a realizar en el periodo de tiempo dado para la demanda
se calcula:

a
# pedidos = —
Q

Ejemplo:
Una ensambladora de computadoras, fabrica también el kit de multimedia (cornetas).
Los computadores se ensamblan en una linea continua de 8.000, es decir, la demanda (a)
es 8.000, computadores al mes. Las cornetas se producen por lote. Para determinar
cudndo hacer un pedido de cornetas y cudntas producir, se toman los siguientes costos:
a. Costo por producir o preparacion de un lote (k): $12.000,
b. Costo de mantenimiento en inventarios por unidad o costo de almacenamiento (h),
incluye: 30 centavos/mes.
c. Costo de produccién por articulo, (es independiente al tamafio del lote) ¢ :10 $/por
unidad
d. Costo por desgaste (i): 5%
Este ejemplo cumple con las caracteristicas del modelo cldsico de cantidad econémica
de pedido porque no permite faltantes, es de reposicién inmediata del inventario y la
demanda es constante y deterministica.

Datos:

a=8.000 unidades/mes
K=12.000 $/pedido
h=0.30 $/unidad*mes
¢=10 $/unidad

i=5%

Resolucion:
h=h+ixe=030+0.05x10=0.8

2Ka = |2X]12. OOOXS 000
- J -

=15.491,93...=15.492

_15.492

== =1,9365meses = 58dias
T a 8000

G 5
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# pedidos = i 0.5 pedidos al mes
15.492
2 )2
CT=K+cxQ+hx 9 =12.000+10x 15.49Z+M =12.000+154.920+12.000,1032 =178.920,1032
2a 2x8.000
CT =178.920$ por pedido
CTU =258 ¢ oxig s 228 12000B000 om0 D8XISAR2 o) 50 cas 3
0 2 15.492 2

.

CTU =92.393,55 $/mes

Modelo Silver-Meal:
Este modelo sélo es valido para los casos de Inventario en los que los costos unitarios
de produccién son constantes e idénticos para todos los periodos. Por eso solo se
consideran los costos de almacén y de preparacién.
Objetivo: Minimizar los costos de preparacién y almacenamiento por periodo. El
algoritmo identifica los perfodos sucesivos cuya demanda se puede satisfacer con la
demanda de un primer periodo. Por lo tanto, hay que Determinar ¢Cudndo hacer los
pedidos? y ¢De cudnto debe ser cada pedido? Si la demanda no es la misma para cada
periodo.
Descripcidn: Si se determina que en el periodo i se produce para los periodos i, i+1,
i+2,..,1, con i<t; entonces diremos que el Costo Total del pedido, CT(i 1) es:

CT@,t)=K, Sit=i
CT(, ) =K, +h;Xa;, + (b +hy)X a0+ .+ (b + by +.+ b )xa,  Sit>i

Una forma recursiva de ver estos cdlculos es la siguiente:

CT(i,i)=K,
CTG,t)=CT(,t-1)+(h +h +..+h_;)Xa, parat>i

Y el Costo por unidad de tiempo:

CLET)

CTU(i,1) =
ATV

El algoritmo se puede describir de la siguiente manera:
Paso 0: i=0
Paso 1: Determinar el t* tal que satisfaga las siguientes condiciones:

CTU(i,t" =1)2CTU(i,f")
CTU(i,t" +1) 2 CTU(i,t")
Si se satisfacen las condiciones entonces el tamafio del pedido serd:

e T o8
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Paso 2: i=t"+1. Si i>n entonces parar el algoritmo porque ya se cubrieron todos los
periodos; sino continuar en el Paso 1.
®
Lol Ejemplo:
- K = 270 Bs./orden
h = 1.5 Bs./unidad (costo por almacenamiento)
Ll P
L
t 1 2 3 - 5 6 i 8 9 10 11 12
® Demanda 0 |62 | 12 | 130|154 | 129 1-88 |52 | 124 {1680 238 | M
(a,)
-
L Resolucidn:
®
t manda | Demanda acumulada | Costos ostos Costo  promedio | Andlisis
. Demarda | D d lada | C C d o
(a,) adicionales acumulados mensual
{2 %) ()] (G0
. 140 10 270 270 270 Inicio
. oo s 10+62=72 1.5%62=93 270+93=363 363/2=181.5 1815 < 270+
3 [12 72+12=84 2*15*12=36 _ |363+36=399  [399/3=133 _ [133 <197
4 [130  |84+130=214  [3*15*130-585 |399+585:984 |984/4=246  |246>147.33x
- 4 130 130 270 270 270 Inicio
5 |154 : 130+154=284 1.5*15f}=23! 270+23wl=501 5Q;_/2:250.5 _1250.5« 270+
Lo 6 |129  |284+129-=413  |2*15*129=387 |501+387-888 |888/3=296 | 296 >2505x
& |129 129 270 270 270 Inicio
. 7 |88 129+88=217 1.5%88=132 270+132=402 402/2=201 201> 270+
8 |52 217+52=269 ; 2*1.5*52=156 402+15§=5_58 558/3=186 186 < 201 v
9 124  |269+124=393  |3*15*124=558 |558+558=1116 |1116/4=279 | 279 > 186 x
-~ 9 |124 124 270 270 270 Inicio
10 | 160 124+160=284 11.5*160=240 _ 270+240=510 510/2:_255 255 < 270
11 [ 238 284+238=522 2*15*238=714 |510+714=1224 [1224/3-408  |408>255x
[ 11238 |238 270 270 270 Inicio
- 12 [ 41 238+41=279 1.5%41=615 270+61.5=3315 | 331.5/2=165.75 | FIN
o "
Conclusién:
Mes a realizar | Cantidad éptimo | Costo Total Meses a cubrir
el pedido del pedido
Enero 84 399-133*3 Enero, Febrero y Marzo
- Abril 284 501=250.5*2 Abril y Mayo
- Junio 269 558-186*3 Junio, Julio y Agosto
Septiembre 284 510=255*2 Septiembre y Octubre
° Noviembre 279 331.5=165.75*2 | Noviembre y Diciembre
Lo
®
L
L
. <39
i—uk
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6. Programacion Lineal

6.1. ObjeTivo: Con Programacion Lineal se busca representar una situacién real
mediante un modelo con funciones objetivos y restricciones estrictamente lineales.
Asignar recursos limitados entre actividades competitivas de la mejor manera
posible (forma éptima). Planeacién de las actividades para obtener un resultado
éptimo, el resultado que mejor alcance la meta especificada entre todas las
opciones de solucion.

6.2 Componen’res: Todo modelo de Programacién lineal va a tener:

» Variables de decisidén: representa los valores, inicialmente desconocidos, que se
quieren determinar para optimizar la situacién planteada.

> Funcién Objetivo: Puede ser maximizar o minimizar. Generalmente, estaremos
hablando de maximizar beneficios econémicos o minimizar gastos operativos. La
funcién objetivo va a dar la direccién del problema, es decir, hacia dénde debe ir la
tendencia de los valores a asignar a las variables de decisién.

» Restricciones: con las restricciones delimitamos el universo de valores que pueden
tomar las variables de decisién. Por lo general, si queremos maximizar las
restricciones representan un techo para las variables de decisién, y por el
contrario, si buscamos minimizar, las restricciones representardn un piso, es decir
que es lo minimo que se permite asignar como valor a las variables de decisién.

6.3. Problemas con dos variables de decisién:
Al tener solo dos variables de decisién se puede graficar en un plano las restricciones y
la funcién objetivo para entender mds fdcilmente el funcionamiento de este tipo de
modelos.
Estudiemos el modelo mediante un ejemplo:

En una fdbrica existen tres (3) procesos por lo cuales los productos pueden pasar. Para
cada proceso se cuenta con un espacio limitado. En la siguiente tabla se representa,
para cada proceso, de qué espacio dispone y cudnto ocupa cada unidad, si requiere ese
proceso:
PROCESOS PRODUCTO 1 (P1) PRODUCTO 2 (P2) CAPACIDAD

1 5 0 15

2 0 3 12

3 4 2 16

PVP 3 -

Se quiere hallar qué cantidad producir de cada producto para obtener la mayor ganancia.

Al
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Formulacién del problema:

1. Variables de decisién: valores a determinar
a. XL cantidad a producir del producto 1
b. X2: cantidad a producir del producto 2

2. Funcién Objetivo: meta que se busca satisfacer de la mejor manera
Max Z= 3*X1+ 4*X2

3. Restricciones: limitantes del problema.
Proceso 1: 5*X1 <= 15
Proceso 2: 3*X2 <= 12
Proceso 3: 4*X1 + 2*X2 <= 16

4. Restricciones de signo de las variables:
X1, X2>=0

Revisemos unos conceptos importantes antes de graficar el problema:

Solucién Factible: punto de la gréfica donde todas las restricciones se satisfacen
Solucién épﬂma: punto de la grdfica factible que conlleva el valor mds favorable de la
funcién objetivos (mds grande o mds pequefio)

Al graficar obtenemos:

X2 A

Funcidn
Obietivo

Proceso 2

? Puntos Esquina
(Posibles soluciones éptimas)

L
NS X1
~N
La solucidn dptima resulta de interceptar las rectas del proceso 2 con la del proceso 3:
3*X2 = 12; 4*X1 + 2*X2 = 16; entonces X2 = 4; X1 = 2 y Z= 3*2+4*4= 22

v

=L
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6.4. Casos de Estudio: cuando se resuelve un problema de programacién lineal
puede resultar diferentes situaciones como soluciones al problema planteado:

6.4.1. Una dnica solucion dptima: Sucede cuando la funcién objetivo pasa por un solo
P J pasa p
punto factible al trasladarse hasta donde la funcién Z toma el éptimo valor. Un
ejemplo de esta situacidn es el problema planteado anteriormente.

6.4.2. Miltiples soluciones éptimas, representada por un vector delimitado por ambos
extremos: se presenta cuando la funcién objetivo es paralela a una restriccién,
quien a su vez coincide con ser el lugar donde la funcién Z toma su éptimo valor.

Ejemplo:
MaxZ =2X,+ X,
Sa:5X, <15
3X, <12 Salucio'n:{(Xl:2,X3=4),[X| =3, X, =%H
4X,+2X, <16
X.,X,20
y
\ 4— Proceso 1
Funcic'm\ Proceso 3
Obietivo V
\ Proceso 2
Solucién
dptima

= K =
1
e o

6.4.3. Mdltiples soluciones dptimas, representada por un vector delimitado por un
extremo pero ilimitado por el otro extremo: se presenta cuande la funcidn
objetivo es paralela a una restriccién, quien a su vez coincide con ser el lugar
donde la funcién Z toma su éptimo valor, pero la regién es no acotada.

Ejemplo:
MaxZ =2X,
S.a:3X, <12
X,-X; <1
X5, X5 590

Solucion:[(X, =3, X, = 4),00)

By
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X2 A
—>

L A Proceso 1

Proceso 2

Solucién
éptima

Regidn Obietivo
Factible
il M5 T T e o P e,
A X1
6.4.4. No hay solucién éptima: ocurre cuando la regién factible es no acotada y la

funcién objetivo se optimiza mientras se traslada hacia el extremo no acotado
de la regidn. Por lo tanto, hay soluciones factibles pero es imposible determinar

la mejor u éptima.

Ejemplo:
MaxZ =2X,+ X,
S.a:3X,<12
X, X <1
X, X,20
X2 A
—P
Funcién s
Obietivo
Jind Proceso 1

\ i

Hay solucién factible pero no
hay solucién éptima

\

\‘Proceso 2

X

Regidn \ l

Factible V

A 4

\ X1

I
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6.4.5. No hay solucién factible: Esta situacidon se presenta cuando no hay regién
factible ya que ningtn punto del plano satisface todas las restricciones.
Ejemplo:
Mard =24, w4, No hay solucién factible porque no
S.a:3X,-3X,212 hay Regidn Factible, por lo tanto,
X, -X 1 tampoco hay solucién dptima
bl e
x2 4
et Proceso 2
Funcidn i
Obietivo
Proceso 1
GO LR [ Bees
A P X1
6.5. Bibliografia
» Hamdy A. Taha. 'Investigacion de Operaciones’, 7ma. Edicién
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El Método Simplex

Objeﬂvo: Es un método matemdtico desarrollado por George Dantzig, en 1947. Es
considerado como un método extraordinariamente eficiente. Se basa en un
procedimiento algebraico, donde cada iteracién contiene una solucién del sistema de
ecuaciones (un punto esquina), y busca obtener una nueva solucién, a la cual se le aplica
la prueba de optimalidad, para asegurarse de obtener, cada vez, una solucién mds
cercana a la éptima. Si una solucién en un vértice de la regién factible es igual o mejor
que todas las soluciones adyacentes (segin el valor de la funcién objetivo, Z) entonces
es, también, igual o mejor que todas las demds soluciones en los vértices, por lo tanto
es la éptima. O dicho de otra forma, el método Simplex resuelve los problemas de
Programacién Lineal mediante iteraciones. En cada iteracién va desplazando la solucidn
a un nuevo punto esquina, el cual escoge porque tiene un potencial mayor a los otros
puntos adyacentes para mejorar el valor de la funcién objetivo. El proceso algebraico
termina cuando ya no se puede obtener mejoras.

Algoritmo:
e. Forma Standard:

1. Funcién Objetivo: debe estar en Maximizar. Min Z = Max (-Z). Y luego
convertirla en una ecuacién de igualdad, pasando las variables de decisidn
para la izquierda, junto a la Z, y las constantes a la derecha

2. Restricciones: debemos tener ecuaciones de igualdades. Para esto se
deben introducir variables de holgura (h;) para cada ecuacién del tipo ‘<.
La solucién inicial va a ser el origen (variables de decisién iguales a ceroy
holguras distintas de cero).

3. Variables: las variables de decisién deben ser positivas (X = 0). Nos
podemos encontrar varios casos:

1. X <0, entonces se sustituye X por una -X', tal que X' 20y X = -X'

2. Xz c, entonces se sustituye X por una X', tal que X' 20y X = X' - ¢

3. X<, entonces se sustituye X por una X', tal que X >0y X=¢- X'

4. X S.R.S. (sin restriccidn de signo), entonces se sustituye X por dos
variables, X"y X™, talque X'y X" 20y X=X - X

f. Llenar el tabloide inicial:

XB : Variables 7. X1 Xz Xn h1 I"lz hm b
Bdsicas
Z 1 -¢; | -Cz Yo i &) 0 QI 0, 0
h] 0 ayy aip Qin 1 0 0 0 b1
hs 0 |ax |a2 az, |0 1 0 b,
: 0
he 0 On! | Gme (o Jomes] 6 ¢ 0 0 1 by,
Donde:

.
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¢;: Coeficiente de costo de la variable X;

b : Disponibilidad del recurso i

aj: Coeficientes de uso del recurso i por la variable X;

Xz @ Variables Bdsicas, son la variables que para cada iteracidn son distintas a 0.
Con excepciones que veremos mds adelante, como los casos de 'degeneracién’.

Observaciones importantes:
a. Lamatriz de coeficientes de uso de recursos que acompafia
a las Xz es la identidad
b. Los coeficientes de costo de las Xz es 0
c. Los b;son positivos
Estas tres condiciones deben darse en cada iteracién del Simplex.

g. Mientras exista -¢;negativos (aun no hemos llegado al éptimo) hacer:
1. Criterio de optimalidad: escoger la variable con -¢; mds negativa, la
llamaremos variable entrante. Busca la variable que aporte mds al

objetivo.
N,

X Z O Lo 1% e Th | lhetb
Z 1 -1 \-cz =Cp |0 0 (0 J50 & 0
h] 0 (s §F] diz Qain 1 0 0 0 b1
hg 0 dz; dz2 az, 0 1 0 0 bg
: 0

hm 0 QAmi Q2 Qmn 0 0 0 1 bm

A

Por ejemplo, si -c; es el mds negativo, entonces X; es la variable entrante.

2. Criterio de factibilidad: escoger la variable bdsica con la minima razén
bi/ ajj, con a;;) O, y la llamaremos variable saliente. Busca que la préxima
solucién que calcule el Simplex sea factible, se encuentre dentro de la
Regidn Factible.

7N
Xa e T V% o e Th hw | b
Z 1 -C; |\-Co -¢, |0 0 == -0 0
Cf 0 aj ajsp Ain 1 0 0 0 T:D
hz 0 azg dzz azn 0 1 0 0 bg
: 0
hi 0 {am |am D 1) 0 011 ba

Por ejemplo, si by/ ay;, con a;;) O, fue el menor de las razones (by/ ay bs/ azy, ...,
b./ ami), entonces h; es la variable saliente.

=
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3. Operaciones de Renglén de Gauss-Jordan: Hay que manipular las
ecuaciones del tabloide buscando la nueva solucién factible del problema.
Identifiquemos como pivofe a ay, coeficiente que quedé en la
interseccién de la columna de la variable entrante (X;) y la fila de la
variable bdsica saliente (h;).

% R L EERITEIRIYY AT
z 1 flace N sr40-ta-to lo |o
hy 0 [((an) | ar Il Rl R
|'12 0 ‘EU{]’ 033 (= 7. © t U #E;
; 0

hm 0 Qi QAm2 Qmn 0 0 0 1 bm

.

Entonces, realizar las siguientes operaciones en el tabloide, buscando
obtener 'l' en el pivote y '0' en el resto de la columna de la variable
entrante (X,):

1. Ecuacién o fila de la variable saliente: dividirla entre el pivote:

Fitalix,)=F1alh)

a1
Xp 7 [, O 1. € wiot G h; ha | | haiih
Z 1 |-¢ |-c -¢c, |0 0 0 |0 0
X4 (i [ ay & 11 10 050 b

an ay ay ay

hz 0 [« 31 Qazz dzn 0 1 0 0 b2
: 0
hm 0 Qi | Gm2 Qmn 0 0 0 1 bm

2. Ecuaciones i 6 filas i de las variable restantes: restarles a;;« Fila(X;)
Fila(X 3, )= Fila(X 3, ) - a, % Fila(X,)

3. Ecuacidn o fila de Z (de la funcién objetivo): sumarle c;+ Fila(X;)
Fila(Z)= Fila(Z)+ ¢, x Fila(X,)

Xz Z- Xy X i . h, ho = | ha-|b

% B % . ] PN S R DS TR T
an ap ap ap

X, 0 [1 |an ay 1 o Jo Jo by

a ap) ajy ay

he o b azz—‘mxﬁ‘z‘ a?n—ﬂzlx‘a‘l‘“— ? 4 ik B by —ay x—-
an an a

efc 0 HO 0 1 0

4. Iralpasoc.
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.0,

X

N

h. Se pueden presentar alguna de las siguientes situaciones:

Una dnica solucién éptima: coeficientes de costos de las variables no
bdsicas son mayores a cero.

Segmento acotado como solucidn éptima: un coeficiente de costo de una
variable no bdsica es cero. La solucién encontrada corresponde a un
extremo del segmento, para hallar el otro extremo se introduce esta
variable con coeficiente igual a cero como bdsica.

Segmento no acotado como solucidn dptima: un coeficiente de costo de
una variable no bdsica es cero, pero en la columna no hay coeficientes de
uso positivos.

No hay solucién éptima (pero si factible): quedan coeficientes de costos
negativos pero los coeficientes de uso de las columnas de dichos
coeficientes negativos son menores o iguales a cero, es decir, tenemos
una variable entrante pero no una variable saliente.

Solucién degenerada: Cuando una variable bdsica vale 0. Esto ocurre
cuando ocurre un empate al aplicar el criterio de factibilidad.

L

2.

3.

4,

5.
Ejemplo:
MaxZ =3X, +4X,
5X, <15
3X, <12

4X, +2.%, <16

XX a0

El planteamiento gréfico seria :

3X, <12

5X; <15

Regidn

factible

4X1+2X7 <16
N

a
e

7.3.1. Forma Standard:
Z-3X,-4X,=0

5X,+h =15
3X,+h, =12

[




0 00 0000 o000 000 o, ;

Guia Tedrica de Investigacion de Operaciones UCAB
1.9.8. Tabloide: Iteracién 1

hs | b

O e

Q- |15

1 |16
Esta solucién factible inicial corresponde al punto A de la gréfica, el origen, donde
todas las variables de decisién son nulas. Cada una de las holguras representa qué tan
alejado estd el punto de la restriccién que representa. Por ejemplo, h; vale 15 porque el
punto que estamos evaluando (el origen) no se encuentra sobre la restriccidn 1.

7.3.3. Criterio de Optimalidad: Aun no es éptimo porque hay -c; negativos
La variable entrante es X; porque contiene el -c; mds negativo (-4)
1.34, Criterio de Factibilidad:

Para escoger la variable bdsica saliente hallamos el minimo entre:
Min b_2:£=4,i'_—£=8 =4
ap 3 a3
Por lo tanto, la variable saliente es h,. La variable h; no es candidata porque a;»=0.

¥ Operaciones de Renglén de Gauss-Jordan:

Pivote = az> = 3

Fila(x,)= Filalhy) _ Fila(hy)

ay 3

XB Z X1 Xz h1 hz h3 b
Z 11-3]1-4]0]0 /0 |0
hh [0[{5]o [1]0f0]15

h; [0|/4 (2 [0]|0O (1 |16

Fila(hy)= Fila(hy)— ay, x Fila(X, )= Fila(hy)—2x Fila(X, )

XB Z X1 XZ h1 hg h3 b

Z 1]3(-4]0]0 0 |0

e TOED- 1911 30 0 |15

;o lodo |3 Jot1 o4
3

2B0s




Guia Teodrica de Investigacion de Operaciones UCAB

Fila(Z)= Fila(Z )+ ¢, % Fila(X ) = Fila(Z)+ 4x Fila(X )

Esta segunda solucidn factible, resultado de la primera iteracién, corresponde al punto
E de la grdfica, donde la variable X vale 4 y X; es nula. La variable h; es nula porque el
punto que estamos evaluando (el punto E) se encuentra sobre la restriccién 2.

1.3.5. ide: Iteracién 2

£330, Criterio de Optimalidad: Aun no es éptimo porque hay -c; negativos
La variable entrante es X; porque contiene el -¢; mds negativo (-3)
7.3.8. Criterio de Factibilidad:

Para escoger la variable bdsica saliente hallamos el minimo entre:
Min i=2=3,£3*=§=2 =1
@y 5 ay 4
Por lo tanto, la variable saliente es hs. La variable X; no es candidata porque az;=0.

7.39. Operaciones de Renglén de Gauss-Jordan:
Pivote = a3 = 4

Fila(X )= Fila(h, ) S Fila(hy)
a3 4

X [z 1% 6] h: [hs]b

z ftlale o4 o[
3

h |0]/5]0[1]o [o |15

% [6lolr 1o [t [ola
3

=51 =
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Fila(h, )= Fila(h,)- a;, x Fila(X, )= Fila(h )= 5x Fila(X,)

Xp | Z| X[ Xo| Iy h; | b

Z 11130 1614 |0 ]
3

-
)

RISEAR AR e R

X 011 4010 1

f=
|-

Solucién éptima:

XFZ

XZ=4

Z=22
La solucién dptima, resultado de la segunda iteracidon, corresponde al punto D de la
grdfica, donde la variable X; vale 4 y X; vale 2. Las variables h; y h3 son nulas porque el
punto que estamos evaluando (el punto D) se encuentra sobre las restricciones 2 y 3.

En conclusidn, lo que el método Simplex hace es empezar desde el origen a evaluar cada
uno de los puntos extremos de la regidén factible hasta encontrar el éptimo. El criterio
de optimalidad se encarga de escoger el camino mds corto para llegar al punto éptimo
(menos iteraciones) y el criterio de factibilidad evita seleccionar un punto fuera de la

region factible.

7.4. Bibliografia

>

Hamdy A. Taha. 'Investigacion de Operaciones’, 7ma. Edicidn
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8. El Método de las Dos Fases

8.1 Obje‘rivo: Es el mismo método Simplex, pero trabaja con restricciones de >y =.
Como vimos anteriormente, el método Simplex, siempre comienza con el origen como
solucién factible, pero para estos problemas, el origen no estd dentro de la Regién
Factible. Por lo tanto, se resuelve una primera fase donde se halla una solucién factible
inicial, y si se consigue pasamos a una segunda fase, donde se aplica el método Simplex,
ya estudiado, para determinar la solucién éptima.

8.2. Algoritmo:

(s

Forma Standard para las restricciones (el resto del sistema se trata como se
explicé en Simplex):

Restricciones: debemos tener ecuaciones de igualdades. Para esto se deben
introducir variables de holgura (h)) en caso de ser necesario, segtin el tipo de
ecuaciones:

1. '<':agregar una variable de holgura sumando ( + h; )
2. '="': agregar una variable de holgura restando y una variable artificial
sumando ( - hj+ a;)

3. '="!agregar, Unicamente, una variable artificial sumando ( + aj)
Si todas las ecuaciones tienen holguras sumadas ( + h; ) aplicar el método Simplex
ya explicado

Si tenemos ecuaciones con variables artificiales aplicar el Método de las dos Fases:
Primera Fase:
1. Resolver el nuevo problema Min W = a; + a; + .. + a, ; sujeto a las
restricciones del problema original.
2. Llenar el tabloide inicial:

Xg | W | X X2 =X hy | h;

W |- 0 0 0 0 0 0= 10

ag 0 ajq Q2 Qin -1 0 0 0 1 0 b1

az 0 Qazp Qzz azp (0] -1 0 0 0 0 bz
0

(o ] 1102 Ot |Gz B2 1.8 0 0 |-t 0 i =

3. Eliminar los coeficientes de las variables artificiales. Como vemos en el
tabloide, las variables bdsicas iniciales son las artificiales, pero contienen
coeficiente de costo igual a 1, por lo que hay que aplicar operaciones de
Renglén de Gauss-Jordan a la funcién objetivo, y hacer O dichos
coeficientes:

Fila(w)= Fila(W )- Fr'la(a, )— Fila(a,)....— Fiia(ap)

4. Aplicar método Simplex

Si no es posible llegar a una solucién dptima sin variables artificiales como

variables bdsicas entonces el problema no tiene solucién factible

Segunda Fase:

o
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8.3

Fase 2

Fase 1

831

8.3.2.

1. Si llegamos a una solucién éptima sin variables artificiales como bdsicas,
entonces construir el siguiente problema, sustituyendo la funcién

objetivo de W por la de Z.

Xa z h, he | b
74 1 0 0 0
h, 0 0 a by
Xi 0 1 a b
: 0

Xk 0 0 Qmn 0 a bm

2. Eliminar los coeficientes de las variables bdsicas. Como vemos en el
tabloide, las variables bdsicas que resultaron de la primera fase, no
tienen, necesariamente, O en los coeficientes de costos. por lo que hay
que aplicar operaciones de Renglén de Gauss-Jordan a la funcién ob jetivo,

y hacer O dichos coeficientes:
Fila(Z)= Fila(Z)—- ¢y X Fila(X ;)= ¢, X Fila(X 3 )....— ¢ g, X Fila(X p,, )

3. Aplicar método Simplex

Ejemplo:

MaxZ =3X, +4X,

X+ X, 22

4X,+2X,<16

X, X, 20

El planteamiento grdfico es :

Fase 2
4X1+2X, <16

Regidn
factible

Forma Standard:

Z-3X,-4X,=0

Xi+X,—h+a =2
4X,+2X,+h, =16

Primera Fase:

MinW =a,—L3 5 W 4+4,=0

X, +Xy=hy+a; =2

4X,+2X,+hy; =16

[ Xe [W Xy [ Xz [hi[hz[ai]b |
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833.

8.3.4.

8.3.5.

8.3.6.

Wil-110 {0 {010 ]
& 10 -F1Ft |+1:0 1112
h [O |4 |2 |O[1 |O |16

Esta solucién inicial corresponde al punto A de la grdfica, el origen, donde todas las
variables de decisién son nulas, pero no es factible ya que no cumple con la restriccién
1. La variable artificial corresponde a esta restriccidn, representando que tan alejado

estd el punto de la restriccién, pero en el drea no factible.
Tabloide inicial: coeficientes de costos = 0
Fila(W )= Fila(W)- Fila(a, )

Xa

Criterio de Optimalidad: Aun no es éptimo porque hay -c; negativos
La variable entrante puede ser X; 6 X,. Seleccionamos X;
Criterio de Factibilidad:
Para escoger la variable bdsica saliente hallamos el minimo entre:
Mm{”_'=3= ,_"2_=E=4}=z
ap 1 as
Por lo tanto, la variable saliente es a;
Operaciones de Renglén de Gauss-Jordan:
Pivote = aj;; = 1

Fila (W )= Fila (W )~ Fila (X,)

Esta solucién corresponde al punto B de la grdfica. Ya es una solucién factible, porque
es un extremo de la regién factible. Por eso se puede dar por completada la primera
fase: Se encontré una primera solucién factible al problema. Falta encontrar la

solucion éptima.
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8.3.7. Segunda Fase
Armar el nuevo tabloide, sustituyendo la funcién W por la funcién Z, y eliminar las

variables artificiales.

8.3.8.

8.3.9.

8.3.10.

8.3.1L

Xs | Z Xz |hi|ha | b
X; 0 G e 1 e s
h, | O 214 |1 |8

Hacer 'O’ los coeficientes de costos de las variables Bdsicas:

Fila(Z)= Fila(Z)+3x Fila(X,)

Xs | Z Xz |hy | ha | b
o =

X: |0 £ 1=1"=0 |2

h | 0 214 11 18

Criterio de Optimalidad: Aun no es éptimo porque hay -c; negativos

La variable entrante es h;
Criterio de Factibilidad:

La dnica variable candidata a salir es h,

Operaciones de Renglén de Gauss-Jordan:

Pivote = az3 = 4

Xs | Z| X [ X ha [ b
L 1119 ]-t 0 |6
X |01 |1 O |2

Ptk Yo 0y} Sathy)

% TG ] % ho | b
Z-kr1o 14 0|6
TRIIFED 0|2

Fila(X,)= Fila(X,)+ Fila(h,)

- 56 -
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Esta solucién factible, resultado de la primera iteracién de la segunda fase,
corresponde al punto C de la grdfica, donde la variable X; vale 4 y X; es nula. La
variable h; es nula porque el punto que estamos evaluando (el punto C) se encuentra
sobre la restriccion 2.

8.3.12. Criterio de Optimalidad: Aun no es dptimo porque hay -c; negativos
La variable entrante es X;

8.3.13. Criterio de Factibilidad:

La dnica variable candidata a salir es X;

Xa | Z | X | hy b

E
. d
8.3.14. Operaciones de Renglén de Gauss-Jordan:

: 1
Pivote = ap3 = —
23 % 3

Fila(Xy) = 2x Fila(X

Por criterio de optimalidad, el problema llegé a su solucién final.
Solucion: X; =0; X; = 8; Z= 32

La solucién dptima, resultado de la segunda iteracién de la segunda fase, corresponde al

punto D de la grdfica, donde la variable X, vale 8 y X; es nula. La variables h; es nula
porque el punto que estamos evaluando (el punto D) se encuentra sobre la restriccién 2.

=By~
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8.4. Bibliografia

» Hamdy A. Taha. 'Investigacion de Operaciones’, 7ma. Edicién
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g,

2.1
9c

El Método de la M

ObJETiVOC Es exactamente igual al algoritmos de las dos Fases.

Algoritmo:

J-

Forma Standard para las restricciones (el resto del sistema se trata como se
explicé en Simplex):
Restricciones: debemos tener ecuaciones de igualdades. Para esto se deben
introducir variables de holgura (h;) en caso de ser necesario, segin el tipo de
ecuaciones:

6. '<':agregar una variable de holgura sumando ( + h; )

7. '=": agregar una variable de holgura restando y una variable artificial

sumando (- hi+a;)

8. '=':agregar, inicamente, una variable artificial sumando ( + a)
Si todas las ecuaciones tienen holguras sumadas ( + h; ) aplicar el método Simplex
ya explicado
Si tenemos ecuaciones con variables artificiales aplicar el Método de M:

1. Resolver el nuevo problema MaxZ:chij—MxZa,-j,' sujeto a las

restricciones del problema original. Las M representan un valor muy
grande, por lo tanto, un beneficio de -M es muy negativo y no favorece al
objetivo de maximizar, por lo tanto, el Simplex hard que estas variables
salgan de la base, para que tomen un valor O y la -M no tome efecto en el
objetivo.

2. Llenar el tabloide inicial:

Xp |2 Xi Xz @ T A= b e | o,
z -1 -C1 =Co “Cn 0 0 0 0
ay [.© an aiz ap, -1 0 0 0
ap 0 azq Qg2 az, 0 -1 0 0
0
a, |0 Out | G2 e 0 0 -1 0 1: )b

3. Eliminar los coeficientes M de las variables artificiales. Como vemos en el
tabloide, las variables bdsicas iniciales son las artificiales, pero contienen
coeficiente de costo igual a M, por lo que hay que aplicar operaciones de
Renglén de Gauss-Jordan a la funcién objetivo, y hacer O dichos

coeficientes:
Fila(Z) = Fila(Z)- M x Fila(a,)- M x Fila(a, )...— M x Fila(a,, )

>

Aplicar método Simplex
Si no es posible llegar a una solucién éptima sin variables artificiales como
variables bdsicas entonces el problema no tiene solucién factible

o

-hg .
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6. Si llegamos a una solucidn factible sin variables artificiales como bdsicas,
entonces eliminamos las columnas de las variables artificiales, y aplicar
Simplex.

9.3. Ejemplo: Realicemos el mismo ejemplo del capitulo anterior para ver las diferencias
entre los dos métodos.
MaxZ =3X, +4X,
X ¢ X2l
4X,+2X,<16
X X, 20
El planteamiento grdfico es :

Xy

4X)+2X, <16

Regidn
factible

9.3.1. Forma Standard:
Z-3X,-4X,=0
Xi+X,-h+a, =2
4X, +2X,+hy; =16
9.3.2. Agregar las variables artificiales a la funcion objetivo:
Z-3X,-4X,+Ma; =0
Xi+X,-h+a =2
4X,+2X,+hy =16
Xp | Z | X | Xo | Iy
Z|1]|-3|-4]0
a8l 0l -1
ha Ok 20
9.3.3. Tabloide inicial: coeficientes de costos = 0
Fila(Z)= Fila(Z)— M x Fila(a,)
Xg Z X1
1

h (04 | 016
Esta solucién inicial corresponde al punto A de la grdfica, el origen, donde todas las
variables de decision son nulas, pero no es factible ya que no cumple con la restriccién
1. La variable artificial corresponde a esta restriccién, representando que tan alejado

estd el punto de la restriccidn, pero en el drea no factible.

Ty
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® 9.3.4. Criterio de Optimalidad: Aun no es éptimo porque hay -c; negativos
La variable entrante puede ser X; 6 X,. Seleccionamos X; por ser un poco mds negativa,
aunque al representar M un valor muy grande, se hace insignificante la diferencia de
una unidad.
9.3.5. Criterio de Factibilidad:
® Para escoger la variable bdsica saliente hallamos el minimo entre:
¢ PALHETEY S580
-~ az | ap 2
- Por lo tanto, la variable saliente es aq,
9.3.6. Operaciones de Renglén de Gauss-Jordan: ‘
Pivote = ay; = 1 |
Fila(Z) = Fila(Z)+ (4+ M )x Fila(X3)
-~ 1
h, |0|4 |2 |O |1 |O 16
e
b0 12 10O L& 11 |-2 112
Esta solucién corresponde al punto E de la grédfica. Ya es una solucién factible, porque
es un extremo de la regién factible y no hay variables artificiales dentro de la base.
Falta encontrar la solucién éptima.
Lol Vamos a sequir ejecutando el problema, eliminando las variables artificiales.
. Xs | Z| X1 | Xz | hi | ha | b
Z |1|1 [0 |-4[/0 |8
- b C L e I T s O 0 O [
h- |02 |0 {12 11 }1é
o 9.3.7. Criterio de Optimalidad: Aun no es éptimo porque hay -c; negativos
& La variable entrante es h;
~ 9.3.8. Criterio de Factibilidad:
La dnica variable candidata a salir es h;
- Xs |Z| X | Xo [Hg|ho|b
Z (1|1 |0 |-4]0 |8
® X |0(1 |1 E&E O |2
. 9.3.9. Operaciones de Renglén de Gauss-Jordan:
- Pivote = a3 = 4
2 Filalhy
. Ffla(hg)=—2(—“)
2z
1
- 0
Ll
.
bt
-~
B ool ™ SR s e e LD SRR e Y e e S L, e e et Sl R O O A i
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Fila(X4 )= Fila(X5 )+ Fila(h)
Xg |Z | X1 | Xz | hy | ha | b
Z- 1L |1 0. =408

m|OF1 10 1116

8

(X, |0]2 |1 |O

hy O 46 6

Por criterio de optimalidad, el problema llegé a su solucién final.
Solucién: X; =0; X, = 8; Z= 32

La solucién éptima, resultado de la segunda iteracién, corresponde al punto D de la
gréfica, donde la variable X; vale 8 y X; es nula. La variables h; es nula porque el punto
que estamos evaluando (el punto D) se encuentra sobre la restriccidn 2.

9.4. Bibliografia:

» Hamdy A. Taha. 'Investigacién de Operaciones’, 7ma. Edicién
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10. Simplex Revisado

10.1. ObjeTivo: Resuelve los problemas con la misma teoria del Simplex, pero utilizando
matrices y vectores.

10‘52. Formulacién:

Max Z = X
S5.a: A*X <= b
Ko=)
Donde: c¢=[¢, ¢z, ..., c,] Vector Costos
X1 b 0 Xai
Xz b2 0 X2
xn bn 0 me
Vector Variables Vector Vector Vector Variables
de Decision Recursos Cero Bdsicas (una por
cada fila)
hy
fis hs Vector Variables
: de holgura
hm
- alﬂ
A= Qzn Matriz de
Distribucién de
ar'“n Recursos
B= ; =
Matriz Bdsica

de Recursos

26T
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El tabloide inicial se puede representar de la siguiente forma:
[1,-6, o]* z]=0

X

h

Al | *T. X }=b
(et ] [h}
X:ha=0

Si desglosamos el problema en variables bdsicas, variables no bdsicas y variables de holgura,
quedaria:
[1,-CNB, i o]* = 1=0
Xne
Xs
h

[ANB,B,I]* XNQ = b
Xz
h

Entonces quedaria el siguiente sistema de ecuaciones:
Z-Cp*Xng-Co*Xpg+0*h=0 i .
AT Mo 2 B s THR= b Sistema de Ecuaciones 1
En el tabloide dptimo, donde las variables Xz ya son bdsicas, por lo tanto se obtendria el
siguiente sistema de ecuaciones:
Z-C™ X -0*Xg+Ch*h=Z  gictoma de Ecuaciones 2

ANB*XNB g *Xg+Ah*h=b'

La pregunta es écémo llegar del Sistema de ecuaciones 1 al sistema de ecuaciones 2 a través
de operaciones entre ellas?
1.- Para buscar la identidad, que acompafia a las Xz en el sistema de ecuaciones 2 hacemos lo
siguiente:

B'l*(ANB*XNB +B *XB"'I*h:b)

B! " Ay ® Xop + B B 2 X+ B I h=B""b

B ™ X +I%GsB " h=B'%b
2.- Para hacer 0 los coeficientes de costos de las variables bdsicas, Cz en el sistema de
ecuaciones 2 se suman las siguiente ecuaciones:

Z = CNB*XNB'CE*XB"' 0*h =0

* CB*(B—i*ANB*XNB‘FI*XQ"‘ B_l*th_l*b)

Z—(CNB'CB*BJ* Aig)* Xom ~0* X+ Cp*B'*h =CB*BJ*b

&~
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Quizd sea mds fdcil visualizarlo en los tabloides:
Tabloide Inicial

Base | Z XNB XB h|b

Z 1 |-Cap|-Ca|0]|0

h - |O]As |B |I]b

Tabloide éptimo:

Base | Z | Xnea Xg | h b

¥ 1 | - Cap=—(Crnp- Ca*B™*A) | 0 | CizT=Ca*B™? | Z°=Ca*B™b

XB 0 ANB =B_! = Ang I B-] b'= B.l *b
Férmulas:

XB = bnuevo = B-l *b

M=C:*B*

znuevo = CB % B-l s b= n*b = CB » bnueva
ANg (rievo) = B * Ang
-CNB (nvevo) = ~Cp+ Ca * B * Apg= -Crp +TT* Ang = -Cg + Ca *Ang (nuevo)

10.3. Ejemplo: %
Max Z = 3X1 + 5X2 fke ) 74 (1,2
Sa X4 2 e
2X2 <= 12 &
3X1+2X2 <= 18
X1, X2>= 0

Iteracion O:

hi 100 4 100
Xg= | h2 B= |010 b=| 12 | B'=|0o10
h3 001 18 001

1. Criterio de Optimalidad: ¢ - Cng207?
-G =[-3 -5]:Xw =[Xl X21] - Variable entrante es X2
2. Criterio de factibilidad:

=3
min{,f,—"}: min{f.%%}: s <> Variable saliente esh2
=l 2

2 A
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Iteracion 1:

A (-
hi 100 1°0: 00 EL000 100
Y= f-N2 Be 028 Bl=1020 |010 > B'=|10%0
h3 Q.21 Qr 2110 0 1 0-11
> ~
(100 {4 4 ht 4
by=B'*b= | 0§ 0 12 =]=6 - | X2 = 6
0-11 18 6 h3 6
N L
AR Bt f ce¥by = [0.50]1* ( 4 = . 30
6
6
1. Criterio de Optimalidad: ¢ - Cng207?
X =[X1 h2]
-CNB (nuevo) = - Cng+ Ca * B * Agg =
LCamiewn=-[2 0 +[0DH01* 1 00]*]|1 0O})=[-3 5/2]
030 0 1
0-11 350
= Variable entrante es X1 ( - Cng (nevo) = -3)
2>
2. Criterio de factibilidad:
A= ZA=100 1*11 =1t
030 0 0
0-11 3 3
. by 6 \ ;
m][n{ & }7mm{-———}z2 - Variable saliente es h3
Iteracidn 2:
[ h1 101
Xpg= | X2 B=1020
X1 0.23
-
=
6 e Lt o 5 18 1 1/3.:2-1/3
B'= jo20 1010 »>8'=1]10 4% 0
0:2-3:10 01 0 -1/3 1/3
,
- 66 -
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1438 -173 4 2 hl
biz=B"*b= | 0 % 0 e =16 = X2
O -1/3 1/3 18 2 X1

Zp=C*B' " be  G"bu=1053]1"] 2 |= 36
6
2

1. Criterio de Optimalidad: ¢ - C\g2 0 ?
XNB = [ h2 h3 ]
-Che (nueve) = = Cnp*+Cp ™ gt Ang =

'CNB(nuevo}z"[O 0] +[O 5 3]* 1 1/3 -1/3 i O
0 3% 0 1
0 -1/3 1/3 0

-> Solucidn O'pﬁma (-Cni (nuevo) >= 0)
10.4. Bibliografia:

» Hamdy A. Taha. 'Investigacién de Operaciones’, 7ma. Edicién

- O O
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11.

5 &

11.2.

Andlisis de Dualidad y Dual Simplex

Definicion del problema Dual: Es un problema de P.L. auxiliar que se define
directa y sistemdticamente a partir del modelo de PL. original o Primal. Los dos
problemas estdn relacionados de forma tan estrecha que la resolucién éptima de uno de
los problemas produce, de forma automdtica, la resolucién éptima del otro. Por eso,
cuando la formulacién del problema dual es mds sencilla que la del primal, uno puede
trabajar con el problema dual en lugar del primal, para luego obtener la solucién del
primal

Reglas para la obtencion del Dual, a partir del Primal:

Para toda restriccion primal hay una variable dual,

Para toda variable primal hay una restriccién dual,

Los coeficientes de las restricciones de una variable primal forman los coeficientes del
primer miembro de la restriccién dual correspondiente; y el coeficiente de la funcién
objetivo de la misma variable se convierte en el segundo miembro (vector recurso) de
la restriccion dual;

El sentido de la optimizacion, el tipo de restricciones y signo de las variables se
muestra en la siguiente tabla:

PRIMAL DUAL
Funcidn Objetivo | Restriccidn Funcién Objetivo | Signo de variables
Maximizar s Minimizar Positivas
2 Negativas
= SRS,
Funcién Objetivo | Signo de variables | Funcién Objetivo | Restriccién
Maximizar Positivas Minimizar >
Negativas <
SRS =
11.3. Ejemplo:
Problema Primal Problema Dual
Max Z = 5X1 + 12X2 + 4X3 MinY = 10Y1 + 8Y2 + 9Y3
Sa X1+2X2+X3<10 Sa Y1+2Y2+4Y325
2X1-X2+3X3=8 2Y1-Y2+Y3<12
4X1+X2-X329 Y1+3Y2-Y3:=4
X1>0:X2<0: X3 SR.S. Y120;Y2<0; Y3 SRS.

=GR
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11.4. Interpretacién Econémica del Dual:

Problema Primal Problema Dual

Max Z = CX MinY =Yb

Sa AX<b Sa YA2C
X=0 Y=0

11.5.

» Variables duales: representan el valor por unidad de recurso (precios sombras).
Siempre Z <Y, y el éptimo se encuentra cuando son iguales, donde se consigue el
equilibrio entre la entrada y la salida.

» Restricciones duales: representan el costo aplicable de todos los recursos que se
utilizan para producir una unidad de la actividad; supera a las ganancias.

» Nota importante: Los multiplicadores del Simplex se encuentran como los
coeficientes de las variables bdsicas iniciales (variables de holgura) y corresponden
a los valores de las variables del dual.

Método Dual Simplex: Nuevo método de solucién para problemas lineales, que
comienzan infactibles pero dptimos (mejor que). Conservard la optimalidad y las
iteraciones sucesivas trabajardn sobre la factibildad. Finaliza cuando el problema se
hace déptimo y factible.

Ejemplo: Expliquemos el algoritmo utilizando un ejemplo, ya que son pasos muy
parecidos al Algoritmo del Simplex

Min Z = 2X1 + X2

Sa 3X1+X2=3
4X1+3X226
X1+2X2<3
X1, X220

Al evaluar este problema en el punto origen (X1=0,X2=0), nos damos cuenta que no
satisface las restricciones pero seria la mejor solucién al problema. Por lo tanto, el
Algoritmo Dual Simplex, comienza a buscar puntos solucién lo mds cercano a este punto
dptimo, pero factible a las restricciones.

» Algoritmo:
L.- Convertir el problema a: Funcién objetivo Maximizar y restricciones <.
o Para convertir una funcién objetivo de Max a Min se multiplica toda la
funcién por -1.
o Para convertir una restriccion > en < se multiplica toda la restriccién por -1.
o Para convertir una restriccién de igualdad (=) en desigualdad (= , <), se
formulan dos restricciones, iguales a la original, pero una con 2y otra con <.
o pueden aparecer valores en el vector recurso negativos, y nunca se van a
manejar variables artificiales.

69z
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Max -Z = - 2X1 - X2

Sai  -3X1-X2<-3
-4X1-3X2<-6
X1+2X2<3
X1, X2=0

2.- Convertir las restricciones en igualdades, agregando variables de holguras:
-Z+2X1+X2=0
-3X1-X2+hl1=-3
-4X1-3X2+h2=-6
X1+2X2+h3=3
X1,X2,h1,h2,h3=20
3.- Llenar el tabloide como en Simplex:
Vb |Z [ X1|X2]|hl|h2|h3|b
& |22 11 110 [0-10
hit|0|{-3|-1]1 |0 [O |-3
h2 |0 (-4 |-3 [0 |1 [0 |-6
R0 12101013 18
4.- Aplicar criterio de Factibilidad: La variable que sale es la mds negativa. Si todas son

no negativas el proceso termina y se alcanza la solucién factible (y dptima).
Vb | Z [ X1 | X2 | hl1|h2 |h3|Db
Z =X}z 1 010 010
hl [ 0sf=3 F=1.] 1|0 |6.]-3

h2]o|-4[3701 [0 [4]| quum
nloli 12 [0lo |1 |3 Sale h2

5.- Aplicar criterio de optimalidad: La variable que entra se elige como sigue: tomar los
coeficientes en Z de las variables no bdsicas entre los coeficientes de la restriccién de
la variable que sale; ignorando los coeficientes mayores o iguales a O (positivos). La
variable que entra es aquella con el cociente mds pequefio: X1 obtuvo -2/4 y X2 obtuvo
-1/3, por lo tanto entra X1.
6.- Se procede a transformar la tabla, al igual que en Simplex, buscando 1 en el pivote
y O en el resto de la columna
Vb | Z | X1 | X2

h1 h2 b Comentarios

Ec.Z - Ec.Xg

0
2 1/3 |0 Ec.h3 - Ec.X2
h1 h2 h3 | b
2/5 | 1/5 -12/5 | Ec.Z - 2*Ec.X1/3

4/5 | -3/5 6/5 Ec.X2 - 4*Ec.X1/3
-1 1 0 Ec.h3 - 4*Ec.X1/3

0

-3/5 {.1/5 |0 |3/ Echl*3/-5
0
1

-70 -
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11.6.'Bibliografia:
» Hamdy A. Taha. 'Investigacion de Operaciones’, 7ma. Edicién
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Andlisis de Sensibilidad

12.1. Objetivo: Investigar el efecto que tiene sobre la solucién dptima el hecho de hacer
cambios en los valores de los pardmetros del modelo (A}, b, c)

12.2. Problema Original:

Max Z = (oligh
S.at A*X <«<=b
Xo=:0
12.3. Férmulas:
XB = bnuevo = B-l * b
Znuevo =Ceg x B’t s b
Cnb (nuevo) = Cnb ~ CB = B-l % AnB
AnB (nuevo) = B-l & AnB
12.4. Casos:

12.4.1. Cambios en b (vector recurso)
Afecta, dnicamente, la factibilidad de la solucién.

12.4.2.

Solucién:

» Halla los nuevos valores de Xz = bey, = B! * b y sustituirlos en el tabloide

> Hallar los valores de Z,e = ¢z * B * b y sustituirlos en el tabloide

» Si todos los valores de b,... permanecen positivos (20) entonces la solucién sigue
siendo factible pero con nuevos valores para la funcién objetivo y para las
variables. FIN DEL ALGORITMO

> Sialgunos de los valores de b,.,, da negativo (< 0) entonces la solucién actual no es
factible al problema, entonces hay que aplicar el algoritmo Dual Simplex.

Cambios en los coeficientes de una variable no bdsica (C; y/o a;j)

Afecta la optimalidad de la solucién actual. Si revisamos el dual del problema, entonces
si la solucién actual deja de ser éptima entonces el dual deja de ser factible.

Solucidn:

> Evaluar la restriccién modificada en el dual, y determinar si dejé de ser factible,
por lo que también deja de ser dptima en el primal.

> Si la satisface. Sigue siendo éptima en el primal. FIN DEL ALGORITMO

> Sino se satisface la restriccién del dual

. Hallar nuevo coeficiente -Cp (nuevo) = -Crng + Ca * B *Apg, El cual deberia dar
negativo (no éptimo)

» Hallar nueva columna: Ang (nueve)= B * Ang

» Aplicar Simplex

o




Guia Teodrica de Investigacion de Operaciones UCAB
124 3. Introduccidn de una nueva variable

Afecta la optimalidad, porque la variable debe entrar en la base. Al dejar de ser
optimo, deja de ser factible en el dual.

Solucién:

> Evaluar las variables del dual en la restriccidn nueva

» Sila satisface. Sigue siendo éptima en el primal: FIN DEL ALGORITMO

» Sino la satisface:

. Hallar nuevo coeficiente: -Cyg (nueve) = -Crnp + Cs * B * Ayg, El cual deberia dar
negativo (no éptimo)

. Hallar nueva columna: Ag (nuev)= B * Ang

» Aplicar Simplex

1244,

Cambios en los coeficientes de una variable bdsica (cg y/o a;))

Afecta optimalidad y factibilidad.
Solucién:

-

>

‘_4\

‘f

¥ N

12.45.
Afecta factibilidad, por la solucién actual puede dejar de ser factible a la nueva
restriccidn.

Solucién:

12.5:

b, e, A

Hallar la nueva By B, si modificé a;;
Hallar nuevos coeficientes -C; nuevo)= -Ci+ Ca * B * A, El cual deberia dar negativo
(no dptimo)
Hallar nuevas columnas: Ayg (nuevo) = B * Ana
Hallar nuevo b= B' * b
Hallar nuevo Z,.ev. = Cs * B' * b
Reducir tabloide para forma Standard
Aplicar Simplex
Introduccién de unan nueva restriccién

Probar la solucién dptima en la restriccién.
Si da factible no impacta la solucién: FIN DEL ALGORITMO
Si no cumple la restriccion:

» Seagrega al tabloide con las variables de holgura correspondiente
» Sereduce a la forma Standard

> Dual Simplex

Bibliografia:

Hamdy A. Taha. 'Investigacién de Operaciones’, 7ma. Edicidn
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13. Modelo de Transporte

131 Obje’rivo: Determinar el plan de costo minimo para transportar
mercancia desde varias fuentes a varios destinos.

13.2. Formulacion: Técnica de transporte

k. Datos de entrada:
1. Nivel de oferta en cada fuente,
2. Cantidad de demanda en cada destino,
3. Costo de transporte unitario de la mercancia de cada fuente

a cada destino.
| Variables de decisién: cantidad de mercancia que se enviard de cada
fuente a cada destino
m. Funcién Objetivo: Minimizar costos de transporte total

Fuentes Destinos
Cu Xu 3\
f a 1 bl
Unidades az b2
de Unidades de demanda
Oferta
\ Qm bn )
Modelo:
Minimizar Z = £ X C;; X Modelo de transporte balanceado:
Sujeto a: Za =Zbg
ZXj<aq iz12..m Entonces las restricciones son igualdades:
b3 Xij = bJ J = 1'2‘_“’ n x le = q f= 1,2,..., m
Xij=0 paratodaiy j I Xij=b; i=12,..n

Ly o
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13.3. Ejemplo: La Ford 2004 tiene plantas en Los Angeles, Detroit y Nueva Orleans.
Sus centros de distribucidn principales estdn en Denver y Miami. Las capacidades de
las tres plantas durante el préximo trimestre son de 1000, 1500 y 1200 automéviles,
respectivamente. Las demandas trimestrales en los dos centros de distribucién son
2300 y 1400 vehiculos. El costro del transporte por tren es aproximadamente de 8
centavos por milla. El diagrama de distancias entre centros y plantas es el siguiente:

Denver | Miami
Los Angeles 1000 800
Detroit 1250 1350
Nueva Orleéns | 1275 850
Por lo tanto la tabla de costos es:
Denver | Miami
Los Angeles 80 64
Detroit 100 108
Nueva Orledns | 102 68
Cny X
Los Angeles @ Srde Denver
Detroit Miami
Nueva
Orleans

Formulacion:

Minimizar Z = 80 x“ + 64 ng + 100 X21 + 108 Xzz + 102 X31 + 68 X32

Sujeto a:

Xu + X12 = 1000
Xa1 + X22 = 1500
X31 + X32 = 1200
XH + x;; + X31 = 2300
Xz + Xaz+ X3z = 1400

Xijz0 paratodaiy j

-75-
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Resolucién: Destinos
Tabla de transporte Denver Miami
Oferta
r 80 64
Los Angeles X11 X1z 1000
100 108 150
petrait | 2! X2z :
Fuentes <
102 68
2”8‘“ X1 X32 1200
rleans
X
Demanda 2300 1400
Algoritmo:
1. Determinar solucién factible inicial: utilizando la regla de la esquina
Nor-Oeste
p 80 64
Los Angeles 1000 1000
i 130y I 00 260 - | 108 | 1500
Detroit
Fuentes < :
Nueva 102 (1200 68
1200
Orleans
2300 1400

Empezar en Xt X1 = min{a;, by }

Si X;; = a; entonces

i. Préxima var. Bdsica: Xz

ii. b] = b] - Qi

iii. a;=0
Sino

iii. bl =0

i. Préxima var. Bdsica: X;»
ii. a=a- b]

En forma general: X;; = min{a;, b;}

Si X = a; entonces

TG
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i. Préxima var. Bdsica: X,y

ii. bJ=b.i_

ii. ;=0

a;

i. Préxima var. Bdsica: X; j.1

il a; = q;
iii. bj=0

- b,

2. Prueba de Optimalidad: Si C; - u - v; > 0 para toda variable no bdsica
estamos en la solucién éptima
u; : multiplicador de la fila i original que se ha restado (directa o

indirectamente) de la funcién objetivo (de la fila 0) durante todas las

iteraciones del método Simplex y lo llevaron a la tabla actual.
v;: multiplicador de la fila m+j original que se ha restado (directa o

indirectamente) de la funcién objetivo (de la fila 0) durante todas las

iteraciones del método Simplex y lo llevaron a la tabla actual.

Yo | Z |.1%; a; [ - b

" i | Cij M M 0

a; 1 1 bi Tu
Qe 1 1 By | * v,
Qmen

Para Calcular los Cj; - u; - v; se trabaja con las variables bdsicas, ya que Cij-ui-

v; = 0 para ellas. Asignamos 0 al multiplicador mds utilizado:

i

3. Identificar Variable entrante: Cij - u; - v; mds negativo — Xj;

Ui

1000 | (2| 20

RS e B *

1300 100 200 | 108 0
+v

$e-1a02 19200 68 -40

100

108

it S

" No optimo

4. Identificar Variable saliente: Se hace un circuito, desde la variable
entrante, pasando por las variables bdsicas, y cerrando en la misma variable

o
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entrante; con el cual se van a balancear las cargas sumando y restando, como se
muestra en la figura. La variable saliente serd la de menor valor, de los que
tienen signo '-'.

5. Determinar la solucion factible: El valor de la variable entrante serd el
mismo de la saliente, y ese valor se sumard y restard a las variables bdsicas,

para compensar la carga, segin los signos asignados en el circuito.
6. Volver al paso 2
Ui

800 B0~ < 1200 K 0

1500 100 Q’L)loa 20

e

(8 Yoz (1200 |68 | 4

Vj 80 64

134, Cémo balancear cuando hay déficit o exceso:

a. Déficit: demanda mayor que oferta, £ a; <X b;

1200

400

Se agrega un nodo ficticio de Fuente, con la capacidad que falta por suplir, y los costos
de transporte se representan con un valor muy alto, M.
Capacidad de nodo ficticio F = Z b - £ a;= 2300 + 1800 - 1000 - 1500 - 1200 = 400

B o

épfimo
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b. Exceso: oferta mayor que demanda, £ b; <X q;

1200

Se agrega un nodo ficticio de Destino, con la demanda que sobra, y los costos de transporte se

representan con un valor muy alto, O.
Capacidad de nodo ficticio F = £a; - £ by = 1000 + 1500 + 1200 - 2300 - 1000 = 400

- =



