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RESUMEN

Se inicia con una revisién completa del formalismo de Lagrange para
contextualizar el problema desde el punto de vista teérico, también para
introducir los términos y definiciones ad-hoc requeridos en la manipulacion la
técnica de Pequefias Oscilaciones. Seguidamente se presenta el desarrollo
matematico propio de las Pequefas Oscilaciones que servira de guia para la
obtencion de las frecuencias de oscilacion de una molécula triatémica
especifica. Se establecen las condiciones de validez y las aproximaciones
pertinentes en nuestro estudio, para posteriormente proponer extensiones a
otras moléculas mas complejas asi como también variantes ylo
simplificaciones de nuestro modelo. Se hace uso del software matematico
Scientific Notebook para el calculo, extremadamente farragoso, de los
autovalores y de los ¥, asociados con cada grado de libertad.

Descriptores:  Formalismo  Lagrangiano, Lagrangiano de pequenas
oscilaciones, autovalores, serie de potencias.
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INTRODUCCION

En la época preinformética la introduccion de un Lagrangiano para el
calculo de las frecuencias de resonancia de diferentes moléculas, no pasaba
de ser un simple ejercicio académico donde la principal fortaleza ra_dicaba en
el valor del desarrollo teérico. Principalmente porque estaba sustentada en la
formulacion Lagrangiana de la mecanica la cual ya habia cosechado éxitos
en distintas areas de la fisica.

Como afirma (Lanczos, C. 1974), uno de los mas bellos ejemplos del
poder de los métodos analiticos es la aplicacién de las ecuaciones de
Lagrange a la teoria de pequefias oscilaciones alrededor de un estado de
equilibrio estable. Lo mas sorprendente de esta teoria €s su gran
generalidad. No importa cuan simple o cuan complicado sea el sistema a
estudiar, su evolucion temporal cerca de un estado de equilibrio es siempre
describible en los mismos términos. Una profunda desventaja se presenta
cuando el numero de grados de libertad es grande, pues se hace
practicamente imposible el calculo de las frecuencias de oscilacion del
sistema.

Tambien Goldstein (1992) asegura que mucho ingenio matematico es el
que ha de ponerse en juego cuando el numero de grados de libertad
aumenta y por consiguiente el orden del determinante de la matriz secular
también. Mucho de este ingenio ameritaba profundos conocimientos en la
Teoria de Grupos de Simetria cuya finalidad estriba en reducir el orden del
determinante, bien sea por la via de la reduccion de grados de libertad o bien
por la via de hallar matrices bloque equivalentes a la matriz secular original:

“La teoria de los grupos de simetria se ha aplicado con gran éxito en la
diagonalizacién del gran determinante secular en bloques mencres que
puedan que se puedan diagonalizar por separado”. Goldstein, (1992).

Si bien la aplicacién de la teoria de grupos de simetria encierra de por si
bastante complejidad tedrica, en la época preinformatica, cuando habia que




resolver el problema a mano, todo método que redujera el volumen de los
calculos era naturalmente objeto de interés y estudio intenso.

Hoy en dia, con el uso de softwares matematicos, parece que la
tendencia es resolver el problema “a lo bestia” afirma (Goldstein, (1992):
calcular las frecuencias de resonancia a partir de la matriz secular tal y como
se obtiene al aplicar el Lagrangiano de pequefias oscilaciones; sin hacer uso
de simplificacion alguna ni consideraciones de simetria. Ejemplo de lo cual lo
constituye el presente trabajo.

Esta parece ser la direccién que en el futuro tomen los céalculos de las
frecuencias de oscilaciéon en los problemas de Fisico-Quimica.

Es bien conocido el poderio y versatilidad que ofrece el formalismo
Lagrangiano en el abordaje de diversos problemas en distintas areas de la
fisica. En el presente trabajo se muestra una técnica, basada en dicho
formalismo, para calcular las frecuencias de oscilacion de una molécula
triatdmica, siempre y cuando estas oscilaciones se presenten en las
vecindades de un punto de equilibrio. Es decir, estamos interesados en
aquellas configuraciones del sistema cercanas a la configuracion de
equilibrio. Dicha técnica nos proporcionard una expresion para el
Lagrangiano de Pequefas Oscilaciones el cual aplicaremos a un caso
particular. Este sera uno de los objetivos del presente trabajo.

El otro objetivo es proporcionar material especifico para el curso de
Mecanica Il, perteneciente al Departamento de Fisica de la Facultad de
Ingenieria. En este curso se contempla, entre otros tdpicos, un tema
dedicado al formalismo de Lagrange.

En cuanto a la nomenclatura y uso de caracteres matematicos nos
ajustamos al de libros como Andlisis Matematico, Volumen 2 (Haaser, La
Salle y Sullivan 1973) por considerar que va mas alla de los textos usuales
de Calculo; y Mecanica Clasica (Goldstein 1992) por considerarlo el texto de
Mecanica Analitica mas actualizado y referenciado hoy por hoy.
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Desde el punto de vista metodoldgico, se trata de una investigacion
eminentemente documental y para la estructuracién del trabajo se han
seguido las normas internacionales de la APA asi como de la UPEL-
Venezuela. _

Este trabajo esta organizado como sigue:

- En el Capitulo | se presenta una breve revision acerca del Formalismo
de Lagrange que culmina con la expresion de la funcién de Lagrange
(Lagrangiana) y de las correspondientes ecuaciones del movimiento
(Ecuaciones de Lagrange).

- En el Capitulo Il se presenta el desarrollo teérico completo y en detalle
para el calculo del Langragiano para Pequefias Oscilaciones. En favor de la
claridad en la exposicién, dicha deducciéon se hace para un sistema con dos
grados de libertad y la generalizacién a n-grados de libertad es inmediata en
virtud de los resultados obtenidos.

- En el Capitulo Ill se calculan de manera explicita las frecuencias de
oscilacion de una molécula triatémica, de configuracion especifica, utilizando
la técnica desarrollada en el Capitulo II. En el capitulo IV se presentan las
conclusiones y se proponen generalizaciones que plantean posibles
variantes para abordar el mismo problema pero aplicado a otras moléculas.

- En los Apéndices A y B se muestran detalladamente los calculos

requeridos para la obtencion de los autovalores y los V,. Con este fin, se hizo

uso del software matematico Scientific Notebook por cuanto es el utilizado
en los cursos de Fisica General |, Mecanica Il, Calculo 1l y Calculo IV de esta
Facultad

- Culminamos con lo que constituye una muestra de la bibliografia
consultada.




CAPITULO |
FORMALISMO DE LAGRANGE

En realidad, la formulacién que hace Lagrange de la mecéanica (en lo
referente a sistemas standard) no afiade nada nuevo a la fisica que
interviene, sino que con ella sélo obtenemos otro método para trabajar con
los principios fisicos ya establecidos. Aun asi, sus métodos han demostrado
ser mas potentes y de notable sencillez para la resolucién de problemas,
sobretodo de tipo practico, como el que nos ocupa en el presente trabajo.

En este nuevo formalismo la ecuacién de evolucién del sistema toma la
forma

donde las q's representan un conjunto de coordenadas independientes,
llamadas coordenadas generalizadas y L es una funcién escalar que

depende de las q's, ¢'s y eventualmente de t. Dicha funcion recibe el
nombre de Lagrangiano del sistema. Este conjunto de coordenadas
generalizadas nos permite definir de manera tnica el estado dinamico del
sistema, y que al introducirlas en un problema dado, estamos incorporando
de una vez, las restricciones que puedan existir sobre el movimiento del

mismo. Al nimero de coordenadas generalizadas se le denomina grados de
libertad.




El espacio subtendido por el conjunto de coordenadas generalizadas
recibe el nombre de espacio de configuraciones y su dimensionalidad esta
dada por el nimero de grados de libertad.

Dentro de toda la gama de restricciones al movimiento ocupan un lugar
privilegiado (por ser las que aparecen en la mayoria de los casos de interés,
por ser susceptibles de un tratamiento sistematico y porque siempre van a
permitir la obtencién de un sistema de coordenadas generalizadas que
contenga implicitamente las condiciones de ligadura) aquellas que reciben el
nombre de holénomas y pueden ser expresadas como igualdades entre las
coordenadas, es decir

#(4.95,---9,5)=0  (1.2)

Desde el punto de vista fisico, estas restricciones al movimiento del
sistema, pueden manifestarse en forma de fuerzas entre los elementos
constitutivos del mismo y reciben el nombre de fuerzas de ligadura (Ruggeri,
1984).

Aunque parezca trivial, es importante notar que (1.1) no es en ningun
sentido un conjunto de ecuaciones diferenciales para L. El Lagrangiano es
una funcién dada con ayuda de la cual encontramos las q’s.

Las ecuaciones de Lagrange constituyen un conjunto de n ecuaciones
diferenciales de segundo orden que pueden ser escritas en la forma

'L - -
9,=G,(g:¢:t) (1.3)

0q,0q,

donde las G, son funciones conocidas si el Lagrangiano lo es (Saletan-

Cromer, 1971).




Si se da el caso en el cual

&’L

det #0 (1.4)

6éf aqm

Entonces estamos en presencia de un Lagrangiano tipo Standard, que
siguiendo la terminologia usada por Sudarshan y Mukunda (1974), es aquel

donde uno puede resolver las aceleraciones c},. en términos de las q’s y las
cj’s. En el caso de un sistema en el cual no se verifique (4), por ejemplo, un

Lagrangiano lineal en las g¢'s, el formalismo de Lagrange es insuficiente.
Aunque segln Goldstein (1992), “... estos casos hay que evitarios como
si fuera una plaga...” (p. 441), se han ideado otras formulaciones de la
mecanica (Dirac, 1964) que contempla los casos no-standard de manera
sistematica.
Cuando el sistema es conservativo, existe una prescripcion para construir
Lagrangianos standards. En estos casos estara dado por

L[qs,q};t) - T[q,,q;;rj -V(g,.t) (1.5

donde T es la energia cinética y V es el potencial escalar del cual derivan
todas las fuerzas (salvo las de ligadura), Yy que ademas debe ser funcién
exclusivamente de la posicion y eventualmente del tiempo (sistemas
monadgenos conservativos. Lanczos, 1974).

Esta condicion no es necesaria, afirman Corben y Sthele (1994), ya que

también existe un analogo a (1.5) para aquellas fuerzas Q' que deriven de



un potencial generalizado de la forma V‘(qs,q,;t), siempre y cuando puedan

expresarse de acuerdo con

En este caso, el Lagrangiano esta dado por:
L[q,,q;;t] = T[q,,q; ;t)— V(g..t)-V'(g,.q,:t) (1.7)

Desde el punto de vista de la manipulacién matematica de la funcién Ly
como se apunté anteriormente, las q’s forman un conjunto de coordenadas

independientes. Pues bien, en la formulacién Lagrangiana subyace el hecho

de que las q’s junto con las rj’s también se toman como independientes en el

sentido (Barger-Olsson, 1995)

aunque no en el sentido de que las velocidades son siempre derivadas
temporales de las coordenadas (Sudarshan-Mukunda, 1974), es decir

oy 9q(0)
q(1) = p (1.9)

Por otra parte, el caracter escalar del Lagrangiano nos permite afirmar
que es invariante (asi como también sus naturaleza no-standard) frente a
cambios de coordenadas en general, contengan o no el tiempo
(transformaciones puntuales: Q=Q(q;t)). En el mismo orden de ideas, el




caracter covariante de las ecuaciones del movimiento de Lagrange nos
permite asegurar que las (1.1) no cambian su forma ante estos cambios de
coordenadas (Ruggeri, 1984).

La obtencién de las ecuaciones del movimiento de Lagrange se alcanza,
entre otras formas, a través de dos principios variacionales. Uno de caracter

diferencial: principio de D'Alembert: y el otro de caracter integral como lo es
el principio de Hamilton.

D’Alembert, para establecer su principio, toma como guia otro principio
diferencial que, para el caso de la Estatica, representa una caracterizacion
alternativa mas ventajosa que la Newtoniana del estado de equilibrio de un
sistema mecanico. Dicho principio se conoce con el nombre de principio de
los trabajos virtuales y establece como condicién de equilibrio estatico que

W= F5r =0 (1.10)

donde F representa la resultante de todas ias fuerzas sobre la i-ésima

particula y los & : son desplazamientos virtuales arbitrarios del sistema.

Es una cualidad y ventaja de esta concepcién acerca del equilibrio de un
sistema, que puedan ser eliminadas las fuerzas de ligadura del contexto de la
teoria. Para ello basta tomar desplazamientos virtuales que no violen las

e
restricciones al movimiento, logrando asi que en (1.10) las F representen
Unicamente las fuerzas aplicadas.

Extendiendo este principio al caso de un sistema en movimiento,
obtenemos como condicién de equilibrio dinamico (Konopinsky, 1969).

=Y (F-P)5r=0 (1.11)



donde las F representan una vez mas las fuerzas aplicadas y P las fuerzas

de inercia o reacciones al movimiento.

La ecuacion (1.11) es la expresién matematica del principio de
D’Alembert que como se afirma en Ruggeri (1984), es el Gnico nuevo
postulado de la mecanica clésica introducido con posterioridad a Newton y no
es mas que una generalizacion del principio de accién y reaccioén.

Este principio puede considerarse como una remembranza Aristotélica,
de aquel que establece: el todo es suma de partes; y que en el contexto de la
mecanica permite asumir el movimiento como una sucesién de estados de
equilibrio instantaneo.

El programa standarizado (Synge y Griffitd, 1965; Sudarshan y Mukunda,
1974; Pardo, Gonzélez y Bruque, 1975; Takwale y Puranik, 1979; Goldstein,
1992) para la obtenciéon de las ecuaciones de Lagrange via el principio de
D’Alembert, en forma resumida, implica partir de la segunda ley de Newton:
seguidamente introducen las coordenadas generalizadas que, por su
caracter independiente para sistemas con ligaduras holénomas, nos conduce
directamente a las ecuaciones de Lagrange.

Quizas mas fundamental es el principio de Hamilton, ya que en ciertos
casos, es condicion necesaria y suficiente para las ecuaciones de Lagrange.
Este caracter fundamental estd dado por el hecho de que nos permite
construir la mecanica de él, en vez de las ecuaciones de Newton(Goldstein,
1992).

A pesar de que la literatura es bastante extensa en lo referente a la
deduccion de las ecuaciones de Lagrange a partir del principio de Hamilton,
presentamos la secuencia seguida en Sudarshan y Mukunda (1974), por ser
quizas las mas clara y concisa.

Estos autores en principio definen una funcional de Ia forma

ole]= [Lig,nq.050a  (1.12)

1




la cual denominan funcional de accién y L es el Lagrangiano del sistema.
Seguidamente consideran un camino variado genérico C’ que difiere del
verdadero C en infinetésimos de primer orden y, ademas, tiene variacién nula
en los extremos.

De esta forma se obtiene que los cambios de primer orden en la funcional
de accion estan dados por

AD = D(c)- D(c) = J'dxz s ~
5 6‘11 £

Bajo estas condiciones el principio de Hamilton establece, que siCesla
trayectoria real seguida por el sistema, entonces

AD=0 (1.14)

es decir la funcional de accion ®es estacionaria y posiblemente tiene un
extremo.

De este principio y de (1.14) obtenemos el siguiente resultado

Av=0e L L | oL _, (445

dt aq‘ qu

que segun afirma Goldstein (1992), lo vamos a considerar el teorema mas
importante de la mecanica, ya que establece la total equivalencia (en
sistemas con ligaduras holénomas) entre las ecuaciones de Lagrange y el
principio de Hamilton.

Para culminar, no estda demas sefalar que, aun cuando los

procedimientos expuestos anteriormente son validos para sistemas con

10
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ligaduras holénomas, existe la posibilidad de un tratamiento sistematico,
también para ligaduras que sean no-holénomas, siempre y cuando se
puedan expresar en la forma

Za,kdq, +a,dt=0 (1.16)
k

es decir, una relacion lineal entre las diferenciales de las g’s; donde las a,y
a,son funciones de las q's y del tiempo. Tal tratamiento involucra el uso de

los llamados multiplicadores de Lagrange (Ruggeri, 1984).

Cualquier otro tipo de ligaduras no-holénomas requiere de técnicas ad
hoc para su manipulacién (Takwale y Puranik, 1979); es por ello que los
aspectos mas formales de la mecanica clasica se supone casi
invariablemente que toda ligadura, si existe, es holénoma (Goldstein, 1992).

&




CAPITULO Il
LAGRANGIANO DE PEQUENAS OSCILACIONES

Este capitulo lo iniciamos hallando una expresion para la energia

potencial ¥(g,) la cual debe ser consistente con el hecho de que las

oscilaciones respecto al punto de equilibrio deben considerarse sélo a la
primera aproximacion no nula. Seguidamente se expresa la energia cinética
de manera apropiada para, por (ltimo, presentar explicitamente un
Lagrangiano para Oscilaciones Pequefias. Como se establecid en la
introduccion del presente trabajo se presenta el desarrollo matematico para
un sistema con dos grados de libertad. Posteriormente y en virtud de la forma
compacta de los resultados obtenidos, se hace la generalizacion a n grados
de libertad.

Se ha omitido, con toda intencién, las operaciones con indices asi como
también el convenio de suma de Einstein por considerar que puede
oscurecer el propésito principal del trabajo a presentar.

Consideramos un potencial generalizado V = V (91, q2) conservativo y no
dependiente explicitamente del tiempo, el cual tiene un minimo en el punto
(910, 920) del espacio de configuraciones.

Decimos que (g0, g20) €s un punto de equilibrio estable por cuanto
cualquier pequena perturbacion del sistema respecto a ese punto sélo da
lugar a un pequefio movimiento limitado alrededor de (910, 920).

Al concluir este tema, demostraremos que el movimiento, bajo las
condiciones anteriores, se reduce al de osciladores arménicos acoplados.

Desde el punto de vista matematico la condicion de equilibrio se expresa
asi:

12



Q.-=[?—VJ =0, i=12 (2.1)
),

la cual establece que las fuerzas generalizadas que actian sobre el sistema

se anulan en (g1, g20)-

Sean g1, q; las coordenadas de cualquier punto en una vecindad de (9o,
Qz0), las cuales vienen dadas por:

d1 = Q1o + M1

(2.2)
Q2=qz *t M2

qz

P 3 — (q1, §2)— Punto genérico en uno
vecindad del punto de equilibrio.

(910, 920)— Punto de equilibrio

';q_l

13
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Desarrollemos en Serie de Taylor el potencial V(q1, q2) alrededor de (910,

Qz0) asi:

[(fh —Qyo)D; + (Q2 e CI20))2}(V(Q10’Q20)+ R(9:,9;) =

l\lﬂz

V(a1, q2) = ]

1
0 ‘67[(% —Q10_D1 + (CI2 =0z )32]°V(q10,q20)+
%[(ql _Qm)Dl +(92 *920)D2]V(‘I|os‘ho)+ (2.3)
%[(9'1 "‘Im)Dl + (9'2 “‘Izo)Dz]zV(‘?ma ‘ho)'*'

1
5[(‘]1 _QID)DI +(‘12 _qEO)DZPV(qIU'q20)+ et R(?v‘h)

entendiéndose que el operador D, viene dado por D .= ai y que R(q,,q,) es
q

i

el residuo o resto en el desarrollo en Serie de Taylor que cumple con la

condicion de convergencia dada por Lim  R=(0,0)
(41.92)2(410.92)

Comogi—qi=m1 Y q2—0q =12, escribimos este desarrollo en serie
en términos de ny , 12

1 1
V(‘I:s ‘h)= a‘[ﬂlDl +’72D2TV(‘110=%0) +F[’7|D: p 772D21 V(410592)

(2.4)

1 1
+E[7?1D1 +’72D2]2 V(‘?maqzo)"‘g[’]lD; +772D2]JV(Q10"120)--'+R

14
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Desarrollando los productos notables obtenemos:

oV ov -’
V(q,,q3)=V(q,0,qm)+ [_3_} i +[_") R
7 ql (G0 gan) g: /(‘IIH-‘IIUJ _|

1{( &V o oV
At izl o] e
4 (d10.420) b L (dho.920) &% (410.920)

1| &V v 5 v o
2 [53—'] m +3(W] M1, +3(F T *| i 7 |+..+R
9 (910.920) 449, (G10.920) Gy 1 (G10.820) 9 (g10.920)

En este desarrollo tenemos las siguientes condiciones:
a) El término de grado cero corresponde con la energia potencial en la
posicion de equilibrio, la cual ajustamos de forma tal que Vig,..a,) =0

b) Los términos de grado uno (términos lineales) se anulan ya que en la

posicion de equilibrio
(95] =0 ,i=1,2
Gq' q,=0

c) Los términos de grado dos (términos cuadraticos) constituyen la

primera aproximacién no nula de Vignay) - LOS términos de orden superior

son despreciables y el resto R(q,.q,) cumple con la condicién anteriormente

expuesta, es decir, Lim  R=(0,0)
(41.92)(410,93)

15
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Primera Aproximacion de la Energia Potencial

1 (an} ; ( P4 ] (a’rf} 3
V. ~— n+2 mn, +| —— n
(9,.92) 2 1 112 2 2

2|: 0 9 (910+920) aqlaqz (910:920) 0 9 (910+920)

Para construir la energia cinética del sistema en coordenadas
generalizadas, consideremos las siguientes ecuaciones de transformacién:

n =r(4,,9,)
(2.7)

Fz = F;(‘h’qz)

Los cuales no dependen explicitamente del tiempo y representan el

cambio de coordenadas cartesianas a generalizadas.

Las velocidades generalizadas vendran dadas por:

G0,
1 24, 9 oq. 9
(2.8)
—_z_ag.+ag.
e 2, q 2. 9

Og, 3g, |1 " | 7q, aq, |7 7| 2g. "2, |

16

j| (2.6)

(2.9)



Analogamente
or. ér, or. er. or. o,

vl =2 =2 las 49l 22 T2 e g} V2 DO L 2.10

: (qu éq ]q"‘" (c"ql &9, ]“"q’ (eqz &q, Jq’q’ L

Luego la energia cinética sera

1 1
Tzamlvl2 +5m2v22 =

2 m,[gi.-f?i | 26 0% a4 2.11)
aq, cq, oq, o,

\og. og, )" "2\ g, 0q. ) [

en la cual hemos usado que:
q1 =1, 3 qz =1, (2.12)

Definamos:

~ ~

Mi1 al coeficiente de 7,1,: m, Q‘-@ +m, ar:.‘?rz (2.13)
q, g, tq, cq,

Mi2 al coeficiente de 1,7,: 2 ml[—ai. ?’3 J+m2 ‘?’3 i?r— (2.14)
0q, cq, q, ¢,

17



Mz, al coeficiente de 7,1, : ml[—?ii}m{i—?i—] (2.15)

Cada uno de estos coeficientes son a su vez funciones de las
coordenadas generalizadas (q1,q92).

Al desarrollarlos en serie de Taylor alrededor de (910,920) Nos quedamos
con el término de grado cero pues por definicion la expresién de la energia
cinética T ya es cuadratica en los ;.

Asi: M11 (Q1, G2) = M11 (q10, G20)

M1z (Q1, G2)  2M12 (1o, G20) (2.16)

M22 (Q1, Q2) ® M22(q10, q20)

Primera Aproximacion de la Energia Cinética

1 o L 1 =
Emuql’:ﬁ +my,n, +5m22772r]2 (2.17)

Lagrangiano para Pequefias Oscilaciones

1 i = | s ml
L= 5’"1!’71’71 +my,nn, + Pl

“

_}_(621/) o _[ 3V J a _l[anJm?
2 (H‘Zq[ (9104920) i qu(ﬁq: (910.920) . 2 anz g

donde las coordenadas generalizadas son 0

(2.18)

Para obtener las ecuaciones de evolucién del sistema, sustituimos la

Lagrangiana en las ecuaciones de Lagrange para obtener que
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(
i[??J—EE v (2.19)
di\cn, ) on,
Lo FLA L e (2.20)
dt\én, ) én,

\
es decir

f

& il T o'V
my g, +my,1, ‘*'[az_‘J i +[ J 7,=0 (2.21)
1 (410.920) aqlaqz (10,920)

" . W o
My, 7, + my,ip, +(a_z“') 7 "'( T ] m=0 (2.22)
ks 2 /(410,920) M (o (910,920)

Introduciendo la notacién

o’V o*V %V

2.23 m| = T|' 3y 3
( ) j § ¥ 7, &q, a9,

apropiddamente; las ecuaciones del movimiento quedan:

(T; 7+ V:l’?])"‘ (T;szz + Vu’h)= 0 (2.24)
(Tzziiz + Vuﬂz)"' (Tzﬁl s V2177[)= 0 (2.25)

Donde, por la propia construccion, se cumple que:

Ti=Ti y V=V
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En virtud del problema planteado ensayamos con soluciones de la forma:

s —iax _ —iai
m=aqe Yy 7, =a,e

Sustituyendo en el ultimo sistema de ecuaciones, cancelando y
arreglando términos obtenemos:

Vu-T0%a, + ¥, ~T,0 ), =0
(2.26)
(Vy-T,0")a + (sz ‘anz)"z =

El cual constituye un sistema de ecuaciones con dos incognitas a4, a,.
Dicho sistema tendra soluci6n Gnica, siempre y cuando:

- 2
I'u— a)T;t Vlz_

@
=0 (2.27
i f"sz[ Vos = a’szz ‘ )

2x2

A partir de este resultado es facil generalizar a n grados de libertad

V-0'T| =0 (2.28)
Donde:
Vll V;Z Vln\
Va Vo
V=" (2.29)
4

nl mn J pen

20



~
®
~
® \
. T;I T;Z X » - I;n
Ly, T,
y = (2.30)
~
.
\T;nl "")nxn

Py La matriz T, para la mayoria de los fines practicos, es diagonal. Esto se

debe a que en el sistema de coordenadas cartesianas (o en general en un
-~ sistema de coordenadas ortogonal) la energia cinética sdlo contiene los
Ll a2

términos cuadraticos de la forma (77]
Lo
.
Lol
~
Lo
-
-
~
-~
~
~
~
~
o
o 21
»
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CAPITULO Il

FRECUENCIAS DE OSCILACION.
CASO: MOLECULA TRIATOMICA

Como modelo de molécula tomaremos una con geometria triagonal plana
como la mostrada en la figura 1.

(Figura 1)

En ella, los enlaces se han representado mediante resortes de constantes
de elasticidad iguales y los tres atomos que conforman la molécula se
consideran de masa igual a “m”.

La configuracién presentada en la figura 1, representa la configuracién de
equilibrio. Por consiguientes las posiciones de equilibrio, con respecto al

sistema de coordenadas Xy, de los tres atomos estaran dadas por

my = (0,0) mz = (a,0) m; = (0,a)
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El potencial elastico de interaccién entre las moléculas del sistema se

expresa por:

VO, i % Yo, Yo,y = 5 (06 =7 + (v, )7 —a)

+ (X3 =%,)* + (Y5 = ¥,)*)? —@)% +(((X; = X,)? + (Y5 — ¥,)?)2 —av2)?)

Introduciendo coordenadas generalizadas q; de la siguiente forma:

X1 = qq Yi=g
X2 = Qs Ye=s
X3= Qs Y2=0ds

lo cual equivale a sumergir el sistema en un hiperespacio de configuraciones

de dimension seis. Espacio en el cual se desarrollara la dinamica del sistema

planteado.

De acuerdo con (2.11), la energia cinética estara dada por:
T= 1mv12 +1mv§ +1mv§
2 2

= Zmle +G2)+ e + )+ el +c2)

= 1mc'|2 +1mc'|2 4—1mc';2 +1mc'|2 +1mq2 +1mq2
2 1 2 2 3 4 2 5 2

2 2 :

que de acuerdo con (2.16) y (2.23) tenemos que:

Ti=m A Ti]=0,j¢j
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Analogamente, expresando el potencial en términos de las coordenadas
generalizadas se tendra que:

V(q1, 92, 93, Gs, Gs, Q) =
= %{(((qa -G, +(q, -q,)*)? —a)* +(((Qs - q,)* +(qs — q,))? —a)*
+(((9s —a;)* +(q —q,)?)? —ﬁa)zJ

donde punto de equilibrio en coordenadas generalizadas estara dado por

(Qw,rq:o, Q30, G40, 9s0, 9e0) = (0, 0, @, 0, 0, a)

Para el calculo de los V; requeridos por (2.6) y (2.23) utilizarmos Scientific

Notebook (Ver Anexo A), obteniendo los siguientes resultados:

14
q' qj (910.920.910.930 950 950 )

Vii=k Vi2=0 V=0 Vi =

Va2 =k Viz=-Kk Vs =0 V35=? Vs =
k

Vis=0 Vs =0 Vi = 5

Vis=0 Vag = -

24




De acuerdo con (2.29) y (2.30) las matrices de coeficientes Vi ¥ I

estaran dadas por

(kO—kOOO\
R TG R T
p.oq: 2k =k =k k
T S
Ealgstg 8 kb 2%
it WS IR
bog o ohe kR
e N
0 -k £k k%
I TRl S A
y
(m 0 0 0 0 0)
0m 0 0 0 0
WA 0 om0 B 6
Ay o m g
9 000 » @
S5 Sk B g B A

que de acuerdo con (2.28) las frecuencias de oscilacion (autovalores) del

sistema vendran dadas por las soluciones de la ecuacién secular (Ver anexo
B)
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k—o’m 0 -k 0 0 0
0 k-o'm 0 0 0 -k
-k 0 %—wzm -k -k k

2 2 2 P
0 0 =% f_afm k —k
2 2 2 2
0 0 -k k E_wlm o
3 2 2 2
0 oy k =k b3 o
2 2 2 2

3

Dichas soluciohes son obtenidas usando Scientific Notebook:
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CAPITULO IV
CONCLUSIONES
Usando el formalismo de Lagrange se logra construir un Lagrangiano que
contiene toda la informacién dinamica de un sistema fisico cuyo movimiento

esta restringido a las cercanias del estado de equilibrio. Dicho Lagrangiano

viene dado por la expresién

S RSN i o
b= "2""1 I + My, + 5 Ml

~1{@F i A i
2 f-‘qu (410.920) lr]l Pq](q‘q: (‘Tlu.ﬁ’w)r]] : 2 azqz it

Ya esto constituye en si una ventaja con respecto al abordaje del mismo

problema desde el punto de vista Newtoniano por cuanto las fuerzas de
ligadura del sistema son eliminadas incorporandolas en forma de
coordenadas generalizadas.

Si bien el problema, desde el punto de vista tedrico, esta completamente
resuelto, desde el punto de vista practico aparecen complicaciones profundas
en la obtencién de soluciones analiticas. Estas complicaciones se deben a
que el orden de la matriz secular, asi como el de la ecuacién secular puede
resultar ser alto.

De ahi que la mayor parte de la literatura resefia la aplicacion de este
metodo sdlo para el caso de moléculas biatémicas. Esto se debe al hecho
de que los resultados obtenidos son de facil manipulacion algebraica por

cuanto se llegan a determinantes 2x2 y ecuaciones seculares de 2do. grado.
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En Goldstein (1992) y (Corben y Stehele, P. 1994) hacen referencia al
caso de una molécula triatdmica lineal: un analogo a la molécula de CO,
(di6xido de carbono) constituida por dos atomos de masa m en los extremos
y un dtomo de masa M ubicado en el centro de masa del sistema.

En Goldstein (1992) presentan el caso en el cual la molécula sélo puede
oscilar a lo largo del eje que contiene los atomos. De esta forma logran

simplificar el problema reduciendo los grados de libertad a tres, reportando
como resultado la ecuaciéon secular:

k—a*m -k 0
-k  2k-0’M -k {=0
0 -k k-—o’m

@* (k- @*m)(k(M +2m) - »*Mm) = 0

cuyas soluciones son inmediatas y de facil obtencion:

En (Corben y Stehele, P. 1994) permiten oscilaciones en todas las
direcciones posibles obteniendo asi un problema con nueve grados de
libertad. Con el fin de reducir el numero de grados de libertad y por
consiguiente el grado de la ecuacién secular suponen que:

a) el momentum lineal de la molécula es cero reduciendo asi en tres el
numero de grados de libertad.
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b) el momentum angular alrededor del centro de masa es cero reduciendo
en dos el nimero de grados de libertad.
Aln cuando estas suposiciones reducen a cuatro el nimero de grados de

libertad, la ecuacién secular esta constituida por un determinante 4x4

X
[v{nzﬂJ —af[2+4ﬂ}m 0 0 0
M M
0 u{uzﬂ} -@=[z+4ﬂ]m 0 0
det M M ;

el cual representa todavia una dificultad algebraica en la obtencién de las
frecuencias de oscilacién.

La forma especial, pero en modo alguno casual como se explicara mas
adelante, de este determinante: dos bloques a lo largo de la diagonal;

hace que, en este caso, pueda ser resuelto facilmente, ya que puede
descomponerse asi:

2 3 )
P8 e SIS ST 0 e "—r? —w’(l+ ﬂ}n ZT—+2£2~I - m
a M M e M M M M M M
2 3 -
0 T -w’(2+4ﬂ}m ZE+2£2-1 - lm 1+E+£] —wz(Hﬂ
M M M M M M M M

Haciendo que la factorizacién sea inmediata. En este caso las
frecuencias de oscilacién obtenidas son:

29




POPPPPOPOTOO 'O O

w! =£(1+2£J
m M
o} =£(1+2 m)
m M
a332=3£
m
o] =2i+£
M m

Para moléculas con configuraciones mas complicadas, como la del
presente trabajo, el método deja de tener aplicabilidad practica para
circunscribirse al ambito meramente académico. Es decir la solucién de las
ecuaciones del movimiento acarrea mayores complicaciones que el problema
en si.

En (Corben y Stehele, P. Apéndice III, 1994) se hace un intento por
sistematizar un método, basado en la Teoria de Grupos de Simetria, para el
calculo de las frecuencias de oscilacion de una molécula triatomica
triangular equilatera constituida por atomos idénticos. La idea de esta
sistematizacion consiste en obtener determinantes Tipo Bloque para facilitar
la obtencién de los autovalores.

Con el objeto de mostrar las complicaciones y limitaciones de éste
método con respecto al del presente trabajo, se muestra una sintesis de la
propuesta por estos autores.

En principio la molécula debe poseer una alta simetria (cosa que no
ocurre con la molécula objeto del presente estudio) para poder asociar una
operacién de simetria: rotacion o reflexién, cuyo UuUnico efecto sea
intercambiar un atomo por otro. De esta forma garantizan que la
configuracién de equilibrio de la molécula no se altera al aplicar alguna de
estas operaciones.

El conjunto de todas las operaciones de simetria adquieren la estructura

de Grupo y por consiguiente dos o mas operaciones de simetria aplicadas
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sucesivamente a la molécula constituyen en si otra operacion de simetria.
Tales operaciones tienen una representacién matricial, que en el caso de un
espacio de configuracién con ejes rectangulares, resulta ser una matriz
ortogonal. Asi la aplicacion sucesiva de operaciones de simetria se reduce a
un producto de matrices.

Si el espacio de configuracién puede descomponerse en dos subespacios
disjuntos, cada una de las matrices asociada con la operacion de simetria
tendra dos bloques a lo largo de la diagonal. En el resultado obtenido por
(Corben y Stehele, P., 1994) relacionado con la molécula de CoO,, el

determinante en forma de bloque a lo largo de la diagonal aparece como
resultado de la aplicacion de dos operaciones de simetria, una asociada a la
conservacion del momentum lineal (simetria de traslacion) y otra asociada a
la conservacion del momentum angular (simetria de rotacion).

En nuestro caso particular: Molécula Triatémica Plana Rectangular, la
aplicaciéon del Scientific Notebook nos permite calcular explicitamente las
frecuencias de oscilacién (autovalores) independientemente de la geometria
del sistema (simetrias) y sin necesidad de introducir supuestos externos con
el fin de simplificar el problema. Lo cual constituye en si mismo una
herramienta poderosa y relativamente simple para el estudio de las
vibraciones de moléculas complejas. Estas frecuencias ordenadas en orden

creciente desde el modo de oscilacién mas bajo al mas alto son:

o =0
k
mz= ;
2k
; =, [—
m
3k
0)4 =v7n—
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Si bien hay autores que no aceptan @, =0 como modo de oscilacién,

otros la asumen como asociada al movimiento traslacional del sistema, es
decir: el sistema se traslada sin oscilar con periodo infinito. Que en nuestro
caso no reviste el menor interés por cuanto estamos interesados en las
oscilaciones de la molécula en las vecindades de un punto de equilibrio
estable.

Las otras tres frecuencias nos indican que la oscilacién mas general de la
molécula (en las cercanias de su posicion de equilibrio) debe contenerlas a
ellas como arménicos.

En la literatura revisada, el caso en el cual los atomos que constituyen la
molécula estén cargados no aparece estudiado en modo alguno. Esto se

debe a que, en este caso, el potencial generalizado V(g,) debe incluir los

términos de interaccién Coulombiana de la forma K&% donde el término
L

1
— abuita los cdlculos de manera espectacular.

L

Nuestros resultados, en principio, pensamos que pueden generalizarse de
manera directa para incluir casos como el planteado arriba e incluir a otros en

los cuales los potenciales estén descritos por expresiones mas complejas.

Proponemos estos casos como posibles problemas abiertos a posteriores
investigaciones.
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[ANEXO A]
Calculo de los Vj;
35
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Calculo del ¥11(q10,920,930,940.950,960) = k

(((43 -q1) +(Q4—qz)2)% “0)2

32 2

Er % +(((95 —-q1)* +(gs —qz)z) T —a)

+(((qs ~g3)* + (g6 —q4)?) * - ﬁa)2

I

( 91-29195+43

91-29294-29193+93+q3+47
s 9i-29195+41

= - e

912929629 195+q3+q5+q3

1 7) TR TE
s T (Jql—24244—2q]q3+q2+43+q4—a)
J91-29294-29193+q3+q3+q3

1
J91-29296-29195+q3+93+q3

_'.:‘(49% - 84193 +443)
J7-29:9:-29:195+93+43 141 2

(Vat-24246-2g19s+ 3 + G + 4 —a)

91Jat — 29294 — 29193 + ¢3 + 43 + 43

-29294,/9% — 29294 = 20193 + 43 + ¢ + q

-29193/9% — 29294 - 29195 + ¢ + 45 + 4

k +43./q} - 29294 = 29193 + g3 + ¢2 + 43

+43J91 — 29294 - 29193 + 43 + 43 + q3
+93J91 - 29294 - 29195 + 43 + 43 + 43

—+ (447 - 84195 + 44})
qu“z‘?2q'6‘24‘|qS+q§+q§+q§ =5

9191 — 29296 — 29195 + ¢3 + 42 + 42

~292q6,/91 — 29295 — 29195 + 43 + 42 + 42

~29195,/9% — 29295 — 29195 + 43 + 4% + q2
+4391 — 29295 - 29195 +q3 + 43 + 42
+43/47 — 29296 — 29195 + 43 + ¢ + 4

N +4591 — 29296 - 29145 + 43 + G2 + 4;




Calculo del ¥22(q10,920,930,940,950,q60) = k

0q28q>

A 2
(((43 -q1) +(qs - q2)*)? -0)
: f ;
+(((45~qn)2+(qa—qz)2)l -az) =
2 23\ + 4
+(((Q5 -q3)* +(gs—q4)*)* - ﬁa)
7329294443
91-29294-2q193+q3+q3+93
93-2q296+q%
a1-29296-29:195+q3+qi+q}

(Vi 2929520105 + 3 + 43 + 3 - a)

]

1
J41-24294-29193+93+93+43
I

J1-20206- 2019549344549, (JaT-29296 - 29195 + a3 + 43 + 47 - a?)

—+(493 — 89294 + 443)

J91-29294-2193+q3+q3+q3 —a

a1Jq9% — 29294 - 29195 + ¢3 + 43 + 43
-29294 /91 — 29294 — 29193 + 43 + 43 + 43

-24193,/91 — 24294 — 29193 + g3 + 43 +q3

+93 /91 — 29294 — 29193 + ¢3 + 43 + 43
+93Ja1 — 29295 — 29193+ ¢3 + q3 + 43
+93./91 — 29294 — 29193 + 43 + 43 + 43

-+ (4493 - 892q5 + 4¢2)

J91-29296-29195+q3+q3 +q; —a*

g1Jat — 29296 — 29195 + 43 + 43 + q;

—ZQZQBJQPI' - 29296 — 29195 + q% i q§ + q%

-2919597 — 29296 — 29195 + g3 + ¢ + g3

+43,/q1 — 29296 — 29195 + ¢3 + g3 + g2

+43./q1 — 29296 — 29195 + q3 + g3 + g2

+43./q1 — 29296 — 29195 + 43 + % + 43




!

Calculo del ¥33(q10.920,930,940.950,g60) =  a

az
0q3¢q3

o=

(((qa ~q1)*+(qa—g2)%)? —a)z

+(((QS‘Q’1)2+(?6—42)2)%—0)2 =

+(((Q5 -q3) +(¢16—44)2)J’h - ﬁa)z

9i-29193+93
91-292q4-29:193+93+q3+¢3

G 93i-239s5+q3
" 43-29496-29:q5+93 44344

s

+
J31-29294-2q19:+q3+q3+43

(Jqf —-2q294 - 29193 + g3 + q5 + q3 _a)

ke o
J93-29496-29395+q3+q3+q2

(VB3 29496 24305+ 3 + 43 + % — a2

~1(4¢% - 84193 + 4¢3)

J91-29294-29193+43+q3+q5 —a

91V4qT — 29294 - 29193 + 43 + 4% + 43

-29294 /41 - 29294 29195 + 3 + @3 + ¢2

-29193)91 - 29294 - 29193 + @3 + @3 + 2

+43J91 - 29294 -2q1q5 + g3 + @3 + q1

+43Ja1 —2929: - 2q1q5 + @3 + 2 + ¢

+93J91 - 29294 213 + 2 + 4 + ¢

—+ (49} - 8q3gs + 4¢2)

Jq%-244qs—24;qs+qi+q§+q§ /2

9393 — 29495 —2q3qs + g1 + g2 + g2

~29496,/q3 — 29495 — 2935 + @3 + ¢ + 2

-24395./9% — 29495 — 293q5 + q2 + 42 + 2

+93J93 — 29495 — 29395 + g3 + @2 + 2

+93./93 — 29496 — 29395 + ¢ + q2 + ¢2

+93.J93 — 29496 — 29395 + 43 + 42 + 4




b b & 2 A A A B A N X B N I

Calculo del  Vis(g10,920,930, 940,950, gs0) = 4

(((93 —q1)* + (g4 *42)2)% —0)2

32 ‘

v +(((9’5 ~41)* +(gs - 02)*) T —a)
+(((?5 ~¢3)* +(gs — q4)*) T ﬁa)z

( 93-292q4+q3

91-29245-29193+q3+q3+q3
93-29495+q7

93-29496-29:95+q3 +q3+q3

(Ve —200s 20105+ 3+ 3+ 4] - a)

1
V912920429195 +q3+q3+q3

i V732949 24]395+?2+q2+q3 (qu —24496 — 29395 + g3 + g3 + qs - aﬁ)
ITEHARS R i 13

-+ (493 - 8q2q4 + 4q3)
Jﬁ'hzqa—zqw;ﬂf'*‘lfwg -a

9191 - 29295 - 29195 + 43 + g3 + 43
~29294/q1 29295 - 29195 + 43 + 43 + 43
-29193q1 ~ 29294 - 24195 + 43 + 43 + 4
k +4391 ~ 29294 - 29193 + 43 + ¢} + 4

0391 - 29294 - 29103 + 2 + 2 + 2

Vg1 29204 - 29105+ 3 + 43 + 4

~1(493 - 8g4g6 + 442)
qu-zqaqc—Zqzqsmiﬂiwi -a/3

93493 - 29496 — 29395 + g3 + ¢2 + q2

~244q5Jq3 — 2496 — 293q5 + 42 + 42 + 2

~243q5 /93 — 29496 - 29395 + 43 + 42 + 2

+9393 — 29496 - 29395 + 43 + q2 + ¢2

+4393 — 29495 — 29395 + g3 + g2 + ¢

\ +-‘-]§Jq§ — 29496 — 29395 + q3 +q3+q3




Calculo del ¥ss(q10.920,930,940,950,960) = +

(((43 ~q)+(@s-g2)) —a)2
|t "‘(((qs—ql_)2+(fI6*q2)2)Jf—a)2
+(((@5-93) + (gs—90)?) * - ﬁa)z
( 9i-29195+q3
91-29296-2q195+93+q3+q}

q3-29395+q3
93-29496-29395+q5+q3+q}

I

J91-29296-29195+q3+93+42

+ 1 (Jq?—Zqzqs-%Qs+q%"+q§+q§ -a)

: J93-29496-20395+q3+91+q2
—+ (491 - 84195 + 44%)
J‘if—Z‘h%-qus*'qg*q.%*‘?% —a

1 l > (Jq§“2¢1496—2qaqs +qi+ g3 + 42 —aﬁ)

9149t - 29296 — 29195 + 43 + ¢% + ¢}
~2929641 — 29296 — 24195 + 43 + ¢} + ¢}
20145 /47— 24245 ~ 20195 + 3+ 3 + 42
k +43J491 — 29296 - 29195 + g% + g% + ¢}
+43/91 — 29296 — 29195 + 3 + g3 + 4}
+4391 — 29296 — 29195 + 43 + G% + ¢
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[ANEXO B]

Matriz, Determinante y Ecuacién Secular
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Solucion de la Ecuacién Secular

k—w’m 0 —k

0 k-w?’m 0 0

-k % —w’m o

det - e !
0 0 = L _@?

0 i £

s —k

—k + i

mlw'? - 6km’0' - 6k3m3w® + 11k2m*w® = 0
- 0®m3(2k - ma?)(k — mw*)(3k - mw*) =0

Frecuencias de Oscilacion.

o} =0
0} = 3
Wi =4
0} = %

3k
2

2
-m

ei “l’L “Ia!r- u|>=- ?L o




