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INTRODUCCION

El presente trabajo tiene como objetivo analizar la relacion entre el Gobierno,
Trabajadores y Empresarios para el caso de Venezuela, a través del uso de las

herramientas de la teoria de juegos y de la teoria de control 6ptimo.

La relacion de estos agentes esta representada por medio de las acciones que
cada uno de ellos realiza, debido a que las decisiones de cada uno afecta el
comportamiento de los otros, porque los intereses de cada individuo o agente, puede
estar en abierto conflicto con los intereses de los otros agentes. L.a forma en que cada
uno de ellos afecta el comportamiento de los demas va a depender de coémo estén
constituidas las instituciones, por lo que este tipo de planteamiento puede ser muy

diferente entre paises.

Por ello, una de las formas de confirmar la veracidad acerca de las ideas que se
pueden tener de la relacion existente entre determinados agentes, se basa en tratar de
modelar a los distintos individuos que la conforman a manera de un juego. En nuestro
caso, se supone que el Estado venezolano es de autonomia limitada, porque no puede
ejecutar sus politicas econdémicas y sociales sin el previo consentimiento, apoyo y

credibilidad de los otros agentes.



Para la sustentacion teorica del problema planteado, se condensd una
presentacion de los fundamentos de la teoria de control y la teoria de juegos
diferenciales, desde su evolucion, hasta su estructura y justificacion, asi como el método

mas usado para resolver problemas de control optimo, el principio del maximo.

La solucion del problema va a requerir el uso de un programa computacional,

llamado Mathematica 4 (Wolfram Research)

Los resultados del problema, muestran que las decisiones de cada uno de los
agentes estan directamente relacionadas con las decisiones de los otros. Esto los hara

llegar a un consenso sobre cual equilibrio de Nash van a seguir.



CAPITULO1

Evolucion de la teoria de control éptimo y la teoria de juegos dindamicos.

LI Origenes y evolucién de la Teoria de Control Optimo’

Aunque algunas aplicaciones del principio de retroalimentacion (feedback)
fueron utilizadas en el siglo XV en Grecia, fue solo en el siglo XVIII en Europa que las
técnicas de control de retroalimentacion fueron usadas a nivel industrial. Algunas
aplicaciones de este tipo de control fueron utilizadas en el campo de la mecanica a
mediados del siglo XIX, donde se desarrollaron los primeros intentos por dar une

formulacion matematica a los problemas de control.

El desarrollo del tema fue sistematico. Comenzo en los Estados Unidos alrededor
de 1930, gracias a trabajos de ingenieria electronica y mecanica. Con el surgimiento de
la Segunda Guerra Mundial se produce un fuerte impulso a la investigacion de este
campo, debido al gran nimero de aplicaciones de teoria de control que se podian adaptar

a problemas militares. Fue de hecho entre los 40’s y los 50°s que la llamada teoria

! Siguiendo a .
PETIT, Maria Luisa. Control theory and dynamic games in economic policy analysis. (1990) vy
BASAR. Tamer y Geert Jan Olsder. Dynamic Noncooperative Game Theory.(1982)



clasica del control 6ptimo se desarrollo, una teoria formulada en el campo de trecuencia,
y basada en el uso de transformadas de Laplace, como un método de analisis de le
relacion factor- producto de sistemas dinamicos. Un futuro impulso en el desarrollo de I
teoria de control toma lugar en la segunda mitad de los 50’s, con el fin de dar una
contribucion a la solucion de problemas basados en la bisqueda de la utilizacion minima
la energia usada en el lanzamiento de misiles. La teoria de control optimo comienza a
tomar auge en este periodo, como el primer método basado en estado-espacio en la

representacion de sistemas dinamicos.

Fue en la segunda mitad de los 50’s y durante los sesenta que la aproximacion
estado-espacio fue definitivamente consolidadada. Kalman introduce el concepto de
controlabilidad y observabilidad. Bellman y Pontryagin exponen la base para el
desarrollo de la teoria, introduciendo nuevos métodos para la optimizacion dinamica.
Todos estos nuevos avances forman la base de la moderna teoria de control, y sus
aplicaciones se refieren no solo al campo de la ingenieria, sino también a la economia,

biologia, medicina y ciencias sociales.

En el campo de la economia, los sistemas de control de retroalimentacion
(feedback) habian sido considerados alrededor de los 50’s, por Simon y Tustin, y uno

afios mas tarde por Phillips.



Estas contribuciones, aunque produjeron avances en el campo de la economia y
la teoria de control, no cre6 interés en los economistas para desarrollar aproximaciones.

Excepciones fueron Allen , Culberstron y Lange

No se hubo avances adicionales, hasta que las técnicas de control fueron usadas
en el estudio de teoria de crecimiento 6ptimo. Y no fue hasta los 70’s que desperto el
interés en el uso de aplicaciones métodos de control Ooptimo en estudios
macroeconomicos, para trabajos teoricos y empiricos. En aquella década ambos campos,
el macroeconomico vy la teoria de control 6ptimo habian alcanzado el grado necesario de
madurez, asi como también, las técnicas computacionales necesarias para resolver el

gran nimero de problemas computacionales, se habian desarrollado.

Los métodos de control para la evolucion de politicas macroeconomicas son
desarrollados después de los 70’s para la nueva escuela clasica. Paradojicamente, los
métodos de optimizaciéon dinamica  mediante el uso de diferentes contextos, hoy

constituyen las herramientas basicas de los nuevos modelos macroeconémicos.



1.2 Evolucion de la Teoria de Juegos Dinamicos

La teoria de juegos trabaja generalmente la negociacion de procesos de decision,
en los cuales, implicita o explicitamente, el hecho de tomar decisiones es realizado por
unos agentes. Si consideramos la posibilidad de que el control de un sistema depende de
dos 6 mas tomadores decisiones, es util plantear problemas utilizando la teoria de

juegos dinamicos.

Entonces, asi como el control 6ptimo negocia con optimizacion intertemporal de
un funcional objetivo dado, que representa las preferencias de un operador econdmico,
los juegos dinamicos negocian con optimizacion intertemporal de dos 6 mas funcionales,

los cuales representan las preferencias de dos 6 mas operadores economicos.

Por lo tanto, esta claro que la teoria de juegos dinamicos es mas versatil que la
teoria de control Optimo, ya que puede hacer posible describir un gran nimero de
suposiciones acerca del comportamiento de los tomadores de decisiones, usualmente
llamados jugadores. Entonces, por ejemplo, una solucidon no cooperativa es apropiada
para describir los procesos de decision cuando los intereses de los jugadores estan en
conflicto y ahi no existe la posibilidad de acuerdo, en cambio, en los juegos de modo

cooperativo la comunicacion y el acuerdo son considerados. Futuras suposiciones



concernientes al comportamiento y la estructura de informacion de los jugadores pueder

ser realizadas, dando lugar a diferentes soluciones.

Segtin Basar y Olsder (1982), la teoria de juegos dinamicos puede ser vista como

un resultado de las teorias de control 6ptimo.

La teoria de juegos nacid con los trabajos de Von Neumann, aunque algunas
investigaciones como las de Borel en los afios 20’s previamente ya se habian anticipado
en sus fundamentos. Pero fue a partir del libro de Von Neumann y Morgenstern
publicado en los 40’s, que definitivamente la teoria de juegos se desarrolla en el

contexto de la teoria econOmica.

En un juego se describen situaciones de conflicto, lo que habia sido considerado
previamente por economistas como Cournot y subsecuentemente por Amoroso,
Edgeworth y Bowley antes de los afios 20’s, y en los 30’s por Frisco y Von Stackelberg,

en su investigacion basada en la teoria del duopolio.

Esto es una muestra de como estudiosos de la economia hicieron un riguroso
trabajo metodolégico para realizar estudios de estrategias interdependientes. La
interrelacion entre decisiones individuales y la incertidumbre acerca de las decisiones de
otros, son esencialmente factores de problemas economicos y la teoria de juegos muestra

todos los requerimientos de negociacion.



Las primeras aplicaciones de esta teoria fueron dirigidas a la macroeconomia,
desde entonces la teoria de juegos hace posible asumir la competencia perfecta en

importantes analisis microeconomicos.

Aplicaciones economicas de teoria de juegos en los 50°s fueron desarrolladas,
relativas a la teoria de oligopolio, pero en los 60’s, a consecuencia de un importante
trabajo de Shubik, la teoria de equilibrio general comienza a desarrollar el campo de esta
aplicacion. Otra fuente importante de interés en teoria de juegos, se presentd en los
setenta de la literatura social, y asi los juegos fueron aplicados para investigar problemas
de analisis institucional. Aunque la economia es una de las primeras areas de aplicacion
de teoria de juegos, esta teoria ha incrementando la atencion también de otras disciplinas

tales como aerondutica, biologia, politica y sociologia.

La teoria de juegos es generalmente caracterizada por un conjunto finitos de
estrategias, y la descripcion del juego puede ser hecha a través de diferentes
formulaciones: la forma extensiva (arbol) y la forma normal (matriz). Esta teoria y la
teoria de control optimo, se desarrollaron de manera independiente y en paralelo, para
los juegos que consideran conjuntos infinitos de estrategias y de los cuales se derivan
decisiones optimas de la funcion objetivo de maximizacion intertemporal en un sistema
de modelos dinamicos descritos en ecuaciones en diferencia o en ecuaciones

diferenciales.
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La teoria de juegos dinamicos expone el acercamiento analitico y uso de
herramientas matematicas de teoria de control optimo en el contexto de conflictos de
comportamiento, los cuales caracterizan esta teoria. Las soluciones (cooperativas 0 no
cooperativas), son conceptos que describen la teoria de juegos mas adelante, definida en
el contexto de juegos dinamicos. Ademas, el mismo tipo de problemas concernientes a la
introduccion e incertidumbre en teoria de control Optimo son reformulados en el sistema

de teoria de juegos dinamicos, dando lugar a los juegos estocasticos.

Actualmente, estudios de teoria de juegos, teoria de control Optimo y teorias de
juegos dinamicos se desarrollan una a la par de la otra. La teoria de juegos en analisis
macroeconomico fue raramente utilizada en el pasado, sin embargo el hecho de que
existieran problemas de decisiones de politica descentralizadas y falta de coordinacion
entre los hacedores de politicas, es un caso tipico de conflicto de decisiones, que
hicieron de la teoria de juegos la medio matematico apropiado, para contribuir en la

solucion de estos conflictos.

La situacion es muy diferente hoy: los juegos dinamicos, hacen posible el
analisis de situaciones de conflicto, haciendo uso de modelos macroeconémicos
dinamicos. Las primeras aplicaciones de teoria de juegos dinamicos a problemas de
politica economica corresponden a la segunda mitad de los 70°s y son relativos a
problemas de decision de politica descentralizada. Desde luego, el uso de juegos

dinamicos en el analisis de politica econdémica ha tenido un extenso y rapido desarrollo;



11

debido a que hace posible analizar no solo problemas de coordinacion de politicas
dentro de un pais, sino también problemas de coordinacion de politica internacional, (ver
Pohyola, 1986). Los juegos dinamicos también han hecho posible examinar la relacion
entre instituciones politicas y el sector privado, y modelar el proceso de decision de

politicas.
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CAPITULO I

Teoria del control éptimo

I1.1 Control Optimo

El método clasico para resolver problemas de optimizacion dinamica es el
calculo de variaciones, el cual requiere la aplicacion de ecuaciones diferenciales dentro
de los problemas. Mas importante aun es la presencia de soluciones de esquina. El
desarrollo moderno para dar con las soluciones no clasicas, como las soluciones de
esquina, es la teoria del control 6ptimo. Como su nombre lo indica, la formulacion del
control optimo de un problema de optimizaciéon dinamica se enfoca en uno 6 mas

variables de control que sirven de instrumento para la optimizacion.

Al igual que el calculo de variaciones, la meta aqui es encontrar la trayectoria
optima de una variable de estado y. La teoria de control optimo ha sido el intento mas
importante para determinar la trayectoria Optima para una variable de control #. Por
supuesto, st se ha encontrado una trayectoria optima para la variable de control (%),
seguramente también se puede encontrar la trayectoria Optima de la variable de estado
correspondiente. De hecho, el 6ptimo de (#) y de (y) son encontrados generalmente en el

mismo proceso.
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I1.2 Planteamiento formal de problemas de Control Optimo”

El planteamiento formal de un problema de control 6ptimo consta de tiempo (1),
la(s) variable(s) de estado (y ), la(s) variable(s) de control ( u ), las ecuaciones de

movimiento, la determinacion del tiempo terminal ('t ) y el funcional objetivo.
Tiempo (t):

Es medido en unidades continuas (6 discretas) que son definidas por lo general
en un intervalo especifico de tiempo, con un tiempo inicial (1)), que es generalmente
dado, y un tiempo terminal (1)), que puede ser dado o puede estar por determinar. El

intervalo de tiempo relevante puede ser presentado como:

aL1)

2 INTRILIGATOR, Michael. Mathematical Optimizacién and Economic Theory.(1971)
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Variables de estado (v):

Es un conjunto de » nimeros reales que describen un sistema en cualquier

momento del intervalo de tiempo. Las variables que lo componen y,(£),y,(),......,.y,{),

son llamadas variables de estado. Conforman un vector de estado, definido por:

y(6)= (@) 3,@)......,0) (IL.2)

Este es un vector de columna de dimension n, el cual se puede interpretai
geométricamente como un punto en el espacio Euclidiano E” Cada variable de estado se
asume como una funcion continua en el tiempo, definiendo la trayectoria de estado de la

siguiente manera:

t,<t<t (I1.3)
Y f

b=Vl

Es un vector continuo valorado en el tiempo, valor que en cualquier momento ¢
es el vector de estado (I1.2). Geométricamente, la trayectoria de la variable de estado es

un camino de puntos en E”, comenzando en el estado inicial:

W)=, (I1.4)



que se asume dado, y finalizando en el estado terminal

)=y, (11 5)

el cual generalmente estd por determinar.
Variables de control (u):

Representan las decisiones o elecciones a ser realizadas por los agentes en

cualquier momento del tiempo, se caracterizan por ser r numeros reales, que se pueden
representar de la siguiente manera, u,(f)u, (t),......u, (t) Estas son las llamadas

variables de control que en conjunto conforman el vector de control:

u(t)= (), @)......,0)) (IL6)

El cual también es un vector columna, que puede ser interpretado
geométricamente como un punto en E’. Cada variable de control es una funcion del

tiempo continua 0 continua a trozos, donde la trayectoria de control se define como:

fult)}= {u(t)e E't,<t< tf} (IL7)
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esta es una parte del vector de control, cuyo valor es tal que en cualquier momento del
intervalo de tiempo, es el vector de control dado por (IL6). Geométricamente, la
trayectoria de control, es un camino de puntos en E* que es continuo, (donde existe la

posibilidad de un namero finito de saltos discretos).

La eleccion de las variables de control esta sujeta a ciertas restricciones acerca de
sus posibles valores, que se resumen al establecer un subconjunto dado en el espacio

Euclidiano E’.

ult)eQc E, ly<t<t, (IL.8)

Donde Q, se asume como compacto (cerrado y acotado), convexo e invariable en
el tiempo. La trayectoria de control (IL7) es admisible, si en cualquier momento del
intervalo de tiempo sus valores corresponden a Q. El conjunto de control U, es un
conjunto de todas las posibles trayectorias de control, donde tales trayectorias son parte
de una funcién continua en el tiempo que es valorado en todo momento del intervalo
correspondiente a Q. La trayectoria de control debe corresponder a un conjunto de

control dado por:

fut)cU (11.9)
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Ecuaciones de movimiento:

Representa un conjunto de ecuaciones diferenciales, que caracterizan la
trayectoria de estado, dando una tasa de cambio en el tiempo para cada variable de
estado como una funcion de esa variable de estado, de la variable de control y del

tiempo™:

y(e)= f((e)ule)r) (I1.10)

que escrita en su expresion completa es:

B2 0= 50 = 01070, (0.1, ) w.11)

dt

j 12345,..n

Si 1a ecuacion diferencial no depende explicitamente del tiempo, entonces las ecuaciones de movimientc

son autonomas. Un ejemplo importante son las ecuaciones de movimiento lineales autdnomas:

y Ay+Bu

Donde A es dado por una matriz »n x n'y B es dado por una matriz n x r.
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donde cada una de las » funciones f(..),f,(..),....f,(..), se asumen dadas y
continuamente diferenciables.

Las condiciones de frontera de las ecuaciones de movimiento son dadas por los

valores iniciales de la variable de estado (JI.4). Dado ese valor inicial y dada la

trayectoria de control {u(7)}, existe una unica trayectoria de estado {)(f)} que satisface

las ecuaciones de movimiento y las condiciones de frontera, que se puede obtener por

integracion de una partir de la otra .

Si esta trayectoria de estado es obtenida usando una {u(t)}eU, se le llama

posible, y cualquier vector de estado alcanzado en una trayectoria posible, en un tiempo

finito se conoce con el nombre de alcanzabile.

Tiempo terminal (&)

Definido por:

OnE en t ot (I1.12)

Donde 7, es un subconjunto de £""', llamado superficie terminal.
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Se pueden presentan tres casos:

Problema del tiempo terminal: i, es dado explicitamente

como un parametro del problema.

Problema del estado terminal: (), es dado

explicitamente como un vector de parametros del problema.

Problema de horizonte infinito

Funcional objetivo:

El funcional objetivo es un mapa de trayectorias de variables de control y de

estado, donde el valor de tal funcional debe ser maximizado.

Por lo general, se presenta de la siguiente forma:

J  Ju()}= tf[ () ult),t)dr + F(yf, tf), (11.13)
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Donde la integral del primer término, 7 (.....), es la funcion intermedia, la cual
muestra la dependencia del funcional en las trayectorias de las variables de estado,

variables de control, y el tiempo:

1(y,u.0)=104(0). 3,0)... 3, @0, @), 0)., (1)

donde:

(1L.14)

El segundo término F{(...) , llamado funcion final, muestra la dependencia del

funcional al estado terminal y al tiempo terminal:

Fly,t.)=Fnle, ) wle ). b2,) (IL.15)

Ambos, I (...)y F(...) se asumen dados y continuamente diferenciables”.

La funcional objetivo, es una funcional en {u( ¢ )} porque, dadasf{...) y ys,

{u( 1)} determina {y(7)}.

“ Un problema de control definido con la funcional objetivo descrita es llamada Problema de Bolza. Si
1(...)=0, es llamado Problema de Mayer. Si 7(...)=0, es llamado Problema de Lagrange.



En resumen un problema de control general es:

maxJ 160t +Fly,1,) (IL.16)
L)
sujeto a:
y f.ut)
con:

to y W(ts) =y, dados
(y(e)t)eT en =4
wltheU,

Para la solucién del problema, se parte del punto inicial (% ,yy), y se busca una
trayectoria, entre todas las admisibles , y entonces, la trayectoria {)(¢)}Optima ( sera

aquella que maximice el funcional objetivo y toca la superficie terminal).
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Re resentacion Grafica de un Problema de Control 6 timo
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1.3 Principio del Maximo’

En la teoria del control 6ptimo el resultado mas importante son las condiciones
de primer orden, conocidas como el principio del maximo, el cual fue dado a conoce

por el matematico ruso L. S. Pontryagin.

El principio del maximo envuelve los conceptos de funcion hamiltoniana y de

variable auxiliar.

.r .or . . . e 6
11.3.1 Relacion entre la funcién Hamiltoniana y la variable auxiliar’:

Como se dijo anteriormente, los problemas de control presentan tres tipos de
variables: ¢ (tiempo), y (variable de estado), « (variable de control). En el proceso de
solucidn surge otra variable conocida como variable auxiliar que generalmente es
denotada por A. A través del intervalo de tiempo establecido tanto y, # como A toman
diferentes valores. Es decir, que A también depende de 7, quedando como una variable en

funcion del tiempo, que toma la forma A3).

> CHIANG, Alpha. Elements of dynamic optimization.(1992)
® Es importante hacer notar que al estar siguiendo, en este apartado a Alpha Chiang, 1a notacién utilizada
es distinta a Ia utilizada en los apartados anteriores.



El medio a través del cual se introduce la variable auxiliar en los problemas de

control éptimo es la funcion Hamiltoniana.

La funcién Hamiltoniana se presenta como:
H(t, y,u,A)=F(t, y,u)+ A0)f 1, y,u) (IL17)

H consiste en el integrando de la funcion F mas la variable auxiliar multiplicada

por la funcion f, siendo asi una funcién de cuatro argumentos, y, #, Z, A.

11.3.2 Presentacion del Principio del Miximo:

Asumiremos que la variable de control # no es una funcion lineal, asi que #* es

una solucion interior. Por otra parte, se asume que la funcion Hamiltoniana es

: : oH . .
diferenciable con respecto a # y por tanto ou —0, donde esta condicion es la condicion

de Max. Se toma como fijo el punto inicial, pero el punto final puede ser variable. Esto
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nos permitird derivar ciertas condiciones de transversalidad durante el proceso. El

problema que se va a plantear es:

t
Maximizar 'V IF (t,y,u)dt

sujetoa: y f (f, y,u) (I1.18)
y v(0)=vys (Estado inicial dado)

Lo primero que se debe realizar es generar la ecuacion de movimiento

y f (t, y,u), y colocarla dentro del funcional objetivo, con la finalidad de reescribir el

funcional en términos del Hamiltoniano.

Durante el desarrollo se nota que la variable y cumple en cualquier momentc
del tiempo la ecuacion de movimiento, entonces la relacion  f (r, ¥, u)— y , debe tomar

valor cero para todo 7 en el intervalo [0, T].

Usando el concepto del multiplicador de Lagrange, se puede formar la expresion

A(t) f ty,u y) , la cual para cada 7, presenta valor cero. La integral de un cierto
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numero de valores de 7 en el intervalo [0,T], debe producir un valor total de cero.
T .
Jale 1yl o 1)
0

Por tal razon, se puede transformar el antiguo funcional objetivo a una integral

en (I1.19) con igual solucion. Asi, podemos trabajar con un nuevo funcional:

R V+'T[/1(t f(t,y,u)—j)

T

j {F(t, yu)+ At fle,yu)-y }dt (11.20)

0

vaque f (t, y,u)— y debe ser igual a cero en cualquier momento del tiempo, entonces,

si se satisface la restriccion , el valor de R es idénticamente igual al valor de V.

Habiendo definido previamente la funcion Hamiltoniana, la sustitucion de la

funcion H en (I1.20), puede simplificar el nuevo funcional a la forma:

0 I[H@,y,u,z)—w»
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}H(t, y,u, A)dt f[/l(t)ydt (I1.20%)

Si observamos, la diferencia entre el segundo término del Hamiltoniano

AMt)f(t,y,u) por un lado, y por el otro el del multiplicador Lagrangiano

At f@,y,u)- y} , se puede notar que el ultimo surge de la ecuacion de movimiento.
Cuando la ecuacidn (I1.20°), es integrada por partes, tenemos que:
T _ T :
[A@)yar AT}y, + 20y, + [ He)Adr
0 0

A partir de esta integracion, el nuevo funcional objetivo puede ser reescrito

COmo:

R

O ey

[H(t, yu,A)+ )4 t A1)y, +20)y, (11.20°)
Q, Qs
Q

La expresion R, comprende tres componentes aditivos:
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Q, : Se desenvuelve dentro de todo el horizonte de planeacion [0,T].
Q, - Es especificamente concerniente al tiempo terminal T.

Q, - Concerniente solo al momento inicial.

En segundo lugar, al observar, el valor de R vemos que no sélo depende de las

trayectorias escogidas para las variables y,7,u,4, sino también de los valores de T’y yr .

La escogencia de las trayectorias para A(2) no produce efecto en el valor de R,

porque la ecuacion de movimiento y  f (t, y,u) se cumple en cualquier momento del

tiempo, y por tanto, tenemos que:
y ZZ paratodo fe [O,T] (I1.21)

Esta se impone como una condicion necesaria para la maximizacion de R, la

cual es una de las tres condiciones del principio del maximo.
La ecuacion de movimiento es dada actualmente como parte del problema.

En tercer lugar, se estudia la trayectoria de u(?) y su efecto en la trayectoria de

y(?). Si conocemos una trayectoria optima #*(z), y le sumamos una desviacion, con la
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curva p(1), podemos generar diferentes trayectorias de control vecinas a la trayectoria

optima.

ult)=u* (1) + lt)

(I1.22)

Es decir, que se encuentra una trayectoria para cada valor de ¢, ademas, aun

teniendo la ecuacion de movimiento y  f (t, y,u), también se pueden encontrar, nuevas

trayectorias, una para cada g, correspondiente a desviaciones de la trayectoria y*(t). Las

trayectorias vecinas de y pueden ser escritas como:
ye)=y* () + ()
ademas, si I'y yr son variables, también tenemos:

I T*+eAT 'y  yp yp*+edy,

(implicando ar AT y by Ay, )
de de

(I1.23)

(I1.24)

Si observamos la expresion de # y y podemos expresar R, en términos de €, asi

que podemos aplicar la condicion de primer orden CSR 0
&
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La nueva version de R es:

T(g)

R j{H[t, y*+gq(t),u*+6p(f),,1]+z[y*+gq(t)]}dt_z(r)y,M(o)yo (1125)

El siguiente paso consiste en aplicar la condicion Zm 0. Utilizando la regla de
£

diferenciacion de Leibniz se obtiene:

() |
| {{gy{ q(t)+ 2{”{ p(t)} + ﬂq(t)}dt + H+2 yi| ] ZZ (IL.26)

y la derivada del segundo término en (II.25) con respecto a €, por la regla del producto

e8!

d\T)dT

e MOy ADAT [pori2e)]  @27)

’1(]1)632: —JVr

por otro lado, A(0)ys, queda fuera de la diferenciacion.

Entonces dﬂ%ig es igual a la suma de (IL.26) y (I1.27). De este modo, uniendo estas
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dos expresiones, y de acuerdo a lo anterior, un componente de (I1.26) puede ser

reescrito como:
[ﬂy} A r)yar [por(11.24)]
=T

Luego, cuando la suma de (IL.26) y (I1.27) es igual a cero, surge la condicion de

primer orden, dada por:

|

oH oH
de [ dy +4 q0)+ ou pl)ar+[Hl AT A(T)AY, 0 (11.28)

[
Los tres componentes de esta dertvada muestran lo siguiente:

La integral contiene las curvas de perturbacion arbitrarias p(?) y q(t), mientras los
otros dos envuelven dos arbitrarias AT y Ayr, respectivamente. Luego, cada uno de los
tres debe ser individualmente cero, para satisfacer la condicion (I1.28). Siendo estos
componentes de la integral iguales a cero, se pueden deducir las otras dos condiciones de

primer orden para cumplir el principio de la maximizacion:

oH oH



La primera es la ecuacion de movimiento para la variable auxiliar, y la segunda

representa una pequefia version de la condicion de “Max H”, se basa en el sentido de

que se asume que H es diferenciable con respecto a # y asi es una solucion interior. En
un problema sencillo teniendo fijo 7 y libre yr, el término AT en (I1.28) es
automaticamente igual a cero, pero la Ayr no. Por tanto, para hacer que el término -AAyr
sea eliminado, se debe imponer la restriccion A(7) 0, que explica una de las

condiciones de transversalidad a las cuales haremos referencia mas adelante.

I1.3.3 Condiciones terminales alternativas (Condiciones de transversalidad)

11.3.3.1 Punto Terminal fijo

La razén por la que el problema con un punto terminal fijo, (con el estado
terminal y el tiempo terminal fijo), no es calificado como simple, en los problemas de
teoria de control es que la especificacion de un punto terminal fijo, ocasiona una
complicacion en el sentido de que hay una curva de perturbacion arbitraria p(t) para la

variable de control # . La perturbacion de la trayectoria #*(t) que se supone se genera
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por medio de la ecuacidon de movimiento y f (t, y,u),tiene una correspondiente

perturbacion en la trayectoria y*(2) que ha finalizado en el presente estado terminal. La
pregunta que surge es, como se puede, deducir legitimamente la condicion aH/é‘u =0,

de (I1.28).

Afortunadamente, la validez del principio del maximo no se ve afectada por este
compromiso porque el p(?) es arbitrario. Entonces, para satisfacer el estado con un punto

terminal fijo, la condicion de transversalidad que es reemplazada por la condicion es:

Y(D=yr con (T'y yr dados)

11.3.3.2 Linea Terminal Horizontal

Si el problema tiene un y dado sobre el cual no se puede pasar, decimos que el
problema es de linea horizontal terminal, (con un tiempo terminal libre, pero, un punto
final fijo), lo que significa que es un estado terminal fijo, entonces yr es fijo (Ayr=0),
pero 1 no, por lo tanto (AT es arbitraria). Estos, son el segundo y tercer componente de

(I1.28),y asi para este caso la condicion de transversalidad es:



(
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7], o (11.29)

La funcion Hamiltoniana debe tener valor cero en el tiempo terminal Optimo, y

ademas no hay restriccion en el valor de A en el momento 7.

11.3.3.3 Curva terminal

En el caso de la curva terminal y, ¢(T ), domina la seleccion del punto
terminal, entonces ni A7, ni Ayr no son arbitrarias, porque estan enlazadas una de la
otra, por la relacion Ay, ¢'(T )AT . Usando esto para eliminar Ay, podemos combinar
los uitimos dos términos de (I1.28) dentro de una sencilla expresion involucrando sélo la

AT

[H] AT AT (AT [H A¢]_, AT

por lo que, para una arbitraria A7, la condicion de transversalidad es:

[H i), © (11.30)



11.3.3.4 Linea terminal vertical truncada

Ahora consideraremos el problema en el cual el tiempo terminal 7 es fijo, pero el

estado terminal es libre y puede variar, y esta sujeto solo a la restriccion y, = y, ., donde

niin 2

se denota un nivel minimo de y, que debe ser permisible.

Solo dos tipos de resultados son aceptables en esta solucion optima:  y,* >y

Y omiin
o y,* y,., Enprimer el resultado, la restriccion terminal debe ser automaticamente

satisfecha. Por tanto, la condicion de transversalidad para el problema con una linea

vertical regular es:

A(T):O para yT*>ymin (1131)

En el otro resultado,y,* 1y, ., a partir de la restriccion terminal que es

obligatoria, las trayectorias vecinas admisibles de y consisten s6lo en aquellas que tiene

un estado terminal y, >y Si evaluamos (IL.23) en ¢ "y que permite

min

quey,* ¥, . ,obtenemos:

min >

yT .ymin + gq(t)



Asumiendo que g(#)>0 en la curva de desviacion, gq(?), el condiciéon de que

Yr =V, €8 que € > 0 . Pero, por las condiciones de Kuhn Tucker, la no negatividad de

e, lleva a la condicion de primer orden de d%g =0 a dm/k <0, en este caso. Se sigue

que (I1.28) podria ser una condicion de transversalidad, pero, en forma de una

desigualdad ~ A(T')Ay, <0

Al mismo tiempo, vemos de (11.24) que, dado que & > 0, el requerimiento de

Yr 2 Yun» € similar a  y. >y, *, lo que en el presente contexto implica, Ay, >0.

Entonces, la condicion de transversalidad en desigualdad se reduce a:
MT)=0 para  y. y, (I132)

Combinando (I1.31) y (I1.32) y eliminando el simbolo *, podemos platear una

explicacion sencilla de la condicion de transversalidad dada por:

AT)=0  y 2y O = VwdMT)=0"7 (I133)

Es de notar que la altima parte de esta relacion. sigue las condiciones de Kuhn Tucker.
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11.3.3.5 Linea Terminal Horizontal:

En este caso, el estado terminal es fijo, pero al tiempo terminal 7 se le permite

variar, pero sujeto a la restriccion de 7*<7__ , donde 7 es el maximo valor aceptable

max ?

de T en la linea horizontal. Entonces, obtendremos un 7*<7__ 6 T* T _ en le

max

solucion Optima.

En el resultado, la restriccion terminal no vuelve a ser obligatoria, por lo que, la

condicion de transversalidad para el problema con una linea horizontal regular es:

[#]_, -0 para T*<T,. (11.34)

Por otra parte, st T* 7 . por implicacion todas las trayectorias vecinas

max

admisibles de y deben tener tiempo terminal 7' <7 __ . Por analogia vemos que del

resultado de (I1.32) para la linea vertical truncada, es posible establecer la condicion de

transversalidad de la forma:

[#]., >0 para I* T (IL35)



Combinando (I1.34) y (I1.35) y eliminando el simbolo *, obtenemos una relacior
de condiciones de transversalidad dada por:

(r 7. )H], o (11.36)

max

11.4 Condiciones de transversalidad para tiempo infinito.

Presenta el caso de un funcional objetivo de integral impropia para un problema
autonomo, donde la condicion limite es infinito, y se asume que la ecuacion de le

variable de estado toma la siguiente forma:

lim y(f) =y, {dado) (IL.37)

L0

En otras palabras, el horizonte especificado como infinito es acompafiado por un
estado terminal fijo. Para tal caso, mostramos que la condicion del principio del maximo
incluyendo la condicion de transversalidad, es como la aplicada para el problema de
linea terminal horizontal, que aplica para los problemas de horizonte finito, por tanto,

también para este caso, la condicion de transversalidad toma la forma:



#].. o

Cuando el problema es autonomo, el valor maximizado del Hamiltoniano es
conocido como constante en el tiempo, asi la condicion H=0 puede ser evaluado no solo
en ¢ 1, sino en cualquier momento del tiempo. Por lo tanto, la condicion de
transversalidad referente a un problema autonomo de horizonte infinito con la condicion

limite (I1.37) puede ser expresada como:

limH 0 (Condicion de transversalidad para horizonte infinito) (11.38)

t—>0

Y mas claramente por:

H=0 paratodo fe [O, oo) (IL39)

El hecho de que la condicion de transversalidad para el problema de linea
terminal horizontal puede ser adaptada del horizonte finito al contexto de infinito, hace
razonable esperar una adaptacion similar para otros problemas. Si el estado terminal es
libre como 7>, por ejemplo, podemos esperar que la condicion de transversalidad

tome la forma;
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limA(t) =0 (Condicion de transversalidad para el estado terminal libre)  (IL.40).
t—>w

Similarmente, si la variable de estado esta sujeta a ser pre-establecida a un nivel

con ¢ —> o0, podemos esperar que la condicion de transversalidad sea:

minimo y, .
limA()z0 'y limA(0)y(1)-y,,]=0 (IL.41)

La condicion (IL.40) v la (I11.38) son condiciones de transversalidad que se
garantizan por una adaptacion a tiempo infinito del procedimiento utilizado para la
presentacion del principio del maximo, de donde se derivaron las condiciones de

transversalidad de horizonte finito.

Por tanto, primero se combina via multiplicador de Lagrange, el funcional

objetivo original }” con la ecuacion de movimiento para y dentro del nuevo funcional.

[H(yu ) [ M)yt (11.20°)



41

Luego, después de resolver la segunda integral por partes, se reescribe }” como:
T .
v J| .2 03 20, + 20, 11207)
0

Para generar trayectorias vecinas que se puedan comparar con la trayectoria de
control y la trayectoria 6ptima de la variable de estado, adoptamos las curvas de
desviacion p(t) para u y q(t) para y:

u(r) =u* (z‘) + ap(z‘) y y(t) =y* (t) + gq(z‘) (1.22y11.23)

Similarmente para la variable T y yr, escribimos:

T T*+eAT y Y,y ey, 11.24)

el resultado es. el funcional V' transformado dentro de una funciéon de €.

La condicion de primer orden para la maximizacion se presenta de la siguiente

manera:

dav %
|
0

A R R OO 1 BV M e



Al adaptarla al horizonte infinito, la ecuacion se convierte en:

vt oH oH , ,
0 | o + 4 q(t)+ o ple) i+ limHAT - lim A(1)Ay, 0 (11.42)

0 | SR N —
Q. Q,
&

Con el fin de satisfacer esta condicion, cada uno de los tres componentes, debe
ser valorado individualmente. La valoracion de los altimos dos nos dan las condiciones

de transversalidad (I1.38) y (11.40).



CAPITULO 1II

Teoria de Juegos

HI.1 Teoria de Juegos

La teoria de juegos se utiliza para estudiar la posibilidad de la interaccion de las
decisiones de diferentes individuos, donde evaluar el funcional objetivo no solo depende
de la decisién de un jugador sino también de las decisiones de los otros y de como
influyen unos sobre otros. La teoria de juegos se utiliza en aquellos casos donde las

situaciones de conflicto juegan un papel muy importante.

Es relativamente importante delinear los componentes de una situacion de
conflicto. Un individuo toma una decisiéon y cada una de esas posibles decisiones

enfrenta un resultado diferente, que son valorados de manera distinta por cada individuo.

Los tomadores de decisiones son llamados jugadores y sus funciones objetivo
representan sus funciones de pago. Estos jugadores no siempre tienen el control sobre

los resultados, algunas veces estos pueden ser influenciados por la incertidumbre.
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Cada movimiento en un juego, es un punto en el cual cada jugador debe escoger
entre distintas alternativas, las cuales estan directamente ligadas con la escogencia del
otro jugador. El conjunto de acciones que tome cada jugador va a conformar su

estrategia y estas son las que van a definir los distintos resultados.

El nacimiento de los juegos dinamicos abre paso a un tipo de juego conocido
como juegos diferenciales, donde las ecuaciones diferenciales juegan un papel muy

importante.

L2 Juegos Diferenciales

Un juego diferencial es una situacion de conflicto o cooperacion en la que los

jugadores escogen sus estrategias a través del tiempo.

En los juegos diferenciales existe mas de un jugador, y los pagos de cada uno

depende de las trayectorias de control empleadas por cada jugador.

Los juegos diferenciales son juegos en los que se puede presentar la cooperacion
0 el conflicto, entre las estrategias de los agentes que intervienen en el juego a través del

tiempo.
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Para establecer un juego diferencial, existen varios elementos que se¢ deber

considerar®:

1) El conjunto de jugadores N, donde N=(1,2,3, ....,N).

2) El intervalo de tiempo [#,f] durante el cual el proceso de
establecimiento de las decisiones esta definido. Esto denota la duracién del

juego, es decir, su horizonte de tiempo.

3) El conjunto infinito U; establecido para cada i< N, lo cual se
conoce con el nombre de espacio de control del jugador i. Los elementos de cada
espacio de control, son funciones de control definidas en el intervalo de tiempo,

u; [{o,4]]. Por otra parte, existe un conjunto S’ tal que cada 7 fijo que pertenece al

intervalo [, 4], u,({)e S’ < R(i € N).

4) La formulacion de un modelo como un conjunto de ecuaciones

diferenciales que describe la evolucién dindmica de un sistema, es,
x(t)= flx(t)u,t)....u,()t], donde x(t) es el vector de estado y

u(t)eS'(ieN).

¥ Segiin: PETIT, Maria Luisa. Control theory and dynamic games in economic policy analysis. (1990)



46

5) Una funcion punto a conjunto (set valued) n () definida para cada
i € N que caracteriza la estructura de informacion del jugador 7, y dado que 7, (r)
define la informacion del jugador i en el tiempo 7€ [lo,tf]. La estructura de

informacién del juego estara definida entonces por la recoleccion de las

estructura de informacioén de todos los jugadores, lo cual es 7 (171,772,....,77N,).

6) Un conjunto € de estrategias permitidas v del jugador i,
definida para cada 7€ N. Q. se conoce como el espacio de estrategias de las
decisiones del jugador 7. y, define el mapa del espacio de informacion dentro del

espacio de accion de cada jugador 7€ Ny, .7 —>u,

7) Un funcional objetivo [ definido para cada tomador de
decisiones i € N sobre el horizonte de tiempo [to,tfj. El valor de /- depende no

solo de las acciones de cada jugador 7 en particular sino que también depende de

las decisiones de todos los demas jugadores. En teoria de juegos, F, es llamado

funcion de pago del jugador i y puede ser escrita de la siguiente forma:

7

Fi(upuz, ....... ,uN): f[, [x(l)ﬁu1 (t),....,uN,t]dt,i eN
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II1.2.1 Estructuras de informacion

Las soluciones de los juegos diferenciales, pueden clasificarse, de acuerdo a la
estructura de informacion del mismo. Entre las estructuras de informacidon maés

importantes tenemos:

1) Estructura de informacion de tipo circuito (/oop) abierto: Es el
tipo de estructura en la que uno de los jugadores en el tiempo ¢ recuerda solo el

estado inicial. Decimos que nos encontramos ante una estructura de informacion

tipo loop abierto cuando: 7, (l) = {xg },t € ltg, tf].

2) Estructura de informaciéon de tipo circuito (logp) cerrado:
Este caso es aquel en el que la estructura del modelo implica que el jugador
recuerde toda la trayectoria desde el comienzo hasta 7 . Este tipo de informacion

incorpora memoria. Estamos ante un loop cerrado st

n(6)={x(s)e, <s<threl,.. .

3) Estructura de informacion de tipo circuito (/oop) cerrado sin

memoria: considera el caso en el que el jugador solo recuerda el estado inicial y
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conoce el estado actual. Es una estructura loop cerrado sin memoria si se cumple

que : 7,(1)={x, . x(Ohrelt,.1,].

4) Estructura de informacion de tipo retroalimentacion

(feedback): Considera el caso en el que no hay memoria, el jugador solo conoce

el estado en el que se encuentra. Se debe cumplir que: 7, {x(1)}7 e [fa,ffJ

Los juegos diferenciales, por otra parte se pueden dividir en juegos
cooperativos y no cooperativos. Los juegos cooperativos se basan en la idea de que
los jugadores, antes de la realizacion del juego pueden coludir, con la finalidad de
llegar a un acuerdo de estrategias que es de obligatorio cumplimiento. Por su parte,

el tipo de juego no cooperativo, rechaza la idea del acuerdo previo de estrategias.
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CAPITULO 1V

Trabajadores, empresarios y gobierno a través de un juego diferencial

El problema que se presenta a continuacion, se basa en trabajo realizado por el
mexicano Gonzalo Castafieda, acerca de un estudio del sistema econdémico mexicano &

través de un planteamiento de teoria de juego.

IV.1 Planteamiento de cada uno de los agentes

1V.1.1 Problema del gobierno:

En el modelo se quiere representar un gobierno interesado en el crecimiento de la
economia, pero que a la vez se encarga de proporcionar bienestar social, a través de la

siguiente funcion objetivo:

o1

Ue J:Oo_o—l[ngts+(1 DK, | = e (IV.1)
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donde:

U : Es la utilidad del gobierno a lo largo del horizonte temporal del
juego.

o : Representa la elasticidad sustitucion intertemporal del consumo, que
debe ser 0 <o <2,y diferente de 1.

0 : Esla tasa subjetiva de preferencia intertemporal.

n : Indica la importancia que le otorga el gobierno al bienestar social
junto a la busqueda de la acumulacion interna del capital, 0 < n < 1

g Gasto social del gobierno realizado en el periodo

K, : Es el capital en la economia, K,

enezuela

K, +K[,con Ki-g Ky de
donde

K; - Es el capital del sector empresario privado existente en el
periodo.y

K : Es el capital de PDVSA como empresa del Estado en el periodo.

El gobierno controla las variables: tasa impositiva y la recaudacion fiscal de los

ingresos de PDVSA.
Se supondra que los impuestos (7;)recolectados, provienen solo de gravar los

ingresos de las actividades de las empresas privadas, por otra parte, (7},,,,) representa
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la recaudacion fiscal de los ingresos generados por PDVSA, que formaran la otre
porcion de recaudacion fiscal total. No se introducen en el modelo’ los impuestos
pagados por las persona naturales, para no complicar mas la solucion y ademas por

representar una pequefia proporcion de los ingresos tributarios que obtiene el Estado.

"Como se sabe, en todo pais capitalista del mundo, los empresarios y particulares
deben pagar un tributo al Estado, proporcional a sus ingresos. En Venezuela, y al
comparar la tasa de impuestos con las de otros paises, este resultado es

significativamente bajo.

Esta diferencia que existe entre los niveles de impuestos en Venezuela y el de
otras naciones se debe a que en nuestro pais es la renta petrolera la que forma la mayor
parte de los ingresos del Estado, sin que las clases altas de nuestra sociedad tengan que

contribuir con parte de sus ingresos a la resolucion de los conflictos sociales propios de

las desigualdades econémicas".'

Ademas, se supondra un presupuesto equilibrado, apartando la influencia de las

politicas de emision monetaria y la inflacion.

9

"... La debilidad del marco legal, las deficiencias en la administracién tributaria y las deficiencias del
sistema judicial para hacer cumplir las leyes en general y las tributarias en particular,son las principales
causas de que el impuesto sobre la renta se recaude efectivamente sobre un nimero reducido de
contribuyentes"."... ademds de que solo los venezolanos que se consideren verdaderamente ricos son
gravados a tasas efectivas superiores al 5%...". GARCIA, GUSTAVO. Ingresos fiscales y tributacion no
petrolera en Venezuela (1996).

' LUIS PEDRO ESPANA. Venezuela y su petroleo. El destino de la Renta.(1988).
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De acuerdo a esto, el gasto social sera igual a la recaudacion fiscal.

Presupuesto equilibrado

t

8s TEt’ +]—;DVSA (IV.2)

El gobierno obtiene su legitimidad en la medida en que la utilidad instantinea de
los empresarios no exceda la cota maxima necesaria para mantener el orden politico.

Por tal razon se incluye la restriccion de legitimidad.

Restriccion de legitimidad
(IV.3)

Donde U, y U, son las utilidades en cada momento del tiempo, de los

empresarios y de los trabajadores."’

! La pérdida de legitimidad aqui Ia vamos a cntender como el proceso de deterioro del bienestar relativo
de los trabajadores.



El gobierno como recaudador de impuestos tiene presente que a medida que
aumentan los impuestos, frena la acumulacion, pues esta absorbiendo una mayor
proporcion del excedente de los empresarios'?, lo que se muestra en la siguiente

ecuacion de transicion:

Acumulacion interna del capital de los empresarios:(Restriccion)

t

Ke Y. W G, T I (IV 4)

Donde;:

t
Ke Es el crecimiento del capital de los empresarios o la inversion.

Y, :Es la produccion real; donde ¥; aK} , a es el coeficiente insumo
producto.
Wy : Los salarios pagados por el sector empresarial W, > 0

G : Ganancias no retenidas por las empresas privadas

La intervencion de los impuestos pagados por PDVSA al fisco nacional,

representan la otra parte de la tributacion fiscal que los empresarios deberian pagar como

'? “Una propiedad que tienen los impuestos es distribuir el riesgo entre el Estado y las empresas.”... con el
impuesto sobre la renta, el Estado comparte con el inversionista las ganancias y por lo tanto comparte los
buenosy los  os resultados..."

MANZANO, Osmel. Consideraciones para una revision de la tributacién petrolera. 1998.
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unicos contribuyentes representativos, para mantener el equilibrio presupuestario, lo que

da origen a una nueva ecuacion de transicion.

Acumulacion de capital de PDVSA como empresa del Estado: (Restriccion)

i

t t t
Ka YG WG ]IDDVSA

Donde:

t
6. Es 1a produccion del periodo por parte del Estado , Y

coeficiente insumo producto.

W, - Nomina de salarios pagada por las empresas del Estado.

IV.1.2 Problema de los trabajadores:

(IV.5)

gK;. ., q es el

El gasto social que realiza el gobierno se destina a servicios otorgados a la

sociedad, por lo que se supone que la totalidad del gasto social esta dirigido a los

trabajadores.



La funcion de utilidad a maximizar por los trabajadores, asumiendo que no

tienen capacidad de ahorro es:

o1

U’ faal[pgtst(l PW,] @ e dr (IV.6)

Donde:

w,

Venezuela

We+W;: Es la suma de los salarios recibidos tanto en el sector
privado como en el sector publico.
p . Es el parametro que indica la ponderacion que se le otorga al bienestar social

en las decisiones del trabajador. 0 < p< 1

Si el Estado influye considerablemente sobre las decisiones de estrategia de los
trabajadores, el valor de p estara cercano a 1, y se podra decir que los trabajadores estan
mas dependientes de las decisiones del Estado, por la coincidencia entre la funcion

objetivo de los trabajadores y la del gobierno.

Los trabajadores pueden ejercer presion para controlar la participacion de los
salarios en el producto nacional, y ademas deben cumplir con las restricciones (IV.4) y

(IV.5).
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IV.1.3 Problema de los empresarios:

Los empresarios por su parte maximizan el consumo intertemporal:
0 [0} o1 -
vt C e dl (IV.7)
{

C Es el consumo intertemporal en el periodot C; > 0.

Estando ya definida la participacion de los salarios en el producto nacional y los
impuestos, los empresarios deciden el capital interno de la economia, debido a que estos
deciden los montos de capital retenidos para la empresa y el destino de los dividendos
dirigidos al consumo de inversion en el exterior del pais, por ello no sélo toman en
cuenta la restriccion (V.4) de acumulacion interna de capital sino que deben prestar

atencion a su inversion en el exterior, a través de otra ecuacion de transicion.

" La inversién empresarial desempefia un papel muy importante en el desempefio de la economia, siendo
el factor determinante del nivel de empleo y de 1a capacidad de crecimiento en ¢l futuro. Por otra parte. €s
una variable volatil, que amplifica las fluctuaciones ciclicas de la actividad econémica. Ademas, es muy
frecuente que en el disefio de politica econémica se lleve a cabo de modo que en las fases de recesién o
bajo nivel de actividad economica se incentive la inversion. Estas son razones para tomar en cuenta la
acumulacion de capital de los empresarios en este modelo.



57

Acumulacion empresarial externa:(Restriccion)

F. 1F.+G C (IV 8)

t t

F'; Fuga de capitales (ahorros en el exterior de los empresarios), que al
comienzo se consideran por simplicidad, F;=0

7 Rendimiento de la inversion en el extranjero.

Si en el modelo se elimina la posibilidad de saltos en la acumulacion capital, de
tal manera que Kz y F; sean funciones continuas en el tiempo, se incluye la siguiente

condicion.

Condicion de factibilidad:

esKE/K;se' (IV.9)

Donde 6 y 6", seran los limites de la tasa de inversion, cuando la tasa llega al

limite superior se dice que los empresarios tendran expectativas optimistas de inversion
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en el pais, y se hablara de expectativas pesimistas en el caso de que la tasa llegue al

limite infertor.

IV.2 Estructura de la informacion:

La estructura de la informacion es de tipo circuito (foop) cerrado; es decir, que
las variables de control son una funcion de las variables de estado y ademas los agentes
recuerdan todo lo sucedido desde el momento inicial hasta el momento ¢, por lo que las

reglas de decision (variables de control), estaran definidas de la siguiente manera:

we' K
we BEKE
G, aKky
T, K,

(IV.10)

t t
T PDVSA ¢K G

donde 7 [, &,z v ¢ son los parametros que se van a determinar optimamente.



Asumiendo cierto nivel de movilidad laboral, los salarios reales en las empresas
y en el gobierno, se moveran en la misma direccion. Llevando el supuesto al extremo, s¢

dira que las tasas salariales en el sector privado y el gobierno son iguales.

En el desarrollo del juego, la restriccion de legitimidad del gobierno se va a

cumplir sin dificultades.

Las mejores respuestas de cada agente (gobierno, empresarios, trabajadores), se
obtendra a partir de la solucion de Hamiltonianos para cada una de las funciones de
utilidad correspondientes y sus respectivas restricciones (La resolucion matematica se
presenta detalladamente en el Apéndice), de donde se obtuvieron los siguientes

resultados:

a a q (IV.11)

¥ a t f Iv.12)
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(IV.13)

[+ e p-a m—{a[lnﬂa poa & el n)}

oz +0 p)pYa p-a r)]—{a @ o ¢ ) o ”ﬂpw(l pﬂ}

(IV.14)

—[((WJ)+(1—n))(q—ﬂ—¢)]+Hl;7”+a—ﬂ—a—5 nw(l—n)}

—[((p(/))+((1—p)ﬂ))+(q—ﬂ—¢)]+{ (a_a)(l_(p )_jrp—rw pw(l—pﬂ}

Para que se cumplan las condiciones de transversalidad del juego, se debe
cumplir que a > r, lo que quiere decir, que el invertir en el pais deberia ser mas rentable
que invertir en el exterior, ademas se asume que la productividad de las empresas a debe
ser mayor que la capacidad de producir recursos del Estado, por medio de la
productividad (coeficiente insumo-producto (g)). Ahora todo lo antes dicho, trae como

Unica consecuencia que la tasa de dividendos 6ptima de los empresarios sea positiva.

El juego planteado, tiene como principales diferencias con lo planteado por
Castafieda, la introduccion dentro de las variables de estudio, al ingreso fiscal que el

Estado obtiene de las actividades de PDVSA, siendo esta su principal fuente de gasto.



Para la solucion del juego, se debe seguir un orden preestablecido, que consiste:

[S—

(V5]

Plantear los Hamiltonianos correspondientes a cada agente.

Derivar las condiciones de primer orden para cada uno de ellos.

De las condiciones de primer orden correspondientes a las variables de

control, se debe obtener que los multiplicadores correspondientes en cada

problema sean iguales.

Se procede a resolver los problemas, segun las siguientes condiciones:

a) El problema de los trabajadores se resuelve conjuntamente con el
problema del gobierno, de donde se sigue un sistema en las variables de

estado K}, y K., que se puede re-escribir en términos de K,

b) Por su parte el problema de los empresarios se resuelve

independientemente del problema de los trabajadores y el del gobierno.

Seguidamente se utilizan ambos resultados, para buscar una solucidn
conjunta de la que se obtienen los coeficientes correspondientes a las
variables de control (B, o, T, y @) . El sistema resultante es no lineal y genera
infinitas soluciones, de las cuales los agentes escogeran aquella que defina el
equilibrio de Nash a seguir, porque cada uno toma sus decisiones de acuerdo

a las decisiones de los otros.



6. Se obtienen las condiciones de transversalidad para cada problema, con el fin
de establecer las restricciones sobre los otros coeficientes, que forman parte

del sistema para hallar los parametros (3,07, y ¢).

El modelo planteado por Castafieda fue realizado de tal manera que para poder
obtener estas condiciones de transversalidad, se debe cumplir el paso 3, por
consiguiente se puedan hallar las cuatro condiciones para obtener los parametros en
funcion soélo de los coeficientes, y por tanto el problema queda en funcion de una sola
variable de estado (K} ), ya que el sistema colapsa en una sola ecuacion diferencial que
es la base para obtener las ecuaciones de las otras variables de estado. Esto implica en
cierto modo la reduccion de las complicaciones para la solucion del problema, debido a
la homogeneidad de las ecuaciones diferenciales de los multiplicadores. Debido a esto,

se pueden hallar mas facilmente las condiciones de transversalidad.

En este trabajo, seguimos de cerca el desarrollado por Castafieda, debido a que

un cambio relevante en el planteamiento, genera graves problemas para la solucion.



IV.2 Resultados:

De la ecuacion de coeficientes (IV.11), podemos observar
que la tasa de dividendos Optima de los empresarios depende solo de lz
productividad, tanto del gobierno como de los mismos empresarios. Esto
se obtiene porque para cualquier momento del tiempo, la utilidad marginal
del crecimiento del capital del Estado y de los empresarios son iguales. El
hecho de que el Estado sigue obteniendo fuertes ingresos de la tributacién
petrolera, y sus politicas no obedecen a las exigencias de los
trabajadores, le da a los empresarios la vision de que las condiciones de
tributacion y precio no variaran de tal manera que los afecte fuertemente,

lo que los hace estar seguros de la estabilidad de su inversion en el pais.

Para que los empresarios puedan sostener sus niveles de
dividendos, por la condicion (IV.11), se ven obligados a tener una mayor
productividad que las empresas del Estado, lo que los puede llevar a
invertir un mayor monto de las ganancias en factores de produccion.
Ademas si el Estado sigue obteniendo altos niveles de ingresos fiscales
del sector petrolero, seran menores las posibilidades de que surjan

politicas impositivas que aumenten la tasa de impuesto a la que se deben
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regir de acuerdo a sus ingresos, ya que el estado funciona como un
otorgador de subsidios indirecto al ser Venezuela uno de los pais donde se

paga menos impuestos sobre la renta anual (Ecuacion (IV.11).

Para que los empresarios consideren que mantener su
capital en el pais les resulta rentable, la tasa de interés externa (), debe ser
menor que la tasa de acumulacién interna dada por (a-f). En base a esto la
decision optima del gobierno debe ser mantener la tasa impositiva a
niveles que hagan que (zK ) monto cobrado de impuestos sea menor que

su relacion de rendimiento interno de capital dada por (a-f3). Esto se puede

observar en la ecuacion (IV.12).

Una vez que se obtienen los parametros que se encuentran en las reglas de
decision, se procede a definir las trayectorias de las variables de estado en el juego que
son, el capital privado interno(Kr'), capital del Estado(Ks') y capital privado externo(/+%).
Esto nos proporcionara la posibilidad de obtener la acumulacion de capital interno en la

economia. Ademas se obtendra la evolucién de la legitimidad del gobierno.
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Definiremos ahora las trayectorias de las variables de estado, que son capital
interno de los empresarios, capital del gobierno y capital de los empresarios en el

extranjero. Esto se puede hallar a través de la ecuacion (IV.4), IV.11) y (V.12).

Y obtenemos:

Acumulacién de capital de los empresarios en el pais:

Por la restriccion (IV.4):

t

Ke Y, W, G T! I

que es igual a:

1
Ke aK, PK. oK, K,
t
Ke (@ p-a 1)K,
sustituyendo de acuerdo a la condiciones (IV.11) y (V.12)

t

Ke (r a+q)K! Iv.15)
qd)b g

Obtenemos la solucion de la ecuacion diferencial para la acumulacion de capital

de los empresarios en el pais.

K. Kielrerax (AV.16)
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De esta ecuacion de acumulacion de capital interna de los empresarios, se puede
observar que la dotacion de capital de estos en el pais va a depender, de la diferencia
entre la tasa de interés externa y la tasa de dividendos que estan generando, que nos
muestra la diferencia entre la capacidad de producir recursos por parte del Estado, y la

capacidad de producir recursos de las empresas.

Ahora lo que se busca es la acumulacion de capital en el extranjero, pero para
esto se debe buscar primero la trayectoria del consumo de los empresarios. Se utilizaran
las ecuaciones (V.4) y (V.8) y la condicion de consumo 6ptimo que se obtuvo en el
apéndice, y ademas se establecera la relacion, de que el consumo esta formado por una

parte del capital de los empresarios en el exterior y una parte del capital que tienen en el

pais, esta relacion esta dada por C, ¢(K, +F).

, . 14
De aqui, la tasa de consumo de los empresarios es™

¢ r(l o)+od (Iv.17)

asi la acumulacion de capital de los empresarios fuera de las fronteras del pais, se

obtiene a partir del uso de las condiciones (IV.11), (IV.17) y (IV.8);

' Castafieda obtiene el valor de ¢, a través del método de los coeficientes indeterminados.
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La acumulacion externa de capital de los empresarios es:

Fo oolr S)E+[a g r o)-osIK. (IV.18)

donde su solucion toma la forma:

P {ea(r—5)t plr-arak }Kg (IV.19)

La ecuacion de la acumulacion de capital de los empresarios en el extranjero, nos
muestra que en el pais habra fuga de capitales cuando a(r 5)> ¥ a-+gq, porque esta
relacion es igual a a(r 5)>r a, lo que implica que toda aquella parte de los
dividendos que no se consumen en el pais, para generar mayores beneficios se debe

invertir en el extranjero, esto sucedera cuando la tasa de consumo de los empresarios

sea menor que la tasa de dividendos.

En Venezuela, no hay politicas de endeudamiento del Estado, que sean dirigidas
especificamente para fomentar la acumulaciéon de capital empresarial en el pais, por lo
que no hay incentivos en el sector empresarial para aumentar sus niveles de produccion,
debido a que sus margenes de ganancias no son amparados por una politica estatal pro-

empresarial, aunado a la pérdida de credibilidad que han tenido nuestros gobiernos,lo
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que trae como consecuencia que la fuga de capitales en el pais sea cada vez mayor, y

obviamente el consumo empresarial interno sea reducido.

El crecimiento de la dotacion de capital de la estructura econémica de
Venezuela para este juego, debe estar representada por la siguiente ecuacion:

Kt

Venezuela K ;Z + K é} {1 +M ]}K ;' (IVZO)
Esta dotacion de capital del pais, esta compuesta por el capital de los empresarios

y el capital del gobierno, donde este se encuentra en funcion del capital de los
empresarios’’. Por otra parte, como ya desarrollamos la ecuacion de movimiento de X [
la podemos sustituir en la ecuacion de acumulacion de capital de la economia.

Kt

Lovees K +KL Kb (1+M)K ™) (IV.21)
Esta ecuacion nos demuestra que la acumulacion de capital del pais, va a
depender no solo de los parametros de decision del Estado, sino también de las
decisiones de los empresarios, asi como también su actitud frente a las decisiones de
politica que aplique el Estado, las cuales también seran parametros que van a definir su

posicidn como inversionistas.

'* El valor de M sc encuentra desarrollado en el apéndice, el cual se obtuvo del cociente de ambos lados de
Ia ecuacion (25.A)
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Por otra parte, las decisiones de los empresarios también se ven afectadas por la
visiébn de legitimidad que presenta el gobierno en este momento del tiempo, esta
situacion también esta definida por la restriccion de legitimidad que se presentd para el
problema del gobierno. Esta la podemos obtener a través de las trayectorias de las

variables de Estado definidas en el juego'®, y ser4 de la forma:

L Lt et (IV.22)

Si en el pais se presentan altos niveles de fuga de capitales, esto es una clara
sefial de la pérdida de legitimidad del gobierno, lo cual produce un proceso de

deslegitimizacion continua de la credibilidad de las politicas planteadas por el Estado.

'® Ver obtencion de la restriccion de legitimidad en el apéndice.
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CAPITULO V

Ampliacion del problema

Pérdida de legitimidad total del gobierno:

A medida que la credibilidad de las politicas del Estado dejan de ser creibles, y
este es incapaz de cubrir las necesidades basicas de la poblacion, las instituciones del
Estado van perdiendo legitimidad, entonces, el Estado tiene que buscar la manera de

establecer politicas que lo ayuden a cubrir mejor las necesidades sociales.

Aquellos Estados que trabajan con el endeudamiento externo para la solucion de
sus politicas, pueden tratar de compensar su pérdida de legitimidad a través de este
medio, pero los casos como el planteado en este juego para Venezuela, cuando se
presenta la pérdida de legitimidad del Estado por completo hay que operar con

estrategias totalmente distintas, las cuales representan una solucion de esquina.

Hay que tomar en cuenta la restriccion (1V.3) de legitimidad del gobierno, la cual

de ser reexpresada para la solucion de esquina, quedando de la siguiente manera:
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Iplpks + L)+ p)BKL + BKEN-o(KE +F) (V.23)

Ademas sabemos, que los problemas de los empresarios y los trabajadores no

cambian, se pueden usar las ecuaciones (IV.12), (IV.17),(IV.20) y se llega a:

a il o)+os ¢ (V.24)

Esto nos indica que la estrategia 6éptima de los empresarios, para la solucion de
esquina, consiste en consumir todo lo que se obtiene como dividendos, esto indica que
no se invierte nada en el exterior, y que los dividendos que estan fuera de las fronteras
del pais pueden seguir creciendo, siempre y cuando no se gasten todos los intereses que
se estdn acumulando. En el caso de la solucion de esquina no hay fuga de capitales, y los
capitales que los empresarios tengan en el exterior solo crecerdn por los intereses que

estan generando.

Ahora podemos obtener la nueva acumulacion externa de capital:

F,~F, PRI (IV.25)

Cuando las politicas de un gobierno, se dirigen a tratar de reducir su pérdida de

legitimidad, y esas politicas son creibles la fuga de capitales se detiene, ya que surge la
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confianza. que lleva a los empresarios a mantener sus fondos dentro de las fronteras del
pais.
Por otra parte, también podemos obtener la acumulacion de capital de los

empresarios en el pais, la cual esta dada por:

K. Kleotmoxt) (1V.26)

donde K|, es la dotacion de capital de los empresarios en el pais cuando se alcanza la

restriccion de legitimidad.

Cuando un gobierno alcanza los objetivos de sus politicas para recuperar su
legitimidad, las decisiones tomadas por los trabajadores y los empresarios, deben

propulsar el crecimiento economico.
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CONCLUSIONES

El problema planteado, se basé en representar las diferentes decisiones del sector
empresarial, laboral y gubernamental, donde se demuestra que el Estado va a definir sus
politicas, no de forma independiente, sino que se encuentra subordinado a las decisiones

optimas de los otros agentes del juego (empresarios y, trabajadores).

Al Estado no proveer politicas que le garanticen a los empresarios, la obtencién
de dividendos de la inversion de sus capitales, provocara la reduccion de sus incentivos
para la inversion y aumento de su produccion en el pais. Esto, traera como consecuencia
el deterioro del bienestar de las clases trabajadoras, ya que sufriran la disminucion de
sus niveles de ingreso. Por su parte el Estado, se vera afectado por la reduccion del
ingreso fiscal proveniente de la gravacion de la utilidad bruta de las empresas, ya que
estas generaran menos ganancias gravables. En consecuencia, el pais se encontrara en un

proceso de fuga de capitales recurrente, que producira el deterioro de la economia.

El Estado venezolano, en los ultimos afios se ha caracterizado por un alto nivel
de gasto fiscal, el cual no se ha traducido en un eficiente cubrimiento de las necesidades
basicas de la poblacion, lo que se puede observar al visitar hospitales y colegios que se
encuentran bajo la direccion de entes del Estado. Esto trae como consecuencia, la

disminucién del rendimiento 6ptimo de las clases trabajadoras, eliminando los
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incentivos para trabajar, ademas que por otra parte no se pueden esperar inversionistas
motivados a colocar sus capitales en un pais donde las garantias tanto sociales comc

econdémicas no son garantizadas.



Apéndice

Problema del ecobierno:

Ho=e" 7 W+ Tim )+ 1=K k07 +ala-a-pre 1]+ 2lla- AR ~Tonel] 1.4

Condiciones de primer orden para las variables de control:

Mo = oopfi-n)icy + Ko+l + T, JF -2 =0 (2.4)

aT}”DVSA

Boeonfi s +Ke)#nlri+ Ty - 22 -0 (3.4
E

Condiciones de primer orden para las variables de estado:

t

-4E=Zf;§=e-&(1_n)[(1 KL+ KT+ T JF + 2@ o B) (44)
E
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‘8H,

ro= oot ol e K)ol Ton)F A B 64

Se toma la ecuacion (3.4), se busca su derivada con respecto a t, luego se sustituye en (4.4) y en esta se sustituye (3.4) para

eliminar (1) , tenemos:

Derivada de (3.4):
. ~1-o ot ot t ¢
ef‘”?][(l 1 K;+Ké;)+7](Té+];ﬁDVSA)]—U_ (1—-7] Ke+Ko +n Ts+ Trovsa

¢ -1
Ae =&l XKL+ KLY+ (T + i) ”

Luego, se sustituye en (4.4):

t ¢

t
—1 —dt t t t t o
5e~6tn[(1_n)(Kg+Ké)+n(TEt+TI£DVSA )];_'_e 7][(1 n)(KE+KG)+77(TE+TPDVSA )] [(1 7])(KE+KG)+7](TE+TPDVSA )
o

= e (=1 = )KL + K5 +1(TE + Tins 17 + e |- n XKL + K5) + 0Tt + Tigs )7 (@ f—a)
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despejando, obtenemos como resultado la siguiente ecuacion diferencial:

t ot t ot

[T+ Trovss) + (1)K 5+ Ko)]= 177’7 +a f-a & olp(Ti+ T )+ Q- n)KS +K2) (6.4)

recordando que:

a?{{G = e_atﬂ[(l U)(K;: + Kct;)+ 77(TE£ + T;DVSA) : - A’ZG 0 (2.4)
PDVSA
ag o = *pl1 )KL +KL)+ (T + T )F A0 (3.4)

ot t
al observar las ecuaciones (3.4) y (2.A), nos damos cuenta que X, X, , por tanto, se deduce también que iz Ag, en
q r G q

cualquier momento del tiempo, asi, al igualar (4.4) y (5.4), y sustituir A, por 2, nos queda:

e plt LK) T T )F + 2@ a-py=eta pli &Lk )en(m T F <A@ B

y se obtiene:

i@ a B)y=iq-p)
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El hecho de que X, X, lo que nos indica es que la utilidad marginal de la inversion para el gobierno es igual a la

utilidad marginal de la inversion para los empresarios en el pais, ahora surge una condicion que se debe cumplir, dada por

las ecuaciones (4.4) y (5.4):

entonces tenemos.

a a q (7.4)

Esta condicion nos muestra que la estrategia de los empresarios, se obtiene del problema del gobierno, lo cual es
razonable, porque en un Equilibrio de Nash la estrategia dptima de cada jugador depende del comportamiento y las
decisiones de los otros jugadores, por lo que sélo este tipo de decision de los empresarios, es la que le conviene al gobierno

para conseguir el optimo.
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Problema de los traba adores

Hy=e®  [olokt +a)+a-por ol +rilla-a-oks-mlerlia-oks )

Condiciones de primer orden para las variables de control:

M - p) ol + okt )+ - oW + ) -7 =0 04

FE

oH i

e Ppleks + ok, )+ P+ -7, 0 (10.4)
G

Condiciones de primer orden para las variables de estado:

_ytE ) gKf =e” TL[ (TK;"'W(&)-F(I P)(”é‘*”ct;)l;l +ypla-a~-7) (11.4)
E

T ZKf”e& L(T B é)+(l_p)(”h£+”ct;)]§+(q PV (12.4)
G

) ) ) ) ) ) )0 ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )

}

(8.4)

)
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dada la condicion de primer orden (9.4) y (10.4), tenemos que y, — yy.

Se toma la derivada con respecto a t, de la ecuacion (9.4), luego esta se sustituye en la ecuacion (11.4), para eliminar (y;).

Derivada de (9.4):

- -8 (1- PPl + g )+ 1 P + W)
o t ot t
e poleks + ok )+ p)W+W )7 | p tKst 9K +(-p WetWe

+
o

luego se sustituye en (11.4):

&30 plplks +okt)+a i+ wf

e*(1- p)|pleK, + oKL )+ (1 - p)(WE‘+WC;)]_1%G p Kot oKo +(=-p WetWo

+
o

e prlpleky + Ke)+ (- )W+ W +a @ 2t plolks +oki)ra pW
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se llega a la ecuacion diferencial de la forma:

p K+ oK. +( Wiy (@ (f ) ;;Tp 7O lplkt + okt )+ (- ) i) (13.4)

Problema de los em resarios:

H, & G" l[c,;]‘%_1 oL+ +(a- B-DKL -1, -C |+ slo k- 1)+ &1, -6kt ] (14.4)

Se requiere que &'=¢ =0, para la solucion interior

Condiciones de primer orden para las variables de control:
(15.4)
t

(16.4)

Condiciones de primer orden para las variables de estado:



‘' OH, ,
b= oK' T(a -1 (17.4)
! aHE t

Vg, = ry (18.4)

tst

si definimos wyt =wte® y wi' —wie”, yusando también (18.4) y (17.4) se obtiene para cada una lo siguiente:

Nota:
1t t & Lt t
v, —~ype _ L | &
lDt b . WEx - 5WExe + WEx €
| t & Lt
Yy — 5WDe +e° l//D t t 6
OYre” Vg
t t & b Vg e6t eé‘t
Vy= 5WDe - y/D t 1,t
D >
eét eéz

WEx = 5![/;.\: - WEx e_&
1t
y R N0
" oyh wpe®  (phla-p-o)® Lt
~¥ g = yp(r)-Syte”
1,¢
Ve =Wi(r-95)
Sy wD willa B-r) AR A CR)
vy =ynla-B-1)-w's

t 1t

~Yo =S,y e

Lt
ot t

Sy pe® Vo =e vila B-7)

IEDEDEDED DD ED DD DA Do) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )
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Vo =vila f-o)-yye

Lt

Ve Ve(-1)
ahora se busca la derivada de (15.4) respecto al tiempo.

Derivada de (15.4)

t A1 e -0 .
ve= &°[Clo+ [CTo C

o

se usa este resultado con (15.4) y (20.4), y se obtiene:

C: oC(r &)

ahora de (16.4) y (19.4), obtenemos la proxima condicion:

1.t

1,t

Como: y' vy, implicaque vy wi =y, -,

1,¢
W ~Vmla B-v)-ypé
1,t

“Va Vi@ f-1)-yis

) ) ) ) ) ) >o) D ) ) ) ) ) )

(21.4)

(19.4)

(20.4,
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por tanto:

1.t

Ve =Wa(B-a+7+8) (22.4)

si comparamos (16.4) y (20.4), y sustituimos una dentro de la otra, nos queda:
Ve -r=yg(f-a+7t+0)

r=a t© f (23.4)

Ahora se deben hallar los valores ptimos de f,a,t,p,:

Las ecuaciones (7.4) y (23.4) definen los pardmetros de las reglas de decision en funcién de los pardmetros
exogenos, para hallar las dos ecuaciones que nos faltan usaremos a las ecuaciones (6.4), (13.4), las reglas de decision

dadas por (V.10), y las restricciones (V.4) y (V.5), asi las condiciones de optimizacién para el gobierno y los trabajadores

son, respectivamente.
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(rr+a-mXa B+a r>]—{o—1"7+a p-a 5(777+(1—77))} K, =
7 (24.4)

((re)+ mNg B-2)l+le)+1 Mg />’~¢>{0" 1,777 +a ,3—06—5}(7%%(1 77))} K

[((pr)+(1 p)Ba p+e r)]~10 (@ ekt ('1024’-0§Tp_7+5}(,07+(1 P)ﬂ)} Kg =

(25.4)
D A U G A I

Al igualar los coeficientes de cada K, es decir, Ké yK fE en estas ecuaciones, se obtiene, para obtener las los siguientes

resultados:

> ) ) ) ) ) ) ) )y ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )
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[(77 +(1 77))(a—ﬂ—a—r)]—{0' 1;777+a B-a 6777+(1—77)}

(26.4)

[(pr+(l /)),B)(a -« T)]—{O' (a a)(l-—(fz-;jrp—wré' pr—i—(l pﬂ}

—[((77@+(1—f7))(q—ﬂ—¢)]+H1;777+a—ﬁ~a—5 no+(1-n)
(27.4)

0= -p-oleid NPT - o)

Ahora se trabajard con las condiciones de transversalidad:

Como se sabe el horizonte de planeacion del juego tiende a infinito (), se utilizaran las condiciones de
transversalidad de horizonte infinito, dada por la ecuacion (I1.41).
1) Trabajadores :

Para trabajar la condicion de transversalidad del gobierno, se utiliza la ecuacion (V.16 ) y (11.4).

Yo ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )y Yoy )
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Por la restriccion (V.4):

t
Ke=Y,-Wy G-Iy I

que es igual a:

t
Ks=aK.— K. —aK’ K.
t

Ke (@ B-a-1)K,

sustituyendo de acuerdo a la condiciones (V.11) y (V.12):

13

Ke (r a+g9q) (V.15)
obtenemos la solucion de la ecuacion diferencial para la acumulacion de capital de los empresarios en el pais:
KL _Klelorar (V.16)

al tener la ecuacion de acumulacion de capital de los empresarios en el pais, podemos establecer la condicicn de

transversalidad:

t t
por las condiciones (9.4) y (10.4), se sabe quey, =y5 =y, v,y estaes la razon por la cual se utiliza (12.4) :
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" OH ! ,
Yo o @ pelpleKi oK) P+l +a o (12.4)
G
lo que se debe realizar ahora es replantear la ecuacion (12.4), con todas las variables en funcion de K, que ya presenta la

solucion de su ecuacion diferencial, entonces tenemos:

t -
~re= 0 e * polpleks + vk} - pKs + KL + (- o
G

t
Vi Z];f e "’pco[(pré + ppMKL)+(1 p)BK + WKE)]; +(q-0)e
G

y se obtiene:

t

gty @ (KB peM + g+ plgh 4

9-¢

1
-& 0 (r—a+q)t _ (r—a+q)t (r—a+g)t P
éi’f KLyt éf)’ff },ge(qw)z L€ (p¢)KE [(ﬂpe M-+ (/qee , A+M)+pMo+e pz']_ (ng(r~a+q)2) ~0

considerando toda la base constante, porque ningun término depende del tiempo, para que el limite se acerque a cero, ¢

medida de que t tiende a infinito, se debe cumplir que:



89

LimK.y, =0=>(r—-a-¢q)-6 <0 y ademds q<¢@, donde se sabe que @, es uno de los pardmetros a encontrar ,pero

t—w©
cumple la condicion de que siempre es positivo, asi que , también se debe cumplir quer —a—6 <q <@ ,porque q—@,

siempre va a ser negativo, porque es mayor que q en cualquier momento del tiempo.

Ahora para la variable de estado K[, la condicion de transversalidad toma la forma:

(a-o)t . e—& (p¢)Kg (ﬂpe(r—aw)t (M _1) + (ﬂe(r—aw)t (1 +M) +,d\4(0+ e(r—a+q)tpz- ng(r—aﬂ,])t) -0
q—-9¢

. t.t _ 1 0
LimK;ys = Lim yge
t—o0 t—y0

de nuevo, considerando toda la base constante, porque ningun término depende del tiempo, para que el limite se acerque a

cero, a medida de que t tiende a infinito, se debe cumplir que:

LimK.y;,=0=>@F—-a-q)-6 <0 y ademds q< ¢, donde se sabe que ¢, es uno de los pardmetros a encontrar ,pero

t—yc0
cumple la condicion de que siempre es positivo, asi que , también se debe cumplir quer —a—& <q <@ ,porque q—@,

siempre va a ser negativo, porque es mayor que q en cualquier momento del tiempo.
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2) Gobierno:

Para la condicion de transversalidad del gobierno se utiliza la ecuacion (V.16), desarrollada anteriormente, de la

acumulacion de capital de las empresas en el pais, y la ecuacion (3.4).

oH,
or?

-1
=l K KE)enlly + T o -2 -0 (3.4
ademads se necesitard el término M que se obtiene de (24.4) y (25.4), , esto de buscar M se realiza para simplificar las

ecuaciones, El caso es dividir los dos lados de la ecuacion (25.4) y tenemos:

(e - ppka-pec )={o @=HP3P 1o )

R o R A R R BT

M

Donde: M*K, K|

C ¢ ( ¢ ¢ ( ¢ ( ¢ C ( « « ¢ ¢ { « (. ( ( <(



C ( (

(

(

asi la condicion de transversalidad toma la forma:

1 ol [f;l(r—a—q)—é‘t

{*imKé’liz - {Jim 77[77(TEt + Dopsa Xl —mM + 1)];[Kg]—"—e 7 =0

gimK;A;=o:>”'l(r—a+q)—5<o (29.4)

o

ahora para el caso de la variable de estado K[, su condicién de transversalidad es:

Como se sabe que A, = A, ,por (2.4) y (3.4) se tiene:

LimK&, = Liml(T: + Tioys, X1 - CMKay T
IMA Aq t_’)Z’U[U gt Dopysa (- + D1 M[K 17 e

t—>w©

0

por tanto, se cumple que:

LimK A, 0= e l(r a+q)-o6<0 (30.4)
o

t—>w

91
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3) Empresarios:

Para obtener la condicion de transversalidad para los empresarios se utiliza la ecuacion de acumulacion de capital

de los empresarios en el pais, la condicion de primer orden (16.4), (20.4)y (V.16):

oH ! t . r-a+
o Vo Vi 0(64)  yu=yp(6-r)  (204) Ky K (v.16)

antes de aplicar la condicién de transversalidad debe obtener el resultado de la ecuacion diferencial (20.4), ya
quey, ~ Y Y5 =Vx

Lt _ 1,0 (6-r)t Lt _ 1,0 (5=t o, L0 (8-t -8t t 1,0 -1t
Vi =Vee® =VYp =ype =2VYp=ype e 2Yp-ype

LimKyy, Limy}’Kle 4 ~ 0
t—>w

t—c0

LimKyy; = Limy’K e =0
t—»0 t—w
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éz’ngl//,g =0=>¢g-a<0 (31.4)

ahora la condicidn de transversalidad de los empresarios, para la acumulacion de capital externa, usaremos las

condiciones (V.17), (V.19) y (20.4).

1t

¢ r(l o)tos (V.17) F =¥ gkl 19 v WE(S-7) (20.4)

LimEyt — LimylKo[e® (g7 — ghardty = o
t—pc0 {—»00

LimFy . = th’m WEOK e Do (_gl-araky

t—>©

Lim Fy,=0=>¢g a<0 (3L.4)

Restriccion de Legitimidad del gobierno:
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Se utilizan las ecuaciones (V.16), (V.19) y (V.21),se sustituyen en las funciones de utilidad de los empresarios y los
trabajadores y nos queda:

K. =Kk (v ]6)

.F; — {eo-(r—é‘)t _e(r—a+q)t }K;g (I7 19)

Klt/enezuela Klt? + Kct} (1 + M)Kée(r—zwq)t (V 21)

-1
, e—&t o) [(r(l . O') + 05Xng(r—a+q)t)+ (ecr(r—é‘)t e(r—a+q)t )KEO']%'
L, Ye o
t

LR

-1
e &L:l [(p[qMng T LK T+ p)BMK e 1 KT ))]7T

eI (1 &) + 66)

LA + 1)+ (1 p)1+M)]

I (r(1 o)+09)
[(ppM +7)+ (1 p)(1+M)]

C ¢ ¢ ¢ ¢ (  ¢( ( ( ¢ C ¢ C ¢ ¢ ( ¢ ¢ ( ¢(



L __L9e(cr(r—6)—r+a—q)t
t

(4.22)
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Apéndice de Ia ampliacion

t
Se toma la restriccién de legitimidad.: U—‘f <L
T

Vamos a sustituir la utilidad de los empresarios y de los trabajadores:

Liplgk, + K. )+ (- p)AKS + pK N - 6(KL + F) (1.4)

Ahora como los problemas de los trabajadores y de los empresarios no se modifican, podemos utilizar las ecuaciones:

r oa t f V.12 c—r(l-o)+o6 (V.17)

Al no estar alterado el problema del trabajador, la ecuacion (25.4), no se ha alterado:

(a a)(l—p)+27p T+0 (pr+(1~p)ﬂ)} K-

o)+ p)BNa-f+a—0)]- {a
(1-p)
(25.4)

Fem+0 Pl ﬂ—¢))]+{cf @ ol (f)““pﬁfp 0 (e p)ﬂ)HKé

A
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L plgMK: + K5 )+ (1- p) BlA+ MK - 6 (K% + F)=0
IiplgMK: + L)+ p)B{A+ MK )] - K - F, =0
L(ppM + 1)KL +(1- p)BlA+MKL - KL oF,

Li(peM +7)+(1 p)pU+ MKy Kb =dF,

F,

t

LilpaM +2)+ (1 p)A(1+M)=¢] 1
s

Lpp +7)+ 1 p)AQL+M)-¢]
s

F, SK;

LilppM +7)+ (1 p)BU+M)—¢]

S (2.4
3

La razon por la que el valor M, se estd utilizando en esta solucion, aunque es de la solucion original, es porque ei

problema de los trabajadores como se dijo anteriormente, no se ha modificado.
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ahora utilizamos la restriccion F: —rF, +G, (V.8), la definicicn de consumoC, ¢(K,+F) y de (2.4°), se

obtiene una nueva ecuacion diferencial:

t
SKe rSKp+aoK, K, dF,
t

SKs (L+a ¢-g)K.

Ke (r“"‘;g‘gL)K;, (3.4

ademds como el problema de los empresarios, tampoco se modificé, la ecuacion (23.4), también se puede usar para

t

esta solucion, si se combina esta con la ecuacion Kz (a f-a-1)K; (V.4), se llega a la siguiente ecuacion

diferencial:

t
Ke=@r-a)Ki (4.4°)
Para hacer compatibles las ecuaciones (3.4°) y (4.4°) se debe cumplir que:

a ¢ (3.4°)
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sabiendo que ¢ r(1-o)+0d, condicion dada por la ecuacion (V.17), la nueva expresion de acumulacion externa de

capital, se obtiene a través de una sustitucion de (V.24) en la ecuacion diferencial (V.8):

Fi=o(r S)F, (6.A")

donde la solucion es:

F — F;Oe.cr(r—tf)(t—to) (7A’)

t
Donde F, , es el acervo de capital que tienen los empresarios en el extranjero, en el momento en que se alcanza la
restriccion de legitimidad,

Ademds para hallar la acumulacion de capital de los empresarios en el pais, usamos la restriccion (V.4) y

las condiciones de optimizacion (V.12) y (V.24)

KL Kleolr-ox) (8.A%)

ahora se puede establecer el nuevo Hamiltoniano del gobierno:

HY Hg+pliplek +KL)+( p)BKS + KL )|~ 5(KL +F)
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o—1
#F=e® 7 i+ D) + 0K +KD] 7 + 2l PR -12]+ Mg - ARG -Th 4
PIHIATE + T )+ - P BE, + K- c(1+ DK
HjE =H;+p, lL[/O(TEt +T1§DI~’SA) +(1-p) B(K; + K;:)]_ s(1+L)K; (9.4)

En este caso, ademads de la condicion de esquina dada por (V.23), también varian las condiciones de primer orden (2.4),

(4.4), y la (5.4) en el problema del gobierno, que se transforman en:

aHSE o t t 1 = t >
aTGt e bt??[(l U)(Kftz +KG)+ 77(];2 + T oy )]; —ﬂ’E +L(p)p, — 0 (10.4°)
E
S OHY - t ¢ ¢ t : )
a5 e A=l MKE + K4l + Tie, 7 + 2@ -a- )+ pILA- p)B -5+ 8)] (10.4)
E
! aH — t t ! '3 I}
“e="0 et 0 KL+ KL+ (T + T, F + A= B+ p LA p)B (12.4°)
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Aqui se cumple también la condicion de que X, X, dada por (3.4) y (4.4), podemos llegar a una nueva expresion,

dada por el mismo procedimiento que se uso para obtener (6.4):

t t t t

[7Ts+ Trom) + A Ks+Ko)=| ™7 Exa-foa—-6+J olg@ +Te )+ n)KS +K5) (13.4)
7

Donde tenemos que:

E=1 97¢% 9,
c(1+8)

g L pB-¢l+SHa-a-9)
c(1+5S)

En este caso los valores dptimos de o, 3,7,¢, se obtienen de las ecuaciones (23.4), combinacion de las reglas de

decision con (13.4°), (25.4),las ecuaciones de transicion (4.4°),(5.4).

Las condiciones para obtener los pardmetros son:
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a ¢ (5.4°)

r=a-tv- (23.4)

ox +(1- p)Ba ﬂ+a—r)]—{0[(a_axl ‘(ﬂj”'”‘s }(pr+(1~p)ﬂ)

(14.4°)
[ [(72)+ (- a)]]+{oln”E+a B-a 5+T}(m+(l 7)

() + p))g ﬁ—co)]—{a IU"E+a—ﬂ—a—5+r (77¢’+(1—77))}

(15.4")

[—(((p¢)+(1—p)ﬂ)(q-—,8—¢))]+{0 la-all ”(f)“;j’p "0 (g ( p)ﬂ)}

estas cuatro ecuaciones, representan un sistema de ecuaciones no lineales, que nos dan como resultado infinitas

soluciones,( como en el caso de la solucion interior),donde cada una es un equilibrio de Nash.
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