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INTRODUCCION

Una forma de localizar un punto en el plano de coordenadas es
especificando sus coordenadas rectangulares (x,y); es decir, dando su

abscisa x y su ordenada y, relativos a los ejes perpendiculares dados. Las
coordenadas rectangulares son sélo una de las formas de descripcién de
puntos en el plano. En algunos problemas es mas conveniente localizar un
punto mediante sus coordenadas polares.

El Sistema de Coordenadas Polares fue estudiado por primera vez por
Newton (finales del siglo XVIII) y consiste en localizar puntos del plano por
referencia a su distancia a un punto fijo y la abertura angular con respecto a
una semi-recta fija.

La motivacién inmediata del presente escrito ha sido la redaccién del
Trabajo de Ascenso. La inspiraciéon de dicho trabajo corresponde a una
inquietud, producto de una necesidad que he notado en la bibliografia
existente al alcance de profesores y estudiantes de la Facultad de Ingenieria,
especificamente en los alumnos cursantes de la asignatura de Calculo Il del
segundo semestre.

El tema de Coordenadas Polares, incluido en el programa oficial de
Célculo I, aparece en la mayoria de los libros de texto existentes
actualmente en el mercado, sin embargo, el tratamiento del mismo es muy
superficial y no se profundizan los aspectos tedricos fundamentales.

Me siento muy satisfecha al poder agregar una pequefa contribucién
para subsanar de alguna forma esta situacién, en especial bajo el enfoque
que he tratado de darle a este trabajo como guia de estudio para los
objetivos tedricos del Sistema de Coordenadas Polares. Para tal fin, el texto
presenta cuatro capitulos:

Introduccion al Sistema de Coordenadas Polares



Graficacion de curvas en el Sistema de Coordenadas Polares

Curvas caracteristicas en el Sistema de Coordenadas Polares

Tangentes a una curva dada en el Sistema de Coordenadas Polares

El método de exposicion incluye para cada capitulo una presentacion
tedrico-conceptual seguida de ejemplos practicos.

Es importante sefialar que el trabajo no pretende agotar los temas
tratados y es claro que no aborda todos los aspectos relacionados con el
Sistema de Coordenadas Polares, pues como ya mencioné su finalidad es
tratar los objetivos incluidos en el programa oficial de una asignatura en
particular.

El Trabajo esta hecho en un lenguaje sencillo, pensando precisamente
en aquellos alumnos que se acercan por primera vez a este tema y algunos
de los aspectos no tratados podrian merecer una segunda parte en el caso

esperado de que se aprecien resultados positivos en la revisiéon de este
escrito.
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CAPITULO |
INTRODUCCION AL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

1.1.- ASPECTOS GENERALES

La finalidad de las coordenadas es fijar la posicién de un punto
respecto a un marco de referencia dado. Al representar las curvas planas
como colecciones de puntos (x,y) en el Sistema de Coordenadas
Rectangulares (o cartesianas) se establece la distancia dirigida de los ejes
coordenados al punto (x,y). Aqui el sistema de referencia es un par de lineas
que se intersectan segun angulos rectos.

En las paginas siguientes se introduce el Sistema de Coordenadas
Polares. Con esta nueva clase de sistema serd mas sencillo el trabajo en
muchos problemas.

Su importancia basica estriba en el calculo de varias variables (la
evaluacién de integrales dobles) y en la simplificacion de ciertas ecuaciones
que aparecen en la Fisica y la Astronomia (Leyes de Kepler sobre el
movimiento planetario).
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1.2.- DEFINICION DEL SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

Un sistema de coordenadas polares viene definido por un punto fijo O,
llamado e/ polo y una semi-recta con origen en O, llamada el eje polar y que
coincide con la parte positiva del eje x. Con lo anterior, cualquier punto P del
plano queda representado por un par ordenado de la forma P(r,8) donde:

@ o Angulo Polar, es un angulo orientado, determinado por una semi-

recta OB (de origen O y que pasa por P) y el eje polar. Se considera
a ¢ como positivo si el giro es antihorario y negativo si el giro es
horario.

r o Distancia Radial, es un numero real, tal que |l' Ies la distancia de P

al polo (]r|=d(P,0)). r es positiva si se mide sobre el rayo OB y

negativa si se mide en el sentido opuesto al rayo OB.

Figura 1
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En el Sistema de Coordenadas Polares, es conveniente localizar los
puntos con respecto a una red de circunferencias concéntricas cortadas por
rectas radiales que parten del polo. Lo anterior se ejemplificara en el
apartado siguiente.

1.3.- REPRESENTACION DE UN PUNTO EN EL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

A continuacion se representan en un sistema de coordenadas polares

los puntos P(z,f), Q(3,i], R[3,11—”) .
3 6 6

El punto P(Z,%} pertenece a la interseccién de una circunferencia
de r=2 y un rayo que es el lado en que acaba el angulo ¢ =%. Figura 2-a.

El punto 0[3,%) esta en el cuarto cuadrante, a 3 unidades del polo.

Al medir angulos negativos se hace en sentido horario. El punto es la

interseccién de una circunferencia de r =3 y un rayo que es el lado en que
- -7 .

acaba el angulo @ = 5 Figura 2-b.

El punto Q(S‘,%) coincide con el punto R(3,j%). Figura 2-c.
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Figura 2a Figura 2b Figura 2c

Se observa que no hay correspondencia biunivoca entre pares de
numeros y puntos (r,0) en el sistema polar. Por ejemplo, los puntos Qy R
del ejemplo anterior. En general, (r,d) y (~r,0+z) representan el mismo
punto. Ademas hay otros infinitos pares que representan al mimo punto
(r,0) estos son (r,0+2nz)y (~r,0+(2n+1)r)donde n es un numero
entero cualquiera.

Silos angulos @ y @+z estanentre 0 y 2z los pares (r,8) y
(—r,9+7r), se llaman representaciones principales del punto.

En el caso de que P sea el polo, la semi-recta OB de la Figura 1, se
reduce a un punto, puesto que r=¢. Debido a que en este caso no hay
ningun angulo polar definido con claridad, se conviene en que puede usarse

un angulo polar arbitrario, asi para cualquier @, (0,9) representa el polo.
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14.- RELACION ENTRE COORDENADAS POLARES Y
COORDENADAS CARTESIANAS

Sien la Figura 1 se hace coincidir el eje x del sistema rectangular con
el eje polar, se tiene la Figura 3.

Ched

y=rsen

>

0 xX=rcosf A Eje x

Figura 3

Una vez hecho esto, todo punto P tiene coordenadas polares (r,6) y

coordenadas rectangulares (x,y).
En la figura se puede trazar el triangulo rectangulo OPA de modo que
OP =r , es la hipotenusa del triangulo OPA
OA = x, es un cateto del triangulo OPA
PA =y, es un cateto del triangulo OPA
0 = ZPOA
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x=rcosf@ (1.1)
y=rsenf (1.2)

Ir|=yx*+y? (2.1)

0=arctag(yJ+k;r kez (2.2)

De lo anterior se tiene que { y también utilizando

el Teorema de Pitagoras El valor
x
de @ en el cuadrante correcto se determina por los signos de x y de y.
Demostracion:
Si r =0 las formulas (1.1) y (1.2) son ciertas, pues el punto (r, ) es
el origen y tanto x como y se anulan:
0 =0cos?, 0 = 0senéd

Si r>0 se utiliza la Figura 3 como referencia. De acuerdo con la

figura:
cosd = i, senéd = Y
F r
X =rcosf
y por lo tanto {
y =rsenf

Si r<0, como (r,0)= (-r,0+z) y —r>0, sabemos por el caso
anterior que:

x =-rcos( + ), y =-rsen(0 +7)

pero cos(@+z)=-cosf y sen(d+rx)=-send

X =rcos@

al sustituir se tiene { .
y = rsené@
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Ejemplo 1.
Hallar todas las coordenadas polares posibles del punto Q cuyas

coordenadas cartesianas son (— 2,2J§ )

Utilizando la ecuacién (2.1): :

A=y(27 +(2V3) =Va+12=/16 = 4

altomar r=4

Utilizando las ecuaciones (1.1) y (1.2):

-2 =rcosé 2.3 = rsend
de lo anterior se tiene:
cosf = =1 send = [3_

2 2

Por lo tanto, el angulo @ esta en el segundo cuadrante. Utilizando la

ecuacion (2.1) se tiene:

6= amtg[ﬂ] = arctg(\/? )= i
2 3
2z
En general, 8 = 3 +2nrx

Asi se tiene, las coordenadas de Q en polares [4,23—”+2an.

Sise toma r = -4, entonces 9=£3£+:: =5—”

5

Asi las coordenadas de Q en polares (— 4,% i+ 2mz).
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Ejemplo 2.
Hallar las coordenadas cartesianas del punto R cuyas coordenadas

polares son (— - 4 5—:-) .

Utlizando las ecuaciones (1.1) y (1.2) se tiene:

x=-3 cos[ijﬁ) = ﬂg
4 2

5z 3J2

=-3sen = | =<
y sen( 4 ) 2

Las coordenadas cartesianas de Q son (

3_@&5_}
22

1.5.- DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS'

Sean P,(r,,0,) y P,(r,,0,) de la Figura 4, dos puntos dados
cualesquiera. Se trata de hallar la distancia D entre P, y P,, en donde

D=PP, .

' La férmula que se deducir también puede obtenerse por transformacién a coordenadas polares de la
formula de distancia entre dos puntos utilizada en coordenadas rectangulares.

ID| = \/(xf -x, ) +(y, -y,
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Pz("zﬁgz)

Figura 4

Se trazan los radios de P, y P,, formando asi el triangulo OP,P, en
donde |O_F',| =r, |O_P,| =r, y el angulo P,OP, es igual a (8, - 6,). Entonces

por la ley de los cosenos se tiene

ID| = \/r,’ +r,° - 2r,r,cos(9, -9,) (3)

Notese que cos(@, - 6,)=cos(@, -0,)

Ejemplo 3.

Calcule la distancia entre los puntos T(.?,%) y S(— -2 %J

D=\/9+4—2-3-(—2)-cos(§—%) :\/9+4+12cos(%J =\/9+4+12§
=V9+4+6J3 =13+643
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1.6.- ECUACION DE UNA CURVA EN COORDENADAS POLARES

En coordenadas cartesianas las ecuaciones mas sencillas para trazar
una grafica tienen la forma
X=Xy, y=Yo.
La primera de estas ecuaciones representa una recta vertical y la

segunda una recta horizontal. Las equivalentes en coordenadas polares de
estas ecuaciones tienen la forma:

r=r,, 0=6,

La primera de estas ecuaciones representa una circunferencia®. Su
centro esta en el origen y tiene radio Jra[. La segunda representa una recta®.
Dicha recta pasa por el origen de coordenadas formando un angulo 6, con el
eje polar.

En general, cualquier curva en el Sistema de Coordenadas Polares
tiene por ecuacion la expresion r=f(@) o también f(r,6)=0, siendo @ la

variable independiente y r la variable dependiente.

Ejemplo 4.
Encuentre en polares la ecuacién de la hipérbola equilatera

Utlizando las ecuaciones (1.1) y (1.2), se tiene:

? Se explicaré en el punto 2.3.
* Se explicara en el punto 2.2.
10
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r?cos’0-r’sen’o =a’
r’(cos’ 0 -sen’9) = a’
r? cos(20) = a’
Por lo tanto, la ecuacion polar es r? cos(20)= a?
Ejemplo 5.
- 2
Hallar en rectangulares la ecuaciénde lacurva r=—=
1-cosé

Utilizando las ecuaciones (2.1) y (1.1) se tiene:

pes BE
r-rcoséf

S = 2\ /x?+y?

Jxea g —x

X +y?-x=2 si x*+y*-x=0
xX2+y?=2+x

(\/x2+y2)’=(2+x)2 si x>-2

x2+y?=4+4x+x?

para r=>0

y’=4+4x
Por lo tanto, la ecuacién en rectangulares corresponde a la parabola

yl=4+4x.

Ejemplo 6.
Hallar en rectangulares la ecuacion de la curva r? = 4sen(26).

Utilizando las ecuaciones (2.1) y (1.1) se tiene:

11
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r? = 8sen(9)cos(0)

zal_{_:axy_ 8xy
rr P x*ayt

x% 4 y?

(x?+y2) =8xy

Por lo tanto, la ecuacién en rectangulares corresponde a la

curva (x? +y?)f =8xy.

1.7.- VERIFICACION DE QUE UN PUNTO EN POLARES SATISFACE
UNA ECUACION.

Para verificar si un punto pertenece o no a una curva polar, basta

introducir en la curva los valores de r y de @ , y verificar si la igualdad se
satisface o no.

Dada la curva propuesta en el Ejemplo 5, r = #se verificara si
1-cos@

los puntos (2, %J [— 2,‘;—”} (-1,27) pertenecen a ella.

a) Se sustituyen las coordenadas del punto (2,%) en la ecuacioén de

la curva:

12
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: = 20 =2 Vel [2,%] esta en la curva porque satisface

= cos(”) 1-
2

la ecuacion.

b) Se sustituyen las coordenadas del punto [— 2,‘%) en la ecuacion

de la curva:
2 2

(37;] “1-0
1-cos|
2

=2 # -2 ; esta igualdad no se verifica. Aunque la

ecuacion no se satisfaga no se puede decir que el punto(— 2,3—;J no esta

en la curva porque, (— 2,-‘:";) y (2,%) son el mismo punto. Por lo tanto, si

una representacion principal de un punto dado en polares no satisface la
ecuacion, se debe comprobar si la otra la satisface. Un punto en
coordenadas polares (distinto del polo) satisface una ecuacién en n8 (donde
n es entero) si al menos una de sus representaciones principales la
satisface.

c) Se sustituyen las coordenadas del punto (-1,2z)en la ecuacién de

la curva:

2 _ 2
1-cos(2z) 1-1

; no esta definido. Usando la otra representacién

principal del punto, a saber, (1,7), se tiene:

13
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2 2

= =1; asi, el punto (1,7)es equivalente al punto
1-cos(z) 1+1 d t,7) a .

(-1,27) esta en la curva porque una de sus representaciones principales

satisface la ecuacion.

14
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CAPITULO Il
GRAFICACION DE CURVAS EN EL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

2.1.- SIMETRIAS DE UNA CURVA EN POLARES

La grafica de una ecuacion polar es simétrica al eje polar, al polo 0 a

la recta @-= f,
2

si las sustituciones indicadas originan ecuaciones

equivalentes, es decir, ecuaciones que luego de las sustituciones que se

sefalan a continuacion no se alteran.

Simetria con respecto al eje polar; sutituir (r,9) por (r,—B) o]

(-r,z-0)

e " | ’
Mo J l Eje polar
® (r-0)
Crn—t)
Figura 5

15
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Simetria con respecto al polo; sustituir (r,8) por (r,z +6) o (-r,8).

- (r,0)

>
Eje polar

(~r.0)

(r,z+0)

Figura 6

Simetria con respecto a la recta ¢ =%; sustituir (r,8) por (r,z-6) o

(~r,-0).

ksl

(r,:r-B)

Figura 7

Es evidente que si una curva presenta dos de estas simetrias, tiene
también la tercera simetria.

16

(r,0)
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Ejemplo 7.

Discutir las simetrias de la curva r = sen(26).

Para averiguar si la curva es simétrica con respecto al eje polar se
sustituye (r,0) por (r,—6) , asi se tiene r=sen(-20)=—sen(26), no se
verifica que r = sen(20) por lo tanto, la ecuacién se altera. Para averiguar si
la curva es simétrica con respecto al eje polar también puede usarse la
sustitucion (r,0) por (~r,z-0) , asi se  tiene:
—r =sen(2(z - 0))= sen(2x - 20)= sen(27)cos(26) - cos(2x)sen(26) = —sen(26),
se verifica que r =sen(20) , es decir, la ecuacién no se altera. Entonces,
puede concluirse que la curva es simétrica con respecto al eje polar.

Para averiguar si la curva es simétrica con respecto al polo se
sustituye (r,0) por (r,z+0) : asi se tiene:
r = sen(2(z +0))= sen(2x + 20) = sen(2z)cos(260) + sen(26)cos(2x) = sen(26),
se verifica que r=sen(20) , es decir, la ecuacién no se altera. Puede
concluirse que la curva es simétrica con respecto al polo.

- . i T
Para averiguar si la curva es simétrica con respecto a la recta @ =2

se  sustituye (r,0) por  (r,z-0) , asi se tiene:
r = sen(2(x - 0)) = sen(2r - 26) = sen(2x)cos(20) - sen(26)cos(2r) = —sen(26),

no se verifica que r=sen(20) , es decir, la ecuacién se altera. Para
5 5 . 4 /3 &
averiguar si la curva es simétrica con respecto a la recta 9=E también

puede usarse la sustitucion (r,0) por (-r,—9) , asi se tiene:

—r = sen(- 20) = —sen(20), se verifica que r = sen(26) , es decir, la ecuacion
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no se altera. Entonces, puede concluirse que la curva es simétrica con

respecto a la recta @ =% )

2.2.- RECTAS EN COORDENADAS POLARES

Una recta perpendicular al eje x, que pasa por el punto de

coordenadas rectangulares (a,0), tiene por ecuacién rectangular x =a . Para

expresar esta ecuacion en coordenadas polares se sustituye x=rcos@

(ecuacioén 1.1), y se obtiene r = que corresponde a la ecuacion de una

cosO
recta vertical en polares. Esto tiene sentido geométrico ya que para todo

punto P(r,0) de esta recta, el valor de rcos@ sera a, tal como muestra la

figura 8. Si a >0 la recta estara a la derecha del polo y si a <0 la recta

estara a la izquierda del polo.

0 (a,0)
a Eje polar

Figura 8

18
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Una recta perpendicular al eje y, que pasa por el punto de
coordenadas rectangulares (0,5), tiene por ecuacion rectangular y = 5. Para

expresar esta ecuacion en coordenadas polares se sustituye y=rsen6

(ecuacion 1.2), y se obtiene r= que corresponde a la ecuacion de

sen@
una recta horizontal en polares. Esto tiene sentido geométrico ya que para
todo punto P(r,0) de esta recta, el valor de rsen® sera b, tal como muestra
la figura 9. Si b>0 la recta estara por encima del polo y si <0 la recta
estara por debajo del polo.

Ejey

(0,b) 4 P
I
i b
| Eje polar
v

Figura 9
Si una recta polar de ecuacién r = = se rota en un angulo g con
cos

respecto a la perpendicular al eje polar se tiene otra recta que forma con el

eje polar un angulo ﬁ+% tal como muestra la figura 10. En la figura se

observa que en el ftriangulo OPQ (rectangulo en Q)

1
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cos(B-0)=cos(0— p)=L. La ecuacién de esa recta en polares es
r

p

r=———— que corresponde a la ecuacién de cualquier recta oblicua en
cos(0 - p)

el sistema de coordenadas rectangulares. Notese que p representa la

distancia de la recta al polo.

Q(p. )

p P(r,0)

T

sl ﬁ
0 a—2
>
0 a Eje polar

Figura 10

. T .y .
Si ﬂz;, la ecuaciéon anterior es r = pg y representa una recta
sen

horizontal a una distancia pdel polo. Si esta recta se rota un angulo «,

resulta una recta que pasa por el punto (p,a+%] que forma un angulo

a con el eje polar y cuya ecuacién es r = N
sen(f-a)
Si =z, la ecuacién anterior r=— P es r-_—P_ y
cos(0 - p) cosf
representa una recta vertical a una distancia — p del polo.
20
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— P anterior es r=—P
sen(f-a) send

Si ﬂ=—%, la ecuacién r=

representa una recta horizontal a una distancia — p del polo.

Una recta que pasa por el origen del sistema de coordenadas
rectangulares tiene por ecuacion rectangular y=mx, donde m es la
pendiente de la recta. Para expresar esta ecuacion en coordenadas polares
se sustituye x =rcos@ (1.1)y y=rsen6 (1.2), y se obtiene:

rsent = mrcos@
rsen —mrcos@ =10
r(sen@ —mcos@)=10

de donde r =0 es un punto.

Por otro lado, m=tagé, por lo que @ = arctag(m)+ kz , la expresién
arctag(m) es el angulo que forma la recta con el eje x en sentido positivo o
eje polar, asi una recta que pasa por el polo tiene por ecuacién #=6,,
siendo 6, angulo que forma la recta con el eje polar. En particular la recta

que contiene al eje polar es #=0, la que contiene al eje x en sentido

negativo es @ =, la que contiene al eje y en sentido positivo es @ =% y la

que contiene al eje y en sentido negativo es 4 = 37”

Por lo anterior, al graficar curvas en el sistema polar resulta util

: . T K74
encontrar las intersecciones con las rectas #=0, @ =3 ,0=my 8=—,

2
ya que estas representan las intersecciones con los ejes importantes, es
decir:

La recta @ = 0 corresponde al eje x positivo.
21
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Larecta @ =% corresponde al eje y positivo.
Larecta @ =7 corresponde al eje x negativo.
Larecta 8 = 37” corresponde al eje y negativo.

Esta es la razén de que en las graficas siguientes no sélo se
represente el eje polar (@ = 0) sino que también el resto de los ejes o rectas
importantes.

2.3.- CIRCUNFERENCIAS EN COORDENADAS POLARES

Sea una circunferencia de radio ¢ y cuyo centro tiene coordenadas

polares C(r,,8,). Si P(r,0) es un punto arbitrario de la circunferencia y se
aplica la [fey del coseno al triangulo OCP, se obtiene:
r2—2rr,,cos(9—90)+r,,2=c2 esta es la ecuacion general de cualquier

circunferencia en coordenadas polares.

>
0 Eje polar

Figura 11
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Es usada en muy pocas situaciones ya que la ecuacion
correspondiente en coordenadas rectangulares es mas sencilla. A
continuacién se consideran algunos casos especiales que pueden resultar
atiles.

Si la circunferencia tiene radio ¢ y centro en el polo, la ecuacién 4 se
reduce a r’ =c¢’ y considerando que ¢ >0, se tiene r =c¢, que corresponde
a la ecuacion de una circunferencia en polares de centro en el polo y radio c.
Esta ecuacién tiene sentido geométrico ya que la circunferencia de radio ¢

con centro en el polo consta de todos los puntos P(r,0) para los que la

distancia al polo es ¢, independientemente del valor de €. Considerando

¢ <0, r=c representa la misma circunferencia, aunque el uso de esa
ecuaciéon no es comun.

Si la circunferencia tiene radio ¢, centro sobre el eje x y pasa por el
origen, las coordenadas polares del centro son (c,0) o (c,z) , dependiendo
si su centro esta a la derecha o a la izquierda del polo.

Para la circunferencia a la derecha del polo se tiene r,=c y 6, =0,
de modo que la ecuacién 4 se reduce a:

r’ —2rccos@=0,0sea, r=2ccosd

Para la circunferencia a la izquierda del polo se tiene r,=cy 6, =7,
de modo que la ecuacién 4 se reduce a:

r’ —2rccos(9-7)=0,0sea, r=—2ccos.

Si la circunferencia tiene radio ¢, centro sobre el eje y y pasa por el

. T 3
origen, las coordenadas polares del centro son (C’EJ o] (C’7) "

dependiendo si su centro esta arriba o debajo del polo.
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Para la circunferencia arriba del polo la ecuacién 4 se reduce a
r = 2csen@ . Para la circunferencia abajo del polo la ecuacién 4 se reduce a

r=-2csend.

2.4.- DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNA RECTA

Se considera una recta de ecuacion r=— P y un punto
cos(0 - )

P(r,,8,). Sea s la distancia entre la recta y el punto P. Segun el triangulo

OPQ, de  hipotenusa r, y cateto OQ=s+p se tiene

cos(f—0,)=cos(9, - f)=P=5, de donde al despejar s se fiene,
Fo

s =|r,cos(@, - B)-p|.

Figura 12
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2.5.- TRAZADO DE GRAFICAS DIBUJANDO PUNTOS

Supongamos que r y @ estan relacionados por una ecuacion tal
como r =sen 20 . (Ejemplo 7). Se define el lugar geométrico de una ecuacion
en coordenadas polares como el conjunto de los puntos P que tienen al
menos un par de coordenadas polares (r,B) que satisfacen la ecuacién
dada.

Para graficar curvas en el Sistema de Coordenadas Polares en
necesario aclarar algunos conceptos:

Dominio: es el subconjunto de R que contiene los valores de # para
los cuales r = f(¢) esta definido.

Periodo: si existe, es el menor @ >0 tal que f(9)=f(0+w). Si una

curva polar tiene periodo el estudio de la funcién se reduce a un intervalo de

la forma (9,60 + @).

Funcién par: es aquella que cumple para cada ¢ de su dominio que

f(0)=f(-0). En este caso la curva es simétrica con respecto al eje polar.

Funcion impar: es aquella que cumple para cada @ de su dominio

que f(—8)=—f(@). En este caso la curva es simétrica con respecto al polo.

Intervalos de crecimiento para la distancia radial: son los intervalos

de valores de @ donde r crece. Se obtienen resolviendo (@) > 0.
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Intervalos de decrecimiento para la distancia radial: son los
intervalos de valores de @ donde r decrece. Se obtienen resolviendo
f'(@)<o0.

Valor maximo de la distancia radial: el valor maximo que puede
alcanzar r. Se obtiene resolviendo f'(9)=0, corresponde al valor donde r

cambia de creciente a decreciente.

Valor minimo de la distancia radial: el valor minimo que puede
alcanzar r. Se obtiene resolviendo (@)= 0, corresponde al valor donde r

cambia de decreciente a creciente.

Ejemplo 8.

Trace la grafica de la ecuacién r = sen(26).

En esta ecuacion se cumple que sen(-20)=-sen(20), por lo que la
funcion es impar, es decir, es simétrica con respecto al polo (En el Ejemplo 7

se estudiaron las simetrias de la curva y se establecié que es simétrica con

respecto al polo, al eje polar y a la recta 9=%) . Ademas, se cumple que

sen(0)=sen(0 + 2x), por lo que el periodo es 27 , es decir, basta estudiar la
gréfica en un intervalo (9,60 + 2x), por ejemplo de (0,27).
Se tiene que f'(9) =2cos(20) . Si se analizan los signos de f'(6) en

el intervalo (0,2z) se tiene que la distancia radial crece si

ae(o,fJu i’-r-,s—”)u E,Zw y decrece si 9€[£,3_:r v 275,7—” .
4 4 4 4 4 4 4 4
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Por lo anterior los maximos relativos son los puntos [1,%} y (1,%’) y los

o i . 3 Vg 1
minimos relativos son los puntos —1,T y —1’,T .

Se construye la siguiente tabla dandole a ¢ algunos valores reales,

por ejemplo 0 % i ,3—:“ Sustituyéndolos en la ecuacion dada.

Of w|y
N

Estos valores representan el polo, es decir, el polo es un punto de la
curva.

Se puede notar que si # se incrementa de 0 a % entonces 20 se
incrementa de 0 a % y r=sen(20) se incrementa de 0 a 1. Si 9 se

incrementa de % a % entonces 20 se incrementa de g axyr= sen(29)

decrece de 1 a 0. Asi la curva completa un lazo, tal como se muestra en
Figura 13.

* Estos valores corresponden con la interseccién con los ejes notables del sistema polar.
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0.5

0.5

-1

Figura 13
Si # se incrementa de % a 3—: entonces 2@se incrementa de r a

3z

2

resulta de la grafica esta en el cuarto cuadrante aun cuando los valores de ¢

¥ P sen(ze) se reduce de 0 a —1. Debido a que r <0, la parte que

estén en el segundo cuadrante tal como lo muestra la Figura 14.

0.5

Figura 14

Si @ se incrementa de 1475 a z, entonces 24 se incrementa de E} a

27 y r = sen(20) se incrementa de -1 a 0, y la curva completa un lazo en el

cuarto cuadrante. (Figura 15).
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Figura 15

. : 3z
Si @ se incrementa de r a 5 la curva completa un lazo en el

tercer cuadrante. (Figura 16). Si @ se incrementa de 3—; a 2z, la curva

completa un lazo en el segundo cuadrante. (Figura 17).

Figura 16
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Figura 17

No se genera ningun nuevo punto si # toma valores mayores que 2z
porque la expresién sen(20) es peribdica de periodo 27, por lo que los
valores de r comenzaran a repetirse. Tampoco se genera ninglin nuevo
punto si ¢ toma valores negativos porque sen(-20)=—sen(26), de manera

que sdlo se generaran puntos simétricos de la curva con respecto al polo.

2.5.1- TRAZADO DE GRAFICAS DE CURVAS ASINTOTICAS

Sea r=f(6).Si lim,., f(@)=w o lim,,, f(8)=—xo se dice que la
curva tiene una rama infinita. En tal caso, la direccion fijada por el angulo 6,

se llama direccién asintética. Cabe la posibilidad de que la curva se acerque

a una recta de direccién 6,. Unarecta r=——2___ es una asintota de la
sen(ﬂ -6,)

curva polar r = f(e) si se cumplen las siguientes condiciones:
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a) la direccion de la recta es la direccion asintética de la curva, es

decir, lim,,, (@)= o lim,,, f(0)=—c.

b) La distancia entre la recta y la funciéon tiende a cero cuando la

direccion de la curva tiende a su direcciéon asintética, es decir

’ p y .
lim ————f(@)|=0, de lo anterior se tiene que
| 3o 1€) q

p = lim,_,, [f(0)sen(6 -6,)].

Demostracion:

CALCULO DE ASINTOTAS EN EL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

Sea wuna curva de ecuacién r=f(@) y su asintota de ecuacion

r= —ﬁp—, tal como muestra la figura 18.

~ sen(9-6,)

gl
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el / Eje polar

Figura 18

Nétese que en la figura 18 para cualquier P,(x,, y,) sobre la curva y

cualquier P,(x, y,) de la recta, se tiene que lim,,_(y,-y,)=0.

Se sabe por la ecuacién (1.2) que y =r sen(@) por lo tanto se tiene

P
aralarectaque y=——F (2 ara la curva y =f(@)sen(@). De
p recta que y sen(g_oo)sen( )y par y =f(60)sen(0)

la figura 19 se puede observar que si x — « entonces 4 — 6,.

- [f(o)sen @)- sen (0)] =0, por lo tanto:

.
sen(@-0,)

lim,,, [sen(a){f (0)- mn =0, entonces:
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. . P .
I en(@).lim fl0)-———— | =0, despejando el valor de pdel
.0, sen(O)im, ., 10)-__ P )-0. despe p

segundo limite se tiene:

p = lim,., [f(6)sen(6-6,)]

Ejemplo 9.

Lacurva r = 1—2—9 (ejemplo 5) tiene direccion asintética 8 =0, sin
os

embargo no tiene asintota porque limho[ -sen(e—yr):l no es un

1-cosé

numero real.

Lacurva r — tiene direccién asintotica @ = £x y g = i .
1+2cosé 3 3

Como lim, , —s—m---sen 0-2—” =-2,/3 entonces la curva
92731 1+ 2cosé@ 3

tiene una asintota de ecuacion r = ;2’/—3——
sen @———
3
4
Como lim —————-sen|0-—-|[=2J3 entonces la curva
"""3[1 +2cosf ( 3 ]J
tiene una asintota de ecuacién r = —2‘/_3— :
4r
sen[@— 3 )
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Ejemplo 10.

Trace la grafica de la ecuaciéon r = 3

-3 . .
Se observa que en la curva r = 6 puede asumir cualquier valor

real distinto de cero, es decir, el dominio de la funciéon es R*, sin embargo,
para la explicacién se asumird 6 >0°. .La funcién tiene una discontinuidad
en =0y r no se hace cero para ningun valor real, lo que establece que la
curva no pasa por el polo. Si @ >0no presenta ningln tipo de simetria y
tampoco es periddica.

Se tiene que f'(9) = ei’ . Si se analizan los signos de f'(@) para 6 > 0

se tiene que la distancia radial crece. Por lo anterior la curva no presenta
maximos relativos ni minimos relativos .
Se construye la siguiente tabla dandole a ¢ algunos valores reales,

por ejemplo % I 3—2” 2z .8 Sustituyéndolos en la ecuacién dada.

Gzr_ﬂ'iyr_Z;r
2 2

B =08l 4 | =4
T gl 7 2r

Se puede notar que a medida que @ asume valores mas grandes r se

i — -3 "
hace mas cercano a cero. Ademas, lim__ . ¥ i =—o |o que indica que la

* Se mostrar también si @ < 0.
% Estos valores corresponden con la interseccion de los ejes notables del sistema polar.
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curva tiene una rama infinita y la direccién de la asintota es la direccién
A . -3 .
asintética de la curva. Como lim,_, 7sen(9) =-3 la curva tiene una

asintota horizontal de ecuacién F=——>—.
sen(0)
Al asumir @ >0, observa que r <0 para cualquier @. Es decir, r

sera medido en la semirrecta opuestaa 4.

Se puede notar que si ¢ se incrementa de % a r, r=_73 se
. -6 -3 _.
incrementa de — a— (Figura 19).
/4 T
0
1
2 -1 1 2
0
iy,
=2
-3
4
Figura 19
Si # se incrementa de z a 37” p="3 se incrementa de —° a
T

- (Figura 20).
T
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-4

Figura 20

En general si # aumenta r se acerca a cero (Figura 21).

Figura 21
Se puede notar que si # se incrementa de % El 3;- r=_7 se
incrementa de —12 a =& (Figura 22).
/4 /4
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Figura 22
Si 0 seincrementade - a Z, r ~=3 se incrementa de =26 4
32 4 7 T
_—12. En general a medida que gtoma valores mas cercanos al cero
T

(positivos) el radio asume valores mas pequefios, generandose asi la
asintota. (Figura 23).

Figura 23
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La curva r =__8:i es una curva impar pues satisface f(-g)=—-f(9) lo

‘ 4 T T z
que indica que la curva es simétrica con respecto a la recta @ =5’ asi que

para valores de # <0 se obtendra la grafica que se muestra en la Figura 24.

Figura 24

Si se grafica la curva con valores de #>0 y # <0 se tiene la Figura
25.

-10 -5 /;{\ 3 10

Figura 25
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CAPITULO Il
CURVAS CARACTERISTICAS DEL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

3.1.- ASPECTOS GENERALES

Para la presentacion en este trabajo de las curvas caracteristicas en el
Sistema de Coordenadas Polares se mostrara la clasificacion de las mismas
en los siguientes grupos:

Cerradas

Espirales

Asintoticas
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3.2- CURVAS CERRADAS

Son curvas polares periddicas, es decir el intervalo de formacion de la
curva se reduce a (9,0 +w) siendo @ el periodo’ y que no presentan

asintota.
3.2.1- CURVAS LIMACONES

r=a+bsen(9)

ara acR’'y beR’
r=a+bcos(9) s =R

Las ecuaciones de la forma {

producen curvas polares llamadas Limacos o Limacones (del vocablo latino
‘limax” que denota una criatura con forma de caracol).

La orientacién del Limaco en relacion con el eje polar depende de si
se tiene sen(¢) o cos(#) en la ecuacién y de si el signo es mas o es menos.
Cualquier limacén se completa con valores de ¢ que van de 0 a 27 . Para
valore negativos, se forma la misma curva.

Si en la ecuacion se tiene sen(@) la curva tiene una orientacién

vertical, pero si se tiene cos(@) la curva tiene una orientacion horizontal.

7 Ver seccion 2.5.
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5 @ le
| l<1 se tiene una limacén con rizo o lazo interno. Si |b| =1 se
. e . .. |4 .

tiene una cardioide (limacén con forma de corazén). Si 1<— <2 se tiene

b

una limacén con hoyuelo y si || || 2 se tiene una limacén convexa.

Ejemplo 11.

Obtener la grafica de la curva r =1+ 2cos(@). Como ||;:||<1 se trata

de una limacén con rizo orientada horizontalmente.

s /“

w 15 2 25
-1
'15\_

Figura 26

1,

Ejemplo 12.
Obtener la grafica de la curva r =2 -cos(¢). Como :%'IFZ se tiene

una limacén convexa orientada horizontalmente.
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Figura 27

Ejemplo 13.

4

Obtener la grafica de la curva r=3-2cos(9). Como 1</ <2 se

b

tiene una limacon con hoyuelo orientada horizontalmente.

Figura 28
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Ejemplo 14.
¢ 5sen(9) a|

Obtener la grafica de la curva r = 2+_—2—. Como m <1 se trata
: de una limacén con rizo orientada verticalmente.
Lol
-
Lol
®
-

1 2

Lol
. Figura 29
g
- .

Ejemplo 15.

a
® Obtener la gréfica de la curva r =3 -3sen(9). Como %= 1 se trata
-
de una cardioide con rizo orientada verticalmente.
gl
~ s
-~
~
~
~
Figura 30

-
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3.2.2- CURVAS LEMNISCATAS

Las ecuaciones de la forma

(r? = a? cos(20)
r’ = a’sen(20)
r’ =—a’ cos(20)
r? =-a’sen(26)

para ae R" producen

curvas polares en forma de hélice, llamadas Lemniscatas. Las Lemniscatas

tienen su centro en el polo ( cuando sen(26)=0 o cuando cos(20)=0), la

orientacién en relacién con el eje polar depende de si se tiene sen(26) o

cos(20) en la ecuacion y de si el signo es mas o es menos.

Ejemplo 16.

Obtener la grafica de la curva r? = 4cos(26). En esta ecuacién se

observa que cos(260)> 0, es decir —_fs 0 s% y que para cada valor de ¢

setieneun r<0 yun r>0.

Figura 31
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Ejemplo 17.
! Obtener la grafica de la curva r? =-4cos(26). En esta ecuacién se

observa que cos(26)<0, es decir %se si} y que para cada valor de @

setieneun r<0 yun r>0.

Figura 32

Ejemplo 18.

Obtener la grafica de la curva r? = 4sen(20). En esta ecuacién se
|
® observa que sen(26)> 0, es decir 0<¢ s% y que para cada valor de @ se

.“ tieneun r<0 yun r>0.
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i

0.5

L5

Ejemplo 19.

Figura 33

Obtener la grafica de la curva r? =-4sen(20). En esta ecuacién se

observa que sen(2¢)<0, es decir %se < Yy que para cada valor de 8 se

tieneun r<0 yunr>0.

0.5

-1.5

-1 05 0

-0.5

as

Figura 34
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3.2.3 CURVAS ROSAS?®

r = asen(no)

ara neN°'y aeR’
r = acos(no) 4 el

Las ecuaciones de la forma {

producen curvas polares en forma de flor, lamadas Rosas o Rosetas. Las
Rosas tienen 2n pétalos si n es par y tienen n pétalos si n es impar. Si n
es par la curva se completa cuando @ vade 0 a 2z. Si n es impar la curva
se completa cuando # va de 0 a  y se repite cuando @ vade = a 2r.

Todas las Rosas pasan por el polo cuando sen(nd)=0 o cos(ng)=0, la

orientacién y simetria depende de si en la ecuacién se tiene sen(ng) o

cos(n@).

Ejemplo 20.
Obtener la gréfica de la curva r = 3cos(26). Como n=2 la rosa tiene

4 pétalos y se forma completa cuando @ vade 0 a 2r.

Figura 35

¥ Ver ejemplo 8.
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Obtener la grafica de la curva r =—-;—cos(29). Como n=2 la rosa

tiene 4 pétalos y se forma completa cuando @ vade 0 a 2~ .

06

0% -04 -02 A% 02 04 s

02

-04

-0.5

Ejemplo 22.

Figura 36

Obtener la grafica de la curva r = 4sen(30). Como n=3 la rosa tiene

3 pétalos y se forma completa cuando ¢ vade 0 a r.

Figura 37
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Ejemplo 23.
Obtener la grafica de la curva r = -2sen(469). Como n=4 la rosa

tiene 8 pétalos y se forma completa cuando @ vade 0 a 2r.

Figura 38

3.2.4 CURVAS DOBLE HOJA

Las ecuaciones de la forma r=asen(f)cos?’(9) para acR’

producen curvas polares llamadas Doble Hojas, simétricas con respecto a la

4 ;
recta 6= T Las dos hojas de la curva se forman para valores de ¢ que van
de 0 a . Si # sume valores negativos se forma la misma curva. Todas las

Doble Hojas pasan por el polo cuando 8 =0, 6 = % O=rx.
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Ejemplo 24.
Obtener la grafica de la curva r = 3sen(9)cos?(6).

Figura 39

Ejemplo 25.

Obtener la grafica de la curva r = ~7sen(9)cos? ().

Figura 40
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3.3 CURVAS ESPIRALES

Son curvas polares no periddicas que se enrollan alrededor del polo
un nimero infinito de veces, de tal manera que r aumenta o disminuye a
medida que @ crece o decrece.

3.3.1 CURVAS ESPIRALES LINEALES O DE ARQUIMEDES

Las ecuaciones de laforma r=af# para aeR' producen curvas

polares llamadas Espirales Lineales o de Arquimedes, que pasan por el polo
cuando #=0.

Ejemplo 26.
Obtener la grafica de la curva r=20. Si >0 la curva abre en
sentido antihorario y si # < 0la curva abre en sentido horario.

/)
1/

-10

Figura41 .Para 6>0
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Figura 42 .Para ¢ <0

Ejemplo 27.

Obtener la gréfica de la curva r=-50. Si >0 la curva abre en
sentido antihorario y si @ < 0la curva abre en sentido horario.

Figura 43. Para ¢ >0.
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-80 60 40 -20 20 . 40 60

Figura 44 Para 9 <0

3.3.2 CURVAS ESPIRALES LOGARITMICAS

Las ecuaciones de laforma r=e® para aeR® producen curvas
polares llamadas Espirales Logaritmicas, que no pasan por el polo, pues
e 0, V0eR.

Ejemplo 28.
Obtener la grafica de la curva r =e”. Para 9 >0 el valor de r crecey

para @ <0 el valor de r decrece.
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Figura 45. Para >0.

02 04 06 08 |

. Figura 46. Para 9 <0.
L
Lo
®
‘\ 3.3.3 CURVAS ESPIRALES HIPERBOLICAS®
L
-
4 a
\ Las ecuaciones de la forma r=5 para ae R’ producen curvas
L
- polares llamadas Espirales Hiperbdlicas, que no pasan por el polo, pues
- ® Ver ejemplo 10.
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gaao, V& eR. La curva presenta dos ramas simétricas con respecto a

7] =% una para >0 y otra para # <0 y una direccién asintéticaen =0,

que origina la asintota y = a.

Ejemplo 29.

Obtener la grafica de la curva r = %

2 P——
15—
1
057
5
2 1 \,_4./ 1 2 3 4

Figura47. Para ¢ >0.

H\/t
-4 -3

2
15
1
j\
-2 -1 \1{/ 1 “

Figura 48. Para # <0.
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3.4 CURVAS ASINTOTICAS™
Son curvas polares periédicas que tienen una asintota.

3.4.1 CURVAS CONCOIDES

Las ecuaciones de la forma r=asec(@)+b para azb, acR'y
b e R" producen curvas polares llamadas Concoides, que pueden o no pasar
por el polo (lo hacen si asec(9)+b=0). Cualquier Concoide es simétrica

con respecto al eje polar y se completa con valores de # que vande 0 a 27,
pero en @ =§ y 8= 37” la curva presenta direcciones asintéticas, que

originan la misma asintota x =a. Si ¢ toma valores negativos se forma la
misma curva.

La orientacién de la concoide en relacion con el eje polar depende de
la relacion numéricaentre a y b.

Ejemplo 30.
Obtener la grafica de la curva r=sec(@)+2. La curva tiene una

asintotaen x =1 y como b > a> 0 tiene un rizo.

10 s
V 251
er seccion 56
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| Figura 49

Ejemplo 31.
Obtener la gréfica de la curva r=2sec(9)+1. La curva tiene una

asintotaen x =2 y como a> b > 0no tiene rizo.

. L‘ 0 0.5

L5 2 25

Figura 50
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Ejemplo 32.
Obtener la grafica de la curva r=-2sec(9)+1. La curva tiene una

asintota en x =-2 y como —a > b > 0no tiene rizo.

Figura 51

Ejemplo 33.
Obtener la grafica de la curva r = —sec(6)+ 2. La curva tiene una

asintotaen x =-1 y como b > -a > 0 tiene rizo.

Figura 52
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3.4.2 CURVAS CISOIDES

Las ecuaciones de laforma r = asen(9)tag(¢) para a < R*, producen

curvas polares llamadas Cisoides. Que pasan por el polo si 6 =0, son
simétricas respecto al eje polar y se forman completas para valores de 6 que

T T

van desde -~ a %. En == y en 8=-— las curvas presentan
2 2 2 2

direcciones asintéticas, que originan la misma asintota x =a. Si ¢ toma

: T 3 . » -
valores del intervalo (E’?J se forma la misma curva. La orientacion de las

concoides en relacién con el eje polar depende del signo de a.

Ejemplo 34.

Obtener la grafica de la curva r =%sen(9)tag(9). La curva tiene una

; 1
asintotaen y = 5

0.5

057

Figura 53
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Ejemplo 35.

Obtener la gréfica de la curva r = —%sen(a)tag(e). La curva tiene una

: 1
asintotaen y = "5

| .
‘ 0.6
0.4
‘ ~ 0.2

!
B ' $02
$04

0.6
308

Figura 54
3.4.3 CURVAS ESTROFOIDES

Las ecuaciones de la forma r=acos(20)sec(¢) para acR®

producen curvas polares llamadas Estrofoides que pasan por el polo si

T . 5 .
@ =—. Son simétricas con respecto al eje polar y se completa para valores

de @ que van desde 0 a . En 9=% las curvas presentan direcciones

asintéticas, que originan una misma asintota x =-a. Si # toma valores
negativos se forma la misma curva. La orientacién de las estrofoides en

relacion con el eje polar depende del signo de a.
60




—a _n__N

SISTEMA DE COORDENADAS POLARES
_——nm—

Lic. Liliana Lupo

Ejemplo 36.
Obtener la grafica de la curva r = 3cos(20)sec(#). La curva tiene una

asintotaen x=-3.

Figura 55

Ejemplo 37.
Obtener la grafica de la curva r =-3cos(20)sec(d). La curva tiene

una asintotaen x=3.

Figura 54
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3.5 INTERSECCION DE CURVAS EN EL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

Para determinar los puntos de interseccion de dos curvas cuyas
ecuaciones estan en el Sistema de Coordenadas Cartesianas, las dos
ecuaciones se resuelven simultaneamente. Las soluciones comunes dan
todos los puntos de interseccion. Para determinar los puntos de interseccién
de dos curvas cuyas ecuaciones estan en el Sistema de Coordenadas
Polares, las dos ecuaciones también se resuelven simultaneamente, sin
embargo, se muestran algunos ejemplos para ilustrar algunas diferencias

entre los dos sistemas.

Ejemplo 38.

Determinar los puntos de interseccion de las curvas r = 2 + 2cos(@) y
r=2-2cos(9).

Las curvas corresponden a dos cardioides.

Se observa que @ puede asumir cualquier valor real, que las curvas
son simétricas respecto al eje polar y que el periodo en cada una
corresponde al valor 2z . En la figura 57 se muestra la grafica de cada una
de ellas y se observa que tienen tres puntos de interseccion.

62




SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

Lic. Liliana Lupo

r

(]
STV [

-y

Figura 57

A continuacion se buscaran analiticamente los puntos de interseccién,

resolviendo la ecuaciéon 2 + 2 cos(@) = 2 - 2 cos(¢), de forma que:

4cos(9)=0
cos(9)=0
T
8, ==
PR
3z
6, ="
“ 2

Los puntos de interseccion obtenidos analiticamente son A[Z,—g) y

3(2, 3_") .
2

Ambas curvas pasan por el origen (polo), sin embargo ese punto no se
obtiene analiticamente como interseccién porque es generado para ambas
curvas por distintos valores de ¢. En consecuencia, para encontrar los

puntos de interseccién de dos curvas polares r=f(@) y r=g(@), se debe

tener en cuenta que los puntos tienen mas de una representacion en
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coordenadas polares. En particular, esto indica que los puntos de
interseccion no necesitan corresponder a las soluciones f(9) = g(6).

Como (0,60) representa el polo para cualquier @, se establece si el
polo es un punto de interseccion estableciendo si r =0 en cada ecuacion y
resolviendo para 0. Asi, 2+2cos(0)=0 si 0=z y 2-2cos(0)=0 si

6 =0, por lo que el polo es uno de los puntos de interseccion.

Ejemplo 39

Determinar los puntos de interseccion de las curvas r = sen(26) vy
r=1.

La curva r =sen(20) corresponde a la rosa de cuatro pétalos del
ejemplo 7. La curva r=1 corresponde a una circunferencia de radio 1 y
centro en el polo'. En la figura 58 se muestra la grafica de cada una de ellas
y se observa que tienen cuatro puntos de interseccién.

Y
77

Figura 58

"' Ver seccion 2.3.
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A continuacién se buscaran analiticamente los puntos de interseccion
de las dos curvas, resolviendo la ecuacion  sen(20)=1, de forma que

5x

= 9:——_
a y 1

R

Los puntos de intersecciéon obtenidos analiticamente son A(1,%J y

g%
4

A continuacién se mostrarda un método general para obtener
analiticamente todas las intersecciones de dos curvas polares.

Si la ecuacion de una curva polar esta dada por r = f(@), entonces la
misma curva puede escribirse como (-1)"r=f(@+nz) si neZ™ (4)

Por lo tanto, la ecuacion r =sen(29) tiene también la ecuacion
(tomando n=1):

(-1)r = sen(260 + 21x)

—r = sen(20)cos(2x) + cos(20)sen(2r)

r = —sen(20)

Sise toma n =2, la ecuacion r = sen(20), tiene también la ecuacién:
(-1)°r = sen(26 + 4r)

r = sen(20)cos(4z) + cos(20)sen(4r)
r = sen(20)

que es igual a la ecuacion original.
Tomando como n cualquier otro entero, se obtiene r =-sen(20) o
r = sen(20).

La ecuacién r =1 tiene también la ecuaciéon (tomando n=1):

12 Ver seccién 1.3.
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(-1r=1

r=-1

Sisetoma n=2, la ecuacién r =1 , tiene también la ecuacion:

~1r=1

r=1

Al tener las ecuaciones de r=f(@) y r=g(@), se obtienen todos los
puntos de interseccién de las curvas si se hace lo siguiente:

a) Se utiliza la ecuacion (4) para obtener todas las ecuaciones

equivalentes a las dos curvas.

r=£,0),r=5,0),r=£0)... (4.1

r=91(9)rr:9'2(0):r=gs(0)-~- (4'2)

b) Se resuelve cada ecuacion de (4.1) con cada ecuacioén de (4.2).

En el ejemplo se debe resolver sen(20)=1 , que ya se resolvié dando

como solucién los puntos A(1,3;—J y 8(1,57”}

También debe resolverse —sen(20)=1 que da como solucién los
puntos C(—1,3—”] y D(—‘!,—Tf).
El 4

c) Se verificar si el polo es un punto de interseccion estableciendo
r =0 en cada ecuacion.
En el caso de la curva r =1 la curva no pasa por el polo, asi que el
mismo no es un punto de interseccion.
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CAPITULO IV
TANGENTES A UNA CURVA DADA EN EL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

4.1.- TANGENTES A UNA CURVA DADA EN EL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

Para encontrar una recta tangente a una curva polar de ecuacién

r = (@) en el punto de coordenadas polares (r,0), se considera @ como un
parametro y se pueden escribir las ecuaciones paramétricas de r=£(9)

como:
x =f(0)cos(9) (3.1)
y =f(0)sen(9) (3.2)
Luego, puede encontrarse la pendiente de cualquier recta tangente
usando

dy
Tdx
dx X do

De la regla de la derivacion de un producto se tiene:

:y f'(0)sen(9)+f(0)cos() (5.1)
::—_f (0)cos(0)-f(0)sen(p)  (5.2)

Sustituyendo las ecuaciones (5.1) y (5.2) en la ecuacién (4), se
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obtiene:
dy _f'(6)sen(9)+f(6)cos(0)
dx f'(0)cos(0)-f(0)sen(o)
Obsérvese que para obtener la pendiente de la recta tangente debe

sustituirse el valor de @ del punto (r,0) en la ecuacién (6). Si se desea

(6)

construir la ecuacion de la recta tangente en ese punto, éste debe
expresarse en coordenadas cartesianas (x,,y,) a través de las ecuaciones
(1.1) y (1.2)"y utilizar le ecuacion:
Y-Yo=m(x-x,) (7)
que corresponde a la ecuacion de una recta en e/ Sistema de Coordenadas
Rectangulares. Si se desea, se puede expresar la ecuacidn anterior en el
Sistema de Coordenadas Polares a través de las ecuaciones (1.1) y (1.2).
Para localizar las tangentes horizontales se buscan los puntos donde

:—j;:O(siempre que %#0). Igualmente, para localizar las tangentes

verticales se buscan los puntos donde z—; =0 (siempre que g% =0

Si se buscan las tangentes a una curva que pasan por el polo,
entonces r=f(@)=0 y la ecuacién (6) se simplifica y se obtiene la
ecuacion (8).

m=g—=tag(9) si f(0)=0, esdecir 6 =arctag(m)+kz™ (8)

kelZ.
Ejemplo.42.

' Ver seccion 1.4.
= Corresponde a la ecuacioén de una recta polar que pasa por el polo. Ver seccién 2.2.
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Sea la rosa de tres pétalos de ecuacién r = sen(36).

a) Obtener la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto donde

g==,
4

b) Obtener la ecuacién de todas las rectas tangentes horizontales.

c) Demostrar que en los tres puntos donde |r| €s maximo, la recta tangente

es perpendicular al segmento que une el punto con el polo.

La curva corresponde a una rosa de tres pétalos'®, simétrica con
T . "
respecto a la recta 0=E. A continuacién se muestra una gréfica de la

curva.

Figura 61

a) En la figura 61 se muestra el grafico de la curva. A partir de la
ecuacion (6) se tiene:

dy 3cos(30)sen(9)+ sen(30)cos(6)
dx  3cos(30)cos(9)- sen(30)sen(s)

15 .z
Ver secci
er ion 3.2.3 69
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Sustituyendo @ =% en la ecuacion anterior, se tiene:

3 cos(ﬁ)sen[fj + sen[‘?z] cos(”) .. S 1
dy (E) B 4 4 4 4) 2 "2

1
a (37r) (z] 3 (n’] “=3 4 2
3cos| — |cos| — |-sen| — |sen S
4 4 4 4 2 2

dx\ 4
Lo que indica que la pendiente de la tangente en el punto donde

= ue m=1. En =2, r=—2 asi que se trata del punto polar
4 2 4 2
V2 7 . =
4l Al expresar este punto en el sistema de rectangular utilizando las

ecuaciones (3.1) y (3.2) se tiene (%,%J Para construir la ecuacién de la

recta en el sistema rectangular se sustituye en la ecuacién (7) y se tiene
et [ L
Y=272 2)

b) Para localizar las tangentes horizontales se buscan los puntos

donde oy = 0 (siempre que Bx # 0). Asi se tiene que:
do deo

3cos(30)sen(p) + sen(30)cos(0)=0, siempre que
3cos(39)cos(@) - sen(30)sen(9) =0

Se muestra a continuacion el proceso de resolucién de la ecuacién
3cos(30)sen(9)+ sen(30)cos(0)=0,  utilizando las  identidades
trigonomeétricas
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o | 3[4 cos® (6)- 3cos(0))sen(0) + [3 sen(6) - 4 sen’ (©)|cos(e)=0
- ’ 12cos*(0)sen(9) - 9 cos(6)sen(9) + 3 cos(0) sen(0) — 4 sen’ (9)cos(0)=0
| 12cos’(0)sen(9) - 6 cos(@)sen(9) — 4 sen’®(9)cos(0)=0
® 2 cos(0)sen(0)[6 cos? (9) - 3 - 2sen?(9)]=0
a | 2 cos(0) sen(o)[6[1 - sen?(0)]- 3 - 2sen?(9)]=0
® 2cos(9) sen(a)[ﬁ ~6sen?(9)-3-2sen?(9)|=0
2cos(0)sen(0)[3 - 8sen?(9)]=0
®
De la expresidn anterior se deduce que:
T
P cos(#) =0, por lo que ==
i sen(@)=0,porloque #=0y O=r.
3-8sen’(9)=0, porloque @ = arcsen ﬁ y 0 =arcsen —ﬁ .
Ll 4 4
. : -
P Al buscar las tangentes horizontales usamos la ecuacién
y =f(0)sen(0), de modo que:
: Para # =0 y 6=~ latangente horizontal corresponde al eje x.
Lol Para @ =% la tangente horizontal corresponde alarecta y =-1.
| V6 .
P F Para @& = arcsen ¥y la tangente horizontal corresponde a la recta
3
® y = sen| 3 arcsen ~J—E sen| arcsen ﬁ = 36 - 4‘/6_ V6 = 1.
4 4 4 64 |4 16
P J6 :
Para @ =arcsen|——— |, la tangente horizontal corresponde a
- 4
71
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9
nuevamente a la recta y = FTe

¢) Las puntas de los pétalos de la rosa representan los puntos

donde |r| es maximo. Para r = sen(36) esto ocurre cuando sen(36)=1 o

..

sen(30) = -1, es decir para 6 = g- ==y @ . A partir de la ecuacion

(6), se tiene

m_ 9V _ 3cos(3 )sen(o )+ sen(30 )cos( )
dx  3cos(3 )cos( )-sen(3s )sen()’

Si @ =%, m = -y 3. El punto rectangular que corresponde ¢ =% esta

dado por (?,%} La pendiente del segmento de recta que une este punto

. 1
con el origen es m, = ﬁ Se observa que el segmento de recta que une el

punto (——"2‘?,%} con el origen (polo) es perpendicular a la recta tangente en
1
ese punto, pues mm, = —/3 — = —1.
P p 1 3
. 5r 5
Si @ e m =+/3 . El punto rectangular que corresponde 9=?

-3 1

esta dado por (T'E} La pendiente del segmento de recta que une este

X -1
punto con el origen es m, = :E Se observa que el segmento de recta que
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une el punto [?%J con el origen (polo) es perpendicular a la recta

tangente en ese punto, pues mm, = JE(LJ = 1.

V3

Si 9=%, m = 0. El punto rectangular que corresponde 6:% esta

dado por (0,-7). Se observa que el segmento de recta que une el punto

(0,—1) con el origen (polo) es perpendicular a la recta tangente en ese

punto.
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