-

£

: AAPOT7S  —zpk
e PR
° "1 | ott
o 22
® UNIVERSIDAD CATOLICA ANDRES BELLO

® FACULTAD DE INGENIERIA

- ESCUELA DE CIENCIAS BASICAS

e

e ,
: EUCAB'IW"}-"T d gt
® | acoreca cexan. - eaue » 28
e L
Lo

L

L

gl

L

o

L

®

.

gl

®

L

L

*®

.

Lo

.

gl

L

o :

- Trabajo de ascenso presentado ante la ilustre UNIVERSIDAD CATOLICA

P ANDRES BELLO por el Ingeniero Luis Barroso Alfaro. para optar por la

. categoria de Profesor Asistente

-

")

'

o

'R

'}

LR

- e
. El método didactico empleado combina, con el uso de las tecnologias

3 contemporaneas, aspectos tales como motivacion, orientacién vy calculo, con la

: ilustracion grafica de los resultados, lo que permitira una mejor comprensioén y

' razonamiento del método analitico empleado en el calculo de la respectiva solucion,

)

lo que sugiere en consecuencia que el calculo sea mas concreta v aceacihla o 1.
e ————— o




PROLOGO

El propésito de este trabajo es presentar a los estudiantes universitarios de ingenieria
y ciencias, la aplicacién de una moderna, logica y eficiente herramienta de calculo
matematico, que les facilite una mejor comprension de los problemas matematicos.
El método didactico empleado combina, con el uso de las tecnologias
contemporaneas, aspectos tales como motivacion, orientacion y calculo, con la
ilustracion gréafica de los resultados, lo que permitira una mejor comprension y
razonamiento del método analitico empleado en el calculo de la respectiva solucion,
lo que sugiere en consecuencia que el calculo sea mas concreto y accesible a los
estudiantes.

Es bien conocido que el analisis grafico de los problemas matematicos, ayuda en
forma significativa a comprender las Matematicas y a hacerlas mas asequibles.

Con el “ software “ utilizado en la realizacion del presente trabajo, solo se requiere
hacer “click” sobre el icono correspondiente, para obtener rapida y eficientemente,
presentaciones graficas en dos o tres dimensiones de problemas matematicos cuya
solucion convencional implicaria largos procesos de calculo y analisis numéricos.
También es posible, a partir de expresiones matematicas, crear objetos graficos
cientificos e incluso artisticos en la pantalla del computador, asi como su posterior
edicion e impresion.

El uso eficiente de métodos graficos y analiticos para comprobar resultados, ayudara
también al estudiante a desarrollar y aumentar la confianza en sus propias
habilidades matematicas, lo que sin duda alguna, le sera de gran utilidad en aquellos
momentos de su vida profesional en los que se enfrente a situaciones de trabajo en
las que no disponga de dispositivos electronicos de calculo.

El seguimiento del contenido supone el conocimiento por parte del lector, de los
principios fundamentales del Calculo, Algebra y Trigonometria. No se incluye
ningun capitulo tutorial, por cuanto todos los comandos y herramientas utilizadas se
corresponden estrictamente con la notacion matematica natural, es decir, con la

forma de escritura de las Matematicas reconocida internacionalmente.
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CAPITULO 1

ARQUIMEDES

Arquimedes de Siracusa, nacido el afio 287 ( a.C.) es considerado el mas grande matematico de la era
antigua, desde el sigloV a.C. hasta siglo Il d.C. Fue famoso en su época por inventos mecanicos tales
como el dispositivo de palanca y polea (“dadme un punto de apoyo y moveré al mundo™), un
planetario donde duplicé el movimiento de los cuerpos celestes de manera tanprecisa que mostraba los
eclipses de sol y de luna, las maquinas de guerra que tanto aterraron a los romanos en la batalla de
Siracusa, en la cual encontré la muerte. No obstante, se decia que estos inventos eran simplemente
para Arquimedes, una aplicacion de la Geometria al juego, pues sus obras se dedicaban a la
investigacion de las Matematicas. Pero eso no es todo, la Hidrostatica le deben su famoso principio
del empuje de los fluidos.

Arquimedes escribi6 sobre todos las custiones matematicas conocidas en su época, y a todas ellas
aporto nuevas ideas y conclusiones. Llego a determinar muchas areas de circulos, esferas y secciones
conicas asi como también volumenes de conos, esferas, elipsoides y paraboloides, areas y volimenes
que en la actualidad se determinan usando Calculo Integral.

Euclides, que vivio entre 306 (a.C) y 283 (a.C), habia determinado que el area 4 de un circulo es
proporcional al cuadrado de su radio # , es decir, 4 = 7r? , donde  es la constante de
proporcionalidad. Fue Arquimedes quien aproximoé con precision el valor numérico de esta constante
de proporcionalidad 7z, demostrando que su valor esta entre 31> y 31 . En efecto:

3% <7 =3.1415926535897932384626433832795028841971693993751... < 3%

Euclides también habia demostrado que el volumen ¥ de una esfera de radio r esta dado por la
expresion : V'=kr® ( k= constante). Fue Arquimedes quien demostrd que :

k=&
También se deben a Arquimedes formulas tan familiares como: V = 7 r°h y V= Sar’h
para un cilindro y un cono, respectivamente, de radio 7 y altura A.

Arquimedes también demostro que, si la altura del cilindro es # = 2r, las areas totales de la superficie
Ac y Ae, del cilindro y de la esfera, respectivamente, y sus volimenes Ve y Ve, tienen la misma
razon 2 : 3. Es decir:




1.1)

1.2)

1.3)

CAPITULO 1
OBJETO

El presente trabajo tiene por objeto, poner al alcance del estudiante una poderosa herramienta
de "software” , orientada especificamente hacia diversos topicos del analisis matematico y
representaciones graficas , requeridos también por ingenieros, cientificos profesionales e
inclusive artistas, en aquellas situaciones donde el calculo matematico esté involucrado.
El "software” a ser aplicado, denominado "SCIENTIFIC NOTEBOOBK”, integra los
siguientes elementos fundamentales:
a)  Numeros y unidades.
b)  Algebra.
c¢)  Trigonometria y nimeros complejos.
d)  Funciones.
e)  Grificas de curvas y superficies.
f Célculo: Limites, derivadas, integrales definidas e indefinidas, series,
optimizacion .
g)  Matrices.
h)  Ecuaciones diferenciales: en derivadas ordinarias y en derivadas parciales.
i) Calculo vectorial.
Dada la variedad de temas abarcados por ¢l "softiware”arriba identificado, en el presente
trabajos nos concretaremos a los mencionados bajos los literales d) , e) , la parte
concerniente a limites del literal f), y haremos especial énfasis en el tema e) ” gréficas de
curvas y superficies”, por considerar el autor que, el disponer de una herramienta que
permita graficar en forma répida y eficiente, el modelo matematico correspondiente a
problemas cientificos, ayuda tanto estudiantes de Matematica como a ingenieros, cientificos
y profesioneles en general, a comprender mejor la Matematica y a hacerla mas asequibles.

CARACTERISTICAS BASICAS

Una caracteristica basica del "Scientific Notebook” es que no hay distincién entre nliimeros
reales, complejos , enteros y decimales pues, en este “soffware”, todos estos niumeros estan
conectados continuamente, por lo que una variable puede contener numeros de cualquier tipo
sin requerir una declaracion especial durante el calculo, como sucede cuando se trabaja en
lenguajes de programacion como el FORTRAN o C, en donde se requiere una subrutina
distinta para cada variable sencilla o doble, real o compleja, entera o decimal.

Esta caracteristica fundamental hace del "Scientific Notebook™ una rapida y eficiente
herramienta matematica .

IMPORTANCIA DE LAS GRAFICAS

La mayor parte de las ecuaciones matematicas, expresan dificiles relaciones entre una, dos,
tres o mas variables, por lo que tratar de entenderlas sin graficas, puede resultar un problema
de considerable complejidad. Es muy bien conocido que el analisis visual de los problemas ,
ayuda significativamente a su comprension y asimilacién. No obstante, durante las Gltimas
tres décadas en las que FORTRAN domino entre los lenguajes de programacion, la solucién
grafica de los problemas matematicos con la ayuda de computadoras, solia requerir un
esfuerzo adicional considerable. Por ello, muchos usuarios de FORTRAN se vieron en la
necesidad de leer los resultados calculados en forma de listados de nameros.
En el presente, las graficas se consideran importantes desde la educacion primaria hasta la




1.4)

superior. En las presentaciones profesionales,casi todos los analisis matematicos, cientificos y
de ingenieria, se presentan con graficas.

Las graficas son parte fundamental y natural del entorno del programa "Scientific Notebook”,
pues basta pocas instrucciones para crear en la pantalla, mediante expresiones matematicas,
soluciones gréficas a problemas cientificos e incluso artisticos.

En general, consideramos que el programa "SCIENTIFIC NOTEBOOK” permite una rapida
y eficiente creacion de graficas, lo que esperamos motive a los estudiantes para aprender
métodos matematicos y numéricos en forma agradable.

Este trabajo se escribi6 con la intencion de hacer precisamente eso.

INTRODUCCION AL ”SCIENTIFIC NOTEBOOK”
El "software” identificado como "SCINTIFIC NOTEBOOK”, permite escribir matematicas
usando las normas internacionales aceptadas para tal fin. Por esta razon , se prescinde en el
presente trabajo de un tutonial, por cuanto se considera que el lector esta familiarizado con los
simbolos y nomenclatura de uso general en el calculo matematico. No obstante, el uso y
aplicacion de cada comando, sera explicado detalladamente en la medida que lo requiera su
utilizacién en un problema especifico. ;
El programa distingue entre texto propiamente dicho y Matemética y asume en consecuencia,
de no indicarse lo contrario, que el usuario esté escribiendo texto. Tenga presente el lector
que en todo este trabajo, las abreviaturas de las funciones estan dadas por las
correspondientes abreviaturas derivadas del idioma inglés. En particular, la funcién
trigonométrica seno de x (sen X) se representara gr la expresion sinx , derivada segiin
se indico, de la palabra "sine”de dicho idioma. Esta y el resto de las funciones
trigonométricas, asi como otras de uso comun en el calculo matematico, pueden encontrarse
en la Barra de Herramientas del programa, bajo la instruccion:

" Insert+Math Name”.
Una pantalla tipica del SCINTIFIC NOTEBOOK” se presenta a continuacion:




1.41) CAMBIO DE TEXTO A MATEMATICA
En la Barra de Herramientas como la que se muestra:

Rtooces S5k § {20 %

haga click en el icono :

el mismo cambiars a:

en color rojo, indicando asi que el progrma esta en el modo Matematica.
En este modo, el programa:

a)

b)
c)

d)

Escribe los caracteres en el tipo ” italica” y en el formato correspondiente a las
normas aceptadas universalmente para la escritura de las Matematicas.
Reconoce todo lo que escriba como una expresion matematica.
Automaticamente, inserta espacios antes y después de los operadores

tales como: +, — ¢, +,<,etc.

Usa la Barra Espaciadora para insertar el cursor en el préximo objeto, mas no
para insertar espacios.

142) OTRAS HERRAMIENTAS
Otras funciones y simbolos estan disponibles en el programa y los mismos pueden
abrirse en pantalla, a conveniencia del usuario.
Para ello, se selecciona desde la Barra de Menii: " View+Toolsbar”

Symbol
Toolbar

Math 2
Toolbar

Field
Toolbar

Navigate
Toolbar
Toolbar

Tag
Toolbar

Fragments
Toolbar




El uso de estas herramientas se expolicara mas adelante, en la misma medida en que se
requiera la utilizacion de cualquiera de ellas para una aplicacién especifica. No obstante,
consideramos que su uso resultara muy “amigable”, dado que los iconos, operadores,
simbolos, etc., son los mismos usados en el lenguaje internacional del calculo
matemaético.

1.5.) ESCRIBIENDO MATEMATICAS

15.1)

NOTA 1:

b)

c)

d)

e)

ESCRIBIENDO UN POLINIMIO.  Porgjemplo: 3x? —12x+13
a)

En la Barra de Herramientas , haga click en el icono:

El mismo cambiara a:

El color rojo indica que el programa " Scientific Notebook™ esta en el modo

Matematica y reconocera en consecuencia lo que se escriba a continuacion,

como una expresién matematica.

(Opcionalmente, ésto también puede lograrse eligiendo ”Insert + Math” en
la Barra de Menu).

Escriba normalmente : 3x
aparecera en letras rojas, indicando que se esta en el modo Matematica.

Haga click en el icono: \g y escriba: 2

(Opcionalmente, puede elegir "Insert + Superscript’ en la Barra de
Herramientas).

Después de escribir el exponente 2, presione la Barra Espaciadora

( O use la flecha hacia la derecha —) para salir del Exponente y regresar a
la linea que esta escribiendo).

Escriba el resto del polinomio: —12x + 13

El resultado sera: 3x% —12x+ 13

Cuando se trabaja en el "modo Matematica” ( icono E activado), el programa Scientific
Notebook maneja los espacios entre letras. Como ya se indico, al presionar la Barra Espaciadora

en este modo, puede cambiar la insercion del cursor en la estructura del polinimio, pero no insertara
ningun espacio.

152)

ESCRIBIENDO UNA EXPRESION RACIONAL
Por ejemplo :

3x2-12x+13
223




a) Haga click en en el icono:
L

-

(Opcionalmente, se puede elegir “Insert + Fraction”en la Barra de Ment)
Automaticamente, el programa se pone en el modo Matematica.
b) Escriba el polinomio: 3x? — 12x + 13 en el cuadro superior (numerador).
c) Oprima la tecla TAB & para cambiar al denominador.
(Opcionalmente, se puede oprimir la tecla con flecha hacia abajo: | )
d) Escriba el polinomio :  2x? -3

e) Oprima la Barra Espaciadora (olatecla - ) parasalirdela
fraccion.
El resultado sera: %2::3;13_

1.53) ESCRIBIENDO UNA RAIZ DE INDICE "n”

: : 3x2-12xc+13
Ejemplo: a ey

2 3 3 .y > L
a) Seleccione con el “mouse” la expresion : 2x—Lz=l3

55— del ejemplo anterior.

b) Haga click en el icono : @ ubicado en la Barra de Herramientas

(Opcionalmente, puede elegir "Insert + Radical ” en la Barra de Ment
c) Oprimalatecla TAB g  para posicionar el cursor en el indice del

radical.
(Opcionalmente, puede oprimir la tecla con flecha hacia arriba 1)
d) Escriba el indice de laraiz : 3 en este caso.

e) Teclee la Barra Espaciadora (olatecla - ) para salir de la posicion
relativa al indice de la raiz.

16)  GRAFICAR UNA EXPRESION

1.61) FUNCIONES DE UNA VARIABLE: y = f(x)

1.6.1.1) Grifica de un polinomio

a) En el modo Matematica ( icono activado), se
escribe el polinomio bajo estudio, por ejemplo:
8x% —48x+ 77

b) Coloque el cursor dentro o a la derecha del polinomio.
(Opcionalmente, se puede seleccionar toda la expresion
con el mouse).

c) Haga click en el icono: ubicado en la Barra




de Herramientas.
(Opcionalmente, puede elegir :
” Maple +Plot 2D+Rectangular’)

El resultado sera:

3007 /
2001

8x2 —48x + 77 3 *

En efecto, si completamos cuadrados en la expresion dada, se
obtiene:

y=8x%*-6x)+77 , de donde: y =2[(x-3)*-9]+77
es decir: y = 8(x—2)*+5 , lo que representa la ecuacién
de una parabola con: 4p = 8 - p = 2 ; por lo que:

-Vértice V(3,5)
-Foco F3,7)
- Eje focal : x=3
- Directriz : y=T1-p=T7-2=35

La siguiente figura ilustra los resultados anteriores, en donde se
han realizado los cambios de escala necesarios para apreciar los
parametros aqui calculados:

I

i

I

i
E 0 1 2 3 4 3
X

Pardbola: y=8(x-3)>+5




NOTA 2:

Recuerde que:

1°) Para aplicar un comando a una expresion matematica, se coloca el cursor dentro o a la derecha
de dicha expresion ( o se selecciona dicha expresion con el mouse) , y se elige el comando que
se desea aplicar desde la Barra de Herramientas, ( o desde el menii de Maple ).

2°)  Para que una expresion matematica sea reconocida como tal por el ”Scientific Notebook”,
dicha expresion debe ser escrita toda ella en el modo Matematica; en consecuencia, tiene
que aparecer en color rojo o gris en la pantalla, y no puede existir separacion correspondiente
al modo de texto.

1.6.1.2) Cambios en el Dominio y en el Rango de una Grifica
a)  Active el grafico haciendo click en el cuadro que lo contiene.
Aparecera un icono en el extremo inferior derecho de dicho cuadro.
b)  Haga de nuevo click sobre dicho icono.
(Opcionalmente, se puede seleccionar” Edit+Properties” en la Barra de

Menu).
Se activara una Caja de Dialogo denominada: “Plot Properties”

c) Haga los cambios requeridos en la grafica y seleccione "OK ” en la
Caja de Dialogo.

Los cambios permitidos por la Caja de Dialogo ” Plot Properties”

activada, son:

*  VIEW: Permite realizar cambios en el Dominio y en el Rango de
la grafica, de acuerdo con el interés del usuario. Para ello,
se despliegan las siguiente posibilidades:

Dominio x: to:
Rango: y: tor
Default [ ]
. AXES : Permite ajustar:
Normal
a) Tipo de eje: (Axes Type): Framed
None
Normal
b) Escala: (Axes Scaling): Log
Log-log
*  PLOT COMPONENTS: : Permite
a)  Agregar otras funciones al mismo grafico: ” Add- Item”
b)  Cambiar el tipo delinea ” Line Style”
c)  Asignar color a la grafica : ” Line color”
d)  Cambiar grosor del trazo : ” Thickness”
e) Cambiar el Dominio : ” Domaine Intervals”




32 LABELING : Permite sub-titular el grafico . Para ello, se escribe el
sub-titulo deseado en el recuadro denominado:
”Caption text”.

Ejemplo: Sub-titular la graficade : y = 3x2 — 12x + 13, con el texto :
"Paribola Vertical concava hacia arriba”

y=3x2-12x+13
Parabola Vertical concava hacia arriba

g FRAME: Presenta las siguientes opciones:
Size: Permite ajustar el ancho ( Width) y el largo
(Height) del marco que contiene a la grafica.
Unit : Permite graduar losejesx e y en:
cm. , pulgadas, etc.

Ejemplo: Graficar la siguiente expresion racional —:3=12x+13

2x2-3
207
| yiof I
./‘/. : \
4 2 0 -2 s 4
| \‘ :
/ ||
[ -101 1l
[ 4 {
S,
3x2-12x+13
2023
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1.6.1.3)

1.6.1.4)

1.6.18)

Anadir una o mas graficas a otra existente
a) Con el grafico existente activado, haga click en el icono de la esquina
inferior derecha; aparecera la Caja de Dialogo: "Plot properties”
(O selecione " Edit+Properties”en la Barra e Menu).

b) Elija ”Add Item” y escriba la nueva expresion a graficar, en el recuadro
titulado:”Expressions and Relations”.
c) Después de escribir su nueva expresion y fijar color, tipo de linea, etc.,

seleccione la opcion ”OK”( u oprima la tecla ”’ENTER”).
Ejemplo: Afiadir la graficadelarecta: y = 2x+4 alacurva mostrada
anteriormente, en color azul.
Procediendo en la forma indicada, se obtiene:

4 ) 0 1 2 Tl
= b — X
/
101
| | _201 |

3x2-12¢+13
2x2-3
NOTA 3

En este caso, a cada grafica se le puede asignar el color que se desee.
Graficar varias curvas al mismo tiempo y en el mismo sistema de
coordenadas

a) Se inicia el modo Matematicas y se escriben las distintas expresiones a
graficar, separadas por una coma.
Ejemplo: x3,4x? + 2x,3x + 20
b) Se coloca el cursor dentro de una cualquiera de las expresiones
( 0 a la derecha de ellas).

c) Se hace click en el icono

(O se seleciona;”Maple+Plot 2D+Rectangular”.

El resultado sera:

9
) 7 = 3.141592653 589793 23846

Funcion compuesta: f(g(x)) _ .
a) Se definen las funcibnes f(x) y g(x) segun se explicé anteriormente.

Por ejemplo: fix)=ax+b ; gx) =sinx
b) Se escribe en el modo Matematicas:  fg(x))
c) Se seleciona: "Maple+Evaluate”

El resultado sera:  flg(x)) =asinx+5b

11




1.6.1.9)

1.6.1.10)

1.6.1.11)

1.6.1.12)

0 2 g(flx)) = sin(ax+b)

Recuérdese que la funcién compuesta existe siy sélosi: DN Rg =0
Ejemplo:
Dado: fx)= 1+ vy

g(x) = sin(x +2)
calcular : flg(x))

Solucion:
sin(x+2)

Aplicando los pasos antes sefialados, se obtiene: f(g(x)) = (l + 713(11:?5')

Ver la lista de Expresiones y Funciones definidas

* A tal efecto, se selecciona: "Maple+Define+Show Definitions” en la
Barra de Ment.
Como resultado, se muestra una caja con un listado de todas las funciones
definidas segtn el proceso anterior.

Borrar todas las Expresiones y Funciones previamente definidas

- Se selecciona: ”Maple+Define+Clear Definitions™
en la Barra de Menu.

Borrar una de las Expresiones y/o Funciones definidas

a) Se selecciona la expresion o funcion que se desea borrar

b) Se seleciona: “Maple+Define+Undefine” en la Barra de Menu.

Construir una Tabla de Valores

a) Se selecciona la expresion o funcion que se desea evaluar
Por gjemplo: flx) = 3x? — 12x+ 13

b) Se seleciona: "Maple+Define+New Definitions.”

c) Se escribe en el modo Matematicas, la letra: f

d) Se elige: "Insert +Matrix” vy se especifica el niimero de filas
requerido, ( por ejemplo 6) y una (1) columna.

e) Se escriben los valores de la variable x en cada celda de la matriz

(Use las flechas « | — para mover el cursor entre celdas).
Enestecaso: 0.1, 001, 0001, -0.1, -0.01, -0.001
f) Se seleccina la matriz con el mouse y se elige: ” Insert+Brackets”

( o se hace click en el icono _g'g )

g) Con el cursor en la expresion:
(o1 )
0.01

0.001 )
f 53 se selecciona: "Maple+Evaluate”

-0.01

\_ -0.001 )

12



Asi se obtiene:

Ejemplo 2:

Evaluar la funciéon:  flx) = 3x* —2x+1

[ 01

0.01
0.001
0.1
—-0.01
\ -0.001

Yy

\

J

p

\

11.83

12.8803
12.988 003
14.23
13.1203
13.012003 )

en: x = {-4,-2,-1,0,1,2,3,4} e ilustrar graficamente.

Solucion:

Aplicando la técnica arriba expuesta, se obtiene:

i
2

-1
0
1
2
3

k% J

(57

5
6

22

\_ 41

La siguiente grafica confirma estos resultados:

607

\

J

(x,3x*-2x+1)

1.6.1.13)  Grificar una expresién o funcién previamente definida
a) Se define la funcién que se desea graficar, segun se sefiala en el punto
1.6.1.5) de este trabajo.
Por ejemplo: y = x* —2x + 1
b) Se inserta el cursor a cualquier lado del signo igual

( O ala derecha de la funcion).

o

i) = 3x% - 12x +1

c) (Se elige: "Maple+Plot 2D+Rectangular”)

13




(O se hace click en el icono

El resultado sera la grafica de la funcion

Ejemplo: Definir y graficar :
a) fix)=3x2-12&x+1 b) y=x'-2x+1
Solucién a) Siguiendo los pasos arriba sefialados, se obtiene:

607
504
40}
BO]
N\ 20]

\ 101 '/

-4 2 01 ™ 2 74
-104 e S

fix) =3x2—12x+1
NOTAS
Para obtener la grafica de la funcién:  f{x) = 3x? — 12x + 1, previamente definida, se puede usar
el simbolo: f(x), laexpresion: 3x%> —12x+1 , 0 so6lo el nombre de la funcién: f/ , como se
muestra a continuacion.

. 60, Ve
501 sor
\\ ‘\“. % T
3 \ 30 \ sl
\ 2 \ 20 \
\ \ y
v 1ol 1
A ay :! i A x = j i, /4 = YREE Y -
1 o 1 ~— 10t —
Ax) 3x?—12x+1 i F

NOTA 6

Si no se ha definido previamente funciones tales como g(x) = x* —5x*+3x+2 o
g=x3-5x2+3x+2 yse desea graficar dichas expresiones, el Scientific Notebook graficara
la expresion que esté al mismo lado del signo igual, respecto del cursor.

Por ejemplo, si se escribe y no se define ;g =x> — 5x? +3x+2 , con el cursor del lado izquierdo
(o derecho) de la ecuacion, se obtendra, respectivamente :

14




40] 1
P 301
201
2
107
4 2 0 2 4 R
g / X
AT
= [ 201
/
4 | 307
2 ‘J —40l
£ = ;g =x>-5x2+3x+2
Cursor en el lado izquierdo Cursor en el lado derecho

(Recta y = x)

1.6.1.14) Factorizacion, Simplificacién y Evaluaciéon de una expresién racional
a) Factorizacion:

Supongamos que se desa factorizar la expresion: 4x* + 6x% + 19x +6x> + 15
A tal efecto, se ubica el cursor a la derecha de la expresion dada (o en ella), y se
selecciona: "Maple+Factor”.
El resultado sera: 4x* +6x2 + 19x +6x3 + 15 = (2x+3)(x + 1)(2x* —2x + 5)
Otros ejemplos:

al) x*-1=0@-DE+D)HE*+1)

a2) x°-32=(x-2)x*+2x° +4x? +8x +16)

a3) x3+32=(@x+2)x* -2 +4x2 -8x+16)

ad) x°+64=@2+4)x*-4x?+16)

as5) x*-a°=@x-a)x*+xa+a?)

b) Simplificacion:

4x4+6x2+19x+6x3+15
2x345x2+5x+3

derecha de la expresion ( o en ella), y se selecciona : "Maple+Simplify”.

Para simplificar expresiones tales como: , se ubica el cursor a la

( O haga click en el icono : |#2x

5 dxt+6x2+19x+6x3+15 . 200 +3x+5
El resultado sera : oy ( -
434 +6x2+19x+6x7 415 _ (2e+3)(xe+1) (2x2-2045) 202045 _ 24345
En efecto, 263 +5x% 45243 (2x+3) (x2+x4+1) x+1) x24x+] x4l
Otros ejemplos son:
b.1) 3x% +3x 5x2 43 _ 46r'49x0483x2421x421
' 8x2+7 X% +x+7 (87+7) (2%4x47)
b.2) 3x2+4  4x+1 _ 23x*—11x* 445 -3x _
Sx%-3x  x?-1 x(5x* -3)(x* 1)

_ 23x*—11x?-4+5x —3x
x(5x2 =3)(x—1)(x+1)

Expansion:
Si se desa desarrollar expresiones tale como: (3x? + 3x)(8x? + 7) , se selecciona:

13




“Maple+Expand” (o se hace click en el icono: *® ) . Elmresultado sera:

(3x2 + 3x)(8x2 + 7) = 24x* +21x% + 24x° + 21x
Otros ejemplos son:
c1)  (Bx2+3x)’ = 27x% + 81x° + 81x* +27x3
c2) (a*+b*)=a*+b!
c.3) (@®-b%) = —(b-a)d*+b3a+b%a* +ba® +a*)
c4) (@ +b°) = (a+b)(a*-ba’+b%*a*—-b*a+b*)

d) Evaluacion

. .o 4 2 3
Si se desea evaluar la expresion; x=br=19xbr 213 3

== ribe 1
N e muw = se escribe la

expresion:

[ 4 +6x2+19x+6x7+15
2x034+5x24+5x43
se simplifica previamente segiin se indico, a objeto de evitar una posible divisién por

cero. A la expresion resultante se le aplica:

“Maple+Evaluate” o se hace click en el icono:
El resultado sera:

4x4+6x2419x+6x7+15  _ 2x2-2x+5 .
2x3+5x2+5x+3 (x * 1) x24x+l luego.
[ 4x*+6x2+19x+6x3 15 ] [(x +1)2E208 2522345 = 25
2x3+5x%+5x+3 x24+x+1 F_% 7

Otros ejemplos son:
dl)  GBx*+3x)+@x2+7) = 11x* +3x+7
d2) (3x?+3x)—-(8x2+7)= —5x2+3x-7
d3) x2+x+5—3x3+5x2+4x;13+2x2=8x2+5x—8—3x3
2 2 = Jx*4-3%
d4) (3x + 3x)/(8x + 7) — W
e) Divisién

! . ., e R 3
Si se desa realizar la division de polinimios: =8y =19x6x 213

20345x245x+3
“Maple+Polinomilas+Divide”. El resultado sera:
Axda6x419046x+18 _ 9y _ 9 4 214607423

se selecciona:

234552 4+5x43 223 +5x24+5x+3
Otros ejemplos son:
3_9,2
e]) AR - 532 4 8x+20+ 5 —
x2 =5k
e.2) R = Xed

f) Descomposicion en fracciones simples:

z : s r 4 6x2 3
Se desdea descompomner en fracciones simples la expresion; 4==812x6r 213

253 +5x2+5x+3
Para ello, se selecciona : Maple+Polinomials+Partial Fractions”. El resultado

sera:

4t +6x2+19x+6x3+15 o, _T+3x

203 +5x245x+43 Paxel
Otros ejemplos son:
2x+1  _ 2 1
£1) (Gasl) ~ 3 t s
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2041 1 2

f2) (3x+1)? 3(3x+1)? + 3Gy
2ol o bl o o S5 p T

£3) (x-5x+6)  @-2)=-3) ~  *2  x3
f4) 2x+1 = 2x+1 = 5 2 7 _ 13
- (x2-52+6) 2 (x=2)%(x-3)* (x-2)2 x-2 (x=3)2 =3
fS) 2+l = 2x+1 -
' (x2-5x+6) *(3x+1)2 (x-2)3(x-3)3(3x+1)?

= 2 24 7 81 27 2349

49(x-2)? + 343(x-2) 5 100x-3)2  S00(x-3) v 4900(3x+1)2 + 171500(3x+1)

NOTA 7: Enlos ejemplos f3) a f5) se aplicé primero :”Maple+Factor” y luego:
“"Maple+Polinomials+Partial Fractions™.

1.6.1.15) Resolucion de ecuaciones
a) Ecuaciones de gradon :
Supongamos que se desea resolver ecuaciones de la forma :

@ X" +Qpabx™ +a,0x" 2 + ....... +ax+a; =0

al) Se selecciona la ecuacion con el mouse ( o se coloca el cursor dentro de
dicha expresion).

a2) Se elige : "Maple+Solve+Exact” o "Maple+Solve+Numeric” en la
Barra de Menu.

Ejemplo 1:

Resolver la ecuacion:  5x—4 = 8x

Solucién:

- Si se aplica : "Maple+Solve+Exact”, se obtiene:
5x —4 = 8x, Solution is : {x = —%}
- Sise aplica: "Maple+Solve+Numeric”, se obtiene:
5x — 4 = 8x, Solution is : {x = —1.333333333}
Otros ejemplos:
Ejemplo2: x?-5x+6 =0, Solutionis : {x = 2},{x = 3}
Ejemplo3: x*—6x>+11x—6 = 0, Solutionis : {x = 1},{x = 2},{x = 3}
Ejemplo4: x*—3x?>+8x—6 =0, Solutionis
p=1}{x=1+iB }, {a=1-i5 }
Ejemplo5:  x* +2x? - 3x+4 = 0, Solution is :

{ =-—J(89+6J1'5_) ——ﬂ_jg)—%},
{ %J(s9+6ﬁ) ¥ —-—+—1J_(——4(89+6JF) +

6#@@ 3#(89—»6./@) )}’

{ =%J(89+6J1—5_) +—Jl_59)—%——tf(——J(89+6JF) +W
NOTA 8:

Si se desea evaluar cada una de las raices asi obtenidas, se seleccionan cada una de éstas con el
mouse,

17



2000000000000 00000DN0000000B00ONNNNNNADOGONNOGONIOGNIDY

y se elige:"Maple+Evaluate Numerically” ;(o se hace click en el icono” Evaluate Numerically”
de la Barra de Herramientas que se muestra a continuacion:

Show
Evaluate Solve Expand Plot 3D Definitions

J L

Evaluate Simplify Plot 2D New
Numerically Definition
Asi se obtiene:
{ = -1 /(89+6/159) - _T-——) - %} :x = —3.284277537306952248 4
15

. {x = .64213876865347612421 —.897542015304 750003 797}

{ = 1{(89+64159) +6—‘—W—%—%’iﬁ( 1{(89+6/159) T~ )

- {x = .64213876865347612421 + 897542015304 750003 79i}

(e T ey -4+ 45 4TSI + s )

b) Ajuste del nimero de decimales
El nimero de decimales puede ser ajustado, si se desea, seglin lo siguiente:
b.1) Se selecciona "Maple+Settings...” en la Barra de Menu ; como consecuencia,
se abre la Caja de dialogo denominada : ”Maple Settings”.
b.2) Se ajustan los parametros:
- " Digits used in Computations”: Permite fijar la cantidad de digitos (1)
con la que el programa realiza los calculos correspondientes.
- Digits Used in Display : Permite fijar la cantidad de digitos (n2) con la
que se desea expresar el resultado. Evidentemente: n, < n;
Ademas, n, = #(Parte entera) + #(Parte decimal),
en donde: # = numeral = cantidad de cifras significativas.
Fijados los valores de n, y n: , todos los célculos subsiguientes seran realizados con
estos parametros. Para los ejemplos considerados, sa ha fijado : n, = 30 y nz = 21
NOTA 9
Si se quiere obtener exclusivamente las soluciones reales, se coloca el cursor a la derecha
de la ecuacion ( o dentro de ella) y se selecciona:
” Maple+Solve+Numeric”.
Asi, para el Ejemplo 6 antes expuesto, se obtiene:
x3+2x2—3x+4 = 0, Solution is : {x = —3.28427753730695224842}

Ejemplo :
x3-2x2-3x+4 =0, Solution is : {x = —1.5615528128088302749},

18



{x = 1.0}, {x = 2.561 552812808 8302749}

Sistema de Ecuaciones
Supongamos que se desea resolver sistemas de ecuaciones del tipo :

a)x+dazy = as

Ejemplo :

b1x+b2y=b3
2x—y=-1
x+2y= 13

&1} Se selecciona : " Insert+Display™
c.2) Se escribe la primera ecuacion en la forma acostumbrada.

c.3) Con el cursor a la derecha de la ecuacion, se oprime la tecla ’ENTER”,

para crear una nueva linea, y se escribe la segunda ecuacion.
c4) Con el cursor dentro de una de las ecuaciones, se selecciona:
” Maple+Solve+Exact”

(O se hace click en el icono: *% delaBarrade Herramientas)

Opcionalmente, se puede elegir: ” Maple+Solve+Numeric”

Asi
- Siseelige : ” Maple+Solve+Exact” se obtiene:
2x-3y=1
x+2y=13

1 1Q ¢ - 2 — 4
, Solutionis: {y = Z,x= 4}
= Si se elige : ” Maple+Solve+Numeric”, el resultado sera:

x-3y=1
x+2y=13
, Solution is : {x = 5.8571,y = 3.5714}

La siguiente grafica muestra el punto de interseccion P(5.8571,3.5714),
delasrectas: 2x—3y=1 y x+2y=13

3 |
6 T i i
5 S : o~
4 B 0
R e
" I e
2 !
1 e |
el !
Z L0 2 3 4 5 B P OB B
o |
5 i
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NOTA 10:
También se puede escribir el sistema de ecuaciones en una matriz de una (1) columna y nimero de
flas igual al nimero de ecuaciones. Para ello, se selecciona:” Insert+ Matrix”, se escriben las
ecuaciones y luego:
- Se elige cualquiera de las opciones antes sefialadas :
- “Maple+Solve+Exact” o ” Maple+Solve+Numeric”
( o se hace click en sus respectivos iconos)

Si se seleccina: ” Maple+Solve+Exact, se obtiene:

4x+ 5y =10 _—
Y , Solutionis : {x = &,y = -2}
3x-2y=8
Si se seleccina: ” Maple+Solve+Numeric”, se obtiene:
4x + 5y = 10

, Solution is :
3x-2y=28

{y = -8.695652174 x 1072,x = 2.608695652}

d) Solucién de una ecuacién, especificando el intervalo: x € (a,b)
Supongamos que se desea resolver la ecuacion : f{x) =¢, en el intervalo :(a,b)
d.1)  Se selecciona ”Insert+Display”
d2) Seescribe fix) =c dentrode lacaja mostraday se oprime ENTER
d3) Seescribe: x € (a,b) enlasegunda caja
d4)  Seelige "Maple+Solve+Numeric”

Ejemplo 1:
Hallar la solucion de la ecuacién: sin’x — 2sinx+ 5 =0 ,para:0 <x < 4
“Selucion:
Aplicandfo la técnica expuesta, se obtiene:
3 1

.2_—. S
sIn“x 251mc+2 0

xe (0, L)

, Solution is : {x = .52359877559829887308}
Ejemplo 2:
Resolver la ecuacion: sin’x—3sinx++ =0 para:0<x<~
-Sejucién:
A objeto de determinar adecuadamente, los intervalos (a, b) a considerar, es de
gran utilidad graficar previamente la ecuacion dada ; asi se obtiene:
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sin’x — 3sinx + -
Notese que en el intervalo considerado (0,7) , la curva corta dos (2) veces al eje x.

Aplicando la técnica antes expuesta, y seleccionando :”Maple+Solve+Numeric”, se
obtiene:

sinzx-3sinx+% -

xe (0,1)
, Solution is : {x = . 178063 824}

sinzx~3sinx+% =0

xe (2,nm)

, Solution is : {x = 2.963 52883}
NOTA 11

Nétese la importancia de la grafica para la determinacion del intervalo (a,b) € D P

Ejemplo 3:
Resolver la ecuacion : x* —6x? +11x—6 =0 , parax € [1.5,2.9]
Solucién:
xX*—6x2+11x-6=0
x € [1.5,2.9]
, Solution is : {x = 2.0}

Comprobacién grifica:
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x3-6x2+11x-6
Ejemplo 4:

Resolver la ecuacién : sin(x + xcosx) = 0 ,en el intervalo: x € (6,6.4)

Solucion:
sin(x + xcosx) = 0
x € (6,64)
, Solution is : {x = 6.2831853071795864769}

Comprobacién grifica:
La graficadela funcion:  y = sin(x + xcosx) es:

|ﬂ\ IT R \ { \
A ost/ \ \‘1
." 4"

R ’ Ly 1,
-4 \ 2 0 2 4 4
R ; S ¢

/ |
|
i g \\ 'Ofs I\\ J
/ {
\ - V

y = sin(x + xcosx)
Ampliando el dominio para: -2 < x < 8 , se obtiene:

i AR
] / \\ ’, w]“ “I {\\
4 | ,‘I I‘ | | |
05 ;, \ /| Ef - r
-‘ TRIIWLIY!
2 f O L = 3 ﬂlTiG.'J?Js
| TR (
051 \ i t] |
/ \ !u‘ .j \ |
R 1 l_-
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Obsérvese que en el intervalo (6,6.4) existe unxo € (6,6.4) /f{ixo) = 0.

Segtn se ha calculado, xo = 6.2831853071795864769

Notese una vez mas, la importancia de la grafica para la determinacion del intervalo
(ab)eD,

Ejemplo S:
Obtener la solucion de la ecuacion: sin(x + xcosx) = % en el intervalo:
xe(2,3)
Solucién: (Ver grafica del ejemplo 4 precedente)

- Seelige”Insert+Display” (o se hace click en el icono: =

y se escribe: sin(x +xcosx) = +

- Seoprime latecla ’ENTER”. Se escribe de nuevo el intervalo deseado:
xe(2,3)

- Se selecciona : ”Solve+Numeric”.

Asi se obtiene:

1

sin(x + xcosx) = =

xe(2,3)
, Solution is : {x = 2.479729312021 14620430902518880674}

NOTA 12:
La solucién antes descrita, a través del la técnica ”Solve+Numeric”, permite calcular sélo una de las
raices en el intervalo considerado.
Para obtener todas las soluciones en el intervalo: [a,b] , es conveniente graficar la funcion en dicho
intervalo y luego dividirlo en tantos sub-intervalos como raices se observen, tal como se ilustra a
continuacion:

Ejemplo 6

Obtener las soluciones de la ecuacion: sin(x +xcosx) = 0 , en el intervalo:

x € (2,6)

Solucién: (Ver grafica del ejemplo 4 precedente)

De la gréfica arriba mostrada, se elijen los siguientes intervalos para la variable x :

(2.4), (4,4.6), (4.6,5), (56)

sin(x + xcosx) = 0
xe (2,4)
, Solution is : {x = 3.141592 }

sin(x + xcosx) = 0
x € (4,4.6)
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, Solution is : {x = 4419113}

sin(x + xcosx) = 0
x € (4.6,5)
, Solution is . {x = 4977747 },

sin(x + xcosx) = 0
x € (5,6)
, Solution is : {x = 5.504852}

Ejemplo 7

& 8
., ., x“+y =4
Obtener la solucion de las ecuaciones: g d 3
Xt -y =
Solucion:
La representacion grafica de las ecuaciones dadas se muestra a continuacion:

N\

-
-‘,.,L\',;;ié'_o--»buau\
1 f
L - /

T
3
W
4a
L

i A3 2 A

il N R N R |

De la grafica arriba mostrada, obtenida a través de la técnica:” Maple+Plot
2D+Implicit”,
se eligen los siguientes intervalos:

Pl{ xe(1,2) ;Pz{ re2) PS{ x € (-2,-1) _ﬂ{ x € (-2,-1)
ye(l,2) y € (-1,-2) y € (-2,-1) ye (1,2)
Aplicando el método antes descrito. se obtiene:

x2+yt =4

S kel |

xe(1,2)

ye(1,2)
,Solutionis: {x = 1.5811,y = 1.2247}
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24yt =4
Pyt =]
xe(1,2)
,Solutionis: {x = 1.5811,y = -1.2247}
x2 432 =4
s S |
ye(l,2)
x€ [~2-1)
, Solutionis : {x = —1.5811,y = 1.2247}
A =
2=y =]
x e (-2,-1)

, Solutionis: {y = -1.2247,x = -1.5811}

. Ejemplo 8:

Tlustrar graficamente que las ecuaciones: no se intersectan.

g 8 8
Il
mlg Nl;‘,‘" ]

Solucién:
La siguiente grafica confirma la hipétesis del problema planteado:

— T . Ey
- - o
“.41
1
w=4%y=Fgy=F
L]
. e) Ecuacién de la circunferencia que pasa por tres (3) puntos

Todo circulo en el plano, satisface la ecuacion: x? +y* + Ax + By + C = 0, siendo:

A B,y C constantes. Ademas, se sabe que tres puntos del plano que no sean colineales,
definen una circunferencia que pasa por dichos puntos.

Usando estas dos (2) propiedades, se puede calcular la ecuacion de la circunferencia que
pasa por tres puntos dados.

Z5




Ejemplo 1:
Calcular la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos.:

AT B0 vy D15 45

Solucion:
Laecuacion sera de la forma:  flx,y) = x2 +3y2 + Ax+ By + C
a)  Sustituyendo los puntos dados en esta expresion, se obtiene:

f1,8) =0
£6,3) =0
f5,7) =0

b) Se selecciona :"Maple+Define+Clear Definitions”
c) Con el cursor en la ecuacion: flx,y) = x? +y* + Ax+By+C

se elige:”’Define+New Definition”.
d) Elija:” Insert+Display” vy escriba: f(1,8) = 0 en la caja mostrada.
e) Oprima latecla: ’ENTER” yescriba:  f{6,3) = 0 enlanuevacaa.
f) Oprima la tecla : "ENTER” yescriba:  f{5,7) = 0 en forma similar .

El resultado es el siguiente:

fx,y) =x2+y? +Ax+By+C

£1,8) =0
£6,3y=0
5.7 =0
g) Con el cursor en el sistema de ecuaciones, elija: "Maple+Solve+Exact”.

Asi se obtiene:

i B 3 .
, Solution is - {C =64 = —13—3,3 =-Z

La ecuacién de la circunferencia buscada es por lo tanto : x* + 3> - £x- £y +6 =0
y su grafica sera:

107
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NOTA 13:

Si la curva luce como una elipse, seleccione “Insert+Properties” y fije adecuadamente el dominio y el
rango.

Elija también en la opcion "Axes”:” Equal Scaling”, a objeto de tener igual escala en los ejes

» x!1 e !!y ”

NOTA 14:

Si se desea sefialar los tres puntos dados sobre la grafica obtenida, se escriben tres ecuaciones de
tres circunferencias con centro en los puntos dados y radio igual al menor tamafio que permita leer

la escala utilizada. En este caso:

a)  Escriba las tres ecuaciones:

(x-1)2+(y—-8)2 = (%)z (color azul)
(x-6)2+(-3) = (%)2 (color verde)
x=52+Q@-72= (%) (color negro)

b) Seleccione cada una de ellas e insértelas en el cuadro:”’Add Item” del cuadro ”Plot

Components” y seleccione "OK”.
Asi se obtiene:
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CAPITULO Il

René Descartes, erudito matematico francés del siglo XVII (1596 - 1650), es posiblemente
mas recordado hoy en dia como filosofo que como matematico. No obstante, muchos de
nosotros estamos familiarizados con el "plano cartesiano”, en donde la posicion de un
punto queda determinada por sus coordenadas ( X, Y ).

En 1637, Descartes publicé su famoso tratado filoséfico "Discurso del Método”, donde, en
uno de los tres apéndices, establecia su nuevo enfoque analitico de la Geometria. Su
principal idea, propuesta casi simultaneamente por su coterraneo Pierre de Fermat, fue la
correspondencia entre una ecuacion y su gréfica. La ecuacién se podia utilizar para
estudiar la curva, o viceversa. Hasta entonces, las dos ramas de las Matematicas, Algebra
y Geometria, eran independientes entre si. Los circulos pertenecian a la Geometria, las
ecuaciones al Algebra. La identificacién de ambas, debida a Descartes, se conoce hoy
como Geometria Analitica y la misma permite la interaccion entre estas dos importantes
ramas de las Matematicas.

Asi, la solucion de la ecuacion f{x) = 0, son los puntos de interseccion con el gje x, por lo
que la grafica de la curva y = flx) mostrara los valores de las soluciones de la ecuacion.

Gréfica: y=x*-7x-6

Ecuacion : x> —Tx—6 =0




2.1)

22)

CAPITULO II

RELACION

Dados dos conjuntos A y B se dice que unarelacionde AenB (R : 4 — B) es cualquier
propiedad que asocia algu n elemento del conjunto A (conjunto de partida) con algun
elemento del conjunto B (conjunto de llegada).

Ejemplo:

Dados los conjuntos A = {4,6} y B = {25,5,115,2} construir la relacion:

R:A->B/aRb<«a>=b
Solucién:
La representacion en pares ordenados es:
R ={(4,2),(6,5),(6,2)}
FUNCION
Una funcién f de un conjunto 4 en otro B, es cualquier relacion que asigna a todos y cada
uno de los elementos de A (preiméagenes) uno y sélo uno de los elementos de B(imagenes).
En consecuencia, toda funcién es una relacion, pero no toda relacion es una funcion.
En otras palabras, una relacién entre dos conjuntos no vacios Ay B serauna funcion, siy
solo si verifica las dos condiciones siguientes:
a) Existencia:
Cada elemento del conjunt A debera poseer imagen en el conjunto B, es decir:
VxeA,dyeB/y=fx)
b) Unicidad,;
Ningiin elemeto de A tendra mas de una imagen., es decir:
vz, €4 x % =& £12:)
Se dice entonces que ¥ eslaimagen de xatravés de f ysedenotapor y = Ax).
Ejemplo:
Dados los conjuntos: 4={3,4,5} 'y B={7,5,9,10}

Son funciones definidas deAen B (4 » B) :
f=4{G,7),4,10),5,7)}
g =<{(5.9),(4,9).3,9)}
h = {(3,8),(4,7),(5,9)}
No son fuciones de A en B :
r=4{@3,10),(5,8)}
s ={(3,8),(4,9).(5,7),(3,10)}
{={3,7),14.8),(3,11})

221) Nomenclatura
Las formas mas frecuente de representar una funcion sen:

a8 [f:A-+DB
b) y=Afx
o x-—flx)

En todas estas representaciones,
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A = conjunto de salida

B = conjunto de llagada

”y” representa los elementos del conjunto de llegada B (imagnes)
”x” representa los elementos del conjunto de salida A (preimagenes)
f(x) representa las amagenes del comjunto A.

El Dominio de la funcion fes el conjunto 4 ; al conjunto B se le denomina: Contradominio

y al conjunto de las imagenes f(x) € B, se denomina Range.
De acuerdo con la definicion:

a) x—2y?+1 =0 no es una funcién, pues para un mismo valor de x existen dos
valores de y.

by y- -2-";5’-1"7*3- =0 esuna funcion de x pues : Vx € D, el valor de y es unico.

c) y =[x es una funcién de x pues : Vx € D,, el valor de y es tnico.

Estas tres conclusiones se ilustran en las siguientes graficas:

2
x-22+1=0 y——?"cf;‘*z =il y = x|
X+
2 5
4
g ~ 6
yl( " 3 i
e Y o
p 2 4
/ Y
2 } 0 | 2 s i )
i = 50 ] Nl
o H x -4 2 0 2 4
¥ X
2! 2
No es una funcion de x Una funcion de x Una funcion de x

Noétese que una grafica dada corresponde a una funcion, siy sélo si cualquer recta vetical
trazada sobre el conjunto de partida, corta a la grifica y lo hace en un sélo punto.
De esta manera se garantiza que las propiedades de existencia y unicidad se cumplen
simultaneamente.

Clasificacion de funcines de acuerdo a su naturaleza
Atendiendo a su naturaleza, las funciones se clasifican en:

a) Inyectivas:

b)  Sobreyectivas:

c¢)  Biyectivas

2221)  Funcién Inyectiva (o uno a uno)
Una funcién es inyectiva cuando las imagenes de dos elementos diferentes del
Dominio siempre corresponden a dos elementos diferentes del conjunto de
llegada.
Desde el punto de vista matematico (como una forma de evadir el simboilo +#
en la definicién), esta afirmacion es equivalente a la siguiente:
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f esinyectiva <= flx;) = fixz) = x1 =x2
lo que induca que ninguna de las imagenes esta relacionada con mas de una
preimagen.
Desde el punto de vista grafico, esto representa que ninguna recta horizintal,
que corte la curva , lo deber4 hacer en un solo punto. Lo que es lo mismo, si se
analizan los pares ordenados de una funcion inyectiva, se observa que ninguna
segunda componente aparece mas € una vez.
Ejemplo 1:
Determinar si es inyectiva la funcionf: R - R/f(x) = 2x +6
Solucién:
Aplicando la definicion, partimos de dos imagenes iguales: f{x1) = f(xz).
Asi se obtiiene:
2%, +6=2x,+6 = 2x, = 2x, > X, =%,
lo cual demuestra que la funcion si es inyectiva.
La siguiente grafica ilustra este resultado:

187 -
i
DRI || I - S

121 :
107 o
Yot

A

51
#l

0

B X
!

5

(x,2x +6)

Ejemplo 2 : Determinar si la funcién f: R > R/f{x) = x* es inyectiva
Solucion 1:
Aplicando la definicion, partimos de dos imagenes iguales: f{x;) = f(x2).
Asi se obtiiene:

¥} =x} = x, =x, = x, = x, pues dos numeros
diferentes no pueden tener potencias cubicas iguales. Por lo tanto, la
funcién : y = x* si es inyectiva.
Solucion 2:
Representando graficamente la ecuacion dada, se obtiene
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Notese que cualquier recta horizontal : y = k (k € R) , corta ala curva en un
unico punto, en consecuencia, la funcién : y = x* si es inyectiva.

Ejemplo 3:

Determinar si es inyectiva la funcién definidade Ren R : y = 2x3 — 10x
Solucién 1:

Esta funcion no es inyectiva pues se observaquey = 4 = 2x° —10x-4 = 0
y resolviendo esta ecuacion por la técnica :”Maple+Solve+Exact”, se
obtiene:

2x¥ —10x—4 = 0, Solution is : {x = -2}, {x = Jf+1},{x — [ Jf}
esdeci,x=-2, x=42+1 y x=1-/2 tienen la misma imagen, en
consecuencia: y = 2x* —10x no es inyectiva.

Solucién 2:

Representando graficamente la ecuacion dada, se obtiene

Notese que la recta horizontal : y = 4 corta a la curva en mas de un punto; en
consecuencia, la funcién : y = 2x* + 6x no es inyectiva.

En conclusion, toda funcion creciente y toda funcion decreciente es inyectiva.

Ejemplo 4:

Se propone al interesado, demostrar que las siguientes funciones f: R - R
son inyectivas. [lustre graficamente los resultados.

Q) fx)y=4&+7 b)) fix)= o fx)=£=

d Afix)=5-4 d) fix)=J2+5x

e Sx)=x*+xx>-+

Ejemplo S:
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Se propone al interesado, demostrar si las siguientes funciones f: R — R,
son o no inyectivas. [lustre graficamente los resultados.

a) fix)=7x-3 b) fx)=x>-2&+5 ¢ fix)=Jx

)  fx) =[x d fx)=x*+5 e fix)=x*+5 0<x<2
Funcién Sobreyectiva
Una funcién es sobreyectiva cuando elementos diferentes del conjunto de
llegada (B) son imagenes de algin elemento del conjunto de partida (A). Esto
equivale a establecer que son sobreyectivas las funciones cuyo rango sea igual
al conjunto de llegada. Por tanto:
S essobreyectiva = Vy e B,Axe 4/ fix) = y

Desde el punto de vista gréfico, las funciones sobreyectivas se reconocen
porque la curva que representa a la funcion es cortada por cualquier recta
paralela al eje x que sea trazada por el conjunto de llegada.

Ademas, si una funcién sobreyectiva se expresa en forma de pares ordenados,
se observa que todos los elementos del conjunto de llegada aparecen al menos
una vez como segunda componente de algtin par.

Se puede afirmar, por tanto, que todas las funciones cuya grafica abarque la
totalidad del eje Y corresponde a funciones sobreyectivas.

Ejemplo 1 :

Determinar si la funcién f : R - R/ f(x) = x* es sobreyectiva.
Selucién 1:

En primer lugar, coloquemos la imagen en funcién de la preimagen:

=y
como la raiz es de indice impar, no existen restricciones parael valorde y ,
lo cual significa que el rango de esta funcién es igual al conjiunto de los
numeros reales R.

Siendo éste el conjunto de llegada, se puede afirmar que la funcion es

sobreyectiva.
Solucién 2:
Representando graficamente la ecuacién dada, se obtiene
107
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Noétese que cualquier recta horizontal : y = k, (k € R) cortaala curva. En
consecuencia, la funcién : y = 2x* + 6x si es sobreyectiva.
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Ejemplo 2 :

Determinar si la funcionf: R - R/ S(x) = x? es sobreyectiva.
Solucién 1:

Al colocar la imagen en funcién de la preimagen, se obtiene:

=5

como la raiz es de indice nar loe nicoe vmlesas e < 4
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Ejemplo 2 :

Determinar si la funcién f: R - R/ f{x) = x* es sobreyectiva.
Selucién 1:

Al colocar la imagen en funcion de la preimagen, se obtiene:

= 5

como la raiz es de indice par, los unicos valores de y que pueden aparecer
como imagen, son los valores nulos o positivos , por lo que el conjunto de
llegada [0,20) no es igual al rango :R.

En consecuencia la funcion no es sobreyectiva.

Solucién 2:

Representando graficamente la ecuacion dada, se obtiene

Notese que cualquier recta horizontal : y = k,(k € R™) no corta a la curva .
En consecuencia, lafuncion : y = x>  no es sobreyectiva.
Funcién Biyectiva
Una funcién es bieyectiva cuando cumple con ser inyectiva y sobreyectiva al
mismo tiempo.Se reconoce porque su grafica es cortada por cualquier recta
paralela al eje x y porque ademas, este corte se realiza en un sélo punto.
Por tanto:

f es biyectiva < f esinyectiva A f es sobreyectiva

Ejemplo 1:

Dado el siguiente conjunto de funciones definidas de R en R :

fx)=3x° ; px)=x*-2x ;qx) =3 ; r(x) =2x+3 ; s(x) =4x> +1
f(x) = x? + 2x + 1 , identificar las que sean biyectivas.

Solucién:

Las graficas respectivas se muestran a continuacion:

33




20D DODODOODPPOOODDONOBOONNNNNNNONNNNNONONONONONNONNNNDS

f " ' i
40 | | 4 | 4
| 1 |
4 \ ! — 3
. | \ (
0t | \2t | 21
/ \| | ;
N |
4 2 "; 0 2x 4 4 2 ﬂ\J‘ 2, 4 S5 4 3 2 -1_? 1 2,3 4 5
/
| 20 2 2
| ] -3
[y 41 &
| -5
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F(x) = 2x+3 s(x) = 4x3 +1 1(x) =x2+2x+1

Después de realizar las respectivas graficas y analizarlas, se puede cincluir

que:
a) Son funciones biyectias b) No son funciones biyectivas
Ax) = 3x° plx) =x*-2x
r(x) =2x+3 qgx) =3
s(x) = 4x° +1 f(x) =x*+2x+1
Ejemplo 2:

Clasificar la funcion definidasde R en R : flx) = (x> —4x) +4

Solucién:
La grafica respectiva se muestran a continuacion:
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Como se puede observar, existen rectas horizontales (como la mostrada)

que intersectan a la grafica en mas de un punto, lo que indica que esta

funcién no es inyectiva.

De igual manera, se puede notar que sea cual sea la recta que se trace paralela
al eje y, siempre tendra al menos un punto de interseccion con la grafica, lo
que indica qie si es sobreyectiva. De lo expuesto se concluye que la funcion
no es biyectiva.

2.23) Simetria de una Funcién
2231) Funcién Par

Un funcion se denomina par cuando la imagen de cualquier elemento del
dominio es igual a la imagen de su elemento opuesto. Simbolicamente:

fx) = f—x)
La grafica de una funcion par siempre es simétrica respecto al eje de las
ordenadas, por lo que sélo es necesario graficar la region correspondiente
al intervalo (0,%0) , y por simetria se puede afiadir la que le corresponde
al intervalo (—0,0).

Ejemplo:

Determinar el tipo de simetria de la funcion f: R - R / fix) = Tx? +5
Solucién:

Es evidente que: f{—x) = 7(~x)?+5 = Tx*+5

Por lo tanto:

fix) = fl—x) = flx) es funcién par y tiene
simetria respecto al eje y.
Su grafica se muestra a continuacion:
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y=72+5 ' ) X

Funcién Impar

Un funcién se denomina par cuando la imagen de cualquier elemento del
dominio es igual al opuesto de la imagen de su elemento opuesto.
Simbolicamente:

fx) = f(-x)

La grafica de una funcion impar siempre es simétrica respecto al origen de
cordenadas, es decir, que corresponde a un giro de 180|° respecto del
mismo. La porcion de la curva que se encuentra en el primer cuadrante,
pasa al III cuadrante, y viceversa. De igual manera.la porcion de la curva
que esta en el II cuadrante pasa a ubicarse en el IV y viceversa.

Ejemplo:
Determinar el tipo de simetria de la funcién f: R - R / flx) = 2x* —6x
Solucion:
Es evidente que : f—x) = 2(—x)® —6(—x) = —2x% +6x
Ademas : —f(—=x) = —(-2x* + 6x) = 2x* —6x
Por lo tanto:
fix) = —f(—x) = f(x) es funcién impar y tiene
simetria respecto al origen.
Su grafica se muestra a continuacion:

y=2—-6x
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2.2.6)

Funcién real

Son aquellas cuyo Rango pertenece a los naumeros reales; es decir, f(x) es una funcion de
variable real, siy solo si Ry € R

Ejemplo: flx) = x* —8x2 +5

x*—8x2+5
Evidentemente, si -<-(x* —8x? +5) = 0, Solutionis : {x = 0}, {x = 2}, {x = -2}
Porlotanto Ry = (f{+2),) ; Af(#2) = —11 por ser f{x) funcion par, luego:
Rr= (-11,0)

Funcion real de variable real

Son aquellas cuyo Dominio y Rango son conjuntos de niimeros reales; es decir:
Ax) es una funcion real de variable real, siy sélosi (D < R) A (R S R).
Funcion a trozos

Son aquellas que estan definidas por mas de una formula.

Ejemplo:
x+3 si x<0
fx) = 3 si 0<x<2
3 si 2<x

Representacion grifica:

Para representar graficamente una funcién a trozos usando el "SCIENTIFIC NOTEBOOK™,

se procede de la siguiente manera;

a)  Enel modo Matematica, se escribe la forma: f(x) =

b)  Se seleccina; ”Insert+Brackets” y se eligen los simbolos {  del lado derecho e
1izquierdo, respectivamente.

c) Se selecciona: ”Insert+Matrix” en la Barra de Menu.

( O haga click en el icono @ )

d)  Fie el namero de filas igual al nimero de trozos de lafuncion a definir.

e)  Elnimero de columnas sera siempre igual a tres (3).

f) Elija "OK” u oprima la tecla "ENTER”.

g)  Escriba la funcion del primer trozo en la primera columna, ”if” en la segunda
columna, y el intervalo correspondiente en la tercera columna.

h)  Escriba el resto de los trozos en forma similar.

Para obtener la grafica, seleccione : ”Maple+Plot 2D+Rectangular” ( o haga click en el
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Ejemplo 1:
x+2 si x<0
Obtener la grafica de : f{x) = 2 gi O€x<2
Z 5 2<x
Solucion:

Aplicando el método arriba expuesto, se obtiene:

+2 s5i x<0
5t O<exs2

o =

fx) =

5 LHEx

S [¥]

Obsérvese que la grafica no discrimina que, parax = 0, f{0) no esta definido

Asi mismo, tampoco evidencia que para x = 2, f{(2) =2

Si se define la funcion a través del método:” Maple+Define+New Definition”, se puede
evaluar la funcion en cualquier parte de su dominio, y en particular, en los extremos de los
intervalos, obteniéndose resultados tales como:

Extremos de intervalo: ~ f{0) no esta definido; f(2) =2

Otros valores: f~)=1;f4) =+

Por otra parte, una vez definida la funcion a trozos por la técnica: "Maple+Define+New
Definition”, se puede graficar dicha funcién con solo escribir : f{x) o simplemente: f
La diferencia en uno u otro caso, esta en las conexiones verticales en los puntos de
discontinuidad de la funcion, tal como se ilustra a continuacion:

2 g
/1 /
/ e : i "
-4 4 2 4 4 = 32 a4
0 7 0f
-1 1
2 -2
3 / 3
fx) J
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Ejemplo 2:
Calcular el Dominio y Rango de la funcion:
=1, 8 <]
=< H-T1,si 1<x<5
4 . s 55

Representando graficamente esta funcion, de acuerdo con la técnica ya expuesta,
se obtiene:

|
" e

Yo —

—

sd4a323 |l ¥ra4%67% 9P
ol -

i

-4
x-1 if x<1 _6’
Sx) = Jx-1 if 1<x<5
4 it 28

Evidentemente, el Dominio de esta funcion sera: D = (—o0, )
ElRangosera: R = (—x0,2)U {4}.

NOTA 15

Obsérvese que la grafica no discrimina que: f5) = 4

Ejemplo 3:

x—1, st x<1
JE-1,8d 12 2<5
0
4 i x28
Representando graficamente esta funcion, se obtiene:

Ax) =

" si S5<x<8
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a)

b)

d)

Funcién constante: y =a |

a = 2 (en este caso)

Funcion identidad: y = x

34
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Funcién cuadritica: y = x?
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Funcién ciibica: y = x°
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e)  Funcién raiz cuadrada: y = Jx
3
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f) Funcién valor absoluto: y = [x|
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g) Funcién racional: Es aquella que puede expresarse por el
cociente de dos polinomios.

Son por lo tanto de la forma : flx) = % , q(x) #0

4x3+2x2-1

Ejemplo: P s
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232) FUNCION MAXIMO ENTERO
Se define asi aquella funcion, denotada por | x |, con dominio todo el conjunto
de los numeros reales y con regla de correspondencia:
|x | es el maximo entero menor o igual que x
Muchos autores la denotan también por : [x] o por [[x]]
En el programa SCIENTIFIC NOTEBOOK, la notacion utlizada es : | x |.
De acuerdo con la definicion:
127)=2, 114]=1, 13/]=3, |07]=0, [0]=0
|-04] = -1, [-13]=-2, [-2]=-2,[J2]=1
La grafica de la Funcion Parte Entera aqui definida sera:

5 4 3 2 .10 1 2x3 4 5

Lx]
NOTA 16:
Obsérverse que la grafica trazada con el Scientific Notebook no discrimina que para :x = n € Z
siendo Z el conjunto de los niimeros enteros (positivos y negativos), se verifica que:
limy|x]=n-1 A limy+x]|=n
233) FUNCION MINIMO ENTERO
Se define asi aquella funcion, denotada por [x7], con dominio todo el conjunto
de los numeros reales y con regla de correspondencia:
[x7] es el mimimo entero mayor o igual que x
De acuerdo con la definicion:
2.71=3, [.41=2, [31=3, [07]=1, [0]=0
[0471=0, [-137=-1, [2]=-2,[J2]=2
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La grafica de la Funcion Minimo Entero aqui definida sera:

[x]
NOTA 17:
Obsérvese que la grafica trazada con el Scientific Notebook no discrimina que para:x = n € Z
siendo Z el conjunto de los nimeros enteros (positivos y negativos), se verifica que:
lime.,-|x|=n A lim|x]=n+1
234) Funciones Trascendentes
Son aquellas que no son algebraicas.
Por ejemplo, las funciones exponenciales, las logaritmicas y las trigonométricas.

a) Funcion Exponencial: Son aquellas que contienen una constante
elevada a una potencia variable.
Su forma genérica es por tanto: y = a* , con a = constante.

al) Grifica:
Ejemplos sencillos de funcion exponencial son:

fx) = 2% gx) =4%; h(x) = (£)% i) = (£)°

cuyas respectivas graficas se muestran a continuacion:

67 / 6
5 5 _F‘:
/
4 4 /
3 /
¥ =2
2 rd /
7 R
. /JP i N d
= }
e P
3 2 TR 1, 2 3 e
3 2 1 0 1 2 3
X
fx) =2* gx) = 4%

44




\ 3 \ 3_|
\ 25 \ 2
"“\\ 2 \"-.\ 2
\ 15 \“_5
\ \
Th, 1%
0.5 "\_\\ B 0.5 -
_— o
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
X X
e X — 1 *
hx) = (§) h(x) = (1)

Si la constante de la definicion es el nimero irracional e = 2. 718281 8284590452354,
lagraficade e* yde e™ , sera:

6 \ 6
Ff \
5 / \ 5
/ \
: L .
/ \
3 / .“, 3
f \
/ \.\
2 i X B
M !
> \"‘*»‘_
e —"‘"/ ig e
3 -2 -1 0 P & 3 3 2 1 0 L g & 3
y = ex y = e_‘r

Como caso particular, se presenta a continuacion la grafica de la Catenaria, la cual representa la forma
adoptada por un cable que cuelga libre desde dos puntos, suspendido por sus extremos.
La ecuacion de esta curva es:

— (e§+e'§
Vi A

Para el caso particular : @ = 2, se obtiene: y = 3( #) , cuya grafica es:
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NOTA 18
El arco de San Luis ( Missouri, USA), denominado "Gateway”, es un ejemplo de arco construido en
forma de catenaria.
Su ecuacién es:
= exfl?’?.?l+ -x/127.71
y=1757.71-127.71 (&40 )

Su grafica es:

7007
5001

3001

2007
/

1001

-400 -300 -200 -100 O 100 200 300 400

Los cables de tendidos telefonicos aéreos y las cuerdas de tendederos tienen esta forma. Un cable asi,
que cuelga libre, tiene todas sus fuerzas internas equilibradas. Esta es la razon por la cual una
catenaria(invertida) constituye un arco perfecto, ya que todos los esfuerzos actiian precisamente en
Sus apoyos.

El Gateway de San Luis fue disefiado por Eero Saarinen y terminado en 1965. Con una altura
equivalente 60 pisos (630 pies), esta cubierto por 900 toneladas de acero inoxidable de 1/4 de
pulgada y pesa 16.000,00 toneladas. Es el mayor monumento de su clase en EE.UU de América.
Notese que la altura del Gateway es igual a la distancia entre sus apoyos.

a2) Propiedades de la funcién exponencial: f(x) = a*
Si a>1 lafuncion: f{x) = a* tiene las siguiente propiedades:

El dominio es (—o0,0)
flx) =a*  es continua, creciente e inyectiva en todo su
dominio.

*  Lagraficade flx) = a* esconcava hacia arriba en todo
su dominio.

*  El gje x es asintota horizontal (por la izquierda) de la
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graficade f(x) =a* .

lim a* =0 y lim a* =

X—=—=0 X=+00

Lafuncion f(x) =a con a> 1 |, tiene las mismas

propiedades, excepto que su grafica es decreciente y el eje x es

asintota horizontal por la derecha, es decir:

Iim a” = y lima™ =0

X—+—a0 X=00

b) Funcién Logaritmo Natural

Al ser continua y creciente entoda la recta real, la funcion exponencial

flx) = e* tiene inversa.
A esta funcidn inversa se le llama Funcién Logaritmo Natural. Su
dominio es el conjunto de los nimeros reales positivos. La funcién
logaritmo natural, denotada por Inx , se define como sigue:

Inx = b siysolosi  e? =x

b.1)  Grifica : se muestra a continuacion de : y = Inx:

y=Inx

b.2) Propiedades de la funcién logaritmo natural: f(x) = Inx

* Como la funcién £ (x) = Inx es lainversa de
f(x) = e”, se deduce que su grafica es la reflejada

de la de la funcion exponencial natural, como muestra

la siguiente figura:

Fai=hx: f)=¢"; yp=x
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Ejemplo:

Si: fx)=2x-3 y glx) =x*+1
Entonces:

N (FroMx) = AxY + o(x) = (- +(x2 1+ 1V=x24+2x -2




f)+g(x) = @x-3)+(x?+1) =x* +2x-2

) fx)-gl) :

fx)-gx) = (2x-3)-(x*+1) = x* +2x—-4
Color azul : f(x) - g(x)

)  Ax) *gkx) :

fx) xg(x) = @x-3)x (2 +1) =2 —=3x* +2x -3

Color azul : f(x) * g(x)




‘..............................................

=

n
i e

) _ @y
g(x) x2+1

Color azul : f(x) / g(x)
b) Funcién Compuesta

Existe otra manera de combinar dos funciones, para formar lo que se
denomina una funcién compuesta.
Esta funcion ya fue estudiada en el punto 1.6.1.8) del presente trabajo.

25) CAMBIOS ESTRUCTURALES EN LAS FUNCIONES
La notacion de funciones se adapta muy bien para describir transformaciones de graficas en
el plano. De hecho, algunas familia de graficas tienen la misma forma , simplemente que
dicha grafica ha sido trasladada, reflejada, comprimida o expandida, segun se vera a
continuacion:

a) Traslacion en el Dominio
Si y = flx) eslaecuacion de la grafica original y ¢ > 0 , entonces:

* y=flx+c) representa una traslacion horizontal de ¢ unidades hacia la
izquierda.

* y=flx—c) representa una traslacion horizontal de ¢ unidades hacia la
derecha.

Para ilustrar lo aqui expuesto, consideremos la graficade : y = x? que se muestra
en la figura:
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\ 20 /
\ ‘_/
\ 15
\ /
101 ’
\\\ /
5 ///
"
y . xz -4 -2 e 0 2 = 4
* color rojo

¥y = (x+2)?: color azul
pEFty y=@e2)

Ejemplo 1:{ FEEE

10] /
/
\ 5 /f’
s
2 unidades hacia la izquierda 2 unidades hacia la derecha
: y =sinx : color rojo
Ejemplo 2: _
y =sin(x+ Z ) : color azul

y=sinx ; y=sin(x+Z<) y=sinx ; y=sin(x—%)

Traslacion - hacia la izquierda Traslacion Z- hacia la derecha
b)  Traslacién en el Rango
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Si y = flx) eslaecuacion de la grafica original y ¢ > 0 , entonces:
*  y=flx)+c¢ representa una traslacion verticall de ¢ unidades hacia arriba.
*  y=Afx)—c representa una traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo.

s [ 1 :
Bicangile I =g ; color rojo
y=x2%10: color azul

2 Y= 410 pgt p=a10

y=%

-4 2 0 2 4
Traslacion vertical hacia arriba Traslacion vertical hacia abajo

. y=sinx : color rojo
Ejemplo 2: )
¥y =sinx £ 1 : color azul

y=sinx ; y=snx+]1 y=sinx ; y=sinx-1

Traslacion vertical hacaia arriba Traslacion vertical hacia abajo

¢)  Reflexion:
Si y = flx) eslaecuacion de la grafica original , entonces  y = —f(x)
presenta una reflexion sobre el eje x, tal como se ilustra en los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1: Consideremos la grafica de las funciones: y =x? e y = —x?
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-4 2 0 2 4
X
-10]
-207
rd

Reflexion sobre el gje x

Ejemple 2: Analicemos las graficasde : y=x*-x? e y=-(x*-x?)

y=x3—x2 y=—(x3—x2)
1.5 / \ 1.5

1 f \ 1
y / \ 5
05 / \ 0.5

S
2 -1 -0 i | 2 2 1 0 I\ 2

[ -1 -1 \
\
/ \

/ 15 -5

Ejemple 3: Analicemos las graficasde : y = sinx ¢ y = —sinx
y = sin y = —sinx

d) Expansion y Contraccion en el Dominio

Sea y = flx) laecuacion de la grafica original,
0<ec< 1, entonces, y=flcx)

% Si:
dominio.

* Si ¢>1, entonces y = flcx)

Ejemplo 1:

1.5

1

5

2

0

0.5

-1

P

representa una Expansion en el

representa una Contraccion en el dominio.



Si  y=x% (colorrojo)es laecuacion de la grafica original, se compara a
continuacion dicha grafica, con la correspondiente a: y = (0.5x?) e y = (2x?) ,en

color azul.
y=x% v5. y=(052 y=x* w y=20x%
\ 10] / 10]
\ f‘f \ [
\ 3t \ 8 ;."

Contraccion en el Dominio

Expansion en el Dominio

Ejemplo 2 : Funcion original: y = sinx (color rojo)
y=sinx vs. y=sin(0.5x) y=sinx vs. y=sin(2x)

ost//

Contraccion en el Dominio

Expansion en el Dominio
e) Expansién y Contraccion en el Rango
Sea y = flx) lagraficaoriginal, (color rojo)
* Sii O0O<c<1, entonces y = cflx) representauna Contraccion en el rango.
* Si ¢>1, entonces, y = flecx) representa una Expansion en el rango.

Ejemplo 1:
Sea: y =x? laecuacién de la grifica original (color rojo)
Entonces:

y=05(x%) v y=x° y=2x*) w y=i°
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O\ .
L
\‘\ 2
3 -2 1 0 -3 3
0 <c < 1 : Contraccion en el Rango ¢ >1 : Expansion en el Rango

Ejemplo 2 : Funcion original: y = sinx (color rojo)
y=sinx vs. y = sin(0.5x) y =sinx vs.; y = sin(2x)

\ / "-\ ‘/’;
\ /"
W . N
Contraccion en el Rango Expansion en el Rango
. f) Factor de escala

Consideremos la graficade y = flx) como grafica de referencia :
* St O0O<c<1, entonces, y=cflx) representauna Contraccion en el
Rango

* 8i c¢>1, entonces y = cf(x) representa una Expansion en el Rango.
Ejemplo 1: Consideremos la graficaoriginal de: y = x* (en color rojo)
Entonces.

2 yg y=052 p=x

p=x 2 ws, y=4x?
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Contraccion en el Rango

Ejemplo 2: Consideremos la grafica de:

referencia.
Entonces:
y=smx vs. y=0.5sinx

/ /\ o ."I‘ \
/ L\ / .‘.
\ /
|\ W .

sinx

Contraccion en el Rango

/,
-
_—/
<
= L)
o

]
-3 -2 -1 0 1 2 3

Expansion en el Rango
y = sinx (en color rojo) como grafica de

y=sinx vs. y=4sinx

Expansion en el Rango

g) Traslacion, expansion (contraccién) y factor de escala combinados

Ejemplo 1:

Consideremos la grafica de la expresion: f{x) = sinx , como grafica de referencia .

Se desea analizar el efecto de las constantes:

% » 3 y 5, enlasiguiente expresion:

glx) = 3f(x— %) -5

Solucion :
Obwviamente, g(x) esta dada por :

gx) =3sin(x- %) -5
Se presenta a continuacion las graficas de _Ax) en color rojo,y de g(x) en color azul :
sinx vs. 3sin(x— %) -5
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Traslacion horizontal hacia la derecha —[

Expansion en el rango de 3 unidades

hadi N1

En consecuencia:

—5 | Traslacion vertical de 5 unidades hacia abajo

Ejemplo 2:
Consideremos la expresion:  f{x) = x* como funcién original .
Se desea analizar el efecto de las constantes: 1,2 , 3 y 4 , en la siguiente expresion:
g(x) = 32(x—1)] -4
Solucién
Obviamente, g(x) esta dada por la siguiente expresion:
g(x) = 3[2(x—1)]° —4 = 24x3 — 72x2 + T2x - 28
Se presenta a continuacion, las graficas de f{x) encolorrojo,y de g(x) enazul:

Sx) vs. gx)
87
6 /
y 4
2 /
2 1 e (ka 2
/,/"/ 4]
; 2
4
6
8

-10°

Traslacién horizontal hacia la derecha: 1 unidad |

Contraccion en 2 uniades en el dominio

Por lo tanto

1
2
3 | Expansion de 3 unidades en el Rango
4

Traslacion vertical de 4 unidades hacia abajo

* 26) GRAFICA DE FUNCIONES IMPLICITAS

Si la funion esta definida en forma implicita, f{x,y) = 0, para obtener su grafica se
procede
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como se indca a continuacion:
a)  Enel modo Matematica, se escribe la funcion implicita flx,y) = 0 que se desea
graficar.
b)  Se coloca el cursor a la derecha ( 0 en ella) y se selecciona: ”Maple+Plot
2D+Implicit”
en la Barra de Menu.
El resultado sera la grafica correspondiete de la funcion  flx,y) = 0
Ejemplo 1:
Obtener la grafica de la funcion : ysin(x+y) = 0
Solucién grafica:
Procediendo como se especifico anteriormente, se obtiene:

5
r
o
[ ]

i

ysin(x+y) =0
Solucion analitica:
y=0, V
De ysin(x+y) = 0,sededuce que:< sin(x+y)=0=x+y=knke Z
dedonde: y = —x—kr
Por lo tanto , las soluciones son una familia de rectas de ecuacién :
y=-x+kr ,donde keZ
tal como se muestra en la solucion grafica precedente.
Ejemplo 2:
Obtener la grafica de la funcion :
y=1+xe
Procediendo como se especificé anteriormente, se obtiene:
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g" -5
- . ‘\‘L = _-:iar-‘ o — i
e*siny = e’ smnx
Ejemplos 6: Graficar las funciones:
2(x?-9) B .
6.0) fix) = ———; 6b) gl)= 2= 60) h(x)=—"—-:;ﬂ
Solucién: Aplicando la técnica antes expuesta, se obtiene:
6.a)
1y By |
\ 1 |
1\%/
| s ol |
| 4] |
................... P —
e | [
| -
-10 5 Kf © ViR 10
\| o |
| i : iE
2(x2-9) 4 y
y_ 12*4 ; 0
Asintotas: y =2 A x =12
6.b)
107 ‘ y
8 : \ /'{1
61 1 \L—/_.{"' ’
2 e o
2 T . 4 6 8
B
e 4\
\
% \
K \

x2-2x+8  __
F x=2 Y

Asintotas :y=x A x =2
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CAPITULO Il

NEVWRAN - HELBNIZ

Isaac Newton (1642 - 1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), constituyen las dos
figuras cumbres de las Matematicas en el siglo XVII; astrénomo , fisico y matematico el
primero; matematico, filésofo y profundo pensador el segundo. Ambos a la vez, pero
trabajando por separado y siguiendo métodos completamente distintos, son los creadores
y descubridores del Calculo Infinitesimal, cuya invencién se puede parangonar con la de la
electricidad, de la dinamita, del telégrafo, la radio o de la maquna de vapor: tal es su
trascendencia. A pesar de una desafortunada disputa entre los partidarios de Newton y los
de Leibnitz que durd mas de un siglo, en la actualidad esta claro que sus descubrimientos
fueron independientes; los descubrimientos de Newton fueron anteriores, pero Leibniz fue
el primero en publicarlos.

A Leibniz se debe la creacién de un lenguaje universal que incorpora notacion y
terminologia, lo que permitié poner al alcance de los estudiantes ordinarios, problemas que
hasta entonces requerian del ingenio de Arquimedes o de Newton. El método de calculo
de Leibniz predominé durante el siglo XVIII; no obstante la idea moderna de Célculo
Diferencial se parece mas al método propuesto por Newton.




3)

CAPITULO 1III
LIMITES Y SUS PROPIEDADES

LIMITE DE UNA FUNCION
El concepto de limite es fundamental en el Calculo, por lo que su conocimiento es
indispensable para adentrarse en otros temas del mismo.

3.1)

Definicion Informal de Limite

Si f{x) se hace arbitrariamente préximo a un inico niimero L cuando x se aproxima
hacia ¢ por ambos lados, se dice que el Limite de f{x), cuando x tiendeac, es L,

y se escribe:

limflx)= L

X=C

Por esta expresion, se entendera dos cosas:
a) Que el limite existe
b) Queellimite es L

Ademas , es necesario tener presente el teorema de Unicidad del Limite, el cual
establece que éste, si existe, es Gnico.

Los siguientes ejemplos ilustran que una funcién puede tener limite en un punto
aunque no esté definida en dicho punto:

Ejemplo 1:

Si fix) = ’%‘ y se intenta evaluar dicha funciéon en x = 1, nos encontramos con el
problema de una division por cero, lo que no existe en Matematica. No obstante, si se
grafica la funcién f(x) = ’f%l‘ . El concepto de limite puede ser aplicado para estudiar
el comportamiento de dicha funcién en torno al valor x = 1.

En efecto, la grafica demuestra que : lim,., f{x) = lim,.; £=L = 2

x=1

Lh

b

w
5]

fhobiolhbenya

~J
W

F
W

(x 52
Notese que la funcion no esta defimda en x = 1, a pesar de lo cual f{x) se aproxima
aun limite (2), cuando x — 1. Esto sucede con frecuencia y es importante destacar que
la existencia o no existencia de f{x) en x = a, no afecta a la existencia del limite de
f(x) cuandox - a.
En el siguiente ejemplo se insiste en este aspecto:
Ejemplo 2:
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L. Bl o2

Hallar el limite, cuando x— 2, de la siguiente funcion: f(x) = {
0. st x=12

Solucién:
De la grafica se desprende que fix) = 1 ,Vx # 2 y el valor de f{(2) no importa, de
acuerdo con la definicion, por lo tanto, se concluye que : lim..f(x) = 1.

1 if x<2
fx) = 0 if x=2
1 x>2
Notese que la grafica no evidencia que : f{2) = 0 lo cual es un error del programa.

Ejemplo 3: .
Probar que el limite, cuando x— 0, de la funcién : fix) = & | no existe.

Solucién:
La grafica ilustra que, para x > 0, flx) = -1 ,yparax >0, flx) =1,

0.51

%
es decir,
limx..0~(%) =1 % lim,_.m(%) =1

por lo tanto, se concluye que : lim,.of{x) no existe
Definicion formal de Limite (Definicion & — o)
Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (excepto
posiblemente en ¢), y sea L un numero real. La afirmacion:
lim,..flx) =L
significa que paracada € > 0 existeun & > 0 tal que:
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fix)-L| <e siempreque 0< |x—c|<s
La solucién de esta Gltima desigualdad es: x € [(x — 8,x + ) — {c}]

Porlotanto: 0 < |x— ¢| <& implicaque: x ¢ .

En otras palabras, el valor del limite de f{x) cuando x — ¢ no depende del valor
de fix) en c

Por otra parte, la desigualdad : [f{x) —L| < & significa que f{x) € (L —¢&,L +¢)

Ejemplo 1:Probar, usando la definicion formal, que : lim,.>(3x-2) = 4
Solucion:
Es necesario demostra que, para cadae > 0 existeun & > 0 tal que:
[(Bx—2)-4|<e siempreque O<px-2|<é
Como 6 depende de ¢, trataremos de establecer alguna relacion entre
los valores absolutos: |(3x—2)—4| y |x—2|.
Simplificando el primero de ellos, resulta:
[(3x—2) — 4| = 3Bxx — 6] = 3x — 2|
En consecuencia, la desigualdad : |(3x —2) — 4| < & requiere que:
3k-2| <&,
de donde:
k-2l < %
Por lo tanto, es suficiente conescoger : & = £
Ejemplo 2:Limite trigonométrico fundamental
Se desea comprobar que el :  lim,., &£ =]
Solucion grafica:
La gréafica de la funcion  #1X  se muestra a continuacion :

.8t
/| 0.6
0.4t

027

De la gréfica se obtiene que f{0) = 1, sin embargo, f{0) no esta definido,

lim,. sinx = 0 : ; : 2
pues: { ) e " } = lim,.o 22£ es indeterminado de la forma %
=0 X =

Para comprender este limite, es necesario hacer un estudio del
comportamiento
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dela graficade =%  enun entorno del punto x = 0.

SINX

Para ello, se presenta a continuacion cuatro graficas de *2* |, correspondientes
a: €=/1/01(001{0001| vy

6=1,5(07| 0.2]0.06 respectivamente.

2 L17
1.08
1.06
1.5
1.041
1.02
/‘8
0.961
0.51
094
0.921
S5 4 A3 2 10 1 2.3 4 5 06 -04 -02 09 02 D4 06
e=1, o=25 g=101, 6=07
1.01 1.001
1.0008
1.0006
1.005
1.0004;
1.0002:
09998}
0.9996
0.995
0.9994
0.99921
02 01 0990 0l 02 006 004 0209990 002 004 006
g5 =001, 6=02 g = 0.001, 6 =0.06

Los cuatro graficos anteriores confirman la hipotesis de que la funcion s tiene por
limite 1 cuando x — 0.

32.1) Definicion formal de Limite Lateral
a)  Limite lateral izquierdo:
lim,..- f{x) = L siparacada ¢ > 0 existeun & > 0 tal que:
fix)—L| <€ siempreque -6 <x-c<0
b)  Limite lateral derecho:
limy..+ f(x) = L siparacada € > 0 existeun 6 > 0 tal que:
fix)-L| <€ siempreque 0<x-c<9é

3.2.2) Existencia del Limite
Si f(x) esunafunciénysic y L son reales, el limite de f{x) cuando x
tiende hacia ¢ es L, s1y solo si:
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Solucion:
La grafica de esta funcion es:




323)

32.4)

Luego:
limyo- [x] = limgso-(=1) = -1
lim,.o- | x| = lim..0-(0) = 0
En consecuencia, lim,.o- | x | # lim,o+ [ x| = lim..o | x| no existe

Limite infinito
Son aquellos limites en los que f{x) crece o decrece sin tope, cuando x tiende a c.
Se representan por la expresion:
lim,..f{x) =00 0 lim,. flx) =0
La afirmacion :  lim, f{x) =
significa que f(x) crede sin tope cuando x tiende a ¢. Ademas, la afirmacion:
lim,. . f{x) = —0
significa que f(x) decrece si tope cuando x tiende a c.
NOTA
El signo de la igualdad: lim,..f(x) = « | No significa que el limite existe;.
Por el contrario, nos explica como falla la existencia del limite, poniendo de
manifiesto el comportamiento no acotado del f{x) cuando x tiende a c.
Asi pues, cuando se dice que “ el limite de f{x) es infinito cuando x tiende ac”,
se quiere significar que “el limite no existe y f tiene una discintinuidad infinita
enx=c_".
3231) Definicién formal de limites infinitos
La afirmacion:
limg..f(x) = ©
significa que para cada M > 0 existe un & > 0 tal que
f(x) > M siempreque 0 < |x—c¢| <.
Por otra parte, la afirmacion:
limy.. f{x) = —o©
significa que para cada N < 0 existeun & > 0 tal que
f(x) > N siempre que 0 < [x—c¢| < 0.
3232) Propiedades de los limites infinitos
Sic y L sonnumeros realesyf , g son funciones tales que:
lime fix) = y lime.(x)=L
entonces las siguientes propiedades son validas:
a)  Suma o diferencia: lim,..[f(x) +g(x)] =

b)  Producto : lime [fix)sg(x)] = ,s1L>0
lim..[f(x) e g(x)] = —0 ,si L <0
¢)  Cociente : lim,_.c[ f,((;)) ] ==

Propiedades similares son validas para limites laterales y para

funciones para las cuales el limite de f{x) cuando x - ¢ es —x.
Limite al infinito
Seaf una funcién definida en un intervalo (a,oc). Entonces

limo fx) =L

significa que, dado un € > 0, existe un namero correspondiente N tal que:
paratodo x > N , se verifica que fx)-L| <€
es decir, |f(x) — L| se puede hacer arbitrariamente pequefio, simplemente
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eligiendo x suficientemente grande.
La afirmacion:
lim,. . fix) =L
tiene una definicion formal similar; solo hay que reemplazar la condicion
x > M por la condicion: x < —M.
Todos los analogos de las propiedades de los limites son validos, en particular
las propiedades de la suma, producto y cociente. Ademas, no es dificil
demostrar que si:
limyw fix) =L y limy.o g(x) = 10
entonces:

En consecuencia:

Ejemplo 1:
: « B2 3x3—x : A
Determinar : lim,...o 55— e ilustrar graficamente
Solucién:
Dividiendo cada término en el numerador y en el denominador por x* :
bl i piike
B0 22— = [0 g = e T WY
b = = = -
23+7x2-4 X 2....;....:43_ o (2+%_$) 2+0-0 2

El mismo calculo, pero con x -+ —co , también da el resultado:

W _ 3

) 23+7x%-4 2
Las siguientes graficas ilustran este resultado:

b

2x3 +7x* —4 = 0, Solution is : {x = —3.3184}, {x = — 87245}, {x = .69082}
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Ejemplo 2:
Determinar : lim,....[ Jx+9 — /X | eilustrar graficamente

Solucion:
Multiplicando y dividiendo el numerador y el denominador por la conjugada
de la expresion dada, se obtiene:

Mo [ VX9 = JF | = limyrs [@EgEJg+ﬁ]

3 _ — T (x+9)—x _ lim oo (9) o 40
fimeo [ SX+9 VX | = limeeo [(e0+dE]  limea[ B+ ] % 0

La siguiente grafica ilustra este resultado:

325 Asintota vertical
Larectax = ¢ es una asintota vertical de la curva y = f{x) si se cumple al
menos una de las siguientes igualdades:

limecfix) =0 limefx) =0  limefx) = ©

limy flx) = =0 lim~fx) = 0 lim,..- flx) = —0

Ejemplo :
La funcion : y = % tiene una asintota vertical en x = 4 pues:
- x2+x=12 \ _ & P T v
llmM*(Wj = | llm_x_..q, —_(H) = —w
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40 864 20 2\4 6 & 1012 14 16 18 20

Obsérvese que si _f{x) tiene una asintota vertical en x = ¢, entonces
f es discintinuaenx = c.
Asintota Oblicua
Larectay = ax + b es una asintota oblicua de la curva y = f(x) si se cumple
que al menos una de las siguientes igualdades:
lime,o[fix) —(ax+5)] =0 o lime [fix)—(ax+b)] =0
En tal caso:
a=limew? y b= lime:[fx) —ax]
Obviamente, si @ = 0 la asintota sera delaforma: y = b =lim..,f(x),
es decir, sera una asintota horizontal.

Ejemplo 1:

La funcién : y = ‘2(:%;2 tiene una asintota oblicua tal que:

— T x24x=12 _
aﬁ-hmxw——x(x_“) =1

=>y=x+5
T Z+x-12 T 5x-12 7 —
b =limyo| S22 —x ] = lime[ 252 ] = 5
La siguiente grafica ilustra este resultado:
407
1
30 I
(\ e
201 o

1025 4 20/ 214 6 8 10 12 14 16 18 20

=101 Il
=200 I
Ejemplo 2:
Calcular las asintotasde lacurva: y = (1 + +)”
Solucion:
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Ejemplo 1:
Evaluar la siguiente expresion: Iim g 1o
Solucién:
Aplicando los pasos antes sefialados , se obtiene:
llmx_.(] — =2

Je=T-1
Comprobacion:

La siguiente tabla muestra el comportamiento de la funcion : fx) = ——Z—
el

para varios valores de la variable x, cercanos a cero. Para obtener dicha
tabla de valores se ha aplicado la técnica expuesta en el Capitulo I,

punto 1.6.1.12)

(01 \ [ 1.9486832980505137996
—0.01 1.9949874371066199547
~0.001 1.999499874937460910 1
00001 | | 1.9999499987499374961

N 00001 | 7| 2.0000499987500624961
0.001 2.000499875 062460964 8
0.01 2.004987562 112089027

\_ 0.1 ) \_ 2.048808848170151547 )

De dicha tabla de valores se observa que al aproximarse los valores de la variable
x a 2, tanto por la izquerda como por la derecha, la funcién dada se aproxima a 2.
En consecuencia, el limite de f{x) cuandox — 0, es 2.

Este resultado puede comfirmarse en la grafica de la funcion flx) = JT‘H que

se mustra a continuacion:

(5]
"
L=
-
3

X

x+1 -1
Notese que la funcion no esta definida en x = 0, a pesar de lo cual f{x) se
aproxima a un limite cuando x - 0. Esto sucede con frecuencia y ratifica que la
existenciaono de Alx) en x = ¢ , no afecta la existencia del limite de fx)
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cuando x tiende a c.

Obsérvese también que la grafica no discrimina que , en x = 0, la funcién no esta
defimda.

Técnica de racionalizacion:

Otra via para calcular el limite de una funcion irracional es la técnica de
racionalizacién la cual pemite cancelar factores comunes en el numerador y en

el denominador.

En efecto, en el ejemplo anterior, se tiene:

; i __ s g e S R x( ST +1) s *(JxT+1)
Moy = e e ey ™ i = iy e

limo —=— = limuo (S +1 +1) =2

Ejemplo 2:

- - : ¥ . vt S :
Evaluar la siguiente expresion: lim..o —x—?——z— e ilustrar graficamente

X

Solucién:
Aplicando el método antes sefialado , se obtiene:

Jxl+4-2

]imx_.o p = —i-

Comprobacion:
En efecto, racionalizando el numerador:

S22 JPa+2 - (dxlq-z)(,xlq.‘.z) - x2 - 1 =

& T 42 xz(sz-Hl +2) xz(in-M +2) a2

. Jxi+a -2 .

lim.o === = lim,-o Jﬁﬁ =1 =025
Comprobacién grafica:

La siguiente grafica ilustra lo antes expuesto.

037

0251

.o‘.z- \

faa ‘.
i 0.1 .
- 0.05 ~
244 -2 -20 10 0 10 20
1_2

Ejemplo 3:
Calcular si existe : lim o (% )
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Solucién:
Aplicando la técnica ya conocida, se obtiene:

limx_.0+ (x%) =
limx_.o— (xl—z) =
Luego, limo (-;15—) no existe

La grafica de la funcion }lz' puede verse en la siguiente figura, lo que confirma
el resultado

— A
-4 2 0 3 .
X
2
>
12
Ejemplo 4:
. _ »
Calcular si existe : lim,.; ( S2==22
x4=Tx+12
Solucion:
Aplicando la técnica ya conocida, se obtiene:
2 f xPex-12 —
lim,.s- ( x2-Tx+12 7

Técnica de cancelacion:

A objeto de comprobar el resultado antes expuesto, se puede emplear la ténica de
cancelacion, la cual consiste en determinar un factor comun al numerador y al
denominador, que se anula para el valor de la variable, segun se ilustra a
continuacion:

. 2ex-12  _ 15 (=3)x+4) _ 1; )
llmx_.3 (:_:!';m = llmx_.j m - hm,,_.3 ) 7
lo que confirma el Teorema da la Unicidad del limite.
La siguiente grafica ilustra lo aqui expuesto:
74




2412
[t’ £2-7t+12 ]
Obsérvese que la grafica se ha dibujado usando para ello ecuaciones paramétricas de la

expresion dada, a objeto de permitirnos dibujar en el mismo sistema de cooordenadas,
las gréficasdelasrectas: y=-7 y x=3.

NOTA 15

Para factorizar tanto el numerador como el denominador, se puede emplear la técnica
prevista al efecto en el SCIENTIFIC NOTEBOOK, segun se ilustra en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 5.

. 4,002 3
Evaluar : llqu_% 4x* +6x°+19x+6x>+15

2034552 +5x+3
Factorizando en numerador: Para ello se ubica el cursor a la derecha del mismo, y se
selecciona: ”Maple+Factor”, obteniéndose:

Ax* +6x2 +19x +6x3 +15 = (2x +3)(x + 1)(2x% —2x + 5)
Analogamente se obtiene para el denominador:

2% +5x% +5x+3 = x+3)x2 +x+1)
En consecuencia:

axte6x2410ws6x3+18 _ (2#3)(1)(26-248) = (r41)22es 252-2v45 )
23 +5x245x+3 (Zt+3)(x +x+1) o
Para evaluar esta expresion en x = —7 , se escribe:

[(x+1) 22xt5 ] e

xlax+]

y se selecciona: ”Maple+Evaluate” o se hace click en el icono:

Por lo tanto:
lim

4x*+6x2+19x+6x+15 [ 2x2-2x+5 25
+1 =
x"—T 2x3+5x2+5x+3 (x ) x24x+1 r=-% 7

La expresion (1) también puede obtenerse aplicando directamente : “Maple +Factor”

a la expresion que se desee simplificar. Asi se obtiene:
4x*+6x2+19x+6x3+15 (x & 1) ?.t —2x+5
23485245043

; J ” : s 3 3
Si se aplica :Maple +Simplify” a la expresion: 2 ;ﬁ’,‘:;if:ﬁ;” , se obtiene:
4xf+6x?+19x+6x3 415 _ 2x +3x+5
2x3+5x24+5x+3 22441

Por lo que:

Axte6x2419x+6x7+15 ] s [2x3+3x+5 :I o = =3 5T

T 20485545043 4_ 240+ o ’
Ilustracién grafica:
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La siguiente curva muestra la grafica de la funcion bajo estudio, su asintota oblicua y el

valor del limite en x = —-%

[x 434 +6x24+19x+6x3+15 ]
’ 35,2
207+ 5x%+5x+3

. ; m = lim,., &2
Asintota Oblicua: y = mx +n, dende:

7 = lim o [fx) — mx]

Por lo tanto:
4xd+6x2+19x+620+15

m = liMew 2.:3*5;2*5;-«3 =2

T 4xt 462241001603 415 ]_ .
B hmx_’w[ 2x3+5x2+5x+3 Zx

Por lo que la asintotaes: y = 2x — 2, segun se ilustra en la grafica.
Corte con la asintota:
Sera la solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

4x* +6x% +19x + 6x° +15 =i
2x% +5x% +5x +3

y-2x+2=0

La solucion se muestra acontinuacion, por la técnica: ”Maple+Evaluate”
, Solutionis : {y = -L x=-1}%

Y=

Ejemplo 6:
Calcular si existe : lim,_4 ( (x2+x—12
Aplicando la técnica ya conocida, se obtiene:

limxﬂ( (:2;;‘(;‘_1) ) undefined (no existe)

En efecto,segun ya se demostro:

e [ B 24x-12 = lim i x4
Aex-12 (3 _ @44) A== o
(x=3)(x—4) (x=3)(x—4) (x—4) x2+x-12 — x+4  _
lim,..4- ( -0 J lim,.q- ey
Por lo tanto :

hm,_.4( £ 4x-12 ) undefined (No existe)

(x=3)(x—4)
Tlustracién grafica:
La sigutente grafica confirma lo aqui expuesto:
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4 270~2 4 6 8 1)((} 12 14 16 18 20
5 \

X24x—
, (x 352%5)
Algebra de limites
Teorema 1: Si ¢ esuna constantey los limites: lim___f{x) y lim
existen, entonces:
a) lim__[fix) + g(x)]= lim ___A(x) + lim__g(x)

X—a

b) lim_ [fx) -gx)]=lm_ Ax)-lm_ g(x)
c) lim__ [eflx)]= clim __f(x)
d) lim__ [Ax)g(x)]=lim _ Ax) e lim _g(x)

& fx) ]imJH a_f(x)

=a g(x)  lim_,_g(x)
f)  lim_ [fx)]" = [lim __Ax) ]" donde 7 es un entero positivo
g) im_c=c

X+

h) Iim_ x=a

X=a

g() ,

x—=a

si  lim_ g(x)+0

1 lim __x" = a" dode 7 es un entero positivo
k) m_ ox =za dode » es un entero positivo .
(Si n es par, se asume quea > 0)

1) im__ Yfx) = r.{limx_. JSx) dode n es un entero positivo .

(Si n es par, se asume que lim_ flx)>0)

9% 9

m)  Si fes un polinomio o una funcion racional y "a” pertenece al dominio
def (a € Dy),entonces ;

limf(x) = fla)

Teorema 2: Limite de una inecuacion
Si flx) < g(x) para todo x perteneciente a un intervalo abierto que contiene a "a”
(excepto posiblemente en a) y los limites de f'y g existen ambos cuando x se

72 .7

aproxima a ’a”, entonces:
limf{x) < limg(x)
X—=a X=a
Teorema 3: Teorema de Intercalacion
Si flx) < g(x) < h(x) para todo x perteneciente a un intervalo abierto que contiene a
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a’ (excepto posiblemente en " @”) y ademas:

7/
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0.5
sinx
X
. Demostracion a través del Teorema de Intercalacion

Consideremos el circulo trigonométrico: x? +y? = 1

. 35)

=
>3 \

/ i

X 05

Ewvidentemente:
sinx < x < tanx , dividiendo por sinx, se obtiene:
1 §
1% —s;—xS Tosx , de donde:
1> 88 >cosx = cosx < &% <]

Aplicando el Teorema de Intercalacion a esta expresion, se obtiene:

li X =1 . :
fm 0 COSX S hmx_,u s]gx e §
lﬂnx...ol =1

Limites Indeterminados y Regla de L’Hopital
Al limite de la forma :  lim,., % cuando fix) - 0 y g(x) - 0 cuandox — a

se le llama : Forma Indeterminda del tipo 3. Este limite puede o no existir.
Otras formas indeterminadas son del tipo: =, 0 e, 0 -0, 0° [ ® |y 1%

35.1)

Regla de L "Hopital
Supongamos que f y g son funciones derivables tal que %g(x) # 0 enun

9% _9

intervalo abierto I que contiene a “a” (excepto posiblemente en "a”).
lime,fix) =0 y limy,g(x)=0

Si: o
lim, . f(x) = 20 y lim,,f{x) = +0

Entonces:
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Varias formas indeterminadas provienen del siguiente limite:
lim,..[f(x) ]2

a) Sii  lime,fix) =0y lim.,g(x) =0 , seobtiene la forma: 0°
b) Sii  lmf(x) = y lim.,g(x) =0 , seobtiene la forma: «°
¢) Sii  lime.fx) =1y lim.,g(x) = +o, se obtiene la forma: 1*




Sea: g(x)=-x?> y  h(x) =x*, entonces: g(x) <fx) <h(x), Hx=0

Como g(x) =—=x? 'y  h(x) =x?> son funciones continuas, se verifica que
lime,g(x) =g(0)=0 vy  lime,h(x) = h(0)=0

por lo tanto, de acuerdo con el Teorema de Intercalacion: lim,.ox*sin+ = 0

Los resultados obtenidos se ilustran en la siguiente figura:

0.017

-0.005 e |

-0.01-

Color azul : flx) = x*sin+
Colorrojo : h(x) = x?

Color verde: g(x) = —x?

* Ejemplo 2
Explique por qué :  lim, (25 — L) # limyoy (25 ) = lime ()
Describa como esta inecuacion se corresponde con la expresion:
”’S1 dos funciones flx) y g(x) tienen limite, entonces:
* o lime[Ax) - g(x)]= lim. fx) — im,..,, g(x)
Solucién:
Aplicando la técnica ya conocida, se presenta a continuacion la grafica de las funciones:
2

yi=(Z--L) encolorrojo, y»= (=) encolorazul e y; = ()

x-1

en color verde:
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(x’ 1 x—l )

* Para graficar las funciones dadas, se ha elegido la modalidad:"Maple+Plot 2D+Parametric”

a objeto de poder asignar color diferente a cada curva.

La grafica demuestra que las funciones y; = (;‘—_21-) e y3 =
limite cuando x = 1 ; en consecuencia, no se cumple la hipotesis del teorema de Intercalacion.

Esto se puede demostrar analiﬁcamente como sigue:

: 2 = 1 4
lim,.; (:Tl I_l ) lime,) £5- = limy, % =hme,(x+1)=2

Pero:

. 2
11'm"“‘l_(xx—l ) =i
' 2
lunx'*"'(xx—l ) -

]. s i - —
{ lm 1 (x—l) - = ]imxwl(ﬁ)

lim,_,- ( - ) =

= lim,_; (<) = undefined (No existe)

undefined ( No existe)

Ejemplo 3

Estudiar el lim,.o(/X sinx) e ilustrar graficamente

Solucion:

Aplicando la técnica ya conocida, se obtiene: lim,y JX sinx = 0
Demostracion:

Aplicando el algebra de limites, se obtiene:
lim,.o JX sinx = lim,.y /X * lim, sinx;
lim.o Jx =0 ;ademas: -1 <sinx <1 porlotanto: lim,.o /¥ sinx = 0
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y=Jxsin(+) =0
Ejemplo 4
Estudiar el lim,o sin+ e ilustrar graficamente
Solucién:
Aplicando la técnica ya conocida, se obtiene: limeosin+ = —1..1
Demostracién:
Como la funcién sin(+) es una funcién acotada entre —1 y 1 se deduce, de acuerdo con
el teorema de Unicidad del limite, que :

lim,o sin+ no existe

La siguiente grafica de la funciéon y = sin+ ilustra lo aqui expuesto.

y =sint
Obsérvese que en torno a x = 0 ocurren un nimero infinito de oscilaciones de amplitud 1
Ejemplo 5
Estudiar el lim,.ox?sin+ e ilustrar graficamente
Solucién:
Aplicando la técnica ya conocida, se obtiene:  lim,.ox?sin+ = 0
Demostracion:

Aplicando el algebra de limites, se obtiene:
lim,.ox?sin + = lim,.o(x?) » lim,~(sin 1 );
lim,.ox? = 0 ;ademas: —1 <sin + <1 porlotanto: lim,(x?>sin+) =10
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Ejemplo 6:

Calcular el siguiente limite:
Solucién:

Aplicando el método antes detallado, se obtiene:

y—-x?sind =0

Comprobacion grafica:

\ 0.4 /
e ? ¥
2 /
e o ‘//_'.
s S
e -
T 1
o Ny X
i -0.21 N
IJ’ \
Vs sl \
£ . N

limeo xsin (&) e ilustrar graficamente el resultado

limeo xsin(+) =0

La grafica de la funciéon y = xsin (&) se muestra a continuacion:

A ; 04
nﬁ“."-\ : A o 02
\',j. . \ Ny ,_l'liﬁ.\. ;/
2 -1 1 2 04 »0.;1 'i»j,'..ﬂ 1) ?*2 / 04
L £ \
4 S 02 \
-0.4
y = xsin+ -
Dy =[-2,2] Dy =1[-0.4,04]
De la grafica se obtiene que:  f{0) = 0
En efecto:
lim,.o(x) =0

lim,~o (x =

lim, sin(+) = k € [-1,1]

Sinx

) = lim,o(x) * lim,o sin(+) = 0

Demostracion a través del Teorema de Intercalacion
sind e [-1,1]
-x<xsin+ <x
Aplicando el Teorema de Intercalacion a esta expresion, se obtiene:

limo(—x) =0
limeo(x) =0

Como :

se tiene que:

Por lo tanto : limeoxsin+ =0
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Ejemplo 7:
. . . : 3 " . —4sin? 22
Calcular y evidenciar graficamente, el valor del siguiente limite : lim,.; 1—%_%“—
Solucién

Aplicando la técnica antes expuesta, se obtiene:

: 1-4sin? 2X
llmx_,] —l'—xz'i' = —é—ﬁﬂ.‘ = 9068
Demostracion:
: 1-4sin? 2% . . . ;
Como: lim.. _T-sz_ - % , aplicando la Reglade L  Hopital, se obtiene:
; 1-4sin? ZX ; —8sinEXecos EXe L i in £
Bt =l e O = A D e R AR =
[ —2x 6 X 6
sin = .
=3¢ —* ecos L3 esin30°ec0os30° = Lo 1o -‘23-— = "63 = .9069
, g o — 1-4sin? 2
Las graficas que se muestran a continuacion, ilustran tanto la funcion: y = ———-,
-X

como un detalle de la misma en torno al punto en donde se esta calculando el limite
x=1)

jo.8T
/ 0.6T

047

s i of =~ 10 15
1-4sin? 2%

1-x2

0.4

1-4sin® 2%
X 1-x2

Notese que la grafica en torno al punto x = 1 ha sido obtenida parametrizando
previamente la funcién dada, a objeto de poder trazar en el mismo sistema de
coordenadas, la grafica de larecta: x = 1 que, en ecuaciones parametricas, sera : [1,7].
Se comprueba asi analitica y graficamente que, efectivamente, si:
x — 1, entonces: y — 161 = .9069
lo que confirma la eficiencia del método previsto en el SCIENTIFIC NOTEBOOK para
el calculo de limites.
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Ejemplo 8:

Calcular y evidenciar graficamente, el valor del siguiente limite : lim..;(x — 1) tan 5~
Selucién

Aplicando la técnica expuesta, se obtiene:

lime (x—1)tan & = — % = — 63662
: : : x=2z+1
En efecto, haciendo el cambio de variable:x -1 =z = ) :
z-0s1x—-1
se obtiene:
lim,.; (x — 1)tan 2 = lim...o| ztan 5-(z + 1)] = lim,oz ") -
sin 2= cos Z-+cos 2= sin % cos 22 00;(-T+%; 2
p— 2 2 2 3 o - 2 - 1 2 o
= l1mz_.oz[ oo & cos Zsin E sin & ] - hm“’z-ﬁng& = —lim. i
lo que confirma el resultado antes obtenido.
La ilustracién grafica correspodiente se muestra a continuacion:
o
e |
i 05 e 1l
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, R = ____,_/
L
[x (x—1)tan Z= ]
Ejemplo 9:
Calcular si existen e ilustrar graficamente, los siguiente limites:
- 1]
91) hmx_.l m
92) lmyull —x+|x]-|1-%]]
93)  lim,.; 02l
94)  limeo( 25z - %)
9.5) lim,
. (l-m:;sx)2
97) lim,y %ﬂ : Recuérdese que : |x | =Funcion parte entera de x
9.8) i m,..(_1) 2e+1 14 ix:ll 2w+l
99)  Bim. oL
x 2
9.10) limeo( V927 +1 —3x)
9.11) lime(1+1+) =e
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9.12)  limn(1 +x)7

9.13) limpo(1+1) =1

9.14)  limeo(1 +X)7

Soluciones:
9.1)

p-1]
T=2x-1

=€
Calcular, siexiste : limy %
Solucién:
Aplicando la técnica conocida, se obtiene:
lim,-; -ﬁ% = undefined (No existe)
Comprobacién:
En efecto:

x—1 si x-120= xe][l,o]
Lr—ll={ ;

—~(x-1) si x-1<0= x€(=x»]1)

-2 1-2x si 1-2x20= xe[%,oo]
e - _ 1
—(2x-1) si 2x-1<0= xe (—o,1)
: i =5 L~ NP .= S §
lim,.- e s lim,.; i g lim,_; 1) &
limyaps =t = limeys 55 = limey- 35 = 1
=17 e =17 214 =17 30 2

en consecuencia:

limye ulx% = undefined (no existe )
Tlustraciéon grafica:

Las siguientes graficas ilustran este resultado:

]
| 1
3
2 05 —
s i ] B
§ 4 3.0 S04 w8 4 38 £ 0 i
at/ X X
2 05
3
4 ¥ =
5

92) Calcular, siexiste:  lim, [l -x+[x|-|1-x]]
Solucién:

limei[1 —x +|x]—|1 —x]] = undefined (no existe)

Demostracion:

Tomando como valor de prueba: 1~ = 0.9 setiene que: [09]=0
Tomando como valor de prueba: 1* = 1.1 setieneque: [1.1]=1
Luego, sustituyendo en la expresion dada, se obtiene:
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limg.-[1 —x +|x |1 -x]] = lime-[1 —x+[09]-[1-09]] =
= lime-[1 -x+0-0] = 0

limag-[1 =% +|x ] =1 =x]] = limey-[1 —=x+[1L1]-|1-1.1]] =
=limeg+[1 -x+1-(-1)]=2
Por lo tanto:
lim,;- fix) # im,y- fAx) =
lim,;[1 —x+|x]—|1—-x]] = undefined (no existe)
Tustracion grafica:

[y £ -41/

y= i =giE] =il=x]]

9.3) Calcular, si existe :
Solucion:
. =3+ 3—x
i, 2L — —
lim,3- 22 = o0
En consecuencia, lim,_3 % = undefined (No existe)

Tlustraciéon grafica:
La siguiente grafica confirma este resultado:

I
0.57
s 4 3 2.9 1 123 3 4 3¢
/ /-’
0.5 ] [ L
_rﬂk—g."“-,f"-,f“\-r“_'ﬁﬁ\\~| i [
|
o I
(x Lr—31j3-xj)
*T 226
94) Calcular, siexiste: i _—
: cular, si1existe : M0\ Toooex — 37
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Solucion : llmx_.o( e i ) -
Comprobacién:
limx_.o( - x%) es de la forma : o — o | luego
) T x2-2(1—cosx) 0 . % .
hmxd,o( e ) = lim,g e Aplicando lareglade L  Hopital,
reiteradamente, se obtiene:
. 2_2(1-cosx) . i(—”2‘2(1“"3'3-‘7))
lim ( - i) = Il = =
=0\ Tooosx — 22 lim - *3(1-cosx) im0 4 (x2(1~cosx))
d -
3 - 4 (2x-2sinx) :
lim 2x—2sinx — - 2-2cosx =
50 S —2xcosx+x?sinx = lim £ (Zx 2x cosx-+x? sinx ) lim.c-o 2-2cosx+dxsinx+x’ cosx
lim & (2-200sx) = lim 2sinx =
e < (2-2cosx+dxsinx+x’ cosx ) X0 G sinx+6x cos x—x? sinx
: (2sinx) .
s 4 (6sinx+6xcosx—x7 sinx ) llmx.,o 12 cosx—8xsinx—x2 cosx 6 - 16667
Hustracion grafica:
\ 1 ‘ ’ 02
\% i ™ e " _,//.‘
| 08 [ B
.‘. | 015
0.6 /
\ ¥ o1
0.4 /
L _ 0.05
( 1 ) ) -4 2 0 2, 4 2 ] 0 i 2
I—cosx ;2.-
. . . 1 2
9.5) Calcular, siexiste : fig )
tan”x-sin"x
eg . (l—c:oan:)2 _ :
Solucién: lim,.o ————— = undefined (No existe)
Comprobacion:
- (1—cosx)? _ _ > SR
lim.— tan’x—sin’x llmx...()(l cosx)” e sn’s _ g3y -
3 2 3 o
= lim = x)2 e —S08x _ _ |3 =5 o SO5°X 1 -
x-O(l cos ) = sin®x(1-cos3x) llmx....()(l OOSI) sin®x 2 (1-cosx) (1+cosx+cos?x )
= lim,o(1 — cosx) ¢ 22X o = limgod 285 o L o ___cols
a4 sin’x ( 1+cosx+cos’x =40 T sinlx | sox (1+cosx+cos?x )
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2.1 1
—thx—-o{ % .I:—ﬂfl‘;] o ] (l-v-oosx—reosx}} ==
% 2 1 -
thx"o { % .[ﬁ?] .T. smx] (}mx%x)} ——
X 2
st 3 2.1 1 =
lemw*{[ ] [Tt [;;;]'m} =0
en consecuencia:
lim,o M = undefined (No existe)
Ilustracion grafica:
I Im T 1
B B
e a 951
i‘l‘ ‘ \ ‘ .‘I‘ \\L_
4 | 2 N\ d 2] 4 —_ 05 0 03 1
| | \
| | il |
i | @3 ‘ \ 05
|| |
1 ' 1
(1—cosx)?
I:x’ tan?x—sin®x ]
. 9.6) Calcular, siexiste : lim,.; (1 —x)tan Z-
Solucién:
lime;(1-x)tan £ = &
Comprobacion:
Se trata de un limite de la forma: 0e(4w0)
x=1-z

Haciendo el cambio de variable: z = 1 —x , se obtiene:

luego:  lim. (1 —x)tan 2= = iimzmzwn(‘ —
- sinfoos -—ocos J-sin L 7 _ .. sos % % .z Rz
= llmz_.o[zm%m_?ﬂm%s x |- lim._g = ol lim._o = gl cos 3+
Por lo tanto:
x—-ﬁl(1 —X) ET = % =
Tustracién grafica:

z - 0 cuando: x — 1

: (3%
- tim~of 27 | -
-+
.63661977237
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(1 —x)tan ==

9.7)

9.8)

; 10 | | |
[ 1 :
f ,f g \ - — I
L s |
,4 B 8 4 i .
/ .Ff 1’/ \ I“\ | I
/ [ \ \ 4 3
4 | = } ‘ (
{ I\' | \
| | 1_1 o | "
Calcular, si existe : lim g
4 M e G
" _ . Y1432 = J1= -
Solucion: limyng ——0—— T .n—
Comprobacion:

Iim
- -l

V13" -JT=2x -

e

..‘
" e
w
ES

<, Aplicando la Reglade L Hopital, se obtiene:

£ (-1 )

1 1
£ (14324 ) -4 (1-2x)2 _

. WS -IEE . ;
lim,.g —m/——— = lim. = lim,.
* - JTax =0T L (VT=-vT) T Lami-Laant
4
& 4+ (14324 ) 73 (122 )-L(1-2x)(=2) 1
= lim,¢ = —~ = === -6
L14x) 344072 372
Tlustraciéon grafica:
12
2 S8 ¥ 05 05 ]
0
T2
\\ 14
- .
\“"'-6\
k.
s \
3" - J—*l 2 i
% 3l-v-x JI+
- 1
=k g
. . 5 wi i
Calcular, si existe:  lim,_4 J-’——ﬂ;-lsﬂ
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l.r+4m3—x = 2

Solucion: lim,_4 =

Comprobacién:

Dado que la funcién: | x | es continua en todo R , excepto parax = n € Z, con
Z =conjunto de los nimeros enteros , se tomara como valor de prueba:

39 si x> 4"
41 six - 4"
luego:
|[x+4]=[39+4]=7
Six-4 = [3-x]=[3-39]=-1 =
p-1=4-1|=3

[x+4 4 3-x ]

= THELY . &
1| = lim,.q- =gr= - = 2

lim x4
Analogamente:

|x+4]=[41+4|=8
Six>4"=< [3-x]=|3-41]=-=2 > =

k-1|=H4-1=3

. x4 H3-x| _ g Y .
hmx_.4— 1] = llmx.,4 g oy = 2
En consecuencia:
lim,y F_Mub-ia?__ﬂ =
Tlustracién grafica:
107 | \
shl-"i \.
67 "\
Y,/ \\
7 i ‘
- ,—;):_:),—/ ,,,,,, 3 ‘.r.mwﬁ..‘.r_‘.::?‘.‘.:m...{..‘_.;_.;
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
.4
-27
-4
|x+4 4 3-x| ]
[x’ r=y
. . . . [2x+1|H 2x+1 2x+1
99) Calcular, s1 existe: hmx_,(_ 1) ~J——L—h+l
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Solucién: lim__ (43 ﬂ%ﬁ = undefined (No existe)
Comprobacién:

Aplicando la definicion de Valor Absoluto, se tiene:
2x+1 L, 56 2x+120=>x2—%
2x+1| =
—(2x+1), si xXx+1<0=>x<-%
Por otra parte, dado que la funcién: |x | es continua en todo R , excepto para
x = {n/n € Z} , se tomara como valor de prueba:

06 six-- (1)
04 six->-(1)"
luego:
2 2x+1|=—2x+1
Six->-(1+) = e T e =
[2x+1|=|-12+1|=|-02]=-1
sustituyendo en la expresion dada:

. e+l 2041 B2+l g —(2x+1 (=1 )42x+1 ]
llmx_)_(Jz_)_ BeiZel b hmx_,_(%)-|:—_--_————2x+1 ] =
_ P =1

=tim__y)-[55] =

Analogamente:

|2x+1]=|-08+1]=]02]=0
sustituyendo en la expresion dada:

" 2x+1]= 2041
Six—r—(%):;{i e }:

. [Zx+114 2041 B20+1 ] g (20+1)+(0)+2x+1 7 _
hmx-*—(-é-)*[—hﬂ :l = hmx+(%)+ e ] =

- 22041) 7 _
hmx—-—(%}*[ 2c+1 =2

En cosecuencia: lim,__(1)-fx) # lim,_(1)-fx) =

lim,,(_1) [ E=AZE20 | = undefined (No existe)

Tustracion grafica:
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[ 2+l HZ?;::II e+l ]

9.10) Calcular, siexiste : ]jmx.m(JSixz +1 - 3x)
Solucion: |7 — (J Ox2+1 - 3x) =0

Comprobacion:
limx_.m(J9x2 +1 ——3x) 00— ) =S
9x?+1-(3x)? : 1
lim (J9x +1 —3x) = limye 22 = limy0 —1— =0
=1 ) 7O o 43x =% ot 43
Ilustracion grafica:
\ 51
;\ ;
}\ :
;!
\2
\
158
2 1 0 i ?( 3 4

JoaxZT+1 -3x

9.11) Calcular, siexiste: lime.(l++)" e ilustrar graficamente.
Solucién: limeo(l + L)* = e = 2.7182818284590452354...

Comprobacion:

limeo( + 1)+ 1° = limee(l + L) = eimearl+3-1] = plimeas{s] o
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9.12)

limye(l +5) = glimenl == 7183,

Ilustracion grafica:
Asintota horizontal: y = e = 2.7183...

[i 7
f: 61
I i 5
- 1 4‘
H___/" i
o N |51 :
I pge——
i n
6 35 4 3 2 10 1 2 3 4 5 6
b
1
(e

[0+ 1)

Ry = (1,€) U (e, )

Ds=R-[-1,0]
Notese que la curva :
1) Tiene una asintota vertical en : x = —1, pues:  lime-(1 ++)" =
.. . > . limeo(1++) =e
1)  Tiene una asintota horizontalen : y = e, pues:{ .

lime—w(l+4) =e

i)  No esta definida para: x € [-1,0]

Calcular, si existe : lim,.o(1 +3+)" , e ilustrar graficamnte.

limyao-(1 + L)% =1
Solucién: limo-(1 + +)" no existe, pues la funcién no esta
definida para x € [-1,0]
En consecuencia:
limeo(1 + +)" no existe

Comprobacion:

lime o+ (1 + &) = o =
Haciendo: y = (1+<)" = se obtiene : Iny = xIn(l + +)"

Aplicando limite a ambos lados de esta ecuacion, se obtiene:
lim,o-(Iny] = limp+[xIn(1 + +)] =0

en consecuencia:
In[lim,.g-y]= 0 = limegry = €° = 1
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Pero:

y=(0+x)% = limeo(1+ 1) =1
Por otra parte:

lim,.o-(1 + +)" no existe, por las razones arriba
expuestas, por lo que:

lim—o(1 + +)* no existe

Tlustracion grafica:

-
.'/; ! 4‘
—cconiBOR § . IR
ry
|/
'
[x,(1+71-)x] & 5 4 8 2 A0 ¥ 2 2 4 3 &
9.13) Calcular, si existe : im0 (1 +x)+ , e ilustrar graficamente.
Selucién: lim,. (1 +x)% =]
Comprobacion:

iMoo (1 +X)7 = a? ;
Haciendo: y = (1 +x)% = Iny = In(1 +x)% , Se obtiene:

lny — In(1+x)
Aplicando limite a ambos lados de esta ecuacion,
lim,[lny] = limo [ 252 ] > 2

luego, aplicando la Regla de L ’ Hopital, se obtiene:
1

hlnx—»-.-w[hy] = hmx—»m ? = hmx“"‘m l-lv-.r =

Luego:

niney) =0 = limxy=¢"=1
Pero:

y=(1+x)*
por lo tanto:

liM (1 + %)% = 1
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CAPITULO IV

BERNGULLY

En el siglo XVIII, la notable familia suiza Bernoulli fue para las Matematicas lo mismo que
Bach fue para la musica. Ocho distintos Bernoulli fueron lo bastante importantes para que
dos siglos mas tarde fueran considerados en el Dictionary of Scientific Biography. Los
hermanos James y John jugaron un papel crucial en los primeros desarrollos de la version
de Leibniz del Célculo Diferencial.
John estudié matematicas con su hermano, el maestro gedbmetra James, en la universidad
suiza de Basilea, pero pronto la comprension de las matematicas de ambos se equipard.
En 1691, John Bernoulli visitd Paris y conocid al joven marqués de L Hopital, quien
estaba ansioso por aprender los secretos del nuevo calculo infinitesimal. Como respuesta
a un generoso apoyo mensual, John trabajé como tutor de L’'Hépital y como resultado de
esta tutoria, L'Hdpital publica en 1696 el primer libro de texto sobre Calculo Diferencial,
libro que se recuerda fundamentalmente por incluir un resultado de Bernoulli conocido
como "Regla de L 'Hapital”, regla ampliamnete conocida por todo estudiante de célculo
elemental y que se refiere al limite cuando x — a de un cociente f{x)/g(x) cuyo
numerador y denominador tienden a cero cuando x — a , lo que origina la ” forma
indeterminada 0/0” cuando x=a.
James y John resolvieron el "problema de la catenaria”, que consiste en determinar la
forma que adopta un cable colgante suspendido entre dos puntos fijos, suponiendo que el
cable es perfectamente flexible y no elastico. Los hermanos Bernoulli demostraron que
dicho cable adopta la forma de una catenaria de acuacion :

y = cosh(%)

e e ese0000000000000

cuya grafica se muestra a contrinuacion:

cosh(%)

John Bernoulli, formulé en 1701 el problema de la Braquistécrona : encontrar la curva a lo
largo de la cual una particula se deslizara en el minimo tiempo posible (bajo la influencia
de la gravedad), de un punto A a un punto inferior B no situado directamente debajo de A.
Dicho problema fue lanzado como reto a los sabios del mundo, costumbre muy
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4)

CAPITULO 1V

GRAFICAS EN COORDENADAS POLARES
Para construir un Sistema de Coordnadas Polares en el plano, se fija un punto

”0” llamado "Polo” ( u origen), y se traza desde "O” un rayo inicial llamado “Eje Polar”

P {[F,0)

o

b .q\\
@\

Ju—

+
)
"~

Origen (Polo) Eje Polar
Entonces, cada punto P puede ser representado por el par ordenado (r,0) ,
donde:
r

distancia dirigida desde el origen O hasta el punto P

# = angulo dirigido, en sentido antihorario, del eje polar
al segmento OP .
En general, un punto (r,0) puede representarse como:
(r,0) = (r,0 +2n1) 0 COmo

(r,0) = [-r,0 + 2n+ 1)n]
siendo n igual a un entero arbitrario.
Ademas, el polo esta representado por (0,6) , donfe: 8 = cualquir angulo.

41) Cambio de coordenadas rectangulares a polares
Las coordenadas polares (r,8) de un punto P estan relacionadas con sus
coordenadas rectangulares (x,y) , por:
x = rcos@
y = rsinf
tanf = <
ey =F
42)  Graficas en coordenadas polares
Para graficar una curva en coordenadas polares usando el SCIENTIFIC
NOTEBOOK, se sigue el siguiente procedimiento:
a)  En el modo Matematicas ( icono M activado) se escribe la ecuacion

2

r = f(6)
b) Con el cursor a la derecha de la expresion, se selecciona:
”Maple+Plot 2D+Polar”.
El resultado sera la grafica de la curva : r = flf)
Ejemplo 1:
Representar la grafica de la curva: r = 2cos 36
Solucion:
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Se presenta a continuacion la descripcion de la grafica de 7 = 2 cos 36,
para valores crecientes de la variable 6

o=

0<0< %

0<o<i&

o -
=

\'\‘1

08<gx

NOTA : Sisehace variar @ de 0 a 27, lo que ocurre es que la curva se recorre dos veces.

Ejemplo 2:

Recta horizontal: y = k ; k= constante
Pasando a coordenadas polares, se obtiene: rsinf = k , de donde:

Se ilustra a continuacion el caso k = 4 =

Ejemplo 3:

r = 4csch

r=—.’%=kcsc9

sin

— e

r = 4csch
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Recta vertical: x =k ; k= constante

Pasando a coordenadas polares, se obtiene: rcosé = k , de donde:
= £ = ksecl

Se ilustra a continuacion el caso k = 4 =  r = 4secf

r = 4secf
Ejemplo 4:
Circunferencia de radio R y centro (,])
Aplicando el teorema del coseno , se obtiene:
R? = b% +r? —2brcos(6 — B) de donde:
r = bcos(8 — B) = J(b* cos*(6 - B) + R* - b*)

8 e So e i //

7 ¥ el X
\3_,/ ,,’ \

6 /
£ 1

5  / pAbp)

3 7

Ko TSl
7 //}Q‘ o
1 /’/
/AR
9 1 2 3 § 5 & 7 8

Centro(b, ) ; Radio= R
Centro(542, %)

, la grafica correspondiente sera:
Radio =3
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o
W
=)
~
©0
o

Centro(5,5) ; Radio= 3
Si la circunferencia pasa por el origen: R = b = r[r—2bcos(@—- )] =0
de donde: r = 2Rcos(0 - B)
Para el ejemplo anterior, 7 = 5J2 = r = 1042 cos(6 - %
La grafica correspondiente sera:

147
12 _—t—
P ™
101 \
/. \
[ \
| 9] |
l.\ ; ;
2
\ 7/
4 202 4|6 80 12 14
24 o TN

r=10J2 cos(6 - =
Si B =0 ,laecuacionsereducea: r = 2Rcosé
En el ejemple bajo estudio :R = 5 por lo que la grafica correspondiente
sera:

/—\\\
4 7 \\‘
y \\_
2 X
i
0 2 4 6 8 10
2PN /
™ ¥
ALY P
\\__f_,. A
r = 10cos@
Si B =4 ,laecuaciénsereducea: r = 2Rsin6

En el ejemple bajo estudio :R = 5 por lo que la grafica correspondiente
sera:
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43)

>
)
N

7 = 10sin@ ) B

Conicas en coordenadas polares

a) Parabola
Dada una parabola, consideremos como eje x el eje de la parabola
y como polo el foco de la misma. Supongamos ademas que la
parabola esta abierta hacia la derecha y que la directriz es la
recta L de ecuacion: x = —p , donde p > 0 es la distancia
del foco a la directriz. De acuerdo con la definicion, se debe
cumplir que;

Distancia de P a F =Distanciade P a L, por lo que:

Foco(0,0) ; Directrizx = —p

Por lo que:
Ir| = |p+rcosf| dedonde: +r=p+rcosd =

—- P . P
Fe=qam ¥ PTE-55S
Se puede probar que estas dos ecuaciones representan la misma

curva.

De manera anéaloga se puede obtener las ecuaciones de las
parabolas abiertas hacia la izquerda, hacia arriba o hacia abajo.
En resumen se tiene:
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4.4)

L

Abierta hacia | Pardbola | Foco  Directriz | Vértice (Polares)
Arriba r=-£-10,0)|y=-p Lz
Abajo F= £ 1 (0,0) ly=p .=
Derecha r=-—L=-100,0)|x=-p (&,7)
Izquierda r=gt |(0,0) [x=-p (£,0)

Las graficas correspondientes, para p = 2, se muestran a continuacion:

b3 £
6 i ~— 6
,,//- - ) -\"--‘
v4 i i 4y
> e
n 2
2 \0 2 4 6 g -8 6 -4 2 0/ 4
X X
2 2
S =
-4 i S — -4
~— ) //
5 S = -6
8 -3
- 2 2 2
V= s P =

4 8 i
/
/
g /
4 3 152 % 6.3 ,
0 % \ y4 f
21 : 2
/‘j /
/ ¥ 8 6 4 20 2 4 6 8
& 2
8! -4
- e
1+sin@ 1—sinf

Excentricidad y coordenadas polares
hemos definido la parabola como el conjunto de puntos P del plano que
equidistan de un punto fijo llamado foco y de una recta fija L llamada
directriz. En consecuencia, la parabola verifica que:

Distanciade P a F =1
Distanciade P a L

Esta forma de definir la parabola no es otra cosa que un caso particular

de la siguiente caracterizacion de las conicas:

Si F es un punto y L una recta del plano,el conjunto de los puntos P del

plano que verifican
Distanciade P a F
Distanciade P a L

con € = constante , es una conica.
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Ademas, la conica es una:

Elipse 5ie<l
Pardbola si & =1
Hipérbola si &> 1

Al nimero £ asi definido se le llama Excentricida de la conica.
Ecuacion polar de las conicas

Se presenta a continuacion, la ecuacion polar de la conica de excentricidad &,
con foco en el origen (polo) y directriz la recta: x = —p

Foco(0,0) ; Directriz. x = —p

Si P(r,0) es un punto de la conica en polares, se tiene:

Distanciade P a F

£= —— = =L (1)
Distanciade P a L prreost
Resolviendo esta ecuacion en r se obtiene la ecuacion polar:
- P
F= 1ot

Como 0 <& < 1, entonces: e£cosf + 1
De forma analoga, si la directrizes x=p ,y=p o y=-p
la ecuacion respectiva es:

P r=-—4t2t—  r=-£
1+ecosf 1+gsin® 1-€sinf

Las siguiente figuras ilustran estos criterios de conicas
a) Elipses: € < 1

r=

=4 i
Supongamos: ¥ v SR
€

Il
v
|

Directriz. x = -4 a2) Directriz. x =4
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b)

4 4
A L
/ i f \
3 =2 \\ o i 4 -3; 2 0 /f‘ i, 4
2‘ SR . p S F
4 4
_ _ 4 _ _ 4
T 2-cosf T'= Znct
a3) Directriz. y =4 ad) Directriz. y = —4
% P
Ym Y: \‘
T i |
5 S~
4 /fz 2\3 4 4 R \/ . 4
L‘, 2 /f -2]
\\4‘-_. /,." -4
— _4 - il
F= Fino = Z-ain0
Hipérbola: € > 1
Supongamos: { ¥~ . Asi se obtiene: r = 32 = ¢ o también:
pong Y sl : 120080  1-200s0 :
— I I .
= = 1o > 7'~ T2me> 7'~ Tr2ume
Las siguientes graficas ilustran estos resultados
b.1)  Directriz. x = -3 b.2) Directriz x=3
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\ | IIU /4 107
N\ 74 :
R Sy y51 S/
'\\ \ A B
T / b T P |
¢ / \ /
. ! | i
0 3 B A2 P 2 4 4 2 0 2|/4_8§ & 10
x \ / %\
i %7 Fi %
ke s/ 1
/ T\ ' % 1
Lo 7 10 \
_ _ 6 6
T'= 13m0 F= T30
b.3) Directriz: y = -3 b4) Directrizz y=3
: X ! ~
X 2 - ] o /j?
% N 5 § o 10 “\ \iﬁ/;/
e ) 0 e e
S e g |
" . \:2‘—“" i ; N
N =N
Pl . T
Pl e z
A i 9 g S 0 £ Ry
- -8 = 21 N
4 o &
S (- Sy
F= 12eme T'= T2sme
4.6) Resumen de curvas en coordenadas polares

Se presenta a continuaciom un resumen de importantes graficas cuyas
ecuaciones son mas sencillas en forma polar que en forma rectangular
a) Caracoles: r =a+bcosf o r=a*bsind

Casol: £ <1 —s caracol con bucle interior:

)

2 /_//_"“-\ - /_—7_‘\\ b /’*‘—‘-\_ 3 1 1 ‘4
‘ V4 \‘ “ ’ 4 .1 / g ) .“. ) % i

fi \ [ e N \ i | ]
"Tﬁ—’7 "f—vﬁ;-—g—\:i—‘{, A J | ~af~ ;}
s / 3 . \ 4 ] /J \ J /

\‘\ ~ 4

o O O p— > ey St =
r=1+3cosf r=1-3cosf r=1+3sinf r=1-3sin@

Caso2: 4 =1 —  Cardioide:
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r— — e o~
¥ . . v e W e _.:)L_QL_O.._Q.._B;...
(o3 \\ ,"’“ jos| / o \ 5": 05 \\
T}_'ﬁfs T 18 : e o [ : i | o Ji
/ \ \ \
e '/_,- \\‘ .aj \ 05 . } \ y J//'
3 \4—/ S /h -—\_—\'"\L‘”_/' s £ \.\_ﬁ—///
r=1+1cos@ r=1-1cosé r=1+1siné r=1-1sné

Caso3: 1<% <2 — Caracol con hoyuelo:

| i S il i ) /—\ﬂﬂ-ﬁ.\“
[’// 4 ‘\ r‘/ r , ‘\L ’/ / 5 \ —jL;Z——J-—[)‘—I—Z—B%‘«
k \1 [ r £ = 3 [ \
Y R e S {—J—;—#o | 3 1 2
[ / \ 1 \. ; J \ | /
L% P L " XF T " - /

_sT\i_// W 53 R \\ﬁ_//
r=3+2cosf r=3—2cosé r=3+2smné r=3—2sin6

//_*H-\\\
i \.
\‘\ 2 //

\'\-i-//'
r=23+1cos@ r=23—1cos8 r =3+ 1sinf r=3-—1siné

b) Rosas: r = acosnf 0 r = asinnf
donde:
a = longitud de cada pétalo

n = N° de pétalos, si n = impar
2n = N° de pétalos,si n = par
Casol: r=4cosf o r=4sinf — unpétalo circular:
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\ \

r = 4cosf r = —4cosé r = 4sin@ r = —4sin@
Caso2: r=4cos30 o r=4sinf — rosacon 3 pétalos:

/’—) EE gl 2 \_l I
i\\ ;/,z/'r \1‘\1\3
Y ,_J (\./ 2 \)
r = 4cos30 r = —4cos36 r = 4sin36 r = —4sin30

Caso3: r=4cos20 o r=4sin20 — rosacon 4 pétalos :

TN T i P e G
(‘ 2 ) ( \\ Jf‘/ __/ ( \’ ,’/ J
. / X A / \ 2
s o i e 2
\‘_'2/’. ‘..___:__/ SIS M LR L T N }\ 3
'f \ o/ y \ \\ i b %
- \ { Ja\ \ e'/ \
\.,\‘ /] W . / e o o e g
r = 4cos26 r = —4cos26 r = 4sin26 r = —4sin26
¢) Lemniscatas: r? = a’cos26 0 r? = a*cos20
Casol: r?=4cos20 Caso 2: r? = 4sin20
X
1 e ®
— —— Y |
Sl A Y
E) K1 /_,»o A 1 ’z 2 /-1 o 1
\ = /
\ \\_,// o8 \\__/ ( ;
1 .\\1——/’/
4 cos26 4sin26 ’
r? = 4cos26 r? = 4sin20

d)  Lasrosas descritas en el caso b), son de la forma r = cosao r = sina#,
donde a es un entero igual o mayor que 2.
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Se presenta a continuacion la grafica para valores no enteros de a
Ejemplo1: r=cos£8 ,para 0<6<6n

e
P e

Tl
—
o > ~\
7 AR

' | )

-
r = cos 0
Ejemplo2: r=cos36 ,para 0<6<6n
r = cos 56
Ejemplo 3:

Graficar: a) r=sin ; byr=sinZ ; ¢) r=sin2
para 0 <0 < 87
Solucion:

3.a) ¥ = sin

- R .
3b) r=sinZ 3¢) r=sinF
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4.7) Otras curvas en polares

a)  El”folium de Descartes” : » = —::m;

Se muestra a continuacion la generacion de “folium de Descartes”,
en funcion del angulo @ ,para: 0 <0 <n

% 4
’.’/—\) .-}//-\}
21 // 2/ /
/ //
- 2 0 2 4 s 5 o = 5
\
2 2 \
-4 -4
0<0=< & 0<f<3E
4 4
/ﬁ \ //‘
k.Y . / ) .,7_\\ i )
."‘ / SR
\\ o 9
-4 g 0 3 4 g7 5 o 3 3
AN N\
\\\.\“:\ \\\
-4 ‘\\\\\ 4] \
VOEEE LIEE S
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Q00ODOGOOOOOO( . NANS SO OO OO0 0PI e ) )DOOOOOO0OOOIOOOIONNOGS

i
/ /
™ 2t 7 /
N
N '
\ >~
-4 2,0 2 4
-4 \
0<0<nrm
b) r=60
15 15‘[
101 107
| —i
st 5
o~ / s ‘\
15 <10 59 s/ 10 15 d5s dp S| o s/ 1015
" 31 ;
101 T
as! -1.1
0<0<2m 0<@<4rm
Notese que :

510 =0 =sr=1
el radio vector gira alrededor del origen y crece cuando @ crece, tendiendo
a o cuandof — .

c) Estudio de la curva: 9 = k , con k =constante mayor que cero
Solucién:
Como r=4% e y=rsin@=y= §siné , porloque:
limg.o(y) = limgo (ke 22 ) =k ; en cosecuencia:
larecta y = k es una asintota a la curva.
El radio r gira alrededor del origen y decrece cuando 6 crece.
Un punto P describe una espiral que se arrolla alrededor del origen,
tendiendo  acerocuando 6 tiendea oo.
Evidentemente, si se sustituye (r,8) por (-r,—8) la ecuacion dada
no se altera, por lo que existe simetria respecto del origen.
La grafica sera la espiral hiperbdlica que se muestra a continuacion,

para k=6
112
04 02 L_/’\ﬂ "; 0*2 04
4”‘." ‘l.\w.
[ 02t |
| .‘;
. Py
F= 4sin’6-1
FE 8

e)  LacurvaMariposa: 7 = ¢°*® — 20546 + sin®-&
12

Se pr‘esenta a continuacion la generacion de la curva denominada
mariposa”, en funcion de los distintos valores de 6.




2cos28(sech)

48)

0<6<9r
f)  LaAstrofoide: r = 2cosf(sec)

Osérvese queentonoa 6 = &Ly | con k € Z , ocurre un nimero
infinito de oscilaciones de amplitud 2 unidades.
Interseccion de curvas en polares
Al contrario de lo que curre en coordenadas cartesianas, en coordenadas
polares no hay correspondencia biunivoca entre los pares de nameros (7, 0)
que satisfacen las ecuaciones de dos 0 mas curvas que se intersectan.
Por esta razon, la interseccion de curvas en polares debe incluir la representacion
grafica de las mismas

Ejemplo 1: Interseccionde: r = 2cos® y r = 2sinf

Solucion : 2cos@ = 2sinf = tanf =1 = @ = -3’5—,2:—
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De la grafica de ambas curvas se deduce que:

a) Lasolucion: @ = 14"— no pertenece a las curvas bajo estudio.

b)  Elpunto (0,0) no se obtiene por solucién simultanea de las ecuaciones dadas.

En consecuencia, los puntos de interseccion son:
6== :>r=2(i2§—) = J2 =>P1(ﬁ,%)
r=0= P, (0,8)

Ejemplo 2: Interseccionde: r= 3 —cosf y r=3

.
=3 cosé

Los puntos solucion del sistemason: 6 = £ y 0 =

Bisd) v B{LF)
Ejemplo 3: Encontrar los puntos de interseccion de los pares de curvas dadas
por las ecuaciones:

r=1+cos@ r=1+siné
a) b) _
r=1-cos@ r=1-smé
r = 2sinf r = cos@
c) . d)
r=2smn?26 r=1-cosf
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Solucién:
Caso a)

Caso ¢)

r? = 4sinf r2 = J2 cos@

r=1 r? = J2 cos@
g) _ h) ,
r? = 2sin26 r2 = J2 sin@

Por solucion simultanea de las ecuaciones: r = 1 +cosf y r = 1—cosé
se obtiene:

r= = i
e){ 2 ) { J2 sinf

bl

I+cos@ =1-cosf = cosf=0=6=1Z
por lo que los puntos :A(l,%) y B(1,3—2"—) son puntos de interseccion.
La solucién grafica sera:
r=1+cos@ —colorrojo ; r=1-cosf — color azul

Notese que el punto de interseccion C(0, 0) obtenido graficamente, no se
obtiene de la solucion simultanea de las ecuaciones.
Por solucion simultanea de las ecuaciones: r = 2sin@ y r = 2sin26,
se obtiene:

2sinf = 2sin20 = sinf = 2sinfcosf =
sinf =0

o X
cosG—2

, 0 +4
sinf=0= 6= : cost9=—;-:>9= 3
" -4

A(0,0), B(0,7)
c(3.£) yD(-v3.-%

smé(l —2cosf) =0 = {

Los puntos de interseccion son: :

La solucion grafica sera:
r = 2sin@ —color rojo ; r = 2sin26 —color azul
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151

Casod)  Por solucién simultanea de las ecuaciones: r = cos6 y r =1-cosé6,

se obtiene:
cosf@ =1—-cos@ = 2cos@ =1 = cosf = -5»,
de donde:
X
=4 °
X
)

por lo que los puntos : A(4,%) y B(%,—%) son puntos de interseccion.
La solucion grafica sera:
r=cosf —colorrojo ; r=1-cosf — color azul

Notese que el punto de interseccion C(0,0) obtenido graficamente, no se
obtiene de la solucién simultanea de las ecuaciones.

Casoe)  Por solucion simultanea de las ecuaciones: r = J2 y r?=4sinb,
se obtiene:

= sinf = 1 ;
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4.9)

4(42.%) .B(V2. %)
c(v2,2=) y (V2,1

Los puntos de interseccion son: :

La solucion grafica sera:
r = J2 —color rojo ; r? = 4sin® —color azul

Caso g)  Por solucion simultanea de las ecuaciones: r =1 y r? = 2sin26
se obtiene:

L]

1 = 2jsin260| = [sin26) =

L

2

z

sin2=1 = 20= %
2 Sz

6

7

LA Iz

= 20 = 6 = 0= 12
11x 11z

6 1

2
A(l,—fi—), B(1,3%

c(Lz) vy D(l,-‘l‘T"

La solucion grafica de las curvas dadas, ilustra los resultados aqui obtenidos
r=1 —color rojo ; r? = 2sin20 —color azul

=

sinf = —

raf=

Los puntos de interseccion son : {

FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS
Son funciones que estan definidas por mas de una ecuacion.
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Ejemplo:
" j(x)={3:+21:jrx<0 " ﬂx)={p+1|1:)‘xso
x*-=1if x>0 3x if x>0
e -1 if x<2
b) ={2+ S @ H=R c) fix)= x-2 if 2<x<2
2 if b >2 .
2-x if x>2
49.1)  Graifica de funciones definidas a trozos
Para graficar una funcion definida a trozos, se procede como se indica a
continuacion:
a)  En el modo Matematica, se escribie:
fx) =
b)  Seelije: "Insert+Brackets” en la Barra de Menu
c) Se selecciona: { ,esdecir :
"Llave izquierda { ”
y “Operador nulo” a la derecha: lineas verticales a trazos |
y se hace click en ”OK (o se oprime la tecla ’ENTER”).
d)  Seelije "Insert+Matrix” y se especifica;
- N° de filas: tantas como trozos de funcion.
- N° de columnas = 3
e)  En el modo Matematica, se escribe:
- Cada ecuacion en la columna de la izquierda.
- if enla columna central.
- Elintervalo, en la columna de la derecha.
f)  Con el cursor en la expresion, se selecciona: ”Maple+Define+New
Definition” en la Barra de Ment.
g)  Seselecciona con el mouse la expresion: flx) y se elije:
”Maple+Plot 2D+Rectangular” ( o se hace click en el icono
h)  Se cambia el dominio, rango, color, etc.,segiin se desee estudiar el
comportamiento de la funcion.
Ejemplo 1:

Graficar la siguiente ecuacion:

—x2 <
hey = 4 2HVA-F i <2
2 if | >2
y determinar su dominio y su rango
Solucién: Siguiendo los pasos entes expuestos, se obtiene:
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h(x)={2+ 4=x% if <2

2 i >2
/W Dominio:R ; Rango: [2,4]

Ejemplo 2:
+1] i <0
Graficar la ecuacion: hx) = b+l o x<
3= if x>0
y determinar su dominio y su rango.
Solucién: Siguiendo los pasos entes expuestos, se obtiene:
107 /
//
3
6
41
: iV
%
+1] if x<0 B R T i, 4
sy 4 B F B
3x if x>0

Dominio: R ; Rango: [0,0)
NOTA : Obsérvese que el progrma no discrimina que el punto (0.0) no pertenece a la
curva dada, pues x = 0 = y = 1 , por definicion de A(x).
Ejemplo 3:

. = if x<0
Graficar la ecuacion: h(x) = w
2 ifx=0

y determinar su dominio y su rango.
Solucién: Siguiendo los pasos entes expuestos, se obtiene:
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Y1

0.57

-0.51

h(x) = { i -

2 Yxz0
¥ Fe Dominio : R ; Rango = {-1,2}

NOTA : Obsérvese que el progrma no discrimina que el punto (0. — 1) no pertenece a la
curvadada, pues x=0=y=2
Ejemplo 4:

Graficar la ecuacion: h(x) = l+x+p| if x>0
1 if x<0

y determinar su dominio y su rango.
Solucién: Siguiendo los pasos entes expuestos, se obtiene:

3- f“‘
25 /'f
;'/
2 f
1.5 ’
. t‘ ‘
0.5
1+x+ ] >0 . :
i) = x+ x| {f X2 2 ] 0 1 2
1 if x<0 w
Dominio: R ; Rango: [1,x)
—x if x<0
Ejemplo 5:  Graficar la ecuaciéon: flx) = » f0€x<2
4 Hxp2

y determinar su Dominio y Rango.
Solucién: Aplicando la técnica antes expuesta, se obtiene:
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v 4
2
—x if x<0
£ - -2 0 2 4 6
Sx) = 2 if 0sx=2 =
4 Hxsl Dominio: R ; Rango: (0,0)
Ejemplo 6:  Graficar la ecuacion:
s
20(x+1) if x<o0
20(1—cosx) .
—_— if D<x<10
=< = 7
|x—4] if 10<x<15
L = if x e (15,20) U (20,)

y determinar su dominio y su rango.
Selucion: En forma analoga a los casos anteriores, se obtiene:

"
20(x+1) if x<0
h= < = f0<x<10
[x—4] if 10<x<15
9 if x e (15,20) U (20,)

307 \

Domunio: R — {20}; Rango: R

Notese que la curva tiene una asintota vertical en : x = 20 y una horizontalen: y = 0

4.10) ECUACIONES PARAMETRICAS
Hasta ahora, una curva en un plano estaba definida por una ecuacion en dos variables:

y=fx) o Flx,y)=0
Estudiaremos a continuacion el caso en que se usan tres (3) variables para representar una

curva en un plano.

En efecto, sif y g son funciones continuas de ¢ en un intervalo 7/ , las ecuaciones:

x= £

y=g@
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se denominan “Ecuaciones Paramétricas”, siendo ¢ el “parametro”.

410.1)

4.102)

Grafica

El conjunto de puntos (x,y) obtenidos cuando 7 varia en el intervalo 7, se
llama “Grafica de las ecuaciones paramétricas”.
Para obtener la grafica de una curva dada en ecuaciones paramétricas, se procede
como se indica a continuacion:
a)  En el modo Matematica, se escriben las ecuaciones paramétricas

entre paréntesis ( 0 corchetes), segun se muestra :

(f1),8(®)) otambién : [ An),g() ]

b) Con el cursor a la derecha de la expresion asi obtenida ( o dentro de ella),
se elije: "Maple+Plot 2D+Parametric” en las Barra de Herramientas,

El resultado sera la grafica de la curva dada.

NOTA :

Si se desea, se activa el grafico haciendo click sobre él, se elije:
”Edit+Properties” vy se ajusta: color, estilo de lineas, tipo de ejes, escala ,etc.
y se agrega otras funciones,tal como se explico en el punto 3.1.2) del
presente trabajo.

Ejemplos

Ejemplo 1:

Demostrar que la graficade lacurva y = e* essimétricadesuinversa x = Iny ,
respecto de larecta y = x.

Solucion:

a) Con el cursor en la expresion (7,e’) se elye: "Maple+Plot 2D+
Parametric”.
El resultado sera:
-5 EI1%35

(t.e")
b)  Se activa el graficoy se elije: "Edit+Properties+Plot Components”
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y se hace click en ”Add Item”.

Se escribe (7,7) enla Caja ”Expressions and Relations”
para afiadir la recta y = x al grafico, y se selecciona un color:
(verde en este caso)

El resultado sera:

i
!

2/

4 5 Fi) 3 4
2
g
(t.e)
-5<t<5

c¢)  Enforma analoga al literal b), se afiade el "itfem” correspondiente

a la funcion inversa : (#,In7); se selecciona el color (azul en este caso),

y se hace clik en OK ( o se oprime la tecla” ENTER”)

El resultado sera:

(te')
-5<t<5
Ejemplo 2:
Describir la curva definida por la ecuaciones paramétricas
x = 2cost
y = 2sint

Solucion:
Elevando al cuadrado y sumando término a término, se obtiene: x? +y? = 4
lo que representa una circunferencia de centro (0,0) y radio 2, tal como se ilustra

125




I XX EXE AR RRRER A AR A AR R AR R RN NN NN A NN NNN N RN NN N NNL N J

a continuacion

[2cost,2sint]

Ejemplo 3:
Describir la curva definida por las ecuaciones paramétricas
x = cosht
y = sinh¢?
Solucién:

Elevando al cuadrado y restando término a término, se obtiene:
x2—-y? =cosh’t—sinh’t =1 ; x>1 A cosht>1,VieR
lo que representa una hipérbola equilatera unitaria, tal como se ilustra a continuacion

-
e A

S5 4 3 2 - 2.3 4 5
x

P

0
-1
-2
-3
4
-5
[cosht,sinh{]

Para obtener la rama izquerda de la hipérbola, es necesario afiadir el Item:
[-cosh#,sinhf]  de acuerdo con la técnica ya conocida. Asi se obtiene:
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Ejemplo 4
CICLOIDE:  Sellama asi a la curva descrita por un punto de una circunferencia,
a medida que ésta rueda sin deslizar sobre una recta.
Si la circunferencia tiene radio ”a”, se puede demostrar que las
ecuaciones de dicha curva son:

x = a(t—smnt)

¥ = a(l —cost)
. i x = 2(t—sinf
La ecuacion y grafica de la Cicloide, para a = 2 , sera: ( )
¥y = 2(1 — cos?t)
Procediendo como se indicéd anteriormente, se obtiene:
a) Paraa 0<¢<2n
6-‘
5
4 s
yif - e
A k.
5"’/“ 5\
0 2 4 6 g 10 12 14
[2(¢ — sint),2(1 — cos?)]
« L=2ma= 4m = 12.56 »
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b) Paraa 0<t<4n c) Para: 0<t<5n

Ejemplo 5:

x=2- -g—sint

Graficar la Cicloide Prolata:{ para : 0 < (< d4n

y=1- %cost
Solucién:
Procediendo en forma analoga, se obtiene:

y p—— B
1 i
ok 5 0 - 15 % 5
[2t— Zsint,1 - 3 cost ]
Ejemplo 6:
x = 2t —sint
Graficar la Cicloide Corta: para : 0 <t <4n
y =2 -—cost
Selucién:

Procediendo en forma analoga, se obtiene:
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Ejemplo 7:

[2f —sint,2 — cost]
Esta curva es descrita por un punto que esta a una distancia ”5” del

centro de un disco circular de radio “a” (a > b) , cuando éste rueda
sin deslizar.

HIPOCICLOIDE:  Se llama asi a la curva descrita por un punto de una
circunferencia de radio ”b” a medida que ésta rueda sin
deslizar en el interior de otra circunferencia de radio ”a”
(a>b) y centro en el origen coordenadas.

E]

2

—g— e

Las ecuaciones paramétricas de la Hipocicloide son:
x = (a—b)cost +bcos(L21)

y = (a—b)sint — bsin(%21)

ASTROIDE: Si b = £ | laHipocicloide se llama: Hipocicloide de 4 hojas,

4
o Astroide, cuyas ecuaciones parameétricas son:
x = acos’t
y = asin’t

x = 3cos’t )
para . 0 <t < 2x,sera:

La grafica de la Astroide : .
y = 3sin’t
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3 '\{ 1 05 1 /V 3
-1 /_/"/
\ /"/
'Y\? /
3
[3cos’s,3sin’ ]
Ejemplo 8:
. . x = 2cott
Graficar la Hechicera de Agnesi : ) para . 4n <t < 4x
¥ = 2sin°t

Solucion:
Procediendo en forma analoga, se obtiene:

/
/4 \
S/ \
"4 0.5
= = 0
[2cots,2sin’ ] v ® 8
Ejemplo 9:
e B
3
Graficar el Folio de Descartes 13:; para : —0 <1< ®
Y
Selucion:

Procediendo como se indico anteriormente, se obtiene:
a) Intervalo: [0,x)

X X X R XXX AR R RN RNRRERNR NN R R AR AERRNRBNRE NN RN N NN R NN N N N N
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c3)  Sub-intervalo: [ —10,-1] c4)  Sub-intervalo: [ —oo,—1]

41 4
2] 2
-4 2 04 \ 2 4 -4 2 0 A 2 4
N\ L
3\ 2l N\
\\\ \\_\
% b
-4 B -4 \\\

h)  Sub-intervalo: [ - 10,—10]

\ 4
2
\\ P
R : 7 /l
~\ y .
-4 2 N0 i 4
\
21 N\
4

—w < i<

Ejemplo 10:
x = 4cost
Graficar las Curvas de Lissajous : ) para : 0 <t <2z
y= 2sin2t
Solucién:
Procediendo en forma analoga, se obtiene:
a) Intervalo: 0 <7<~ b) Intervalo: # <t < 2r
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[ 4cost, 2sin2 |

c) Intervalo: 0 <¢<2x

Ejemplo 11:

x= cos’t

Graficar la Evoluta de la Elipse :{ para : 0<t<2xm

y= 2sin’t
Solucion:
Procediendo en forma analoga, se obtiene:

i 3
/
\\ \\
1 1\
\ / \
\\ /’/ \
-1 050 05 1 1’-0.5 0] (75 1
\ | /
1 \1f /
\l/
) 2
[ cos’s, 2sin’t]
0<t< % 0<t<2rx
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Ejemplo 12:

X = cost+isint

Graficar la Involuta del Circulo : ) para : 0 <t<3m
y = sinf—[(cost

Solucién:

Procediendo en forma analoga, se obtiene:

8 3 .
6 6
4 4

(3]
)

8 -6 {‘-4 2 0 2 4 6 8 8 -6 4 2 2 4 6 8
4 4
-y 2 i
. ) -8 -8
[ cost+tsint, sint—tcost ]
Intervalo: 0<t> 2« Intervalo: 2z <t > 3m
¢) Intervalo:0<1¢<5m
15 15 1
L
104 = ol
5 5 \
e i 4 5 \
15 -10 ; 0 5 10 15 -15  fo0 5§ 0 5 10 15
15 10 3 0 5 10 15
<5 ~51 .
- +— \ St /
10 10
| - _‘\:IU —
15t 15 T
-15
Intervalo: 0 <t > 3x Intervalo: 0 <1 > 4x Intervalo: 0 <t> 5@
Ejemplo 13:
x = cott
Graficar la Serpentina : ) para: 0<i1<nm
y = 4smicost
Solucion:

Procediendo en forma analoga, se obtiene:
a) Intervalo: 0 <> &
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3t s s
3L cost, 2L sint |

Intervalo: 0 <r<nx
b) Intervalo: 0 <> 4x

Intervalo: 0 < 1 < 37

©)

3 2 4&0)2 3
=]

Intervalo: 0 < ¢t < 27

/ F 1 \\
. \
) | ;
Y / 2 /

/

o

(¥
R
[ &)
—
=)
bt

Intervalo: 0 < r < 4rx

Intervalo: 0 < ¢ > 5z

b
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CAPITULO V

Leonhard Euler esta considerado como el matematico mas prolifico de la historia. Nacié en
1707 en Basilea, (Suiza) cuna de la famila de matematicos Bernoulli. El joven Euler
aprendié matemaéticas de John Bernoulli y durante su vida publicé méas de 500 libros y
articulos, continuando su obra incluso después de perder la vista en 1766. A su muerte en
1783, dejé mas de 300 manuscritos adicionales cuya publicacion se realizé durante 50
afos continuos.

Ningun matematico del pasado ha infuido de manera tan directa a los estudiantes de
matematicas de la actualidad, pues a Euler se le debe en gran medida la forma de
notacién y terminologia utilizada actualmente para la ensefianza del algebra, trigonometria
y calculo. Algunas de las notaciones familiares cuyo uso fue popularizado por Euler son:

e . base de los logaritmos naturales
a,b,c :lados de un triangulo
i . raiz cuadrada de -1

> : simbolo de suma

Ax) : notacién funcional
n . area del circulo unitario
sen, cos, lang, cot,sec y cosec. abreviaturas trigonométricas
I'(x) : funcién Gamma [ funcion continua para x € (0,0) ]
Sus tratados de caculo de 1788 y 1768 constituyen la fuente original para gran parte del
contenido y métodos de los cursos y textos modernos de calculo.

Si en la conocida "férmula de Euler” : e* = cosx +i sen x que relaciona las funciones
exponencial y trigonométrica, se sustituye x = = , se obtiene la relacion: e” +1 =0 ,
expresion que relaciona cinco (5) de las constantes mas conocidas de las Matematricas.

10t
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CAPITULO V

GRAFICAS EN R?

GRAFICAS EN R*

El programa SCIENTIFIC NOTEBOOK permite obtener la grafica en el espacio
tridimensional (R?), cuando la ecuacion de la misma esta expresada en cualquiera
de los sistemas coordenados conocidos, a saber:

5.1)

- Rectangulares
- Paramétricas
Cilindricas
- Esféricas
- Tubulares
GRAFICAS EN COORDENADAS RECTANGULARES
Superficies
Se llama ” superficie” al conjunto de puntos P, y sélamente a aquellos
puntos, cuyas coordenadas satisfacen una sola ecuacion de la forma
F(x,y,z) =0 o, en forma explicita: z = f(x,y)

La grafica de una funcion de dos variables es el conjunto de puntos
P(x,,y,z) de R*® que satisfacen la ecuacion z = f(x,y).
Su ecuacion general es de la forma:
z = fix,y)
Para obtener su grafica usando el "SCIENTIFIC NOTEBOOK™:

1% Se escribe en el modo Matematicas , la ecuacion:
z=fx.y)
2%) Con el cursor a la derecha de la expresion, se selecciona:

"Maple+PLOT 3D+Rectangular”.
El resultado sera la grafica de la superficie: z = flx,y)
Las superficies mas comunes de R? son las siguientes:
a) Planos:
Su ecuacion general es: Ax+By+Cz =D
Ejemplo 1
Graficarel plano: x+3y+2z=6
Se observa que:
x=y=0= z=3 = P1(0,0,3)
x=2z=0= y=2 = P30,2,0)
y=z=0= x=6= P3(6,0,0)
Aplicando el procedimiento antes expuesto, se obtiene:
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6—x—3y
2

Ejemplo 2

Graficarel plano: z = 3

Laecuacion z = 3 representa el conjunto {(x,y,z)/z = 3}
lo que representa el conjunto de todos los puntos de R* cuya
coordenada z es 3.

Obviamente, este conjunto es un plano horizontal, paralelo al
plano xy, a 3 unidades arriba de él, como ilustra la figura:

zZ =

z=3
Ejemplo 3
(Qué superficie representa la ecuacion y =5 ?
Solucién:
Laecuacion y = 5 representa al conjunto de puntos
{(x,y,2)ly = 5} , que es el conjunto de todos los puntos en R*
cuya coordenada y es 5.
Este conjunto es el plano vertical, paralelo al plano xz , 5 unidades
a la derecha de él.
Para graficar este plano es nercesario expresar su ecuacion en
coordenadas paramétricas, ya que y = 5 es independiente de la
variable z. Dicha parametrizacion sera :

xX=1
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y=35

z2=35§
Para graficar este plano en coordenadas rectangulares:
1°)  Se construye el vector: [t,5, 5]
27) Se selecciona: "Maple+Plot 3d+Rectangular”

La grafica correspodiente se muestra el siguiente figura:

Trazas: y=5 A z=0

Ejemplo 4

Describir y trazar la grafica de la superficie en R* representada por
la ecuaciéon y = x.

Solucion:

La ecuacion y = x representa al conjunto de puntos en R® cuyas
coordenadas x e y son iguales. es decir {(x,3,z) /y = x}.

Este conjunto es un plano vertical que intersecta al plano xy en la recta
y=x,z=0,

Para graficar este plano es nercesario expresar su ecuacion en
coordenadas paramétricas, ya que y = x es independiente de la
variable z. Dicha parametrizacion sera :

xX=t
F=1
g=y

Para graficar este plano en coordenadas rectangulares:
1°)  Se construye el vector: [#,1,5]

2°)  Seselecciona: "Maple+Plot 3d+Rectangular”
La grafica ilustra una porcion de este plano :

i) En el primer octante: ii) Octantes 1,3,5y7
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[t.1,5]
Traza: y=x A z=0
b) Esfera:
Es el lugar geométrico de los puntos del espacio que distan
una cantidad fija (llamada radio) de un punto fijo llamado
centro. En particular, si P(x,y,z) es un punto de una esfera
de radio R y centro C(a, b,c¢) , entonces su ecuacion general
es:
(x-a)’+(-b)’+(z—c)’ =R?

Ejemplo 1

Graficar laesfera: x? +y? +z2 +4x—6y+4 =0
Solucion:

Completando cuadrados: (x +2)* + (3 -3)?+22 =9
dedonde: z=+J9-(x+2)>-(y-3)> =
Esfera de centro (-2,3,0) y radio=3

Para obtener su grafica :

") Se escribe en el modo Matematicas , la ecuacion:
z=J9-(x+2)2-(y-3)?
gl Con el cursor a la derecha de la expresion, se
selecciona ;”"Maple+PLOT 3D+Rectangular”
El resultado sera:
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derecho,

J9-(x+2)*-(y-3)?

Para mejorar la presentacion de la gragica:
3% Se hace click sobre la grafica.
4°) Se hace click sobre el icono del extremo inferior

(O se seleccciona:”Insert+Properties) y se elige:
”Plot Components”.
) Se hace click en :”Add item” y se escribe :
—J9-(x+2)?+(-3)*
Al seleccionar OK, se obtiene:

Giro: 31° Inclinacion: 84°
X e [-3,7]

y € [3.7]

z e [-3,5]

Si se selecciona: ” Axes+Axes type+Normal”

se obtiene:
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7°)  Si se selecciona:” Plot Components+Plot Style
+ Patch & Control”, se obtiene:

J9-@x+2)?-(-3)*

¢) Cilindro
Sea C una curva en un plano y L una recta no paralela a ese plano.
El conjunto de todas las rectas paralelas a L que cortan a C se llama:

Cilindro de curva directriz C.

Cada una de las rectas paralelas L se llama Generatriz del cilindro.
NOTA
Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que la directiz C
esta sobre uno de los planos coordenados. Mas aun, restringiremos
nuestra atencion a los cilindros rectos, es decir, cilindros cuyas
rectas generatrices son perpendiculares al plano de coordenadas
que contiene a C. De este modo, la ecuacion de un cilindro cuyas
generatrices son paralelas a uno de los ejes coordenados contiene
solamente las variables correspondientes a los otros dos ejes.
En otras palabras, la ecuacién del cilindro coincide con la de su curva
directniz C.
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Ejemplo 1
Graficar el cilindro : x> +)% = 4
Solucién:
Laecuacion x?+y? = 4 representa en el espacio £° |, un
Cilindro Circular Recto porque su traza con el plano xy es una circunferencia.
Para graficar esta superficie, es nercesario expresar su ecuacion en
coordenadas paramétricas, ya que la expresion: x? +y? = 4 es
independiente de la variable z. Dicha parametrizacion sera :

x=1

y=dJ4-7

Para graficar este plano en coordenadas rectangulares:
1°)  Se construye el vector: [t, 4-¢ ,s]

2°)  Seselecciona: "Maple+Plot 3d+Rectangular”
La grafica correspondiente, en dos perspectivas, sera:

Ejemplo 2
Graficar el cilindro : z = y?
Solucién:
Se selecciona : "Maple+Plot 3D+Rectangular”
La grafica correspondiente sera:
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Giro: 0°, Inclinacion: 90° Giro: 19° | Inclinacion: 63°

Superficies Cuadricas

La ecuacion de una superficie cuadrica en el espacio, es una ecuacion
de segundo grado en tres variables x,y,z de ecuacion general:

Ax* +By? +C22 + Dxy+ Exz + Fyz + Gx +Hy + Iz +J = 0
donde: A4,B,C,...,J son constantes, y al menos una de ellas es
diferente de cero.

Hay seis clases de cuadricas: elipsoide, hiperboloide de una hoja,
hiperboliede de dos hojas, cono eliptico, paraboliode eliptico y
paraboloide hiperbolico.

Forma Canénica:

Por traslacion y rotacion de. la ecuacion anterior se puede llevar a una de
las formas canodnicas siguientes:

a) Ax2+By*+Cz?=D (Cuédricas con centro)

b) Ax*+By=1Iz (Cuadricas sin centro)

Si ninguno de estos coeficientes es nulo, se puede escribir:

lo que representa las formas candnicas de las superficies cuadricas.
Cuadricas con Centro
Como ya se indico, son todas aquellas superficies cuadricas cuya
cuacion general puede expresarse por la ecuacion: Ax? + By? + Cz? = D
Como se vera a continuacion, son cuadricas con centro los:

- Elipsoides

- Hiperboloides de una y dos hojas

- Conos
Cuadricas sin Centro
Como ya se indico, son todas aquellas superficies cuadricas cuya
cuacion general puede expresarse por la ecuacion: Ax? + By? = Iz
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en la expresion dada = simetria respecto de los ejes x,y,z .
} = No hay

cambios en la expresion dada = simetria respecto del origen.

-

- Si se sustituye respectivamente X.y,z por{ X |-y |—=z

Secciones:
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( Elipsoide : =

vi
4 16
2 yz 2

zZ+l+i =1 intersectado con el plano: z = 0)

Consecuencias:

1)

Si dos de los tres semiejes a,b,c son iguales, el elipsoide se llama
Elipsoide de Revolucion, pues el mismo podria ser generado haciendo
girar una elipse, respecto del eje correspondiente al semieje distinto.
Por ejemplo, si a = ¢, entonces el elipsoide se puede obtener
haciendo girar la elipse f; + % =1, z=0, entomoaleje y.
Si a=b=c |, elelipsoide es una esfera, por lo que la superficie
esférica es una caso particular del un elipsoide.
Sia>b y b=c ,setendra un Elipsoide alargado, una superficie
de revolucion que se obtiene haciendo girar la elipse:
:—§+i—2 =1 ; z=0 entomo a su eje mayor.
Sia<b y b=c ,setendraun Elipsoide achatado, una
superficie de revolucion que se obtiene haciendo girar la elipse:
;—2+-§i— =1: z=0 entorno asu eje menor.

Las siguientes figuras ilustran lo expuesto en ii1) y  1v).
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a2) Esfera

Se define como el lugar geomérico de los puntos del espacio, que eqwuidistan
de un punto fijo.

La distancia constante se llama” Radio” y el punto fijo "Centro.

La ecuacion de la supereficie esférica cuyo centro es el punto C(x,,¥,,25)

y cuyo radio es la constante r , sera:

G-+ -0+ =) =F e (1)
Obviamente, si el centro es ol origen de coordenadas ('(0,0,0) , entonces:
BT T R - (2)

Las ecuaciones (1) y (2) reciben el nombre de "Ecuaciones Ordinarias”.
Si se desarrolla la ecuacion (1), se obtiene:

x2 +y?+z?+Gx+Hy+Iz+K =0
lo que se llama "Forma General” de la ecuacionn de la esfera.
Se presenta a continuacion la representacion grafica de la esfera de centro en
C(1,2,3) y radio r =2
La acuacién ordinaria sera: (x—1)2+ (¥ —2)>+(z—-3)? =4 de donde:
z=3+J1-(y-2)"-(z-3)*

3+ J4-(x-1)2-(-2)*
a3) Hiperboloide de una hoja: Su ecuacion es: %2— + ;—z -==1

Notese que existen otras dos formas candnicas
El eje del hiperboloide corresponde a la variable cuyo coeficiente es negativo.

Intersecciones:

5 " =0 5 5
- Intersecciones con el eje z: " = z?2 = —¢
y -

lo que es absurdo, por lo tanto, no existe interseccion con eleje x.

=0
- Intersecciones con el eje x: { 4

=>x2=a*=>x=*1a
z=0
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- Intersecciones con el ejey:{ : B (()) } =P =0 S P=5h

Trazas:

- Traza sobre el plano xy: z=0= Z—i + bLi = 1 = Elipse de
centro (0,0,0) y semiejes: a y b ;z=0

- Traza sobre el plano xz: y=0= ;—2 - f?— = 1 = Hipérebola
de centro (0,0,0) ; y=0

- Traza sobre el plano yz: x=0= {; i i—z = 1 = Hipérbola
de centro (0,0,0) ; x=0

Simetria:

- Por las mismas razones del ejemplo a) inmediato anterior, la superficie
es simétrica con respecto a los planos coordenados, respecto de los
ejes X, y, z y respecto del origen.

Secciones:

- Losplanosz = k con (-0 < k < ») cortan a la superficie con
curvas de ecuacion: 7:22- + Z—z =1+ fi— lo que representa a
una familia de elipses de centroen (0,0,k) ; z = k
En particular k = 0 = la traza con el plano xy es la elipse

: o
Py

3 ; k=0
- De manera semejante los planos y = k con (—b < k < b) cortan

= &g 2
a la superficie con curvas de ecuacion: f—z e 5 ] ’;1—2 lo que

representa a una familia de hipérbolas.

En particular k = 0 = la traza con el plano xz es la hipérbola:

x2 il

-2 =]

a2 (:2
- Losplanos x = k con (—a < k < a) cortan a la superficie con
curvas de ecuacion: %2— - j—i =1- % lo que representa a
una familia de hipérbolas.
En particular k = 0 = la traza con el plano yz es la hipérbola:
ol -1

N
Extension:
- Las seis intersecciones de la superficie con los ejes coordenados, son
los puntos (a,0,0) ; (0,+5,0) ; no hay corte con el eje z, luego:
k|<a; y|<b; (-0 <z<»)
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Nombre:

Dado que las trazas con los planos xz y yz son hipérbolas, y las
secciones transversales para z = k son elipses, la superficie recibe
el nombre de HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

Grifica:
Sugraficapara:a=J2 ,b=J3 y c¢=J5, sera

0
7

; Ve \ \\
L RRRN
s SRS

51 +. L1

3
Hiperboloide de una hoja :-"2i + % - % =1
intersectado con el plano z =0

Consecuencias:

i)

ii)

El eje z se llama, en este caso, Eje del Paraboloide.

Si el signo menos de la ecuacion de la superficie aparece en el primero
o segundo de los términos, en vez del tercero, entonces el eje del
Paraboloide sera el eje x o el eje y, respectivamente.
Ejex:—:—2+-bL§+i—§=l 4 Ejey:i—”z +E =1

a? b? c?

Las siguientes figuras ilustran lo aqui expuesto:

Eje: Eje x Eje: Eje y
Si en la ecuacion de la superficie dada en este ejemplo, se hacea = b
la superficie se puede obtener haciendo girar una hipérbola:
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, entormno al eje z

. . . .y 2 2
Hiperboloide de dos hojas: Su ecuacion es: —=- — i2 +5 =
a b o
Notese que existen otras dos formas canonicas.

El eje del hiperboloide corresponde a la variable cuyo coeficiente es positivo.

Intersecciones:

’ . x=0
Intersecciones con el eje z: { } = gt = eF =5

=0
- Intersecciones con el eje x:: { Y } =xt=—a?=
la superficie no corta al eje x.
x=0
- Intersecciones con el eje y: { " } =5 p* = -P* =5
Z

la superficie no corta al eje y.

Trazas:

- Traza sobre el plano xy: z=0= ﬁ,— + %—;— =-]1=
Elipse imaginaria => no hay trazas con el plano xy.

- Trazasobre el plano xz: y=0= —:—z + -fi— = 1 = Hipérebola
de centro (0,0,0) ; y=0

- Traza sobre el plano yz: x=0= ;—i - j—z = 1 = Hipérbola
de centro (0,0,0) ; x=0

Simetria:

- Lapresencia de potencias pares en x,y,z implica que la superficie
es simétrica con respecto a los planos coordenados, respecto de los
ejes X, y, z y respecto del origen.

Secciones:

- S1 |k| > ¢, el plano horizontal z = k intersecta a la superficie
con la curva de ecuacién. 3;‘;— + —;% = ’c‘l—, -1 , lo que representa a

una familia de elipses de centro en (0,0,k) ; z = k.

- Si |k| <c, elplanoz = k no intersecta a la superficie. Por lo
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tanto, la superficie dada consta de dos partes: una arriba del plano
z = ¢ vy otradebajodel plano z = —¢. Por esta razon, se llama:
HIPEREBOLOIDE DE DOS HOJAS.

Grifica:
Sugrificapara:a=4J2 , b=4J3 y c¢=J5,sera

77 A i
o 1 S

o 3 5

.rl’,ylll’,?‘,‘.‘.‘.’.‘t;:‘; 2

P
‘51+2+3

Hiperboloide de dos hojas -—5- — £ + & = |
Consecuencias:
1)  El numero de signos negativos en la ecuacion inicial, indica el namero de
hojas del hiperboloide.
1)  El eje del hiperboloide es el correspondiente a la variable x, y o z , con

un signo positivo, asi:

—;—i - ﬁ—i z—i = 1 = Hipereboloidde de dos hojas, con eje el ¢je z.
—:—i ;—Z - Z—i = 1 = Hipereboloidde de dos hojas, con eje el eje y.
Z—i - Z—z - j—z = 1 = Hipereboloidde de dos hojas, con eje el eje x.
u)  Si a = b, lasuperficie es el Hiperboloide de Revolucion de Dos Hojas,
que se genera al hacer girar la hipérebola: i—z - :—2 =1;x=0,
alrededor del eje z.

aS) Conos
Si el segundo miembro de la ecuacion de los ejemplos c) o d) precedentes se
sustituye por cero, se obtiene la superficie:
:—2-+§~——f;—=0, de donde: z—§=:—§+f—2
lo que representa, como se vera a continuacion , la ecuacion de un cono.
Otras formas canénicas son:

22 » 2 x ¥ e
“:2-+?2-+—c;--—0 y ———bz—+—1—0

Intersecciones:
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x=0
- Intersecciones con el eje z: { " } =Sz={=
y —

las unicas intersecciones con los ejes coordenados viene dadas por
el origen de coordenadas: x = y =z = 0.

Trazas:
- Traza sobre el plano xy: z=0:>§+;—2=0:>
x=y=z=0.
- Traza sobre el plano xz: y=0= L =2 =

c a

z = +<£x = rectas de pendientes +< y que pasan por el origen.

. - 22 - y2
- Traza sobre el plano yz: ¥=0= it

z = T4y = rectas de pendientes - y que pasan por el origen.
Simetria:
- Por las mismas razones del ejemplo a) inmediato anterior, la superficie
es simétrica con respecto a los planos coordenados, respecto de los

gjes X, y, z y respecto del origen.

Secciones:
-  Losplanosz = k con (—oo < k < o0) cortan a la superficie con
curvas de ecuacion: -f; + % = ,::_2 lo que representa a
una familia de elipses de centroen (0,0,k) ; z =k
En particular k£ = 0 = la traza con el plano xy es el punto
X=y=2z=0
- De manera semejante los planos y = k cortan a la superficie
con curvas de ecuacion: ii— - -zz— = £ loque
representa a :
Una familia de hipérbolas, si k + 0
Parejas derectas ,s1 k=0
- Losplanos x = k con cortan a la superficie con curvas de ecuacion:
e e A lo que representa a:
Una familia de hipérbolas, si & = 0

Parejas de rectas ,si k=0

Extension:

-  Tantox,y como z, pueden alcanzar todos los valores reales.
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Nombre:

- Dado que las trazas con los planos xz y yz son rectas, y las
secciones transversales para z = k son elipses, la superficie recibe
el nombre de CONO ELIPTICO

Grifica:

Sugrificapara:a=42 , b=J3 y ¢ = J5,sera

o7 77, \
7717 .‘ o\
/,’:’;_‘,"g{"‘llri"éz [ > ...“ X %&
L TR RN

5 -*21 + &
Cono eliptico : 5~ + % — & = 0
Comparacion entre el Hiperboloide y el Cono
Se desea comparar el Hiperboloide de una y dos hojas con el cono: A tal efecto,

recordemos que las respectivas ecuaciones son:

. . - 2
Ecuacion del paraboloide de una hoja: 5 + 2~ — = = |
a b ¢
.y g i 2 2
Ecuacion del paraboloide de dos hojas: — & — £+ = = ]
a b e
.y 2 2 2
Ecuacion del cono: e
a b ¢

El cono correspondiente a la ecuacion arriba indicada, es asintético tanto al
hiperboloide de una hoja como al de dos hojas, tal como se ilustra a continuacion:

b)  Conicas sin Centro
Como ya se indico, son aquellas superficies cuadricas cuya eciacion general se
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b.3)

b.2)

x2

2

2
P
* 5

pero z no admite valores negativos.
Nombre:

- Dado que las trazas con los planos xz y yz son parabolas, y

las secciones transversales para z = k son circunferencias,
la superficie recibe el nombre d¢ PARABOLOIDE CIRCULAR
o también PARABOLOIDE DE REVOLUCION.

Grifica:

Lagrificapara:a=2 , b=2 y c¢=1, sera

. e -y 2 2
Paraboloide Eliptico: Su ecuaciénes: z = 5 +

El eje del paraboloide corresponde a la variable elevada a la potencia 1.
La traza con un plano paralelo a xy es una elipse.

La traza con un plano paralelo a xz es una parabola.

La traza con un plano paralelo a yz es una parabola.
Sugraficapara:a= 42 , b=J5 y ¢ = 1,endosperspectivas,
sera:

Plot Style: Patch & Control

Plot Style: Hidden Line
El eje del paraboloide dado es el eje z y su vértice esta en el origen,

. . rye .y 2 2
Paraboloide Hiperbélico: Su ecuaciones: z = &~ — 4

b2
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El eje del paraboloide corresponde a la variable elevada a la potemcia unidad.
La traza con un plano paralelo a xy es una hipérbola.
La traza con un plano paralelo a xz es una parabola.

La traza con un plano paralelo a yz es una parabola.
Sugraficapara:a=42 y b=J5 sera

Obsérvese que, en las cercanias del origen, la forma de la superficie parece

la de una silla de montar.

Cilindros Cuadricos

Cuando una de las variables x, ¥y 0 z no esta presente en la ecuacion de

una superficie, entonces ésta es un cilindro cuadrico.

Superficie cilindrica:

Se llama asi a la superficie generada por una recta que se mueve de tal manera que
se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre por una curva
fija, también dada.

La recta fija se llama ” Generatriz” y la curva fija "Directriz” de la superficie
cilindrica.

Jx,y)=0

En este caso, la directriz es una curva del plano xy de ecuacion : { 3
z=
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Si P(x.y.z) esun punto cualquiera sobre la superficie, entonces la generatriz "g”
que pasa por P , corta a la directriz en el punto P;(x;,y1,0) .

La ecuacion de esta generatriz sera:
Xy . XX . &

7 5 e

siendo: a, b, ¢ las componentesdel vector director ﬁl.

Ademas, como P; esta sobre la directriz, entonces satisface su ecuacion, es decir:
SxuLy)=0 ; z1=0

La siguiente grafica ilustra lo aqui expuesto para: y? = 3x

J
.
.7 \2\
4
4 -
6// i

Traza en el plano xy
Si la directriz es una curva del plano zy, la ecuacion de la directtriz sera:

Jfo.z) =0

x=0
Si P(x.y.z) esun punto cualquiera sobre la superficie, entonces la generatriz "g”
que pasa por P , corta a la directriz en el punto P,(0,y1,z) .

La ecuacion de esta generatriz sera:
x __ PV el

a b c E
siendo: a,b, ¢ las componentesdel vector director PP 1.
Ademas, como P, esta sobre la directriz, entonces satisface su ecuacion, es decir:

fr1,21) =0 ; % =0
La siguiente grafica ilustra lo aqui expuesto para: 4z? + y* = 4
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La siguiente grafica ilustra lo aqui expuesto para : 4z2 +x2 = 4

Traza en el plano zx

Cilindro Eliptico
Consideremos la superficie de ecuacion : - + yb—i =1
a

Notece tdiae no ecth nrecenta la variahla » —aT & F st e ol o oot e



z =7
- Intersecciones con el eje x: { . } = x=za
y . —

g : z="1
- Intersecciones con el eje y: { " } =y =1b

Trazas:
2z
- Trazasobre el plano xy: z=k= :—§+§—2=1=>
todas las trazas con planos horizontales (z = k) , son elipses
congruentes.

- Trazasobreelplano xz: = y=0= x =ta = las generatrices
del cilindro son rectas verticales de ecuaciéon : x = ta

- Traza sobre el plano yz: x=0= y =1b = las generatrices
del cilindro son rectas verticales de ecuacion : y = + b

Simetria:
-  x — —x = Simetria respecto del plano yz.
-y — —y = Simetria respecto del plano xz.

- x,y——x, -y = Simetria respecto del ¢je z.

Nombre:

- Dado que las trazas con los planos z = k son elipses, la superficie
recibe el nombre de CILINDRO ELIPTICO .

Grafica:

- La grafica para : % + %:— =1 , obtenida a través de la técnica:
“"Maple + Plot3D + Cylindrical”, se muestra a continuacion:

= o

: s
S = R

p — #
Ja+5s5in%0
Si se trata de la ecuacion: i‘;— + % =1 el cilinro tendra su directriz en
el plano zx ,y sus generatrices seran paralelas al eje y, como
ilustra la siguiente figura:
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z=42J1-%

c2) Cilindro Circular
Si en las ecuaciones del ejemplo anterior se hace : a = b, la ecuacion
dadasereducea: x?+y? =a? , loque representa una superficie en
donde todas las trazas con planos horizontales (z = k) son circulos
congruentes; las trazas con planos veeticales son rectas paralelas al eje z.
Su grafica sera un CILINDRO CIRCULAR RECTO como se muestra a
continuacion para el caso: @ = 4 = x% +y* = 16.

c3) Cilindro Parabélico:
Consideremos la ecuacion : y = x
(Notese la ausencia de una de las variables: z )

2

Intersecciones:
. ’ x=0
- Intersecciones con el eje z: A =0=0;2=71T=
y =
intersecta al eje z.
. g z=0 %
- Intersecciones con el eje x: 5 =0=ax"=>x=0
y E——
& 8 z=10
- Intersecciones con el eje y: = j=0
x ]
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Trazas:
- Traza sobre el plano xy: z =k = y = ax* = todas las trazas
con planos horizontales (z = k) son parabolas congruentes.
- Trazasobreelplano xz: = y=0= O0=ax?=>x=0=
es larecta (0,0,z) , es decir, el eje z.
- Trazasobre el plano yz: x=0= y =a(0)=0=
es larecta (0,0,z) , es decrr, el gje z.
Por lo tanto, las generatSices son rectas paralelas al eje z,

Simetria:
- x — —x = Simetria respecto del plano yz.
Nombre:
5 - Dado que las trazas con los planos z = k son parabolas, la superficie
recibe el nombre de CILINDRO PARABOLICO .
Grafica:

La grafica para : y = 4x? se muestra a continuacion:

05

5.3) Otras superficies cuadricas
a)  Graficar la superficie de ecuacion: z = x? +y* —4
Aplicando los métodos antes expuestos, se obtiene

x2+y? -4
b)  Dibujar la region limitada por los paraboloides: z = x? +y? y
z=2-x%-)?
Aplicando los métodos antes expuestos, se obtiene:
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x2 +y?
. .y 2
c) Graficar la superficie de ecuacién: - — & — = = |
Pasando a la forma canonica, se obtiene:

M - 5 et v .
&=-% l—ldedonde.z—:t : .

La superficie es un hiperboloide de dos hojas, con eje el eje y

2 2

e R
4 3
d)  Discutir la superficie: x> +z-2 =10

Solucién:
Dada la ausencia de la variable y , es evidente que se trata de un Cilindro;
determinemos su naturaleza:+

Intersecciones:
; . x=0
- Intersecciones con el eje z: 5 =z=2=
y="1
se trata del plano horizontal z = 2 que, al intersectarse con la
¥r=
superficie dada, origina la recta : y=
Z =
- x=142
- Intersecciones con el eje x: F= 0 =recta y=y
z =
z=0
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X
- Intersecciones con el eje y: { } = —2 = 0 = absurdo

no hay cinterseccion con el eje y.

Trazas:
- Traza sobre el plano xy : z=0= x=1+J2 = sonrectas
paralelas al eje y.
- Trazasobreelplano xz: = y=0= x?=2-z = parabola
es larecta (0,0,z) , es decir, el eje z.
- Traza sobre el plano yz: x=0= z=2>=recta
Simetria:
- Si se sustituye x por -x, la ecuacion dada no cambia por lo que la
superficie es simétrica respecto del plano yz.
Secciones:
- Los planos z = k cortan a la superficie con curvas de ecuacion:
X24+k-2=0>>x=%J2-k k<2
lo que representa una familia de rectas paralelas.
- Los planos verticales y = k cortan a la superficie en curvas de
ecuacién: x? = 2 —z |, lo que representa una familia de parabolas

iguales y paralelas.

- Los planos verticales x = k cortan a la superficie en curvas de
ecuacién: k2 +z=2=z=2-k% , loque representa una
familia de retas paralelas.

Extension:

No hay restricciones para los valores de x, es decir: x € R
Los valores de z deben satisfacer la ecuacion dada, luego:
==y = 22
por lo tanto, la grafica esta dada en su totalidad, por ebajo del
plano z = 2.
Nombre:
- Evidentemente, se trata de un CILINDRO PARABOLICO, con
generatrices paralelas al eje y.
Grifica:
La grafica correspondiente se muestra a continuacion:
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g=2~x
e) Hallar la ecuacion de la superficie ccilindrica cuya directriz es la parabola:
x? =4y ; z=0, contenida en el plano xy y cuyas generatrices tienen
por vector director 4= (1,1,3)
Solucién:

b - X=X i

Las ecuaciones de las generatrices son: —- = =L =
L=y = 2_32l X, =x- ~§—
de donde: i = = = )
y _yl = 3 y1 = y o ?

Como P1(x,,y,,z,) estasobrelaparabola = (x— <)’ =4(y- %
de donde: x*- % + % = 4y — % por loque, la ecuacién de la superficie
sera:
9x? —6zx+2z2-36y+12z=0
cuya solucion por z es:
{z=3x-6+6J(x+1+y) p.{z=3x-6-6/x+1+)) }

La grafica de esta superficie se presenta a continuacion:

Proyeccion sobre plano xy
Si P(x1,y1,2z1) es un punto cualquiera sobre la superficie, entonces: J!’TP'1 7 (1.1.3)

Demostrar que la ecuacion: x? + y? + 222 + 2xz — 2yz = 1, reprsenta una superficie
cilindrica; hallar las ecuaciones de la direcriz y las componentes del vector director de
generatrices.
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Solucion:

Trazas:
La interseccién con planos horizontales z = k, son las curvas de ecuacion:

2+y? +2k*+2xk-29k=1, z=k
Completando cuadrados, se obtiene:

(2 +2kx+ k) + (0 -2ky+k*) =1
de donde:

x+k)}+@-k?=1

lo que representa una familia de circunferencias, de radio 1 y centro (—k,k) ;z =0
En particular , para k = 0 , seobtiene: x” +y? = 1, lo que representa la
ecuacion de la directriz, en el plano xy ; en consecuencia, la superficie dada es un
Cilndro Circular cuyas directriz es la circunferencia: x* +y* = 1; z = 0.
Ademas, el centro de cualquera de las circunferencias es (—k, k, k)
Si se une estos centros con el centro de la directriz (0,0,0) , se genera un vectro de
coordenadas (—k,k,k) que puede escribirse como: @ = (—k,k, k) . Dicho vector
es el vector director de las generatrices, por loque estamos en presencia de un
CILINDRO CIRCULAR OBLICUO, segiin lo demuestra la correspondiente
grafica, que se muestra a continuacion.
En efecto, despejando la variable dependiente z de la ecuacion dada, se obtiene:
x2 +y? +22% + 2xz —2yz = 1, Solution is :

{z=—%x+ 1y+ %J(—xz—w—y2+2)},{z= —1x+ %y_%‘/(—xz—zxy—y2+2)}

en consecuencia, la grafica correspodiente sera:

Nota
Recuérdese que para resolver por la variable z la ecuacion dada:
i)  Se coloca el cursor a la derecha de la ecuacion ( o dentro de ella)

i)  Se hace click en el icono =®

iii)  Se selecciona la z como variable a despejar, en la caja de dialogo.
iv)  Seselecciona "OK”

g) Otros problemas propuestos:
Identificar y trazar la grafica de las siguientes superficies:
gl) 4x?2-y?+222+4=0
g2) x*42z22-6x-y+10=0
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g3y 4y =3

g4 x2+z2=1

Compuébese que las soluciones respectivas son:

g.1)  Hiperboloide de dos hojas, con gje el eje y.

g2)  Paraboloide Eliptico con vértice en el punto (3.1.0) , eje paralelo al
eje y.

g.3)  Cilindro circular recto, con eje el gje z.

g4)  Cilindro circular recto, con eje el eje y.

Superficies de Revolucion
Si la frafica de una funcion de radio r gira en torno a uno de los ejes de
coordenadas, la ecuacién de la superficie de revolucion resultante tiene una
de las formas siguientes:

a) Entomoaleex: y?+z? = [r(x)]?
b) Entornoalejey: x2+:z2 = [r(»)]?
¢) Entonoalejez x%+y? = [r(z)]?
Ejemplo 1: Graficar la superficie de revolucion generada cuando la
grafica de: 9x% = y* gira en torno al gje y.
Solucion:
La funcion radio sera: ¥= %y% =r(y)
La ecuacion de la superficie sera:
x?+22=[r2)]* - x*+y*= [ 1yr ]2

de donde: x24+y2=1y? oz=1%/3y —x

La grafica correspondiente sera:

Ejemlo 2:  Graficar la superficie de ecuacion: x* +y* = e~
Su grafica sera:
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8 o B 8 3 8

z = —In(x* +y?)

5.5) Otras superficies en R*
a)  Graficar la superficie de ecuacion: z = 2sinx
Su grafica sera:

z = 2sinx
b)  Graficar la superficie de ecuacion: z = 4 — Jxy|
Su grafica sera:

4- Jol

c)  Graficar la superficie de ecuacion: z =

1

Su grafica sera:
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5.6)

! 3
-2']91 IQ-E-z
o B

d)  Graficar la region acotada por las graficas de las ecuaciénes:
z =2J¥%y ¥y z=06
Su grafica sera

257 +y?

Ecuaciones Paramétricas en coordenadas rectangulares

Del mismo modo como se describe una curva en un plano a través de dos ecuaciones
paramétricas;: x = x(f) y y = y(f) para valores de 7 en un intervalo 7, se pueden
describir superficies en el espacio con tres ecuaciones paramétricas. En coordenadas
rectangulares, las superficies esta definidas en ecuaciones paramétricas, cuando estan
dadas por las ecuaciones:

x=Ls0), y=8@60, A z=h(s0)
para : a%zzssh, csitzid
56.1) Grafica
Para obtener la grafica de una superficie parametrizada en coordenadas
rectangulares:

a)  Sehace clik en el icono de la Barra de Herramientas.

Opcionalmenta, se puede elegir: ”Isert+Brackets+( )”
b)  En el modo Matematica, se escriben las componentes :
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As,0), g(s,1), h(s,1)
dentro del pareéntesis, en el el orden prefijado.

c) Se selecciona: "Maple+Plot3D+Rectangular”

El resultado sera la grafica de la superficie parametrizada.
56.2) Ejemplos:

Ejemplo 1

Obtener la grafica del plano horizontal (plano xy: z = 0)

Solucion:

Obviamente, las ecuaciones paramétricas de este plano son:(x,y,0)
La respectiva grafica se muestra a continuacion:

(x.5,0)
Giro, 45° ; Elevacion: 75° Giro, 45° ; Elevacion: 75°
Ejemplo 2
Obtener la grafica del plano vertical (plano zy: x = 0)
Solucién:
Las ecuaciones paramétricas de este plano son: (0,y,z)
La respectiva grafica se muestra a continuacion:
B (2R i x=0 ) »z20 ; x=0
0,y,2)
Giro, 45° ; Elevacion: 75° Giro, 45° ; Elevacion: 75°

Ejemplo 3
Obtener la grafica del plano lateral (plano zxy: y = 0)
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Solucién:
Las ecuaciones paramétricas de este plano son: (x,0,z)
La respectiva grafica se muestra a continuacion:
a) (x,2)€R ; y=0 b) xz=20 ; y=0

(x,0,2)
Giro, 30° ; Elevacion: 75° Giro, 45° ; Elevacion: 75°
Ejemplo 4
Obtener la grafica de la superficie dada por las siguientes ecuaciones
paramétricas:

X = §sinscost
Y = 5COSScost
z = ssint

I

Solucion:
Se escribe el vector: (ssinscost,scosscost,ssint) y, procediendo
en la forma sefialada anteriormente, para:
D<s<2n . 0SStz
se obtiene:

(ssinscost,scosscost,ssint)

Plot Style: Patch
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(ssinscost,scoss cost, ssint)

Plot Style: Wire Frame

Ejemplo 2
Obtener la grafica de la superficie dada por las siguientes ecuaciones
paramétricas:
X = scost
y = ssint
F=3
Solucién:

Escribiendo el vector: (scost,ssint,s), y
procediendo como se indico anteriormente, se obtiene

(scost,ssint,s)

Dsgs2 . 0=y -2<s<2, 0<5t<2n

En efecto, de las ecuaciones dadas se obtiene:

x2+3? = 52 (cos’t+sin’t) =s* ;peroz=s5 = x2 +)% =22

lo que, de acuerdo con lo expresado en el numeral 3.6.1.4), literal d) del
presente trabajo, corresponde a un cono circular recto, tal como lo confirman
las graficas precedentes.

Ejemplo 3
Obtener la grafica e la superficie dada por las siguientes ecuaciones paramétricas:
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x = (2 + coss)cost
¥ = (2 +coss)sint
Zz = sins

Solucion:

Escribiendo el vector: [ (2 + coss)cost, (2 +coss)sini,sins |, y procediendo

como se indicO anteriormente, se obtiene:

[ (2+coss)cost, (2 + coss)sins,sins |

U522 , OS1T<2n

Ejemplo 4
Obtener la grafica e la superficie dada por las siguientes ecuaciones
paramétricas:
x = 2cosscost
y = 2cosssint
z = 2sins
Solucion:

Escribiendo el vector: [ 2cosscost,2cosssinz, 2sins |, y

procediendo como se indico anteriormente, se obtiene

[ 2cosscost,2cosssint, 2sins |
D<ssx , D=1 x
4coss e cost

. . X
De las ecuaciones dadas se obtiene: _ de donde:
4coss esint

173



1 +3* = 4008’
ademas z2 = 4sin’s
por lo que, sumando miembro a miembro, se obtiene :

x2+yr+z2 =4
la que evidencia una esfera de centro (0,0,0) radio R = J/4 = 2 tal com muestra
figura anterior.

Otros Sistemas de Coordenadas en R*
Hemos tenido oportunidad de comprobar que ciertas graficas bidimensionales son mas
faciles de representar en coordenadas polares que en coordenadas rectangulares.
En esta seccion, introduciremos dos sistemas alternativos de coordenadas en el espacio:

a)  El Sistema de coordenadas Cilindricas

b)  El Sistema de Coordenadas Esféricas

los cuales son tambiém muy utiles para describir con mayor facilidad ciertas superficies
y solidos en el espacio.

El primero de ellos, el Sistema de Coordenadas Cilindricas, como se vera a continuacion,
es una generalizacion de las coordenadas polares al espacio.

571) Sistema de Coordenadas Cilindricas

En un sitema de coordenadas cilindricas, un punto P del espacio se

representa por un trio ordenado (r,6,z) donde:

- (r,0) son las coordenadas polares de la proyeccion de P sobre

el plano xy.

- z esladistancia dirigidade P a (r,0).

Las coordenadas cilindricas son muy convenientes para representar

cilindros y superficies de revolucion en general, para las cuales el eje z sea

un eje de simetria.

Si (r,8,z) con r > 0, son coordenadas cilindricas de un punto P que no

esta sobre el eje z , entonces (r,0 + 2nm,z) sera también una terna

ordenada de P, para todo n. Para evitar esta multiplicidad de coordnadas

un mismo punto, se exige que : 0 < 0 < 2.

a) Conversion de Cilindricas a Rectangulares: (7,0,z) a (x,y,z)
Supongamos que un sistema de coordenadas cartesianas y un sistema
coordenadas ccilindricas so colocan de yal manera que el plano xy es
plano polar del sistema cilindrico.
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En estas condiciones, las ecuaciones transferencia del sistema de
Coordenadas Cilindricas al Rectangular, son:

= rcos@
y = rsiné
g=z

b) Conversién de Rectangulares a Cilindricas: (x,y,z) a (r,0,z)
Las ecuaciones de transferencia del sistema de Coordenadas
Rectangular al Cilindrico, son:

72 = x4 y?

tan@ = <

zZ=z

) Graficas en coordenadas Cilindricas
Las coordenadas cilindricas son especialmente adecuadas para
representar superficies cilindricas y superficies de revolucién, con
el gje z como eje de simetria.
Ejemplo 1:
Representar graficamente la ecuacion: x? +y? =
Solucion:
Como se esta trabajando en tres dimensiones y la ecuacién no
contiene la variable z , se observa que, fijadasla x y la y,
z es arbitraria sobre cada punto del plano xy. En consecuencia,
se trata de un cilindro cuya traza en el plano xy es la circunferencia:
x2+y?=9
Pasando a cilindricas, se obtiene: 7 = 9 = r =3 pues r > 0
Para representar graficamente esta superficie:
1°)  Enel modo Matematica, se escribe: » = 3
2°)  Con el cursor a la derecha de la expresion, se selecciona:
”Maple+Plot 3D+Cylindrical”.
El resultado se presenta a continuacion:
0<0<2x : 3<z=<3
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Traza en el plano xy Giro: 45° ; Elevacion : 60°

De lo expuesto se deduce que el cilindro circular recto : x* + y* = ¢?
tiene por eje el eje z . En coordenadas cilindricas, dicho cilindro tiene
por ecuacion: r = c. Esta es la razon del nombre de coordenadas “cilindricas™.

Ejemplo 2:

Describir la superficie cuya ecuacion en coordenadas cilindricas es: z = r

Solucién

Convirtiendo a una ecuacion en coordenadas rectangulares, se obtiene:
PPt gup =B Pey=gf

por lo tanto, corresponde a la ecuacion de un Cono Circular Recto, cuyo

gje es el gje z, tal como se ilustra a continuacion :

a) Cono: b) Semicono:

A R N R Y N AN AN I E XXX

YNNI

\

N

Ejemplo 3:

Expresar en coordenadas cilindricas la ecuacion del paraboloide:
x24y2 =4z

& y representarlo graficamente.

| Solucién: pasando a cilidricas, se obtiene: 7? = 4z = r = 2/z

' Para representar graficamente esta superficie:
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—— = e - Iepresentario graricamente .
Solucién:

Pasando a cilindricas : 7?(cos?0 —sin?0) —2z2 = 1 = 2c0s20 + 22 — |
de donde:

LT
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B _l-t-z2
r= i‘/ e

Procediendo en forma analoga a los ejemplos anteriores, se obtiene:
a) Giro: 30° Elevacion: 75° b) Proyeccion sobre plano xy

kT
cos 268

Ejemplo 6:
Representar graficamente el cilindro parabélico: y* = x
Solucién: pasando a cilidricas, se obtiene: 7?sin’@ = rcos@
de donde: rsin®6 = cosf = r = <22 = cscfcotd
La representacion grafica sera:
a) Giro: 45° ; Elevacion: 0° b) Giro: 45° ; Elevacion : 30°

Traza con el plano horizontal

Ejemplo 7:
Representar en el mismo sistema de coordenadas, las graficas de las
superficies corespondientes al cilindro » =1 y alcono: r=1-z
Solucién: Para ello, en el modo Matematica, se escriben las expresiones
separadas por una coma (en color rojo).
Luego se selecciona:
”Maple+Plot3D+Cylindrical”
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572) Superficies parametrizadas en Coordenads Cilindricas
Para graficar una superficie parametrizada en coordenadas cilindricas, se
construye el vector: [r,6,z] en donde:
¥=fsd)
0 = g(s,1)
z = h(s,?)
y se selecciona: "Maple+Plot3D+Cylindrical”

Ejemplo 1
Obtener la grafica del plano horizontal (plano xy: z = 0)
Solucién:
Obviamente, en coordenadas cilindricas, las ecuaciones paramétricas de
este plano son:(r,6,0)
La respectiva grafica se muestra a continuacion:
a) (r.8)eR ; z=0 b) r,86>20 ; z=0

(r,6,0)

Giro, 45° ; Elevacion: 75° Giro, 45° ; Elevacion: 75°
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Ejemplo 2
Obtener la grafica del plano vertical (plano zy: x = 0)
Selucién:
Las ecuaciones paramétricas de este plano, en coordnadas cilindricas, son:
(r.3:2)
La respectiva grafica se muestra a continuacion:
a) @(2)eR ; 0=% b) »zz20 ; 0=1%

(r.%.2)

Ejemplo 3

Obtener la grafica del plano lateral (plano zx : y = 0)

Solucion:

Las ecuaciones paramétricas de este plano, en coordenadas cilindricas, son:
(r,0,2)

La respectiva grafica se muestra a continuacion:

a) (r.z)eR ; 6=0 b) xz=0 ; 6=0

(r,0,2)

Ejemplo 4
Obtener la grafica del plano definido en coordenadas cilindricas por la
ecuacion: 6 = £
Selucién:
Las ecuaciones paramétricas de este plano, en coordenadas
cilindricas, son: (r.2,z)
La respectiva grafica se muestra a continuacion:
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Giro: 45° ; Elevacion : 45° Giro: 30° ; Elevacion: 45°

Ejemplo S:

Se presenta a continuacion la grafica de la ”Escalera en espiral”, dada por
la ecuacion paramétrica: z = 6.

La parametrizacion correspondiente sera: [r,0,0]
a) Giro: 45° ; Elevacion: 45° b) Giro: 0° ; Elevacion: 90°

.
R
L A

[7,6,0] .
0<r<1;0<0<4n PEFE]l (USHE R

5.7.3) Sistema de Cordenadas Esféricas
El Sistema de Coordenadas Esféricas contiene un plano polar y un eje
perpendicular a dicho plano polar. Si el origen del eje z se hace coincidir con
el polo del plano polar, un punto P del espacio se representa por un trio
ordenado (p,0,¢), donde:
* La coordenada p es la distancia de P al origen, es decir, el modulo

del vector de posocion OP , en consecuencia : p = l@l
. La coordenada @ es la medida en radianes del angulo polar de la

proyeccion de OP enel plano polar. Es en consecuencia, el mismo
angulo 6 de las coordenadas cilindricas.
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b)

x? +y? +22 = p?[sin’¢(cos?6 +sin’@) + cos’¢ ] = p?

luego: x2+y2+22 = p?

NOTA

El origen de coordenadas, en el sistema de coordenadas esféricas, es:
00,6, ¢)

en donde:

r=0, 8 y ¢ pueden adquirir cualquier valor.

Conversion de Rectangulares a Esféricas: (x,),z) a (p,0,¢)
Las ecuaciones de transferencia del sistema de CoordenadasCilindricas
al Rectangular, son:

P g24y24g?
*  tanf =%

* 2t z
"‘”“"S(Jm)

Las coordenadas esféricas son especialmente apropiadas para estudiar
superficies que tengan simetria respecto del origen de coordenadas,

tales como: esferas, conos, ciertos planos. En efecto, notese la sencillez

de las ecuaciones de las siguientes superficies, expresadas en este sistema:
*  Esfera con centro en el origen y radioR : p=R

*  Semiplano vertical B=rc
*  Plano horizontal (z = 0) $==%
*  Planovertical (x=0) 6=1=%
*  Plano lateral y=0) 6=0
¥ Semicono $=c,0<c< %

Grifica en Cooredenadas Esféricas:
Las ecuaciones de transferencia del sistema de Coordenadas
Para representar graficamente una superficie expresada encoordenadas
esféricas, se sigue el siguiente procedimiento;
1°)  En el modo Matematica, se escribe: p = f(6, ¢)
2°)  Con el cursor a la derecha de la expresion, se selecciona:
”Maple+Plot 3D+Spherical”.
El resultado, sera la grafica de la superficie en estudio.

Ejemplo 1:

Esfera de centro en el origen y radio ¢

La grafica de la ecuacion : p = ¢ con ¢ = constante es una superficie
esférica de radio ¢ y centro en el origen.

En efecto, como p? = x? +y? +z? entonces:p =c¢ =
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c1)

X ay +zt = gF

lo que representa una esfera de centro en (0,0,0) y radio c.
Esta circunstancia es la que le da el nombre de” coordenads
esféricas” al sistema bajo estudio.
En el caso particular : p = 4 |, para representar graficamente
esta superficie:

1°)  En el modo Matematica, se escribe: p = 4

2°)  Con el cursor a la derecha de la expresion, se selecciona:

”Maple+Plot 3D+Spherical”.

El resultado, en dos perspectivas, se presenta a continuacion:

Ejemplo 2:
Grificade : p=¢ ; 0<¢=<nm
Su grafica , en dos perspectivas, se presenta a continuacion:

Planos paralelos a los planos coordenados

cl1)

Plano paralelo al plano xy: z = Constante

Ejemplo: z=2 =" 2=pecosl
de donde se obtiene: p =2secl

Su grafica , en dos perspectivas, se presenta a continuacion:
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) =3
4 2 3
-1
2secq
¢.1.2) Plano paralelo al plano zy: x = Constante
Ejemplo: x=4 = 4= psindcosh
de donde se obtiene: p =4cscgsect

Su grafica , en dos perspectivas, se presenta a continuacion:

%\5;\4;\
56

4cscsect

¢.1.3) Plano paralelo al plano zx: y = Constante
Ejemplo: y=4 = 4=psingsmnbd ,
de donde se obtiene: p =4cscpsechd

Su grafica , en dos perspectivas, se presenta a continuacion:

W g L

o B

4cscpcescl

¢.2) Cono : representar graficamente el cono: x> +y? =z
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Solucién: pasando a esféricas, se obtiene: tan?¢ = 1

de donde: =1L

Lasoluciéon: ¢ = representam la mitad superior del conoy la
ecuacion: ¢ = ==, su mitad inferior.

Para representar graficamente esta superficie:

1°)  En el modo Matematica, se escribe: ¢ = -

2°)  Como ¢ = %4 no depende de p, se despeja la variable z enla

ecuacion dada, por lo que : z = Jx? +?
Con el cursor a la derecha de la expresion, se selecciona:
”Maple+Plot 3D+Rectangular”.

El resultado se presenta a continuacion:

NOTA:

La solucién de este problema estrictamente en el sistema de coordenadas esféricas,
se presenta mas adelante ( Punto 6.6.3.4), en el estudio de las superficies
parametrizadas en dicho sistema.

Esfera: Representar graficamente la esfera:  x2 +y? +z2 —4z=0
Solucién:  En coordenadas esféricas:
pl=x2+y?+2?2 y z=pcosd,

la ecuacion dada adopta la siguiente forma :
p?—4pcos¢ =0 = p(p—4cosg) =0
De donde:
p=0
p =4cos¢

Para representar graficamente esta superficie:

1°)  En el modo Matematica, se escribe: p = 4cos¢

2°)  Con el cursor a la derecha de la expresion, se selecciona:
”Maple+Plot 3D+Spherical”.

El resultado es una esfera con centro en C(0,0,2) y Radio = 2

como se muestra a continuacion:

187




p =4cos¢
Obsérvese que el conjunto solucién de esta ecuacion (p = 4cos¢), incluye
unpuntocon p =0

Ejemplo 1:

Determine una ecuacion en coordenadas esféricas del paraboloide eliptico de

ecuacion rectangular: z = x? +)*. y represéntelo graficamente.

Solucién:

Pasando a coordenadas esféricas:  pcos¢ = p? cos?@sin’¢ + p? sin’Osin’¢

de donde: pcos¢ = p?sin’¢(cos?8 +sin’0) = cos¢ = psin’$, porloque
oud _ L2t o 5= csccotd

P = Gty = g sng
La grafica correspondiente se presenta a continuacion:

p = cscpcotg

Ejemplo 2:

Determinar la grafica de la ecuacion esférica: p = 2cos¢

Solucién:

Multiplicando por p ambos miembros de la ecuacion dada: p? = 2pcos¢

St o
Ademas: B e luego: x2 +y? +2z% =2z
z=p=2cos¢

de donde:
x2+y?+(z2-22)=0

Completando cuadrados: x2+)2+(22—1)’-1=0= x> +y*+(z2-1)* = 1
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la superficie es entonces una esfera de centro (0,0,1) vy radio 1, tal como se ilustra

a continuacion:
A L
WY
4 < b 05 i
p = 2cos¢

Ejemplo 3:
Identifique la superficie dada por la ecuacion esférica: p = 2sinfsing
y dibuje su grafica.
Solucién:

Multiplicando por p ambos miembros de la ecuacion dada: p? = 2psinfsing

Find il v il
Ademas: . : y- 5 luego: x> +y* +22 =y
y = psinfsing

de donde:

2+0r-1)+22=0
Completando cuadrados:

x2+(y——;-)2+zz—%=0:>x2+(y—’?)2+22=%

la superficie es entonces una esfera de centro (O, %, 0) y radio % tal como se

ilustra a continuacion:

p = sinfsing

5.7.4) Superficies parametrizadas en Coordenadas Esféricas
Para representar graficamente una superficie parametrizada en coordenadas esféricas,
se escribe en el modo Matematica, el vector: [p,0,¢] en donde:

p = fis,1)
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0 = g(s,t)
¢ = h(s,1)
y se selecciona : "Maple+Plot 3D + Spherical”

Ejemplos:
a) Consideremos la superficie del cono dado por la ecuacién: ¢ = £
La ecuacion paramétrica en coordenadas esféricas sera: [ p,6, % | yla
grafica correspondiente sera:
i) Cono iil) Semicono

;0<60<2m 0<p=<l i 0=8=2x

b) Consideremos la superficie dada por la ecuacion: 6 = ¢ con: ¢ = constante
La ecuacién paramétrica en coordenadas esféricas sera: [p,c,¢] yla
grafica corresponde a un plano perpendicular al plano xy, que contiene al
gje z.

Sugraficapara@ = £, sera

[p.%.0]

c.)  Planos Coordenados:
c¢.1) Plano horizontal:
La ecuacion parametrica correspondiente en coordenadas esféricas,

sera: [p.0,%]
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La grafica, de acuerdo con lo arriba expuesto, sera:

i) pER;0s0<2n;¢=% i) peR;0c0=3%.¢=7%

i)
c.2) Plano vertical:
La ecuacion parametrica correspondiente, en coordenadas esféricas,
sera: [p.%.9]
La grafica, en dos perspectivas, sera:
i) peR;0<0<%;0<¢<2n i) peR;,00<%,054=<%
[p.%.¢]
i) it)
¢.3) Plano lateral:
La ecuacion parametrica correspondiente, en coordenadas esféricas,
serd: [p.0,4]

la grafica corresponde al planoxz (y = 0), tal como se ilustraa
continuacion:
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d)

5.38)

i) peR;0=0;0<¢<%

[p.0,9]

Representar graficamente una superficie parametrizada en coordenadas esféricas de
acuerdo a lo siguiente;

p=s
0=s52+12
o=t

El vector: [p,6,¢] correspondiente, sera: [s,s? +%,1]
Seleccionando : "Maple+Plot 3D + Spherical”, se obtiene:

[s,52 +22,1]

EJERCiCIOS PROPUESTOS
1)  Transformar a coordenadas esféricas, la ecuacion cartesiana del plano:
3x+2y+6z =0 vy trazar su grafica
2)  Dadala ecuacion cartesiana : x? +y? +z> —9z = 0 , expresarlaen :
- Coordendas cilindricas
- Coordenadas esféricas
- Trazar su grafica
3)  Hallar la ecuacion cartesiana y la grafica correspndiente, de la supereficie
cuya ecuacion en coordenadas esféricas esta dada por: p —2cos6 = 0.
4)  Hallar la ecuacion en coordenadas esféricas y reprersentar gré:ﬁcal?ente, del
P

paraboloide hiperbélico dado por la ecuacion cartesiana : £~ — 4~ = -2z

5)  Dadas las siguientes ecuaciones en coordenadas cilindricas, expresarlas en
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coordenadas cartesianas y dibujar la respectiva grafica:

- r=4
- 8=2%
- r = 3cosf

6)  Dadas las siguientes ecuaciones en coordenadas esféricas, expresarlas en
coordenadas cartesianas y dibujar la respectiva grafica:

= p= 4
- 6=%
- ¢=1=
7)  Expresar en coordenadas esféricas, la ecuacion del hiperboloide de dos
hojas:

x* ¥ 7%

E T R T 4
8)  Use el sub-menii ”Plot 2D+Implicit” para graficar en el mismo sistema de

coordenadas, las secciones conicas: x?+y* =1y x*-y*=1
y seleccione para tal prop6sito, el color rojo .
Afiada a dicho sistema la grafica de la conica: x +y* = 0 , en color azul.
9)  Use el sub-meni ”Plot 2D+Implicit” para graficar en el mismo sistema de
coordenadas, las secciones conicas :  (x—2)?+(+1)* =1 vy
(x—2)2—(+1)2 =1y seleccione para tal proposito, el color rojo .
Afiada a dicho sistema la grafica delaconica: (x—2)+@+1)> =0,
en color azul.
Compare esta graficas con las obtenidas en el problema N° y diga que
conclusiones puede extraer de los resultados.
10)  Determine grafica y analiticamente los puntos de interseccion de las curvas
¥+y?=9 y x-y'=4
Sugerencia: Grafique las dos curvas en el mismo sistema de coordenadas;
para comprobar las soluciones, escriba las dos ecuaciones en una matriz y
seleccione : ”Maple+Solve+Numeric”.
11) Dibuje la grafica de las siguientes curvas, dadas en coordenadas
cartesianas:
- Astroide: x¥ +y% =}
- Folium de Descartes :  x* +)° = 6xy
12) Dibuje en un mismo gréfico las curvas representadas por las ecuaciones:
==L, xy=3%,  xy=%F.
Asigne colores diferentes a cada grafica.
13)  Calcule e ilustre graficamente, los puntos de interseccion de los cilindros
dados por las ecuaciones paramétricas:
[s,cost.sint] y [costs,sint]
14) Calcule la interseccion de la esfera: x* + y* +2% = 1 conel plano de
ecuacion: x+y+z = 1.
Verifique que los puntos de interseccion estan sobre una circunferencia de

ecuacion : x? +y? +xy— £ -4 = ¢
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CAPITULO VI

UNGRANGE:

Joseph Louis Lagrange, matematico francés nacido en 1736 enTurin (ltalia), donde pasé
los primeros treinta afios de su vida; murié en 1813. Es recordado por sus grandes
tratados acerca de la mecanica analitica y de teoria de funciones, donde resumié gran
parte de las matematicas puras y aplicadas del siglo XVIII.

En 1766 y a la muerte de Leonhard Euler, sucede a éste como director de la Academia de
Berlin., en Alemania. Alli residié hasta que en 1787 fue nombrado profesor de la Ecole
Normale, de Paris.

En 1762 terminé su Calcul des Variations obra fundamental que es todavia hoy la base
fundamental de esta rama de las Matematicas. En 1788 publicé su Mécanique Analytic,
que es realidad el primer libro conocido de Fisica teérica ; en 1797 aparecié su Thérie des
Fonction Analytic. Ambos libros fueron desarrollados aplicando en forma amplia el célculo
diferencial e integral de las funciones de varias variables, expresados en términos de las
coordenadas x, y, z en el espacio tridimensional.
Lagrange considertaba que su mejor obra en el campo de las Matematicas, lo constituia su
z trabajo acerca de los problemas de maximos y minimos, trabajo que inicia a la edad de 19
anos, en una carta a Euler. En el método propuestro, Lagrange resolvia el tipico problema
isoperimétrico , donde se pregunta cual es la curva de longitud de arco dada, que encierra
- una regioén plana de area maxima.
- (La respuesta es el circulo).
- En su obra Mécanique Analytic , Lagrange aplico el conocido ” Método de los
Multiplicadores * para investigar el movimeinto de una particula en el espacio, restringida a
moverse sobre una superficie plana definida por una ecuaciénnde la forma:
g(x.y,z) =0

En la actualidad es método tiene aplicaciones que varian desde minimizar la cantidad de
- combustible que necesita una nave espacial para lograr un atrayectoria deseada, hasta
7 maximizar la productividad de una empresa comercial limitada por la disponibilidad de
recursos financieros, naturales o de personal.

La"superficie de sombrero™ [x| < 5, | <5

DAREREAIANA BN Y X X N N N N N X X N )

@'

(N

)8!

41 3

,.7‘“,\. ‘.‘.‘.,‘ﬂ:{;._,
Al

= Id vdriaoie I.

ecuaciones paramétricas : f{1), g(1) y h(1).
Para obtener la grafica de una “Funcién Vectorial” -
1°) En el modo Matematica, se escribe el vector:
[f0).8) , h() ]
| 2°) Con el cursor a la derecha de la expresion ( o en ella), se

| selecciona: "Maple+Plto3D+Rectangular” .
El resultado sera la grafica de la curva descrita por el extremo del

"

N Evidentemente, la curva sera continua en un intervalo I si y s6lo si lo son sus
J

]

l

i
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vector R(t).

Ejemplo 1:

Describir la grafica definida por la funcién vectorial:
R = G +12-21,-30)

Solucion:

Las ecuaciones paramétricas correspondientes son:

x=3+1
y=2-2 de donde: = =2l =L =y
z = -3¢

Estas ecuaciones identifican la ecuacion de una recta que pasa por el punto
P(3,2,0) y es paralela al vector : 4= (1,-2,-3) tal como se ilustra a
continuacion:

(3412 ~2¢51

Ejemplo 2:
Describir y representar graficamente, en un mismo sistema de coordenadas,
las curvas descritas por el extremo de los vectores:

a) R®=(111)
b) R@ = (1,10)
©) R =(5,51)
Solucién:  Las ecuaciones paramétricas correspondientes son:

\
x=1
a) y=1t p dedonde: ¥ =%+=£=1 =
Z=7 24
—
recta que pasa por (0,0,0) y es paralela vector: A = (1,1,1);
‘\
x=1
b) y=1 >ded0nd32%=%=%=[ —"
z=0 5

recta que pasa por (0,0,0) y es paralela vector: 4= (1,1,0);
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c) y=35 dedonde: =5 = 22 =L =¢ =
z=1

recta que pasa por (5,5,0) y es paralela vector: 4= (0,0,1)
La representacion grafica se muestra a continuacion:

Ejemplo 3:

Describir la grafica definida por la funcién vectorial: RQ) = (sint,sint, 2 cotl)
Solucion:

Las ecuaciones paramétricas correspondientes son:

X = sint
y = sint de donde:
z = 2cost

x=y
{ x2 422 = y2 + 2% = sin’t + 4cos?t = 1 + 3 cos’t
Estas ecuaciones identifican la ecuacion de una circunferencia con centro
en (0,0,0), radio y2 y contenida en el plano bisector del primer octante, tal como
se ilustra a continuacion:
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Detalle de la Cicloide
Ejemplo 5:
Trazar la grafica definida por la funcién vectorial: R(f) = 2cos {1 +sin t}? +ik
Solucién:
Las ecuaciones paramétricas correspondientes son:

x = 2cost
y = sint elevando al cuadrado y sumando término a
g =

término las dos primeras ecuaciones, se obtiene:
2 e
(£)" +y* = sin’t+cos’t = 1
por lo que:

(£)*+y*=1

z=1
Estas ecuaciones identifican la ecuacién de una curva que asciende alrededor de
un cilindro eliptico: % - % =1, cuando f aumenta.
La curva asi generada se llama ” hélice” y la misma se encuentra presente en los
resortes helicoidales.
Su grafica se muestra a continuacion:

[2cost,sint, f]
Ejemplo 6:
Trazar la gréafica definida por la funcion vectorial:
- —_ | —
R(f) = tcosti +tsintj +tk
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Solucion:
Las ecuaciones paramétricas correspondientes son:

X = fcost
y = tsint elevando al cuadrado y sumando
z=1

término a término las dos primeras ecuaciones, se obtiene:
x2 +3? = 2(sin’t + cos?r) = 1

por lo que:

iy =1

z=1
Estas ecuaciones identifican la ecuacion de una curva que asciende cuando ¢
aumenta, alrededor de un cono circular recto de ecuacion:  x? +y? = z?
La grafica correspondiente se muestra a continuacion:

tcost, tsint,

Cono Hélice

Ejemplo 7:
Trazar la grafica definida por la funcion vectorial:
R(1) = costi +sin £ + sin2(k
Solucién:

199




Las ecuaciones paramétricas correspondientes son:

= cpst
y = sint elevando al cuadrado y sumando término a
Z = st

término las dos primeras ecuaciones, se obtiene:
x2 +y? = sin’t + cos?t = 1
por lo que:
ey =]
z = sin’t
Estas ecuaciones identifican la ecuacién de una curva que asciende cuando
t aumenta, alrededor de un cilindro recto de ecuacién:  x% +y* = 1
La grafica correspondiente se muestra a continuacion:

[sint, cost,sin’ |
Puede demostrarse que la curva aqui mostrada representa la curva de
interseccion de la superficie parabolica: z = x? , con el cilindro
circular recto: x? +y% = 1, como se ilustra a continuacion:

Superficie parabdlica Cilindro Interseccion
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CAPITULO VI

<8 ThES wuy £18) B) op B] [ o8 8fe

DEL 2300 (2.6 all 1313 (W.E)
El docuemnto mas antiguo que existe referente a las Matematicas, es un papiro debido a
un sacerdote egipcio llamado Ahames, cuyo origen se remonta a 2000 6 2500 arfios antes
de Jesucristo. Se titula:”Instrucciones para conocer todas las cosas secretas” y consiste
en una coleccién de problemas de Arimética, Geometria y Algebra con sus resoluciones.,
Las soluciones de estos problemas hacen suponer que los egipcios conocian las
progresiones aritméticas y geométricas, y aventajaron a los chinos y caldeos en la
determinacioén del valor de z, definido como la relacién entre la longitud de la
circunferencia a su diametro y para el que encontraron el valor de 3,1604.
En el afio de 1913 de nuestra era, el eminente profesor de Cambrige, G.H. Hardy recibid
una carta de un desconocido, empleado de una oficina del gobierno en Madras, India. Su
autor, Srinivasa Ramanujan, no tenia cultura universitaria ni habia seguido un curso
convencional en Matematicas. En las 10 primeras paginas presentaba en letra manuscrita,
aproximadamente 50 férmulas relativas en su mayoria a integrales y series infinitas por él
descubiertas. Ramanujan le pedia a Hardy su opinién para ver si tenian algo de valor. Las
formulas eran tan exéticas y presentaban una apariencia tan extrafia que Hardy pensoé en
un principio que se trataba de un engario. Pronto él y su colega J. E. Littlewood se dieron
cuenta que estaban viendo el trabajo de un genio matematico.
En 1914 Ramanujan llegé a Inglaterra y pasé de ser un pobre matematico autodidacta y
aficionado, a colaborar como igual con los grandes matematricos profesionales de la
época. Murié en 1920 a la edad de 32 afios en su tierra natal, dejando para la historia
cuadernos con trabajos cuya conclusién ha ocupado a importantes matematicos del siglo
XX.
Con la posible excepcién de Euclides, ninguna persona antes de Ramanujan habia
exhibido tal virtuosidad con las series infinitas. Un ejemplo de sus descubrimientos es la
serie infinita:

N3 @  (4n) (1103+26.390 n)
9801 n=0 (n!)4 (396)4n

: .
1L =

cuyo primer término (» = 0) produce la conocida aproximacion : = = 3,14159.
Cada término adicional produce una aproximacion a = de ocho (8) cifras decimales
adicionales de precision. Bastan los primeros cuatro términos de la serie de Ramanujan
para calcular la aproximacion de 30 cifras decimales: 7= =3,14159 26535 89793 23846
26433 83279, lo cual supone
suficiente precision para cualquier aplicacion practica. Si el universo fuera una esfera con
un radio de 10.000 millones de afios luz, entonces este valor de = daria el valor de la
longitud de su circunferencia con una precision de centésimas de pulgada.
En arios recientes las ideas de Ramanujan han sido utilizados para calcular el valor de =
con una precision de jmil millones de cifras decimales; Tales calculos gigantescos de «
se utilizan por lo general para verificar la precisién de las nuevas supercomputadoras.
w=3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592
307816406286208 998 628 034825342 117067982 148086513282306647093 844 ..
iObsérvese cuan proximos estuvieron los matematicos egipcios del verdadero valor de =
calculado hoy en diaj




CAPITULO VII
MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

7.) VALORES MAXIMOS Y MINIMOS

7.1) DEFINICIONES:

a) Se dice que la funcion z = f(x,y) tiene un maximeo local en el punto Py (xo,¥0), si
f(xo0,y0) > flx,y) paratodos los puntos (x,y) pertenecientes a un Vecindad
del punto (xo,y0) (disco con centroen (xo,y0) ).
Al numero f(xg,y0) sele llama “"Maximo Local”.

b)  Analogamente, si f(xo,¥0) > f(x,y) para todos los puntos (x,y) pertenecientes a
dicha Vecindad del punto (xo,y0) , al nimero f (xo,y0) se le llama ”Minimo Local”.

c)  Siladesigualdades incluidas en los literales a) y b) se satisfacen para todos los
puntos (x,y) del dominio de f, entonces f tiene un "Maximo Absoluto” o un
"Minimo Absoluto” en (xo,V0) , segln el caso.

La figura muesta una funcién (z = sinx + cosx), con varios maximos y minimos

sinx + cosy

Ejemplo 1
La funcién z = (x—1)? + (y— 1) — 1, alcanza un minimo en el punto (1,1) ,
siendo su valor:

ALD =-1.

En efecto, (x—1)? y (y—1)? son siempre positivos, para todo (x,y) # (1,1) ,
luego:
c-12+@-1)2-1>-1

La siguiente grafica ilustra este resultado:
z=(x-1Y+@p-1)2-1
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Proyeccion sobre plano zy Proyeccion sobre plano xy

Ejemplo 2
La funcién z = 1 —sin(x + y?) , alcanza un maximo en el punto (0,0) , siendo su valor:

z = f0,0)

T — l
Ademés i 0 = Si.n(x -|—y2) = % = x2 +y2 = ?’[

Las siguientes graficas ilustran lo aqui expuesto:
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1 —sin(x? +)?)

7.2)

Giro: 35° ; Elevacion: 75°

Proyeccion sobre plano: zy Interseccion con plano: z=0

Los Maximos y los Minimos de una funcién se llaman EXTREMOS de dicha funcion
Los puntos (x,y) donde la funcion diferenciable f(x,y) alcanza un Extremo, se llaman
PUNTOS ESTACIONARIOS.

CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE UN EXTREMO LOCAL
Teorema

Si f(x,y) tiene un extremo local (esto es, un maximo o un minimo local) en (xo,¥0) y las
derivadas parciales de primer orden de f existen, entonces:

(%)(xoyo) =8 ¥ (%) =

(xoyo)
Demostracion:

Sea g(x) = flx,y0)

Si f tiene un extremo local en (xo,¥o) , entonces g(x) tiene un extremo enxo =

g'(x) =0
Pero: ™
= { &L =
g’(xo) ( ox )(Io,yo) ( ox )(xo,.vo) 0
Analogamente, si h(y) = f(xo,y) y f tiene un extremo local en (xo,yo) , entonces h(y)
tiene un extremo en: yo = hl(y) =0
Pero:
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won - (£),, = (£ =0

(x0.y0) (xo0.y0) B

Por lo tanto, los puntos (xo, o) donde las funciones diferenciables f{x,y) pueden alcanzar
un extremo, se obtienen resolviendo el sistema:

} =D
ecuaciones que constituyen la condicion necesaria para la existencia de un extremo.

£ -0

NOTA
Si se sustituye : gxﬁ =0y % 0 enla ecuacion del Plano Tangente en (xo,y0) ,

de ecuacion: z—zo = L(x—xo) + —g—(v—yo) se obtiene:
Z =2

de modo que, la interpretacion geométrica d este teorema es que si la grafica de
f(x,y) tiene plano tangente en un extremo local, entonces dicho plano es horizontal.

NOTA
o = of =0 i
Al punto (xo,y0) donde ( Py )(xo,yo) 0 y ( Py )(xwo) o bien donde

una de estas derivadas parciales no existe, se le denomina Punto Estacionario o
también Punto Critico. Sin embargo, al igual que en el caso de una variable, no todos
los puntos Criticos dan lugar a Valores Extremos de la funcion, como se demuestra a
continuacion, en el Ejemplo 2 .

Ejemplo 1
Dado f(x,y) = x? + y* —2x — 6y + 14 , encontrar los valores extremos e ilustrar
graficamente
Solucion:
L =2%-2 ; -g-=2y—6

%=0 =2xx—-2=0=>x=1

ZL=0 =>-6=0=y=3

=El unico punto criticoes (1,3)

Completando cuadrados se obtiene:
fey) = (x-1)>+(y-3)*+4

Como:
=

por lo tanto, el punto (1,3,4) es un Minimo Absoluto

Tlustracién grafica:
La siguientes graficas ilustran lo aqui expuesto:
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x-1?+@-3)2+4

Giro: 45° ; Elevacion: 75° Proyeccion sobre plano zx

6

=== = = —

Proyeccion sobre plano zy Proyeccion sobre plano xy

Ejemplo 2

Dado f(x,y) = y*> —x* , encontrar los valores extremos e ilustrar graficamente

Solucion:

L=0 =2ua=0=x=0 _ _
=El nico punto critico es (0,0)

%=0 =2y=0=y=0

Obsérvese que, para puntos del eje x, se tiene que: y = 0 = flx,y) = —x* <0 (Si x # 0)

Tlustracion grafica:
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Proyeccion sobre plano: zx Proyeccion sobre plano zy

La grafica es un paraboloide hiperbélico (z = y* —x?) que tiene un plano tangente horizontal

(z =0) enel origen.

Se puede observar que f{0,0) = 0 es un maximo en la direccion del eje x , pero es un minimo

en la direccion del eje y. En las cercanias del origen, la grafica tiene la forma de unassilla de

montar, por lo que el punto (0,0) se llama "Punto de Silla” de f{x,y).

Luego, en un Punto Critico, una funcion puede tener maximo local, minimo local o ninguno de ellos,
como lo demuestra el ejemplo precedente; en consecuencia, es necesario establecer un criterio que
permita determinar si una funcién tiene o no valor extremo (maximo o minimo), en un punto critico.
En efcto, el siguiente criterio es analogo al criterio de la segunda derivada para funciones de una
variable.

7.2.1)  Criterio de la segunda derivada
Supdngase que las siguientes derivadas pareciales de f(x,y) son continuas en una
vecindad con centro (x9,y0) y que:

- 1 Wi =0
ox? = ¥ ay?
es decir, (xo,y0) es un Punto Critico.
Sea:
A= (2L - B= (2L i e [ EL
( &2 J (xo0) ( o )(xo,yo) ( Oy ) (x0.¥0)

Formemos el discriminante: A =AeB—-C? |

Entonces:

. a) Si A <0 = enelpunto (xo,y0) no existe extremo

b) Si A= 0 = el criterio no proporciona informacion; f{(x,y) puede tener un
maximo local o un minimo local en el punto (xo,¥%0) , © (¥o,y0) puede
ser un Punto de Silla de la funcién f{x,y) por lo que es necesario proseguir

/ la investigacion.

R T T W N VRN W WL VRN WL VR W TR \'................

Ejemplo 1:

Encontrar los extremos locales de:  flx,y) = x* +y* —dxy + 1.
Tlustrar graficamente los resultados.

Solucion:

)
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Ademas: 4 = (£ = 12(1)* =12 > 0 =Minimo Local en (1,1)
El valor del minimo es: f{1,1) = 14 + 14 —4(1)(1) +1 = —1

c) Para el Punto Critico (—-1,-1) :
A(1,1) = 144(-1)*(~1)* - 16 = 128 > 0 =Existe Extremo Local en (]
) ~1,~1)
Ademis: 4 = (g;i)u,]) = 12(-1)* = 12 > 0 =Minimo Local en (~1,~1)
El valor del minimo es: A-1,~1) = (-1)* + (-1)* —4(-1)(-1)+1 = -1

vV w ey -

Tlustracion grifica:

R Lasicuiente ficura ilustran los reciladne antoc nhtam: dac.
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xt+yt —dxy + 1
Giro: 15° ; Elevacion: 80° Giro: 270° ; Elevacién: 90°
(Perspectiva) ( Proyeccion sobre plano zx)
4 2
3 1 i FHL’
- 1 s I HF
. : 1 T ‘“"I”:'
g -
jeis jetaseenss
] i
Riiiiiiay
-]_2 -2
Giro: 0° ; Elevacion: 90° Giro; -90° ; Elevacion: 0°
( Proyeccion sobre plano zy) ( Proyeccion sobre plano xy)
NOTA

Este ejemplo ilustra el hecho de que una funcién no necesariamente tiene un punto maximo o

minimo en un punto critico.

Ejemplo 2:
Encontrar los extremos locales de:  f{x,y) = x* + 3xy? — 15x + 12y.
Ilustrar graficamente los resultados.

Solucién:
w58 ; B = Ea
X =32+ ~15 - = Gy —12
iﬁ=0:>3x2+3y2—-15=0 ...................................... 1)
L=026mp-12=0 . )

4 3 ) 3x2+32 =15 2432 =5
Resolviendo estas ecuaciones se obtiene: y =Fry
bxy=12=>xy=2

Resolviendo este sistema por el método expuesto en el puntol.6.1.15 (pag.17), del
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presente trabajo, se obtiene:

497 =5
Xy =2
,Solutionis : {y = 1,x=2},{y =2x=1},{y = 2,x=-1},{y = -1,x = 2}
PI (2: 1)
) - Pa(—2,~1)
Por lo tanto, existen cuatro puntos criticos:
P3(132)
P4(_19—2)

Naturaleza de los puntos criticos
Para determinar la naturaleza de los puntos criticos, calculemos las segundas derivadas:

Z 2 2
=% =81 g=%lEi-F-=y

Luego:
a) EnP;(2,1):

_ {3 — =
. (Efzi)(pl) =6(2) = 12
2
B %{;)(Pl)=6(2)=12 = At =418 -C) =
= { D = =
Ci= (o) gy =50 =8

A1 = (12)(12) — (6)% = 108 > 0

Ademas, 4; = 12> 0= Mimmo en P;(2,1)
El valor del minimo sera:

Zoinims = (2 4 302)(1)* =15 = 12(1) = —28

b) En Py(-2,-1):
= ﬂ —_ — = —
4, = (& }(Pz) 6(-2) =—12

B = (%;gi)(m =6(2)=-12 > = A, =AyeBy-C; =
C, = (%)(P” = 6(=1) = -6
Az = (-12)(-12) - (6)> = 108 > 0
Ademas, 4; = -12 < 0 = Maximo en Py(-2,-1)
El valor del mimimo sera:

Zmiximo = (—2)% +3(=2)(-1)2 - 15(-2)-12(-1) = 28

c) En P5(1,2) :

209




o 5T - =
A = (&xz ®3) =ML
2
B3=(_‘3;12:)(P3)=6(1)=6 = A3 =A30B;-C3 =

Ci= (&), =62 =12

P3)
Az = (6)(6)-(12)>= —-108 <0
Luego, en el punto P3(1,2) no hay extremo.

d) En Py(-1,-2):
= {0 R
Ay = (&2)(&)_6( 1) =6

By = (%;IL)(P[)=6(—])=—6 = Ay =A4eB4-Cy =

Cy = (%)W = 6(-2) = -12
As = (=6)(=6) — (-12)* = —108 < 0

Luego, en el punto P4(—1,-2) no hay extremo.

Tlustracion grafica:
La siguiente grafica confirma e ilustra los resultados obtenidos:

s 2« ¥ &

x3 +3xy? — 15x+ 12y

Giro: -120 ° ; Elevacion:75° Giro: -90° ; Elevacion: 90°
(Perspectiva) (Proyeccion en el plano zx)
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Giro: 0° ; Elevacion: 90° Giro: 0° ; Elevacion: 0°
(Proyeccion sobre el plano zy)  (Proyeccion sobre el plano xy)

7.3) TEOREMA DE LOS VALORES EXTREMOS
Sif es continua en un conjunto cerrado y acotado D en R? , entonces f adquiere un
valor Minimo Absoluto f{x,,y,) y un Maximo Absoluto f{x,,y,), en ciertos puntos
(x,,¥,) ¥ (x,,y,) del conjunto D. Lospuntos (x,,y,) y (x,.y,) son pues Puntos
Criticos de f o bien puntos de la frontera de D.
Para encontrar los valores maximos y minimos absolutos garantizados por este teorema,
se aplica el siguiente procedimiento:

a)  Se encuentran los Puntos Criticos de f y los valores de f en dichos puntos.

b)  Se encuentran los valores extremos de f en la frontera de D.

¢)  El mayor de los valores extremos de f asi obtenidos, es el Maximo Absoluto y el
menor de dichos valores es el Minimo Absoluto.

Ejemplo 1:
Encontrar los valores maximos y minimos absolutos de la funcion:
z=x24+y*—xy+x+y,
x <0
en la regién efinida por:< y <0 , e ilustrar graficamente.
x+y=>-3

Solucién:
a) Puntos Criticos o Puntos Estacionarios

%sz—y+l i —aiz—=2y—x+l
E 02 L-y+1=0 s )
gx£=0=>2y—x+1=0 ................................ )

Resolviendo este sistema por el método expuesto en el punto 1.6.1.15 (pag.17),
se obtiene:
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P s
z=
z(x.0) = «
. {(0,0)
x=0=2z=(0)’'+0=0=
z=10

-

Para L, setiene: x =0

z=fxy) =f0,y) = (0)2+y*—(O)y+0+y=y>+y; -3<y=0

z(0,y) = y* +y
Optimizando esta funcion de una variable, se obtiene:
%‘;-:ay(y“+y)-2y+l Z-0=2py+l=y=-
&z per PEETRE |
- 2:(&1)()=__) 2> 0 = Minimoen: y = —5 € [-3,0]

Por lo tanto, el minimo ocurre en el punto P(0, —%) y el valor del mismo sera:
Zmz'm‘mo = (0)2 e (—%) P e

Ademas, en los extremos del intervalo -3 < y < 0, se obtiene:

-~

y=——3:>z=(—3)2+(—3)=9—3:6:>{(_3’2)
z=
2(0,y) = <

y=0:>z=(0)2+0=0=>{(0’0)

L z=0

Paral, setiene: x+y =0  (Frontera)

y=-3-x=-(x+3)=

sz[xy(x)]-x2+[ (x+3)]2+x(x+3)+x (x+3) =
z=x2+x2+6x+9+x2 +3x+x-x-3=3x2+9x+6

—%— 2(3x2+9x+6)=6x+9 ; £=0= 6x+9=0=x=-3
@ _6>0= Minimoenx=-3; y=-(-3+3)= -3

&xz

uego:
Minimo en (—3,-3)

= (1) + (D - (DD D+ (R ==

En resumen, se obtiene:
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a) Puntos Criticos o Puntos Estacionarios

B e B . B, s o
- =2 2y o 2x+2

—gf=0=>2x_2y=0:>x—y=0 ......................................... (1)
§:02—2x+2=0:>7x+1=0 ............................. )

Resolviendo este sistema por el método expuesto en el punto 1.6.1.15), se obtiene:
x-y=0
-x+1=0
, Solutionis . {x = 1,y = 1}
Por lo tanto, existe un tnico punto critico en: P(1,1)

El valor de f en dicho punto es:
z=fxy) =f1,1) = (1)’ -2(1)1) +2(1) = 1

b) Estudio de la funcién en la frontera de la region D

La frontera D esta definida por los los tres segmnetos :

L 02253 , y=9
L/ 0<y>2 ,x=3
Is/ 0253 , =2
Ld0<y=22, x=0

seglin se muestra a continuacion:

G.1)

Paral, setiene. y =0 =
z=flx,y) =flx,0) =x> ; como 0 <x<3= flx) escreciente, por lo que
no es necesario aplicar el criterio de la segunda derivada.
En consecuencia:

P1(0,0) = z=0
fmim‘ma = (0)2 =0 ’ fmr’zximo = (3)2 =9 = { :

Py(3,0) = z=9
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Por lo tanto, en la frontera de la region D , el valor minimo es cero (0) y el
maximo es nueve (9).

En resumen, se obtiene:
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Puntos
z = fix,y)
x.»)
Criticos (1,1) -1 r
P,(3,0
(0,0) Minimo Absoluto:{ 13.0)
L, g '
(3,0)
3,0 9 > Fal%,0)
L, %) Maximo Absoluto: < P3(2,2)
(3,2)
z=0
(0,2) 4 -
L;
(3,2)
Extremo de Intervalo  (2,2) 4

Ilustracion grafica:

Las siguientes graficas ilustran lo aqui expuesto: z = x> — 2xy + 2y

D={@Eyifosxs3, 0=p22}

x2 —2xy+2y

Perspectiva 1

Perspectiva 2
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, Solutionis : {y = 0,x = 0},_{x =lLy=1}

Por lo tanto, existen dos puntos criticos en:{

P,(0,0)
Py(1,1)

b)  Naturaleza de los Puntos Criticos
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Perspectiva 3




Proyeccion sobre plano zx

4
g,
2Y
4 g e, | ot F 4
0
4 ey
-3 -
w‘i ™~
Proyeccion sobre plano xy Traza con el plano xy (z=0)

Ejercicios propuestos
1)  Enlos ejercicios siguientes, encuentre los valores méximos y minimos locales y puntos de silla
de las funciones dadas. Tlustre graficamente las soluciones, en cada caso.

a) fixy)=x2+y*+4x—6y
b) fix,y) = 2§i+y2+2xy+2x+2y
c) fix,y) = x_-?’%"ﬁ'_y

d) fix,y) =e"cosy
e) fx,y) = 3x%y +y° —3x* — 3y2 +2

Soluciones:

a.) Minimo f-2,3) = -13

b)  Minimo £0,-1) =-1

c) Maximo f(—+,4) = —6

d) Ninguno

e) Maximo f(0,0) = 2; Minimo f{0,2) = -2; Puntos de silla: (£1,1)

2.)  Enlos ejercicios siguientes, encuentre los valores maximos y minimos absolutos de la funcién f
en el conjunto D especificado:
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