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10.1)

CAPITULO X
LA TRANSFORMADA Z

INTRODUCCION

La transformada Z es un procedimiento matematico que consiste en crear
una funcion analitica, a partir de una sucesion (muestras) de nimeros.
Obviamente, esta defincidn implica la existencia de los siguientes dispositivos:

a) Un generador de la sucesion.
b)  Una herramienta matematica que genere la funcién analitica referida,
a partir de |la sucesion (o muestras) antes mencionada.

El dispositivo que permite crear dichas muestras o sucesién, es el Muestreador,
tambien llamado Modulador (M) o simplemente " Swifch ".

La herramienta matematica que permite crear la funcién analitica referida, es
una serie de Laurent, cuyos coeficientes son los elementos de la sucesion.

Un ejemplo intuitivo de como obtener y procesar estas muestras, lo ilustra el
siguiente diagrama de bloques (Figura 10.1) :

= =

(Fig. 10.1 : Diagrama de blogues )

Este procedimiento se usa frecuentemente en el analisis de muestras de datos.
Por ejemplo, supongamos que los valores que toma una sefial eléctrica que

varia en el tiempo fr), se registran a intervalos discretos regulares ¢ = »7T, donde
n=012 .y T>0.Dichos valores o muestras finT), forman una sucesion de
numeros que se introducen en un Procesador (P) que los altera de diversas
maneras.Tal procedimiento se conoce como "Procesamiento digital de sefiales"
y se emplea con frecuencia en sistemas de radar y de telecomunicaciones.

El resultado que proporciona el computador (P) es la solucién de una ecuacion

en diferencias, en la que intervienen, como el nombre sugiere, |las diferencias

de los valores de muestra.

Como se ha expuesto, un componente esencial en el diagrama de bloques de
aquellos sistemas en los cuales la sefial de entrada (funcidn excitacién) son
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muestras discretas (pulsos) de corta duracién, es el ™ Modulador ". Su funcion es
generar la sucesion flnT) = f0), A1), A27),..., es decir, convertir una sefal
continua f{1), en un tren de pulsos fnT) regularmente espaciados, modulados en
amplitud por f(z).

En efecto, consideremos una funcién f{z) , definida para ¢ = 0, como la que se
muestra en la Figura 10.2 que se presenta a continuacion:

Pty

1

( Figura 10.2 : Sefial de entrada al Modulador )

Supongamos que la sefial f{7) se inyecta a la entrada de un Modulador (M), cuyo
tiempo de cierre es 1. y cuyo tiempo de apertura es 5 , como lo ilustra el siguiente
diagrama de blogues (Figura 10.3)

= -

(Fig. 10.3)

El Modulador estéa representado por un simple interruptor o "swifch".

Bajo estas condiciones, la salida del Modulador sera un tren de pulsos de
duracion 5, espaciados un tiempo ¢ y cuya amplitud sera la determinada por f(t),
segun se muestra a continuacion ( Figura 10.4):
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i) 4

2
il

( Figura 10.4)

A la suma de los tiempos 1, y 1. se conoce como T y se llama : Constante de
tiempo del Modulador ; es decir,
I'= Ia+ I

Si la duracion del pulso de muestra (z,) es muy pequefia en comparacion con el
valor del tiempo de apertura 1. (ic << f3), Se puede considerar que la constante

de tiempo del sistema del cual el modulador es parte, es: T = ¢, , con lo que

la muestra de salida del modulador, es decir, f(n7), puede ser considerada como

una secuencia de impulsos de duracion cero, que ocurren en los instantes de
muestreo: 0, T, 2T, 37,+« o .nT, s«

Evidentemente, la longitud del impulso individual sera igual al valor de la
funcién de entrada f{z) en el instante respectivo, 0, T, 27T, 37+ - -, es decir,
[fnT) como lo ilustra la siguiente figura (Fig,10.5)

1 fintit
y xt
S I
" PALiL -
a £ - Rl mT
( Sefial 1)) ( Modulador : M) (Salida: f(nT) )
( Figura 105 )

Por lo tanto, podemos escribir que la salida del modulador M es la sucesién

f@l) = f0), D), A2T), +++, fnT), -
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es decir, los valores ( 0 muestras) de la funcion, medidos a intervalos de T,
empezando por ¢ = 0, y que usaremos en la siguiente definicién.

DEFINICION : Transformada Z
La transformada Z de la funcién f{¢), se denota por Z[ fz) | y esté definida por :

Mf}]=2ﬂ"ﬂ2_“ =ﬂﬁJ+IET] +f{23"} +f(33r.}+___‘ (1}
Z

n=q z

Obviamente, T es la constante de tiempo del Modulador y por lo tanto 7' > 0.

La funcion asi definida se denota también por F(z), porloque: Z [ ﬂr)] = Mz).
En general, usaremos letras mindsculas como: f, g, h, etc. para denotar
funciones de t, en tanto que las corespondientes maydsculas. F, G, H etc.,
denotaran la transformada Z asociada a estas funciones.

Si la serie de la ecuacion (1) converge en un dominio D a la suma F(z), entonces
se trata de una serie de Laurent sin exponentes positivos en ninguno de sus
términos.

10.2.1) Observaciones
1)  Obsérvese que Z[ flz) | no s6lo depende de la variable z, sino también de la

constante de tiempo 7" del Modulador. En efecto :

ZIfin] =ﬁﬂ)+f{zr} +f[ ZZT} +f{ 33T} +‘”+f_—(r:tT} Fous
-4 Z

E

Ejemplo 1:

La Transformada Z de la funcion : et cuando 7 = 1, sera:

Z[Et]=1+£+i+£+"': 1 = = _ .¥le|}€
2T a3 1_% P

La Transformada Z de la funcién : e! cuando T = 2. sera:

2 4 &
2[31]=1+f-’?+3_2+£.r+...= 1 = 22, §i ]zl::e:
z z y z—e

z
-

Obviamente, z[e']  #Z[e']

2)  No siempre es posible encontrar una forma cerrada /(z) para la Transformada
Z de f{z). Si no se puede, como se ilustra en el ejemplo 2 que se expone a
continuacion, diremos que F(z) esta dada en forma abierta, es decir, por la
serie de Laurent gue la define.
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Ejemplo 2:

[ f0) =1

AT =3

f27) =0
th}=1+%—}57+;3;- = < f37) =-5

f4T) =0

fIST =2

 fnT) =0, Vn=6

Instante (=0

Elinstante + = 0 es el corespondiente al primer cierre del Modulador.

por lo tanto, para obtener la transformada Z de una funcion, no es necesario
conocer su valor cuando ¢ < 0. Conviene por lo tanto establecer agui que
todas las funciones que emplearemos son nulas para < 0.

Para formalizar esta condicion, resulta muy util definir la funcion Escalén
Unitario, conocida tambien como ™ Funcién de Heaviside " y que
definiremos a continuacion :

a) Funcion Escalén Unitario o " Funcién de Heaviside "
Se designa por U(r) y se define por:

Heaviside (1) = U() = L, ST 20

0, sir<0

La gréfica de U(r) se muestra a continuacion (Figura 10.6) :

wie) 1

0s T

Fig. 10.6 :Funcion Escalén Unitario : U ( t)

Tambien sera de gran utilidad, a los fines del andlis de sefiales, el uso de
1, sit>r

lafuncién: i/(r—1) = _
0 Sslfr<t
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cuya grafica se muestra en la figura 10.7:

LLLH *

-

Fig.10.7 : Funcién : U (t-)

Las siguientes graficas muestran la utilidad de las dos funciones aqui

definidas :
a1) Graficade: AN, a>0

ity Uiy UL R

5|

2z

/ ;

i i

( A0 ) Heaviside(r) = /(1) (fOU() )
a.2) Gréficade: fin)l/(t—1), a>0
| Te
( fAH) Heaviside(r— ) = U(i —1) (AfOUn)

Obsérvese como la funcién U(r — ¢) suprime la grafica de f{r) para t <.
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b) Funcién é.(1)
En el estudio de la Transformada Z de f{r) también resulta util la
oo

definicion de la funcion: 6.(0) = > 8(t—nT).
N=-—ax
Consiste de un tren periddico de pulsos unitarios sincronizados con el
Modulador, es decir, ubicados en el tiempo a una distancia constante e
igual a T, tal como se muestra a continuacion, en la figura 10.8:

dit} T

L'

oo
Fig. 10.8: 6.(n= > 8(t-nT)

N=-o0

Con el uso de esta funcién, la salida del Modulador, finT),se puede
expresar de la siguiente forma:

foul) = fO), AD), FOI),+ =+ D), ++ = 030 = 3. f1)5(1-nT)

N=—uo
4) Acerca de la continuidad de f{7) :
Natese asi mismo que, para efectuar la transformada Z, basta con que
ft) esté definida parat =n7, n=20,1,2,---. Porlo tanto, para que
exista la transformada Z no es necesario que la funcidn f{r) sea continua,
tal como lo ilustra a continuacion la figura 10.9

ANEA)

F

o T 2T 3T 4r sT &7 7T

Fig. 10.9
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5)

La transformada consiste en corvertir una sucesion de numeros:
Co=finT), n=0,120+-
en una funcién de z por medio de la serie:
a0

Fz)=YCoz" , Cao=flal), n=012.::
n=o

NOTA: Obviamente. si finT) no esta definida para algin valor de »,
ello supondra pérdida de informacion.

Falta de Unicidad de la Transformada:

Resulta obvio que, de acuerdo con la definicion de transformda Z, el
Teorema de Unicidad no se cumple para ella.

Esta falta de Unicidad implica que dos o mas funciones distintas de ¢,
pueden tener la misma transformada Z para ciertos valores de T.

Por ejemplo, las transformadas Z de las funciones f{z) = sen(x#) U(r)
rectificada en onda completay g(1) = sen?(x7)U(z) , son iguales si
tomamos T = 1/2, tal como se muestra a continuacion (Figura 10.10):

fity.ait) ¥

8

1) = sen(mt)U(1) rectificada en onda completa ; g(r) = sen®(nt)U(1)
( Fig. 10.10)

En efecto, para ambas sefiales:

Z[ﬁ:}]=z[g{:]]=u+%+n+zia+u+;—5+---= %+ZL3+ZL5+--- -

T
7A0] = ZAg0)] = —4— = %= para;|z| > 1
- —
32
También las tres funciones que se muestran a continuacion, tienen la misma
transformada Z, cuando la constante de tiempo del moduladores T = 3.
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TiEy L g

aft}

T T e e e - —

hity

1w e W w

Esta falta de unicidad de la transformada Z no representa un
impedimento ya que usaremaos la transformada Z para resolver
problemas en que sblo se requiere el valor de fii) parat = nT.
Para los ejemplos aqui expuestos se verifica que :

0, Sim=0,2,4,+

f0)=0; AD)=1; f21) =0; f3I) =1,......, fn]) = ¢
1, sim=1,3,5,---
Por lo tanto ,
[J'(ﬁ] =Z[ g ] =2 h)] = Zﬁnﬂz-ﬂ=%+_£i,+,£s_+...+,;;‘?+...
n=a
De donde:
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2 B
A0} = Zg0) = ZhO] = 325 = £, paralz| > 1

Analiticidad de la Transformada Z
Si hacemos w = % en la ecuacion (1), la funcion de la derecha se

convierte en :
o0
ZIf0)] = f0) + A1) w+ 2T w2 + fBT) W3 ++ o= 3 Cpw",
n=o

donde: C, = finT)

Esta funcion de w es una serie de potencias ( o serie de Taylor ) alrededor
dew =0 yque, como se sabe, converge en el interior de un circulo de radio p
centrado enw = 0, donde p es la distancia del origen al Punto singular mas
cercano; es decir, p = | z, |

Por lo tanto,
w

Y C,w" esuna funcién analitica de w cuando | w| <p.
Nn=o

(= a]
l' n . -
Asipues, F(z) = 3 C, (4)" es unafuncién analitica de = cuando
n=o
: ' ¢ 1

Por lo tanto, F{(z) , transformada Z de f{r) , es una funcién definida por
una serie de Laurent que es analitica en un dominio anular de radio
exterior infinito en el plano z. El radio interior sera el comrespondiente
a la singularidad de F(z) mas lejana del origen; si designamos por
| z:| a dicho radio interior, la region de analiticidad de la Transformada
Z sera

| 2] > | 2]

Lo gue, evidentemente, representa el area del plano complejo exterior a la
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circunferencia centrada en el origen y de radio | z;r[. tal como se ilustra a
continuacion (Figura 10.11)

(1N
1 -

Region de Convergencia : | z| > | z]
El siguiente ejemplo ilustra lo aqui expuesto :
Ejemplo 3: Consideremos la funcidn cuya transformada Z esta dada por :

Fe) = T3y 024y

El diagrama de polos de dicha funcién es :

(g -3
k] E-1 - -¥ il | - a1 !z 3 -l 5 a
r x
-
Ubicaci6n de Polos de F(z) )

Las posibles regiones de Laurent alrededor del origen ( para que F(z)
pueda representar una Transformada Z ), son .
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R1:|z|<:2
* R1:2{|zl-c:4
Ry:|z|>4

El polo mas lejano del origen es evidentemente: z = 4, porlo que, la
region de analiticidad de la transformada Z sera : | z| > 4, pues sdlo ella
garantiza las dos condiciones implicitas en la definicién de dicha
transformada y que explicitamos a continuacion:

*  Funci6n analitica creada a partir de la sucesion.

*  Serie de Laurent de potencias exclusivamente negativas.

8) Transformada Z Inversa: Z[ F(z) ]
Estrictamente hablando, |a falta de Unicidad de la Transformada Z,
implica que no es posible obtener f{r) a partir de la transformada F(z).
Como hemos sefialado, dos o mas funciones distintas de  pueden tener
la misma transformada Z. Por esta razén, se define como Transformada Z
Inversa a la sucesion de salida del Modulador, es decir, entenderemos por

ZF@)]

a la expresion:

oo

ZA[EG)] = fnT) = f0), AT), R2T), -+ - D)=+ = f)5.(0) = 3 o) 6( 1~ nT)

N=—x

'En consecuencia, en el intento de obtener la transformada Z Inversa, es
decir, Z7'[ fir)]. pueden presentarse tres casos:
Caso 1:
F(z) esta dada en forma abierta, es decir, por una serie de Laurent :

) < H0) + ( g f(i;r:s f{§}+.__ ,
En este caso, el Iada derecho de esta ecuacion permite siempre, por
simple inspeccién, extraer los coeficientes de las potencias negativas
de:zy obtener asi:

Z7[ A0 ] =AnT) = f* (1) = K0), A1), A2T), A3T), - - - = salida del Modulador
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Ejemplo 4:
Sea: F(z)=1+ z% + :—3

fioy =1
AN =0
Eneste caso :< f27) =3 -, Luego: z'[ Ain] = 1,0,3,3
f31) =3
SnT) =0,Yn=4 |
La gréafica correspondiente sera:

F

timt} 4T

Caso 2:

Si F(z) se expresa por una forma cemada, el procedimiento consiste en
obtener un desarrollo de Laurent valido en un dominio anular centrado en
el origen. El radio exterior de dicho dominio anular debe ser infinito, es
decir, el dominio sera de la forma | z| > &, donde R ser4 la distancia

medida desde el origen hasta el punto singular mas lejano, de F(z).
~ Una vez obtenido este desarrollo, se aplica lo dicho en el Caso 1.

Ejemplo 5:
Dado F(z) = m- obtener Z°'[F(z)]
Solucion:
Descomponiendo en fracciones simples, se obtiene :
22 -6z+8 (z-2)(z-4) -2 z-4

=2
Los polos de F(z) son: { #1 i },cuya ubicacién en el plano es :
z, =
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( Polos de F1(z) )
Luego , las posibles regiones anulares de Laurent alrededor de z = 0, son:

- .
o (R : |z] <2
Ry: 2<|z|<4
Ry: |z|>4
Regiones de Laurent )

Por lo anteriormente expuesto, la (inica de estas regiones que garantiza
una serie de Laurent de Potencias exclusivamente negativas, y que dicha
serie sea analitica en la region de convergencia, caracteristicas estas
fundamentales de toda Transformada Z, es la regién Rs.

En efecto, el desarrollo de Laurent de F(z) en Rs,sera:

Primera ﬁ‘acmﬂn ( Potencias negaﬂvas )

212_ {1 7] = J:l""('r) (T) +(2) ('2‘) +'"J =

o 3_ 21
=5 =2 4 z4+

desarrollo valido para:| 4| < 1, es decir, para:|z| > 2

Segunda fraccion:( Potencias negath‘as )

2ok @) @) ] =
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2 2,8 .32 128
¥ S T e i T

'desarrollo valido para :l-g-] < 1, esdecir, para:|z| > 4
Por lo tanto, el desarrollo de Laurent en R3 sera

= DR L 32,428 .
Flz) = [ e ] [-!-+ e ] =
F(Z}_ .6 .28 12

z 23 Tzt

desarrollo valido para:[ | z| >2]n[]|z| > 4], esdeci, para:|z| >4
Luego, aplicando ahora lo expuesto para el Caso 2), se obtiene :

fA)=0, Sf=1 fMDH=6  f37)=28  f47)=120,---
Por lo tanto :
Z7'[Fz] = flin) = 0,1, 6, 28,120,-++

Caso 3:

Otra forma de obtener Z-'[ F(z) | =finT) cuando F(z) esta dada en forma
cerrada, es por medio de una integral de linea.

Asl, si F(z) es analitica para [ z| > R, entonces:

) =152 n-012...

2ni 1 z1-n
43
donde C es cualquier circunferencia centrada en el origen y de radio
superior a .
Para evaluar esta integral, podemos utilizar cualquiera de las técnicas ya
conocidas, como son:

a) La Formula Integral de Cauchy y cualquiera de sus consecuencias.
b) El Teorema del Residuo.

10.3) RELACION ENTRE TRANSFORMADA Z Y TRANSFORMADA DE
LAPLACE

Tal como ya se sefiald, |la salida del Modulador est4 dada por :
o0
@) = finD) = D K1) 6(t—nT)
n=o
Tomando transformada de Laplace de la funcion de salida /*(7) , tenemos:

LI )] = F*(s) = ilizﬂr}ﬁir—nﬂ] =Y fpe e )
=0 =0

Dado que la variable s aparece en esta expresion sdlamente en el factor
exponencial, es necesario introducir un nuevo simbolo: z = els , con lo
cual, la ecuacion (1) se transforma en :
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Llrw]=X " =2[10]
n=0

En consecuencia,

Fo) =2/* 0 ] = L[/ 0 ] ¢
Sz

" 4) CALCULO DE TRANSFORMADAS Z

Se presentan a continuacién el célculo de la transformada Z de varias
funciones, a partir de su definicion.

Ejemplo 6

Determine la transformada Z de la funcién Escalén Unitario

Solucién:

(1114 i

Heaviside(r) = U(1)

Es obvio que: I(nT) =1, Yn=0,1,2,-+
Luego, aplicando la deﬂnmdn de transformada Z, tenemos:

U m
Z v = ZU{nnrﬂ U0) + 1)+ {zf' ”*fg} .

Por lo tanto:

Z[U(r}]=1+-21-+;_12—+%+---

A objeto de obtener una forma cerrada de esta expresion, recordemos gue:

1_I_I=]+n'+:ar3+nr3+---, si[u,{l

Luego, haciendo: w = 4, se obtiene:

l+ +_1...+__+---=

RS
expresion que es vélida para : | - | < 1, es decir, para: | z| > 1.
Asi pues:
Zun]=+ |, |z|>1
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En este caso, se ha tenido la suerte de obtener una expresion cerrada para
expresar la transformada Z.

NOTA:

Por considerarlo de interés, dado su frecuente uso futuro, se resumen a
continuacion algunas series de Maclaurin de algunas funciones especiales:
a) Tl? =14+w+w2 4w +wt o o e P !t e

b) 1_1+F=_‘|13| _w=1-w+w2—-u'3+w'~—w5+w“—w?+w“—w9+---

B) —Ll— =1+2w+3w2 4w + 5w + 6w +TwE + 8w + 9wt + 100% + 40 s

(1—\'-')':

d) = = 12w +3w? — 4w’ + 5w — 6w’ +?w5----2(-1} n(w)
(1+w} e

e) e“"=1+w+%l-w'1+-31-|-w3+11!-w‘+311—w5+7g—lw‘+---“=o%'!1

t-} Senw = w"_rwj""s'rw —Tr'l'l" +*9—W9——111-I-wu+|..=r§(_1)n {Wjﬂq

g} COSW = =l-—-ﬂ-wz+z—l-w4—ﬁl—w5+ BIWE--HWN'F"'—E(—]] m‘ﬂ'
1]

Ejemplo 7
Determine Z[U/(r—1)] , siendo T la constante del modulador.
Solucioén:

wik-y F

Heaviside(t — ) = U(t—1)

E_a_soth r  (Enla gréfica se ha supuesto I > 7 )
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U=} &

Heaviside(t— 1) = U(r—1)
En este caso:U/(0) =0 ; {nT) =1,%n =1 1,2,3,= ¢+
1

- ; 1
Luego, sumando y restando 1 al segundo miembro, se obtiene :

.

Z[ U(r—l)] = I+zl+~£1§-+;1§-+---+(—1}=:§r—l ==y

Es decir:
T, |z[ >1

Aoa]= 77

Caso2:T'<t (Enlagrafica se ha supuesto ' < ¢ < 2T')

Uiy ki

na T

o i
T Ll L

Heaviside(t — ) = U(t — 1)
Enestecaso:l/(0) =0; UM =0 UnT) = 1,.%n=2,3,4,+++

Por lo tanto : Z{U(:—r)]=:B+ZL+;—2+%+...
Luego, sumando y restando (1 + %) al segundo miembro, se obtiene :
Frgste(14d) - E-(1+4)

ot |
AUGE-D] =1+ +H+L

Es decir:
—1_— | T<r<2q|z]>1

I
8 :
I
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Ejemplo 8

Determine la transformada Z de f{y) = ¢ U(1)

Obsérvese que el uso de la funcion U{r) nos ahorra la molestia de tener
que escribir : 1) =0 para ¢<0.

Solucion:

i) -~
YT -—-——

3 i

1) = 1)

Enestecaso: finl) =nT Vn=0,1,2,3,5¢¢

Porlotanto:  Z[(n] = Y Az " =Y (N z" =

n=u n=o

Z[rU(rJ]-ﬂ+T[—+—+ 3 +] ,,,,, (1)
Luego, multipicando por w |a serie identificada arriba con el literal c), se obtiene:

— W = 2w 30wt S ot T B e | <]
(1-w)
Si sustituimos w por 1+ en esta expresion y multiplicamos ambos lados por T,
obtenemos: )

16 x

( 1“.5_]2 [ z z2 z3
Comparando esta ecuacion con la ecuacion {13 arriba indicada, se obtiene:

T[L ozl
Z[ W] = =5 g

%+Elj§+"']’ |z|:>l

Es decir:

Awo]=— |z| > 1

329




10.5) CONDICION PARA LA EXISTENCIA DE LA TRANSFORMADA Z INVERSA

a)

b)

Una funcién F(z) no posee necesariamente una transformada Z inversa. Si

F(z) no se puede desarrollar en serie de Laurent de la forma :» " C, z~", no

=kl

es posible efectuar la transformada inversa.
Funciones tales como : Z-L,  sen z, etc., no tienen transformada inversa.

Noétese que ninguna de ellas posee limite cuando z -+ «. Una funcion que se
pueda desarrollar enserie de Laurent de la forma deseada, debe tener limite

cuando z - «o. Obviamente, dicho limite es C; = f{0).

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z

Linealidad de la Transformada Z:
La operacion que define a F(z) a partir de f{1) es intrinsecamente lineal,

es decir :

Z[afid]=az[ f0]

donde a es una constante cualguiera.

Ademas, si fit) y g(r) estan definidas parat=nl, n=10,1,2,+«-
entonces:

Z[afi)+bgW ] =azZ[ A0 ]+b2Z] g ] = a Fz) +b G(z)

A objeto de ilustrar este resultado, podemos combinar los resultados
de los ejemplos 1 y 3 inmediatos anteriores para obtener :

Z[a+30 U@ ] = 2[ U@ | +32[ W) ] = 2 +3 {ﬂ}z

Obviamente, Z[ (1 + 31) U(r) ] también puede obtenerse por definicién:

o
En efecto, Z[(1+30) U ] = D_ (1 +3nNUGD =" =

M=o
(143T)  (146T)  (1+9T)
SN e e e e

Z[a+3um]=1+

Z[(l+3f}U{!}]= 1+‘;'+‘215+%+"'+3T[1L+32_2+‘i"'"'] =

73

2T Z(z+3T-1)

Z[a+3n U] = E +3{?_”2 =

tal como se obtuvo anteriormente.

Linealidad de la Transformada Z Inversa:

Por razonamiento analogo podemos concluir gue la transformada £
inversa es también lineal ; por lo tanto:

Z'[aFz) +bG@) | = aZ7'[ F(z) | +b6Z7[ G(z) | = afinT) +b g(nT)
Sin embargo, dada Ia falta de unicidad de la transformada Z , existen en

T



consecuencia infinitas soluciones para la transformada Z inversa.
Por ejemplo, para el caso:
finT) = 0,1,0,1,0,1,- - -, cuya gréfica se muestra a continuacion:

Fiz} A

ast

(F))
se pueden presentar, entro otras, las siguientes soluciones :
Solucién 1:
Una solucion sugerida [f{1) ngena.] podria ser:

Fit) ]r

s T

() sugerida)
cuya ecuacion puede expresarse por:
A1) = U@ — UG~ 1] + (1 +2D[UE - T) - UG —2T)] +
+ (= 20U - 21) — Ut =37)] + (—~t —4T)[U(t = 3T) = Ut —4T) ] + =+ +
Evidentemente, se trata de una funcién periddica, de periodo 27 ,cuya definicion

en un periodo es :
—.}r, si0<i< T
Ao =

—Jr:+2, sl T€ig 4r

Solucién 2:
Otra solucion sugerida a la F(z) dada es:
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En este caso :
SO gorida = [ Ut = 1) = U+ 1) |+ [UG - 1) - Ut - D)) ++ -

Evidentemente, se trata tambien de una funcidn periddica , de periodo
P = 2T, cuya definicién en un periodo es :
0, siO<t<<T
f=<1 siSP<e<c=l

0, si 3T<t<2l

Solucién 3:
Ofra solucién sugerida a la F(z) dada es:

LIy A

Asi pueden obtenerse infinitas soluciones para la funcion f{1) ngerida.

c) Propiedad de Traslacion
La Transformada Z tiene dos propiedades conocidas como propiedades

de traslacién, que resultan Gtiles en la resolucion de ecuaciones en
diferencia. Estas propiedades nos permiten determinar:
Z[ fatkn) ]
donde k es entero, conociendo Z[ f) ].
En efecto cuando k > 0, |a gréfica de f{r — k7)) es identica a la de f{r)
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pero esta desplazada k7' unidades hacia la derecha de la de fz).
De manera andloga, la grafica de f{t + kT) es identica a la de f{r)
pero esta desplazada 7' unidades hacia la izquierda de la de f{r).
Asl tenemos:

a) Primer Teorema de Traslacion

Sea Z[ f0] = K@ = D fnD) ="
n=o

Ahora bién, Z[ ft—kD ] = S AnT—kD)z" = 3 [ T -k ] 2"
. M=o Nn=o

Recordemos que fir) = 0 si ¢ < 0, porlo que:
/[ T(r—©] =0 cuando T(n—k) <0, esdecir, cuando n < k
Si ahora cambiamos los indices de la sumatoria, haciendo
n—k=m, podemos por lo tanto escribir:

oo

 fe-kn]= 3 oDz ™"
m+k=0
Pero el menor valor de n es cero, por lo tanto, el primer valor de m
es :m = —k, porlo que Ei sumatoria anterior se puede escribir:

Afe-kn1= Y, fmD)z " )
m=-k

Pero, por hipotesis 1) =0, ¥t <0, por lo tanto:
0

3" fimT) = 0 yen consecuencia, la ecuacién (1) se reduce a:
m=-k

7 fe-kD] =z 3 fmD =" = MFE)
m=a

z[ fa-kn)] = 74FG)

Z[f)] = Fz)
Obsérvese que esta ecuacion es valida cuando:< k=0

fy=0, sit<0

b) Segundo Teorema de Traslacion

Sea: Z[fin]=F&) =) fnD)z"

n=n
Consideremos ahora :
o0 Lol
Z[ fe+kD)] = Y AnT+kD) z" = Y [T+l ]z
n=a n=o

Caso1: Consideremoselcasok=1
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Z fe+ D] = [270) +:AD +1CT)+

Eneste caso, z[ i+ 1) ] = D AnT+Nz" =Y f Tn+1)] 2"
n=g n=gp

de donde:
Afe+ D) =f )+ K50 4 KGL IED o
Sumando y restando : z f{0) a esta ulhma serie, tenemos:

Zfi+1)] = [z_;.‘{l)) +f(+ XD f(azT.] + f(:;) +] —2(0)

La expresién que z;pareae entre corchetes es igual a : z F(z),
luego,
Para k=1 : ZIft+N] =z Fz)-z0) =

Z[ f1+D)] =z [ Fz)-A0) ]

Caso 2: Consideremos el casok =2
oo {0 #]
En este caso, Z[fr+2N)] = D AnT+20z "= Y [ Tn+2)]

n=o N=g
de donde:
Afe+2m) = fen+ G0, D L 16D

Sumando y restando : z2f{0) + zfiT) a esta (ltima serie, tenemos:

f[3T} f(4TJ f( ﬁT}
72 z3

<o+ |- 200 24D

La expresién que aparece entre corchetes es igual a : z° F(z),
por lo tanto,

Para k=2 : Z[ fe+21) ] = 22 [ F@) -£0) | - A7)

En forma anéloga, para k = 3 se obtiene :
Z[ f1+30) ] = 2 [F) -R0)] - 2AT) - A2T)

Generalizando para cualquier k = 0,1.2, 3. - - -, se obtiene:

ZIf + kD] = 2XFE) - K0)] -2 - 22y — - - - -z f [ (k- 1)T]
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10.7) EJEMPLOS RESUELTOS: Tabla de Transformadas Z
A continuacion desarrollaremos la Transformada Z de algunas de las mas
importantes funciones y operaciones, con miras a construir una Tabla de
Transformadas Z, las cuales seran usadas mas tarde. :
Todas las funciones f{r) cumpliran con la condicién :
fi=0 ,Wi<0

Ejemplo 9.1: Transforma Z de la funcién tren de impulsos unitariosl 47(7)

Solucidn:

Sea fit) = 5r()U() = Y, 8(t—nT) Ul) cuya grafica se muestra a
n=0

continuacion :

LAy} M

(D) = 6:(0) U@ )

En este caso particular : f* (1) = f{r), "por lo tanto, aplicando la definicién de
ftransformada Z, se obtiene:
[ 4]

o 0
Zf0] = ZBr@UM] = D @Dz =3 (M2 = Y zm=1+7-+ L+ Lot

n=g N=uo n=o
de donde:
ZI5r (U@ = 713_— =-Z | si|3|<1, esdedisi|z]|> ]
£
Luego, ZIsT(U)] = ZIUW)] = ZL_I |z| > 1

Ejemplo 9.2: Trandsforma Z de la funcion exponencial f{1) = e“U(:}
Solucion:

Usando la relacion fundamental : F(z) = Z AnT)z™" , se puede escribir :
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2aT 3aT
1. e

t m T et T -1 I"I_ aT
Z[ﬂfI U(l':l]r—-nE:ue“ z_"zra(e'z ) =1+£ Lt aza e

aT
lo que cinstituye una serie geométrica de razén : —=—, por o tanto :

x
E'[eat]= 1 - = ZT, si ‘i|{l, esdecir,si|z|:-e".
G s -
En conclusion:
Z[ e’“] = z—:“ para: | z| > ¢®"

Ejemplo 9.3:  TransformaZdela ﬁmcldn Escalén Unitario : U()
Solucidén:
Tal como lo ilustran las siguientes graficas, U() =e™'|,_,, 120

Ewmi{at) » L] "~

3 4 3 F - [p 1 % 8 4 ®

(e*h Heaviside(r) = U(1)
Aplicando el resultado del ejemplo anterior se obtiene:
- anTl o Z . L A T
U] = Z[e ]E=n ~—Eyibo feie @ |z| > e

tal como se obtuvo anteriormente.

Ejemplo 9.4: Transforma Z de Ias‘funcidnes sSeno y coseno
- Solucion:
Tal como se obtuvo en el ejemplo 9.2 anterior :

Z[E‘at U(IJ] = z—_z'a—f', si |Z| > EaT

Luego, haciendo : @ = iw, se obtiene:
' 'Z{EMtU{I]] — Z - z - Zz
ze™'  z—(coswT+isenwT) (z- cosz-j ~isenwT

Ll . . - e — _—



Z[ (z— coswT) +isenwT] - z[(z— coswT) +isenwT |

(- l:nsz)z‘(i senwT)?  22-2zcoswT +1
Pero : ™' = coswr +i senwt =
Pre lo tanto : Z[azr'“'t U{r}] =Z[ (coswr +isenwr) U() | ... (2)

Igualando las expresiones (1) y (2), se obtiene:

(1)

(Z—-— nusz) +i sean]

Z[ (coswr + i senwr) UQ) | = a 22— 22CosWT +1

Aplicando ahora la propiedad de linelidad de la Transforma Z e Igualando
partes reales y partes imaginarias, se obtiene :

z[z— cnrsz}

Z[coswi] =

|z|>1, t=20

z2- 2zcoswT +1

zsen (wT)

Z[ ]~ z2- 2zcoswT +1

|z|:v1, =0

= 0D =

Ejemplo 9.5: Transforma Z de Ias.funciﬁnes senh(wr) y cosh(wr)
Solucién:
Aplicando Transformada Z a ambos lados de la igualdad:

senh(wr) = %sen{ﬁw}
se obtiene:

Z[ senh(wr) | = z[sten(m}] - ]sz[ sen(iwr) ] = 3 zsen (wT)

z?- 2zcos(iWT) +1

izsenh (wT) zsenh (wT)
z[ senhwr) ] = 1+ = —
'zz—szSh(wT) +1 z —?.z'msh(wT) +1

h T
Z[ senh(wr) | = — =Rart (o)

R 1, 120
z* — 2zcosh(wT) +1 Filee

Analogamente, aplicando Transformada Z a ambos lados de la igualdad:
cosh( wr) = cos( iwt)

se obtiene:

_z[z- cos ((wT)]

22— 2zcos(; WT) +1

]

Z[ cosh(wr) | = Z[ cos(iwr) |
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z[ z— cosh (wT) ]
— 2zcosh( wT) +1

z[ccsh(w)]— zl>1, 120

= O =

Ejemplo 9.6:  Transforma Z de la funcién rampa: f{1) = tU(1)

Solucién:
Aplicando las definicion de transformada Z, se abﬂene
Fz) = Z[ W) | = E(‘HT} 7 = % 22 3T Yo =
n=d)

@x
HEJIEB(HT}Z'“=-I—[I+%+%+ 4 +—gf- --:|=—I—-(1i)2
== L
Luego,

Z{ w] = {—EF-

=— Q0 =
Ejemplo 9.7: Transforma Z de una f'um:ldn con factor de amortiguamiento

Sea: g(n) =fin e ' U), a> 0, real
Solucién:
Aplicando las definicion de transfonnada Z se nbhane

G@) =Z[fn e U] = Z[ﬁnr}e““"]z Zﬂm( ) ="

n=o

a i -n
e ] = Y Ann(e™ 2) 5 (1)
n=a
Por lo tanto, comparando este resultado con la ecuacion de sintesis de la

ag
transformada Z, dada por:Z[ f{) | = > AAn7) ™", se observa que:
n=ao

Y (e =) " = 2 0]

n=a

z=ze®T

Pﬂriu tanto, sustituyendo este resultado en la ecuacion (1), se obtiene que :

A R0] =201, = Folgmgerr ~F(z67T)| . a>0




NOTA:

Obsérvese que, multiplicar la funcién f{r) por la exponencial real : e,
equivale a amortiguar la funcion f{r) en el dominio del tiempo, tal como lo
ilustra la siguiente figura en donde se ha multiplicado fx) =  U(r) por e '

o e il r

s

(1) =1UQ®) (g=e™"Uw ) (re= U@ )
Asi se obtiene que:
a) Enelcaso particular: f{ir) =t U(T) e?" =
2T

Z[rU{ne—z-l ] = zT T Tze

(#1)% 72627 (26271

b) En el caso particular : f{r) = cos(wt) e U(f) =

_ Z{z-coswT)
~ z2_2zcoswT -1

Z[ cos(wr) e | = Z[cos(wr)]

2T
Z=ze 2T

=T

De donde :

ATEu3T.
E{msfw) e U] - ze [za -::nsz)

z2e%T_2zcoswT + 1

Ejemplo 9.8: Primer Teorema de 'i‘raslaciﬁn

a)  Evaluar : Z[(¢+—27) UG —27) |
Solucién:
Método 1: Primer Teorema de Traslacion
‘Se muestran a continuacion la gréfica de las diferentes funciones
involucradas en este ejemplo:
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LTS LIS B
1 2 2
1
2
(A1) =1)
l
um & ug-m
1 1
¥ r ; ] S R 1T r] .
] PR T 2 4 |8 01 2 3 4 =
L i
1 -
Heaviside(r) = U(1) Heaviside(t — 27) = U(r—2T)
12 THU T )
i
o -
1 o 1 2 3 4 i N

A0 = (¢ -2 UG —21)

Luego:
u-2myva-2n] =22 z[1vw] =22 E 5 = 1

a3 (z-1)7  z(z-1)?
‘Método 2: Por definicion de Transformada Z




[ f0)=0
f=0
n=0
BN =T
fl4T) = 2T

F‘am:{

e

; iy T, 2 3T
Luego: z[(r—an(:-zr')]_ﬂ+u+u+z—3+m—,+?-+--- =
De donde :
Ut — S i 2.3 4.,
Z[(I—ZT'] ( 21"]] 3‘|:1+z+£1+ =+ ] =

~r .1 . T
Z[(r—?T)U(t—ZT)]-z; (I_L)g 21)2

=z
tal como se obtuvo anteriormente.
= 00 =—

b) Evaluar : z[2(tT) LU{:-T-}] ,a>0

Solucion:
Se muestran a continuacion las graficas de las diferentes funciones
involucradas en este ejemplo:

$
iy -2
15/

341




Heaviside(r) = U(1) Heaviside(t-T) = U(t—T)

=TT a¥

(t-T)UG-T)

Luego, por el Primer Teorema de Traslacion, se obtiene :

A% ) et 0]

c) Evaluar : Z[ ﬂ(r}U(r}j, siendo:

fy = AM8T) 5t 45

Solucion:

La funcion : g(z) = 8(1-3T) carresponde al Primer Teorema de Traslacion,
mientras que : k(1) = et representa un factor de amortiguamiento. Por lo
tanto , la solucién al problema planteado puede obtenerse por aplicacion
sucesiva de ambos teoremas. Asi tenemos :

Aplicando en primer lugar el Factor de Amortiguamiento:

0wt oty ] -

z=ze""
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Aplicando el Primer Teorema de Traslacién:

Z_[Eaz't—ﬂT!] A 1'32[3“] A z-a(;z'if') - w

Sustituyendo este resultado en la expresién (1), se obtiene :

ait-3r;
Z[E e U(r)] g [?(f_;ﬁj'ilmﬂ = zzewr(zlﬁr_aﬂj =

de donde :

Z[En-ft-aT,'l el U(f}] = 2 [mm;mmj-r )

NOTA: Obsérvese que el resultado obtenido no depende del orden en que se
apliguen las respectivas propiedades involucradas.

= O —
Ejemplo 9.8: Segundo Teorema d.e Traslacion

a)  Evaluar : z[2MT) U], a>0
Solucion:

Se muestran a continuacion la grafica de las diferentes funciones
involucradas en este ejemplo:

fie) “/ um &
L —

e .

(A1) = e) Heaviside(s) = U/(r)
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up-m A

.51

() = e+ ) Heaviside(t+ 1) = U+ 1)

FHTIUIT) '/

(4D UG+ 1))

Luego:K=1 = |
Z[A*D Ut + 7) | = 2[F(z) - A0)]

(z) = ZTea] = —Z
k= . porlo tanto :
0) =%y =1

z ea T
A[exD o] 1] 2

=" =

‘Dado : flr) =senh(t+37) e* U.(:+3TJ L a>0
Calcular la expresion mas simplificada de Z| /1) |

lucién: )
cion ; g(r) = senh(r+37) corresponde al Segundo Teorema de
Traslacion, con k = 3, mientras que : A(r) = e~*' representa un factor de

- =_ - -

e i i



amortiguamiento. Por lo tanto, la solucion al problema planteado puede
obtenerse por aplicacién sucesiva de ambos teoremas. Asi tenemos :

Aplicando en primer lugar Factor de Amortiguamiento:

Z[ senh(r +3T)e™'U(t +37) | = Z[ senh(1 +37)U(t +37) ] (1)

z=zeT

Aplicando el Segundo Teorema de Traslacion:
ZIsenh(t +37)] = 2*[F(z) -0 - 22 A1) -zf2T)  ...(2)

r 3
= zﬁ-zzcg:l:erH
Pera:-{ flo) = senh(0) =0 {
AT) = senh ()
[ f2m) = senh 21)

Sustituyendo estos resultados en la expresién (2), se obtiene :

Z[ senh(t +3T)e ' Ut +37) | = 2 zsenhT ) —z?senh (1) —zsenh (27)

22 _2zcoshT+1
de donde:
- - 3senhT
Z[senh(r +3TYe U +3T) ] = z( zz_zzzﬂ;c;‘sh o ) —z senh (T) — senh (27)

Finalmente, sustituyendo este resultado en la expresion (1), se obtiene:

ZIR0)] = za“( Zzeﬂz?‘;: el ) —ze™ senh (T) - senh (21)
2% +
Por lo que:
3 6T

Z1f)] = senhT [ze'“( 2’ ) i —zcoshm]

22e*7_276”" coshT+1

c¢) Dado : fir) =sen(t+3T) e U(t+3T), a>0
Calcule:
c.1)  Laexpresion mas simplificada de Z[ /1) |
c2) Z[ iy ] cuando la constante de tiempo del Modulador es 7 = L

Solucién:
c.1) Aplicando Factor de Amortiguamiento:
Z[senh(1+37)e?! | = Z[sen(t+31)],_,zr (1)
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Aplicando Segundo Teorema de Traslacion:
Z[sen(t +37)] = 2°[F(z) -f0)] - 2> AT) —z21)  ..(2)

FF{ZJ=LHT‘\
z!

“2zcosT+1
Donde: < flo)= sen(0)=0 |
A1) = sen (D)

| A27) = sen (2T)

-

Sustituyendo estos resultados en la expresion (2), se obtiene :

Zlsen(t+3T)] = 23(&) —z’sen (1) —z sen (27)

z2_2zcosT+1
de donde:
3
sen(r+37)] = zsenT (—z—)— —4 ]
&SR = [ 2 2zcosTH ) e 4

Finalmente, sustituyendo este resultado en la expresion (1), se obtiene:

| g i [T T
Z_[Be"h(”':"n'ez]_{ZSEHT[(zLchGSTH) : msm}}m&”

L 2357 T
O] =xee00T [( 22e*T_276”" cosT+1 ) = Ems{ﬂ]

¢2) Z[ f5)] cuando la constante de tiempo del Modulador es 7' = I-

. 2 a2 2 Rt
t = Z[sen(r + 3 ‘21‘:22“[(—39 )—1]=—ZE
MJIT—% Z[ ( T J'E ] e zzezz J 2232n+1

Ejemplo 9.10:  Encontrar una forma cerrada parala Z[+* U(T) |

Solucién:
Método 1: Aplicando la ecuacion de sintesis de la Transformada Z:
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oo 2 2
Z[pum] =Y er =1 v ]
n=o

No es obvio que la serie obtenida se pueda expresar por una forma cerrada.
' Sin embargo, podemos basamos en el Segundo Teorema de Traslacion y

fa) =2
fi+T) = (@+1)

‘construir la siguiente expresién :{
Restando miembro a miembro estas dos igualdades, se obtiene:
f+D-fO=C+UT+T* -2 =T2+1) ...... (1)
Aplicando Transformada Z a ambos lados de la ecuacién (1), tenemos :
Zfu+ D) N =Z[T2+ D] =TZ2+T) ......... (2)

Pero, por la propiedad de Linealidad de la Transformada Z, el primer miembro
de la ecuacion (2) es :

2Rt + T) - 0] = ZIft + D] - ZIRD] = 2F ) —A0)] - Fz)

Pero :
== RK0)=0

porlo que :
Zft+ 1) 0] = 2AFE) - 0] - Fz) = FR)(z—1) oo 3)

Ademas, en el segundo miembro de la ecuacion (2) se obtiene:

PZe+ 1) =21 Zn) | +2[ TPU@W ] = ZT[ (zﬂ}z :I + T 15—1) =
(z+1)

De donde: T Z(2t = zT?
(2t+7) ==z z1)?

lgualando ahora las expresiones (3) y (4), obtenemos :

ER— {z+1)
Fiz)(z-1) =121 E_—"I_}wf
de donde :
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(z+1)

e =S

= ) ==

‘Método 2: Aplicando la Transformada Z del producto: £¢)
Z[ 2 U ] = ZMv®1y = T4 zau@) ]
o e} T | A e R TS
R [ G-1)° ] "'TQI: G-1) ]
tal como se obtuvo anteriormente.

0 ==




. CAPITULO XI
LA TRANSFORMADA Z
( Continuacién )

) TEOREMA DEL VALOR INICIAL: £{0)
Este teorema permite, como su nombre indica, calcular el valor de la funcién
en el instante 1 = 0, es decir, la primera muestra del Modulador, a partir de la
Transforma Z de la funcion. En efecto,

Si ZIfn] = F(z)
Entonces : (0) = lim F(z)
Demostracion: '

La demostracion de este teorema se realiza recordando que :
oo
Fe)= Y fnnzn=f0y)+ X0, D JOD ... L)

z2 z3
n=uo

Tomando el limite en ambos lados de esta ecuacion, para z -+ o, se obtiene:

lim F(z) = f0)
La figura 11.1 ilustra este resultado :

ey 4

{tg)

ﬂl ,'i' Er']"‘ + # ' $ 4 + f + + ¥ t 't

Fig.11.1 : f)
Corolario:

Notese tambien que, si en la expresion (1) multiplicamos ambos lados de ella
por z y tomamos el limite cuando z —+ «, se obtiene :

lim 2 /1z) = Hz—[ﬁan f‘zT} + f‘iP 4 ff;” +]

de donde:
lim z F(z) = lim zﬁﬂ}+ﬂ?}+@ +Hf£§;f_} +-“] = lim [2/00) + A7) ]
de donde : A7) = z@ z F(z) —!21_.1'2 z fl0)
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es decir:

AT) = lim z [F(&) ~£0)]

En particular, si f{0) = 0, entonces: fiT) = lim z F{z).
La figura 11.2 ilustra los valores : f0) y AT)

4y

{er)

o)
al o
Fig. 11.2 : fln, A0), AT)
Ejemplo 1:
o T
Dado  F(z) = )2

Calcular: a)  El valor de la funcion f{r) en el instante ¢t = 0
b)  Elvalor de la funcion f{r) en el instante r = T
c) Sugerir una solucion para f{r)
‘Solucién:
a)  Porel Teorema del Valor Inicial:
f0) = limF(z) = lim [ zT 2]:m; fi0) =0
z-m z+o | (z-1)
b)  Porel Teorema del Valor de A7):
AT) = lim z [F(z) - f0)] = lim [ zj - —n] =T

¢©)  Para sugerir una solucion para f{r), deberiamos calcular en primer término,
la Transformada Z Inversa de la funcién /(z) dada.
Dicho calculo se puede llevar a efecto por cualquiera de los tres (3) métodos
antes expuestos, como son:

*  Obtener la Serie de Laurent vélida en laregion | z| > 1 y extraer de
ella los coeficientes : finl) = f0), AT). A2T), etc.
Realizar una "Division Larga " del numerador (zT) entre el
Denominador ordenado de mayor a menor : (22 ~2z+1).
.I zT

-1 JZ
zl-n

*  Evaluar la integral de linea: f{inT) = zlnf @ dz, para
G
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i | :-. IE:"."E

n=20,1,23,-+

*  Obviamnete, cualquiera de los metodos expuestos conducen
a la solucién antes estudiada y ya contemplada en la Tabla de
Transformas Z que hemos construido. Dicha solucién es :
fif) = (1),  tal como se ilustra a continuacion:

LLEN]

L0 =1 UQ)

TEOREMA DEL VALOR FINAL: f{=)
Este teorema permite, como su nombre indica, calcular el valor de la funcion
cuando = «. Se define en consecuencia f{=) como :
fe) = lim 1)
y esta expresado por :
fw) = hm 1) = ;J_JIEI (z - 1)[F(z) - fO)]
Demostracién:

Establezcamos la diferencia :
fit+T)-fir) ycaleulemos : Z[ e+ Ty -] (1)

Asi se obtiene :

a) Por definicion de Transformada Z
z[;nn} -f] = Z[ﬂnT+T] —finT) | =

) I’JE donde:

- k+13T -f(KT
U+ — D] = [RT) —KO)] + f{ZTj—f{T] f{ST] f{2T} f[r + *az k] L1
Tmnanda el limite en ambos Iadns de esta ecuar;lﬁn paraz -+ |, se obtiene:
K k1T (kT
s 1) 0] = lim{ (A7) - oy + LB, IEDIED . ACDZEED
por lo que: _
' z]i_aﬁz[ﬁwn—ﬂr)]:zliﬂ[ —fO)+flm)] ]
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b) Por aplicacién del Segundo Teorema de Traslacion (conk=1)ala
expresion (1), se obtiene :
ZIft+ T) - 0] = Zfe + 1] - ZIR0)] = 2[Fz) -A0)] - Iz)
de donde :
Zfa+ 1) -f0] = Fz)z - 1) -z f0)

Tomando ém% en ambos miembros de esta expresion, obtenemos:
lim {z[ e+ D -f0]} = im[ FOE-D-20] ... (3)
Igualando ahora las expresiones (2) y (3), se obtiene que :

ij_lﬁ [ Fz)(z— 1}—2_}‘(0)] = %—TI [ - f0) +ﬁ°"—’}:|
De donde :

fo) = lim (z—1)[ Fz)—f0) ]

La figura 11.3 ilustra los valores obtenidos por los tres teoremas
anteriores, es decir: f0), A7) y fl=).

{to

) /\_

Am

“

3 ’r:::1==1—::::=tt

Fig. 11.3 - fl). £0), A7), fixe)

11.21) Ejemplos Resueltos |
Ejemplo 2

Dado Fz) = #, a=0

Calcular: a)  El valor de la funcion f{r) en el instante 1 = 0
b) El valor de la funcién f{r) en el instanter = 1"
c)  Elvalor Final de la funcion fr) : fle)
d) Una solucién para f{1)
Solucion:
a) Por el Teorema del Valor Inicial:

£0) = imF@) = m [ 2| = 1 A0 =1
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b) Por el Teorema del Valor de A7):
AT) = lim 2 [Fz) ~£0)] = lim [ ;2

el R

z-e3T z-e3

c)  Porel Teorema del Valor Final: f{z)
J) = limfz) = lim(z — 1)[F(z) - A0)]. porlo tanto:

ﬂm}=lz‘r51:{z—l)[zz ] [(z 1)(—77] =0
d)  Célculo de f{r) sugerido:

fo) =1
Talcomoya secalculd:iX A7) =1 > =/ (1) =e2tU,
fl) =0

como lo iliustra la siguiente gréafica :

fit} +

1!
e
I
I
I

i A L .
m 2T

- 3

1

fin = e 3 g

En efecto, tal como ya se determing :
Z[ . EtUﬁ}:’ = Z—B'ﬂT

= DO —

Ejemplo 3:

Dado  F(z) = = |z &1

‘Calcular: a)  El valor de la funcion f{r) en el instante ¢ = 0
b)  El valor de la funcién fir) en el instante t = T
c)  Elvalor Final de la funcién f{r) : flw=)

d)  Una solucién para f{1)

aﬁnlucmn,

’&a] Por el Tearema del Valor Inicial:

10) = i) - b [E] = 10 A0 =

b)  Por el Teorema del Valor de f77;
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D = = 76) A0 - i of 1] = () =1
¢)  Porel Teorema del Valor Final: f=)
i) = limfiz) = lim(z —1)[F(z) —A0)], porlotanto:

B o | Eom S B \ 1 -
e[ ] ife gl
d) Célculo de f{r) sugerido:
Tal como ya se calculd:

o1 sy | e 120
=1 sugerido " Tl t<0
flo) =1
como lo iliustra la siguiente grafica :
Uity "

A = U@
En efecto, tal como ya se determiné: Z[U(1)] = -

Ejemplo 4:

g o= 23-22%4z el

Calcular:a) 3 f{0) —5f(x0)
b)  Elvalor de la funcion f{ir) en el instante ¢ = T
c)  Una solucién para f{r)
Solucién:
Por el Teorema del Valor Inicial :

f0) = lmF@) = im [ 21— =1, f0)=1

Por el Teorema del Valor de A7) :




ZE}

c)

b)

% . 3 .
AD) = lim 2 [F@) ~A0) = lim 2] Z4—~1] = lim
Por el Teorema del Valor Final : f{=)
A=) = limf) = lim(z~ 1)[ Fz)~£0) ], por o tanto:

- i — 2_ _1
flw) = L@{z—l)[ﬂf;z—";ﬂ_ll = H[(z—li [S:—2;+z}) :l =

- (222-21) . [ (Z2za)
ﬂm}=h£|:(z—l} ]“”“[W]"% =

z(z-1 }2 z-+1

Aplicando la Regla de L Hopital, se obtiene:

oo - im 2t ] - 54 -3

z-+1

Por lo tanto:

3 10) =5f() = 3(1) —=5(3) = — 12

KT) =2

Una solucion para fit) = faeenas(f), €ntre otras infinitas soluciones, sera :
floy=1

Tal como ya se calculé < A7) =2 ., porloque.
flo) =3

S @ = @+ DU = UG -2D] + (32T 1 3) - 21)

como lo iliustra la siguiente grafica :

Tty

L]
L]
-1
i
3
2
t
']

A o ™ 2 am T sT o T
I

A0 = @+ DIUQ - U211 + (32T 43 ) v —21)
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11.3) FACTOR DE AMPLIFICACION: & 450
Este teorema permite, como su nombre sugiere, calcular el valor de la

con a>0.
Asi se tiene que:
Si  Z[ ] =FG&)
Entonces: Z[ fin 2] = F(z)| T F(ze-aty
Demostracion:
Aplicando la definicién de Transfurrnada Zala funr::aén fin) €@ | se obtiene:

2w e ] = Zﬂnn T 270 = Zﬂnﬂ(z eaT)™

Por lo tanto:

Z[ R 3] = F)|,_,q-a1 = Flze®)
tal como se queria demostrar.

Ejemplo 5 .
Sea: i) = sen(2r) e U() . Calcular : Z[AN]
‘Solucion:
Z[sen@n)e®tu) | = 2[ sen@nU) ] I LAY, -
- poe5T | 22-22C0S(2T)+1 -
ze-5T gen (27T
Z[ sen(2n)e*U() | = [22E“ e -E’iasgz'rm ] ;[ 2] %2

4) TRANSFORMADA Z de la funcién: «fr) U(r)
Este teorema permite calcular el valor de la Transformada Z de la funcién
fiz) multiplicada por la variable ¢ .
Asl se tiene que:
Si  Z[A0]=FG@)
Entonces: Z[1fint() | = - zT [ F(z) |
mostracion:
ndo la definicion de Transformada Z a la funcién : ¢ flr){/(1) , se obtiene:

21 fiue ] = g(ﬂ‘lﬂn?} s sz(T) L 21f gzr) V31761 |

2 =2
De donde:

z

Transformada Z del producto de la funcién f{1) por el factor de amplificacion : ¢2t,




- Z[tfoum ] = zT[—rf:T) + zf(é?'T) + 3.)'{3?") o ] -zTZnﬁnﬂ P

z 2'

1)U ] = —2T -5 [Z fnT) z J = —2T -d—z[F{z)]

Por lo tanto : Z[tfu@] = -1 -L[ Az ]
lo que completa la demostracion.

= 00 ==

11.4.1) Ejemplos Resueltos I

Ejemplo 6
Sea: fit) =12U() . Caleular : z[ f1) ]
Solucién:
Z[ifu@ ] = —=T EE[thJ] pnriutan:u
Z[2u ] = z[1U@) ] = =1L {z[ wely (1)
Pero, segun ya se calculd en el Capitulo precedente z[ .!'U{t‘)] = zZI}E

Por lo que, sustltuyandnan (1), se obtiene:
2 o g 1 (z-1)%22(z-1) (z-1)-2z
Z[12U@ | = T4 I:{ L :r —zTQI: E— ] Ii = ]

) _ -1 (z+1)
Z[l U{r}] —vazl:( 2 1)3 :’ 272 Z1)°

Teorema de Traslacion.
— m —

Ejemplo 7
 Sea: fln) =2U() . Calcular Z[ fin ]
‘Solucién:
De nuevo aplicaremos la expresion : Z[1/) | = —27' -3 [F(z)]

‘En este casof{r) = F*UG) = Fz) = 272 ({:;1;3 segun se obtuvo en el ejemplo

‘precedente. Por lo tanto :

Z[Ru@] = 2[12ua) ] =_‘,,:5.q'::]:|_z {ﬂ,g (z+1)

(z-1)*

‘tal como se obtuvo en el Ejemplo 9.10 de Capitulo X, por aplicacién del Segundo
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o3 _ o3[ (2z1)(2-1)%32(z1)%(2+1) 7] _ 3[ (2z+1) (z-1 }—3z(z+1}:|
)] {T[ @1)° ] Fa @1)° -

24 4741
Z[Au® ] =zT3[ﬁ-jl

= 00 =
'Ejemplo 8
Sea: fir) = et U(r) . Caleular: Z [ fin)]
Solucidn:

Evidentemente, podemos considerar dos situaciones:
f) =[2u@]e™ | otambién, f1) =1 re>tU()]

'Método 1: En el primer caso, consideraremos que :

2{[ 2@ ] e} = {11 UOT}, oo = {—zT%Z[ t U(:}]}z=m5r =

2 —5t
z{[ fuw ] et} = { e 1}2}z=ze5f

de donde : ’
O oo 5t { p Te=12- 216 1) =[ m+1)}
I {!: [j{)]e } (Z l} zmzeﬁ'l' (2-'—]} Z=ZE.5T
~ Enresumen :

(ze’T +1)
(e - 1)

z {[ Puw | e >t} =T2%°T

‘Método 2: En el segundo caso, consideraremos que :

= 1e¥tuw]  =z[fn]=-T %{z [0 ], yesr ¥ =
} zTe”

z=ze5T 5-""—1}

z{[ PU@W ] e} =-2125T 4 [_z___} . dedonde:

(ze”'—l)

2 {[ fu] ey ——o12657. L2 _:% zz(z)e 1) et
zeT -1

‘simplificando :

z{[ U@ ) e} = T £ { e IJ”
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zel—=1)—2ze¥
Z{[IZU(IJ]E“&}=—2T2.¢5T ( (ze”)—l)3

de donde :

Z{[."ZU(I)]E‘_Et} -ZTZEET (Z'E +!)

{s:r' 1)

lo que confirma que el resultado es indiferente del orden en que se apliquen los
diferentes teoremas que eventualmente puedan estar presentes en la funcién
a la cual se le esta calculando la Transformada Z.

Ejemplo 9

Sea: flr) =tsen3t U(r) . Calcular: Z[fi1)]

Solucion:

De nuevo aplicaremos la expresion :Z[ ¢ fi) | = - zi" )]

En este caso(y) = sen(3)U() = 1) = o _;::L‘if;%} -
Por lo tanto :

Z[tsenGnUm | = 1S ( el 25, )

z2-27c0s( 3T) +1
De donde:

21 senGou ] = -z  Sen(3T) (22-22c05( 3T) +1 }-zsenr:ET}{zz—Ecus{ 3T) _

(22-2zcos( 3T} +1)?

22-2zcos( 3T) +1-2z°-2zcos( 3T)
(z2-2zcos( 3T) +1)?

Z[ 1 sen@3)U(1) | = —=T' sen(3T)

(-z2-4zcos( 3T) 1)
(22-2zcos( 3T) +1)°

Z[ 1sen(31)U(r) | = 2T sen(3T)

(z2+4zcos(3T) 1)
(z2-2zcos( 3T) +1)°

Z[1sen(31)U(r) | = =T sen(37)

11.5) TRANSFORMADA Z DEL PRODUCTO DE FUNCIONES: Z [ A7) g(1) ]|

CASO 1: Se conocen las Transformadas Z de las funciones f{1) y g(f) en
forma abierta, es decir, por la serie de Laurent que las define.
En este caso, la transformada Z del producto f{r) g(r) se puede expresar
también en forma abierta, por una serie de Laurent.

Demostracion:
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-

7)) = Eﬂﬂnn " :ﬁu}+£@+%+;’?’) +fi4?] o

Sea: <

0
Z[g®] = D gnl) " = g(0) + giTJ +ggi’) +86D  gGD

n=o 33 z

L
Aplicando la definicién de Transformada Z a la funcion producto : f{z) 2(1) |
se obtiene:

[0 gw)]= Y ) gDz =

=0

n
Z[fir) g0 ] =A0) £(0) + ﬂ"zg‘:ﬂ . ﬂzﬂ;{m 5 ﬂ”::fﬁ” S

De donde:

Z[ g ] =D AnT) gnT) ™"

n=go

lo que completa la demostracién. Por lo tanto, si se conoce la transformada Z
deflr) y g(r) en forma de serie de Laurent, |a transformada Z del producto
Z[ ) g() ] se puede expresar también como una serie de Laurent.

NOTA: Obsérvese que Z[ fl1) g(9) | = ZIfin] - Z[g(1)]
==

CASO 2: Silas transformadas Z de las funciones f{r) y g(r) se conocen en
forma cerrada, se puede calcular Z[ fz) g() | también en forma cerrada,

es decir, sin necesidad de tener que obtener primero el desarrollo en
serie de Laurent de F(z) y G(z).
En este caso, sin embargo, sera necesario evaluar la integral de Linea (o
integral de contorno) que se muestra continuacion:

Z
A f0e0] = A g0,
Demostracion: ;
Sean F(z) y G(z) dos funciones analiticas en los dominios | z| >R, y
| z| > R, ,respectivamente.
De acuerdo con la definicién de Transformada Z podemos escribir:
o
Fz) = Z[ fin]= Y fmT) z™", es analitica para todo = tal que: | z| > R, .

n=o
Es decir, | z| > R, encierra todas las singularidades presentes en F{(z).
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Ademas,
o2
G(z) = z[ ()] = D e(vT) =", es analitica para todo = tal que: | z| > R,
n=un

Es decir, l z| > R, encierra todas las singularidades presentes en G(z).
Las figuras 11.4 y 11.5 ilustran estas consideraciones :

Fa

AR
\\*‘#/J"s;. " Rz

Fig.11.4 : | z| > R, Fig.11.5 : | z| > R

NOTA: Se ha supuesto R, > R,.lo que no restringe la generalidad de la
demostracion.

Hagamos el cambio : z = w en F{z) y tomemos R = Mayor{R;,R.}.

Se obtiene entonces que :

=]
Fw) = 3" fimT)w™", es analitica para todo w tal que: | w| >R ... (1)
N=un

Hagamos ahora el cambio : z = & en G(z) ytomemos R = Mayor{R,,R,}

Se abtiene:

G( )= fmD) (&) = DewDz™" 2)

n=u n=a

Evidentemente, G( &) es analitica en una region: | & | > R, es.decir,
para |z|>wR Esta region estara:

Fuera de la circunferencia |z| =R, si |wR|>R = |w|>1 (VerFigura11.6)
 Dentro de lacircunferencia [z| =R, s |wR|<R = |w|>1 (VerFigura 11.7)
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' Las siguientes figuras ilustran lo agui expuesto:

=

)
%

Fig.11.6: | wR| > R Fig.11.7: | wR| <R

Mult:pl:-candn miembro a mlambm las series (1) y [2} se obtiene :
) 6(5) = 3 AnDyw™ - Y goDs"w" = 3 Zﬂmﬂg{nnf"wm

m=a n=a m=agN=¢

w>hR
| 2] > | #[R
Consideremos ahora una circunferencia de radio p, centrada en el origen del

plano complejo de los nimeros w, tal que p > R. ( Ver figura 11.8).

como lo ilustra la siguiente figura.

Fig. 11.8: (Planow: | w| =

La condicién | w| = p exige asuvezque: | z| > pR

De acuerdo con el Teorema de Laurent, el desarrolio en serie de Laurent de
la ecuacion (3) converge uniformemente en un dominio del plano w que
contiene a la circunferencia I w} = p, por lo tanto, también corvergera en

dicho dominio el desarrollo :

Evidentemente, este desarrollo sera también una funcion analitica y exige que:

Cologuemos la variable w sobre esta circunferencia, de tal manera que: | w| =

e
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AT fthG(w:a—L%-Z Z mT) gnT) z”"w"™™

Podemos por lo tanto integrar término a én'runn esta serie, alrededor del
contomo | w| = p, de tal manera que:

% f F{W}f{r] = gm § Z Z D) gD 2 ™ e

| wl=p iwWi=p H= =
De donde :
§ F{WJG(%} zm Zﬁmﬂg‘fﬂﬂf f "—"";;idw @

|W|=P |w|=p

Para evaluar la integral del lado derecho, recuérdese que, si k = entero,

entonces: f w"dw={u'5'k¢]
Imi, Sik=-1
|w|=p

En consecuencia,se puede observar que todas las integrales del lado derecho
de la ecuacion (4) son nulas, exneptu cuandon = m, yen este caso:

S § T, - Zﬁmn g =" (i) = 3 fonD) g7 2"
|W|=p =0
Pero,
o
2 fmT) gnT) z™" = Z[ f1) g(0) ]
N=o
Por lo tanto:
Frw G
dA)e0)] =5 § —02E gy
|wWi=p
lo que completa la demostracion.
= 0O ==
11.5.1) Ejemplos Resueltos lil
Ejempl::_r 10
z[ W] = Z{nf‘) 2 = %+§—1+%+§{-+-- .
Dado <

e o]
= - sanT sen2T , sen3T , sendT
Z[ sent]-Zsen(nsz = =) 3 ke

Calcular Z[ 1 sen tU() |
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Solucién:
Evidentemente, estamos en presencia del Caso 1 antes expuastn por lo que:

z[fsen tU{r]] Tsen'r szenzT + __'_r_igggs_ —— E [nT}sen{ nT)

= 00 ==
Ejemplo 11
Dado : fir) = sen?t
Caleular : z[ AU |
Solucién:
Método 1: Forma abierta
Considerando:
o6 o
) =sentsent = Z[ sen’sU(1) | = Y sen(nT) sen(nT) z™" = >0 senZ(nT)z—"
n=o N=o

Luego:

_ _ sen?(T)  sen?(2T) sen2(3T) sarﬁ{#Tj

Zlsen*U(n)] = —5 e 3 —— - =

2 B sen?(nT)
Z[ sen fU(r}] = Z A
N=g9
Método 2: Forma cerrada
Considerando:
fi) =sen?t = ﬂ-—;si-zl = z[ sanﬂU(r]} = "12'2[ 1-cos2t] =
2 =1 = = JF = - 2Lercoszi]
Zisen*1U(n)] = 5 2LU) —cos20U(0)] = T[z_—f 22 2008 2T+1 J
O tambien:
g L 1 z-cos2T
ZLsendi] = -2-[ z-1  z2-2cos2T+1 [’ | z| > 1
— G-Q —_—

Ejemplo 12
Encuentre : z[re®t()] , a>0
Solucién:

Aplicaremos el método antes descrito. Asi se ctutiena
A0 =1U() = Z[ fi) ] = Fz) = = 1}2,

o) = ATU() = Z[ g ] = G@) = W | 2| > caT

Obsérvese que:

@) Fz) tieneunpoloen: |z| =1

b)  G(z) tiene un poloen: |z| =e8l 5 | pues a.T> 0

Por lo tanto, el producto F(z) - G(z) es analitico en la corona circular:1 < ] z' <l

|z >1

364




(Corona:l < | z| <e?T)
De las expresiones anteriores se obtiene:

G( %) = G-  Gwe)

Por lo gque:

wi 5 ( z 'i')
sl z—we?
21:ii (»=1) W dw

2[f0 80 ] - 5= fHWJCr( %) 4

wi' z
(w—1)2 (z~weaT)
¢ W

| wWi|=p

Z[fng®0)] = - dw, donde :p > 1, 2T
Luego:

1
aT)

z[:fﬁf{:}]:%} (z_wz dw ...(1)

1
|Wi=p (o=

Para evaluar esta integral se puede aplicar cualquiera de los siguientes métodos:
Método 1: Aplicando la "Extension de la Férmula Integral de Cauchy"

antes expuesta :
|
7
z[ U(r}]= T § (z'wga)d,.,:_LL_d__ 19
2n 1 (w-1)2 2ri Al dw | (z-wedT} | 4
=p
de donde:

ar aT HT
z e | =a| —& .. =pP €%
[” :':I 2 [[z—we-ﬂ'] J i = (=- EET)E

Método 2: Aplicando el "Teorema del Residuo" anteriormente expuesto:
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1
§ z—-waﬂl

dw = szRes[H(w} w = w, interiores @ [w| = p |

—)
wl=p Sy j=1
fz-wedl i
En este caso: f ~oy—dw = 21i [ResHON,w=1]  ....)
|Wl|=p
Pero:
1
(z wedl )
ResH(w),w = 1] = 1+ Iim < -4 -
! Wi =1] framy ) aw| @1 (w—1)2 -
[RESH{W},W =] ] = |lim {"air'—[ #]} - Im] EET 5 = ent 5
W1 (z-wesT) w—1 (z—weaT) (z—eaT)
Sustituyendo en (2). se obtiene:
iz=wedl
i 1 _ . gal
lef ) = ey
Sustituyendo ahora aste resultada en la expresion (1) se obtiene finaimente:
Z[r é U(:J] =2 gpy O o @Sl
E I{:Z— E“T] 2 {Z—- gaTj 2
tal como se obtuvo por el método anterior.
Ejemplo 13
Sea fir) = rsentt/(r)  .Encuentre: Z [ f{1) ]
Solucién:
Metodo 1.
Paso 1:
Aplicado el método antes descrito, se ubtiene
f@) = W) = ZIf0)] = Fz) = 1}2, |z] > 1
A 2 _ zsenT T
gt) = sentu() = Z[ g ] = G(z] =, | z| > 3
Obsérvese que:
a) [K(z) tieneunpoloen: z, =1
b) G(z) tiene dos polos derivados de la ecuacion ; 22 — 2zcos T+ 1 = 0
_ z, =cosT+isenT = |z,|=1
es decir, en
z; =cosT—isenT = [z3| =]
La ubicacion de los polos de F{(z) yde G(z) en el plano complejo, sera:
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(Corona:|z| > 1)
Paso 2: Definicionde Ry p

R= Ma}w{z.[,zz,za}

Tal como se demostrd en el Teorema resp-acﬁvu:{
' p>R

Porlo tanto, en este caso : p > 1

=
-IQ_V: ,4 S

(Contorno de integracién ;| z| = p > 1)

50 3: Construccion de F(w) y de G(z/w)

i R, _ o wl
1) by i

zsenT (z'w) senT zwsen T

Eeee—— S Jltw = = =
z2-2zcos T+1 ) (zw)?-2(ziw)cosT+1  z2-2wzcos T+w?

Paso 4: Construccion de Z [ fig() |

|. sz avsenT .
iw-12 2 PwzeosTiw
Afng] =5~ § Iy =
| | W|=p>1
Afog) =& § W sent

(w-1)?(22-2wzcos T+w? |
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Paso 5: Ubicacién de los polos del Integrando, respecto del contorno de
integracion | w| = p > 1.

El integrando presenta :
w =1 : Polo de orden 2, interior a |w] =p>1

v roreten sl Lo w(cosT'+isenT)
= =w(msT—.fsenT)

Ademas, w esta sobre el contorno de integracion, por ser la
variable de integracion; porlotanto: |z,| = |zs| = |w| =p>1
En consecuencia, z, y z, estan sobre el contorno de integracién,

por lo que este método no permite determinar el valor de la integral
de linea planteada.
Método 2:

Obviamente, la transformada Z planteada también puede determinarse
de la siguiente manera:

Zltsem Ul | == T.d_z sent U | = - T___l'._‘L zsenT
[ g 0] =T (z2-2zcos T+1)2
T(22- 2_2(22-2zcos T+1) (22—
Z[1sen: U(r) | s (22-2zcosT+1)"-2(z 22“‘: +1)(22-2c0sT)
(22-2zcosT+1)

senT(z2-2zcosT+1)-4(z—cosT)

tsent UY) | = =T
[ ©] (z2-2zcosT+1)°

) TABLA DE TRANSFORMADAS Z

Se presenta a continuacion una Tabla de las mas importantes Transformadas Z,
la cual es de gran utilidad para la resolucién de futuros problemas.

Muchas de las mismas han sido previamente calculadas. Otras se dejan al
estudiante como ejercicios propuestos :
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TABLA DE TRANSFORMADAS "Z"
Zfn) = 3, fnT)Z™"

i Z[fin] = Az) Domonio
1,sit=0
U(e) = T <
0 {ﬂ.sifql} z-1 Hid
l,sit=>T 1
§ =5 {ﬂ,sir{ﬂ z-1 |z|}l
(1) & fT]’}z |z] >1
2U() % Fielioe
2 o
(1 +f)U{f:l % lzl > 1
Zfl)] = Fz)
At - kDUt - kT) z*Az) k=0
f)=0,sit<0
AE+HD) 2 [F(z) - 10)] - 2'AT) - 22A2T) - Zwi];um}
—vee=z [ fk—-1)T] o
A =0sit<0
e AU aT I zl g _ET=
(Factor de Amortiguamiento) R z-geer = F(2e"") az0
- = _aTg
e—&tu{” - j_aT |.E| }}eﬂ
= as
Z—ef a=10
AN e+ 1) LTT | 2| > 2T
z-e8 a=1
at 2TedT | ZI > el
i G-e) a0

J———
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TABLA DE TRANSFORMADAS "Z"

( Continuacién )
0 Z[ ﬁf)] = Hz) Domonio
= sen{aT} [ zl >1
sen(at) 22 —2zcos(aT) + 1 a real
z[ z—cos(aT) | 2] >1
cos(at) 22 —2zcos(aT) + 1 { a real
2 senh(aT) | 2] > BT
senh(at) z2 — 2zcosh(aT) + 1 { a real
o[ 2 cosh(aT) ] Il > BT
cosh(at) z* — 2zcosh(aT) +1 { a real
i) -zT [%;} ] Fz) = Z[ o) ]
U - Ut =T) e v2=0
Ut—T) - Ut - 21) zz-lél Vz 0
A1) s | 2| > 3T
(Factor de Amplificacién) ) lgmzgror=Flee ™) a=0
) z| > &7
0 L l l— >0
T ar
- ze®' sen(bT) |z] >e
e“sen(bt) 72 _ 72081 cos(bT) | a.b > 0,reales
(1) zi-s(’_"n]ma = i
5(t—nT) 5 =R Yz+0
it
k( TJ - 3 - [ :»:l >k
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| TRANSFORMADAS Z INVERSA : Z !
Consiste en obtener la funcién A1) a partir de F(z) = Z[ f{z) ], en donde:

Z[ ] =D fn) "

n=u
Recordemos la generacion de la Serie de Laurent que caracteriza la
Transformada Z.

|
M, T

( Modulador con constante de tiempo: T)

Estrictamente hablando, dada la falta de unicidad de la Transformada Z, la
‘operacion de encontar Z~'[ F(z) | = f(z) no es posible pues como se ha
sefialado, dos o mas funciones distintas de r pueden tener la misma
transformada Z. Por lo tanto, dado F{(z), lo que podemos obtener es la
‘sucesion o conjunto de nimeros f(nT), para n = 0,1,2,- =«

- Se define entonces como Transformada Z inversa a la salida del Modulador,
-es decir :

Z[Fz)] = fnT) = fi1) 61(1) = A0

11.7.1) Calculo de la Transformada Z Inversa
Para el célculo de Z -'[F(z)] se pueden presentar tres casos,
‘a saber:

CASO 1: F(z) esta dada en forma abierta
SiF(z) se expresa en forma abierta, es decir, por medio de una serie
de Laurent, tal como lo indica el lado derecho de la siguiente ecuacion:
i 2T) . H3T) . HeT
o) = /)] = f0) + 2 + 120, 16D 1ED) .,
‘entonces:

Z7'[F(z)] = finT) se obtiene por simple identificacion de los coeficientes
de los términos que contienen a las potencias: z° !, z7%,+ .«
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Ejemplo 14

( f0)=0
=T
Sea: Fl(z) = -l—+§—l+i—g+;—1—+--* = 4 f2r) =2T

) =T, n=0,1,2,-

Luego, Z7'[F(z)]=fnT) =nT, n=0,1,2,+--
NOTA: En este caso, se puede sugerir una solucion para la funcion f{1), tal
como lo ilustran las siguientes figuras:

ttan) : {l’” 51

- a T 2T 3T AT T -1 * ' 3 1 . '

b i

( finT) =nT ) ( W sugerida = V(1))

finT) = nT = ) mgerida = 1 U(F)
Recuérdese que, efectivamente:

ao
(0] = 200 =B = Ts e s oo
i B
Z[fof}]=T[—§~+%z+z%+---]=T () _ o

(-2 7

tal como se obtuvo anteriormente.

CASO 2: F(z) se expresa en forma cerrada

Si F(z) se expresa en forma cerrada, es decir, por medio del cociente

de dos polinimios de z. En este caso es preciso obtener un desarrollo de
Laurent valido en un dominio anular centrado en el origen. El radio exterior
de dicho dominio anular debe ser infinito (| z| > R)).

Para encontrar la transformada Z inversa, todo lo que tenemos que hacer

es expandir dicho cociente, en potencias de z" por una simple divisién larga.
Los coeficientes de esta serie seran los valores de Z ~'[F(z)] = finT), en cada
instante de la muestran = 0.1,2,-+ -
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Fe) = 2] = A0 + 52+ 120 KD KD
Ejemplo 15

Dado F(z) = E'E'T encontrar : Z '[F(z)]

Solucién:

,ai’sntes de realizar la division, es necesario ordenar tanto el numerador como

el denominador, en potencias crecientes de 2.
Asi se obtiene:

S g i 1 1 -
.th -—H—q“]+‘§“—+z—2+z—a+‘ ¥ IZ’}I
Luego:
P
f0) =1
S =1

RN =1 F | S ZFE)=AnT) =1, ¥a=1012 .

LoD =1

NOTA 1: En este caso, se puede sugerir una solucion para la funcién f1).
En efecto, de los siguientes gréficos se deduce que :

Fanf) A 1| )

(Z7'[F@)] =fnD) = 1 ) (A sigeriaa = U(1) )

a) La grafica de la izquierda corresponde a un tren de pulsos igualmente
- espaciados, cuya amplitud es constante e igual a uno.

b) La gréfica sugiere que : f{1) .qrie = U/(f), COMO muestra la gréfica de

~ laderecha.

NOTA 2: Obsérvese que también puede sugerirse como solucion /1),
alasefial fi)ugenaa = 87(1) = > 8(t—nT) ., n=0,1,2,+-
n=u

Obviamente, ambas funciones de  tienen la misma transformada Z.
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Ejemplo 16
Dado F(z) =

_1 }2 . encontrar: Z'[F(z)]

Suiuuiﬁn:
Ordenando tanto el numerador como el denominador, en potencias
crecientes de z”, se obtiene :

= — T
) {z 1 JE u 22—22:+1

Efectuando esta division larga, se obtiene:
F{z)uT{-r+l+1+—+ ] Z{n]"]z |z >1

z3

de aqui que .
_IEHZ)] E'i[{ ”2] =MD = D) = Z(HT) 8(t —nT)

n=uo

NOTA : En este caso, se puede sugerir una solucion para la funcion f{r).
En efecto, de los siguientes graficos se deduce que .

Lg L
LiaiT] 1 it =T

( finT) =nT ) ( A1) sugerida = t(r) )

a) La grafica de la izquierda corresponde a un tren de pulsos igualmente
espaciados, cuya longitud aumenta directamente con el tiempo T del
Muestreador.

La grafica sugiere que : f{1) wgends = ¢ U(1), como muestra la grafica de

la derecha.

Ejemplo 17

o) = 2z°-52+6 AP
Dado I'(z) = EECE NI IR encontrar : Z-'[ (z) |
Solucion:

Los polinomios del numerador y del denominador son primos entre si.
‘Ademas, los polos de F(z) son:z, =1,z, =-2 y z, =3, porloque
las posibles regiones de Laurent alrededor del origren, son
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a o ‘ Rl:|z!-c:1
* fh:l{[zl{i
e | R;:E{Izl{?:
Ry : |z| >3
( Regiones de Laurent )

De acuerdo con la definicién de Transformada Z , el radio exterior de la
region correspondiente debe ser infinito; por la tanto , la regién para la cual
lafuncién F(z) dada representa una Transformada Zes : Ry : | z| >3 pues
sblo en dicha region se garantiza un desarrollo de Laurent con potencias de z,
-exlusivamente negativas.
‘Ordenando tanto el numerador como el denominador, en potencias
crecientes de z", se obtiene : .

— _ 22 bziB
F&) = 2 521

'Efectuando esta division larga, se obtiene:

kg o pa i S W

'NOTA : En este caso, se puede sugerir una solucién para la funcién /),
como se ilustra en los siguientes graficos :

finF} 18 ity

( JnT) = nT ) {ﬂf}sugaﬁda =1z} )
La gréfica de la izquierda corresponde a un tren de pulsos igualmente

espaciados, cuya longitud es igual a fin7) = 0,2,—1,14,15,+ « -
La funcion : fir) ugena S€ Muestra en la grafica de la derecha.
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CASO 3: Integral de Linea
Otra forma de obtener Z ! F(z) | = AinT) , cuando F(z) est4 dada en

“forma cerrada, es por medio de una integral de Linea como se muestra
a continuacion:

polo de F(z) més alejado del origen de coordenadas (R =|z|
Entonces:

MRS )

Z7[R@)] = fnT) = szﬁmdz , m=0,1,2,0-

é} C es cualqguier circunferencia centrada en el origen y de radio
~ superioraRr.

(Contorno | z| =p>R)

'b)  Enciertos caso en que F(z) es una funcion simple, se puede
evaluar la integral anterior por medio de la Férmula Integral de
Cauchy o de su Extension, ambas expuestas con anterioridad.
€) Para ciertas funciones /{z) mas complicadas, la integral puede
a menudo evaluarse con ayuda del Método de los Residuos que
se estudié en el Capitulo precedente.

‘Ejemplo 18

Para el caso del ejemplo antes propuesto, F(z) = ( ZIjz ;
: o

se tiene que:
L 2

L S 1z = zn

' Sol) = 5 § z!n S Etrif {2_1}2;&

1 c

‘Como F(z) es analitica en todo punto del plano complejo excepto

en z = 1,definamos como contorno de integracién € la curva

|z| =p>1, conloque:
T iy

Sea F(z) una funcién analitica para | z| > R, donde R es el modulo del

L S n 1 d n
fonl) = {3_1)2&_'2?7? {;1 21:!'[ 1_d_[z :Iz_.,
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fon) = Tns | <nr n=01eee
z=1

Las graficas de finl) y de flt)apenaa SON, por supuesto, las mostradas
en el Ejemplo 3 inmediato anterior.

= 00 =
Ejemplo 19
Dado F(z) = Fﬂ}- calcular: Z-'[F(z)] = finT)
Solucién:

Fiz) = {TETT = la Unica singularidad de F(z) es ;| z=1

Por lo tanto, la regién de convergencia de la serie de Laurent
correspondiente es: | z| = p > 1 (radio exterior igual a infinito).

En consecuencia, la frayectoria de integracion C seré: | z| = p > 1,
porloque z = 1 es un Punto Singular interiora C.

(Contomo: [z| =p>1)
Por Io tanto,aplicando la Extensién de la Férmula Integral de Cauchy,
~ se obtiene:

finl) =

1 F(z) s 1 i_'zf1-
27l ! z1-n" T 2§ zin
. i

= .3 i
dz = 5= § zn% =

| Z|=p=1

; 1 g z"
3 fn) = e (2ri) [(z—]}ﬁ]z=1 =1 ,¥n=0,1,2+:-
NOTA:
Si se desea aplicar el Teorem de Residuo para evaluar esta integral, se
tiene (z = 1 es un polo de orden 1:

[ n

fol) = ghromi) e[ -1)25 ], =[], =1

Es decir, finD) =1 , ¥n=0,1,2,---

= O =

1.2) Propiedades de la Transformada Z Inversa
La Transformada Z Inversa tiene las siguientes propiedades:
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Linealidad
La operacion que define la Transformada Z Inversa es lineal, es decir,

Z ' aF(z) + bG(2)] = Z7'[aF(2)] + Z7' [bG(2)] = aZ ' [F(2)] + bZ7'[G(2)] 27 =
Z ' [al(z) + bG(z)] = aftnT) + bg(nT)

Ejemplo 20
Dado: F(z) = Z"'1 zt1  encontrar  AnT)
Solucioén:
o) =
=1
F(z) = ——J-==';r é}- =f0) + =5+~ KT) fGZT} +eose = j;;;} =y
finT) =0,Yn=3
La grafica de finT) sera:
rinT &
: a T aT 3T 4T -

(AnT')
So se desea aplicar el Caso 3 (Formula cerrada ), obtenemos:
(z+1)

z+1
. 1 {T =g gey== i
S = 229 inde= oY ia =37 §
e & | z]=p>0

{z+1)zn

dz =
23

Aplicando ahora la Extension de la Férmula Integral de Cauchy a
la integral de la derecha, obtenemos:

378



~

1 2
n=ﬂ=&ﬁﬂ}=ﬁl !fp}ﬂ [z:sjdz= 2 @) 3 [dz(z+l}]z=0:ﬂ
Zl=
n=1=fn=4 § Ele-tomi[den] =
|z|=p>0
n=2=f27) = 2:1:| f ﬂdz H[Z:ﬁ};t—[{z+l}]z=ﬂ=l
12)=p>0
1
n=3=f37) = $ ':z;)dz'=-2=ﬁ.- § @rn=o,
|2/=p>0 12150
| 7=456,++= i) =0, ¥n>3

En resumen, una grafica de i) uerita . Puede ser cualquiera de las
siguientes funciones:

1, sit=T
w=Ut-T) = ? =
o ke {U,singtc'r
L 4
R
R sugoriaa = UGt = 1)
— 00 =—
B)  fugerita= D 0G-n1) =

n=1
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(LAY 1

- g me g mm = —— g

1= =y

SO agerta = Y, 8(¢ ~nT)
n=1

— 00 —
€) RO mgorids = ]'[(*“"T) n=123-»

LIL Y]

o5

SOmgeras = [ (1)

Si desea apllcar el caso 3:

o = s G- 3§ - g e

fAnT) = E—:ﬁ-(l:ri) =1, V¥n=0,12,
Evidentemente, paran = 3 la integral anterior se reduce a |
finT) = o'y 55 (z+1)z"3dz = 0 por el Teorema de Cauchy-Goursat.

En resumen:
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n=0 =fi)=0
n=l =‘ﬂ_” = tal como se obtuvo anteriormente.
n=2 = f27) =1
n=3 = f37) =0
Ejemplo 21
Dado: F(z) =2,  encontrar: Z[fz)] = AnT)
Solucién:
Método 1: Dhteni?ndu la serie de Laurent correspondiente
z—-1)+2
Flz) = 21 = {Z_Jl* RPN N\ (1)
Pem;!zj:z(i}] =-§-[!+—%~+z%+---], para : || <1,
es decir, para: | z| > 1.
Luego, sustituyendo en (1):
fl)y=0
F{z}=]+%+%+3—a+--- =<4 fI) =2
fnl) =2, vn>1
Las gréficas de finl) y de 1) ugerids. SEFEN
EinTi F1t]
E T *T T 4T ST 5 5 T T a7 AT T v
( fnT) ) ( ST sugeriaa )
donde : K0 sugerida = 85(£) + 2U(t = T)
o también : S georiaa = UW) = Ut =T) +2U(t = T) = UG + UGt~ T)

Método 2: Efectuando la divisién correspondiente

fo)y=10
F{z)=-§—"j—=l+-§-+z%+zz—3+---=: AN =2
finT) =2, Vn=]

tal como se obtuvo anteriormente.
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Método 3: F(z) = _ =1+2  =fi)=U®+20¢-T)

Método 4: Ca[culandu la Integral de Linea

finT) = L f ) =Cesh

z1—n — 231: {z 1)

circunferenma | 2| = p::-l

{l.z|=.ﬂ'3"1:I
Para:n =0
(z+1) Resf(z) + Resflz)
| ﬂ)"ml§13{=‘”dz ZEI:2=D z=1 :’
e p>

Calculo de los Residuos:

[:Re.y'ifz} i e [ (@) _]’ml: @) 7

g ZZzy | TS| TEm

Ademas: B
. Resf(z) : (z+1) .| (z#1)
4 [ i :ﬂ[("’_”m-u Zi'-.“:’[“_?“ =
Por lo tanto : flo) = —I:I—i-{zm}[ -1+2]=1
Para:n =1
{z+1) Resfiz)
ﬁT}—E; § &n o znu{z’r:":zzl :|
|z|=p>1
i O también, pnr el Teorema Integral de CEUCth’ se tiene que :
2n:(2’t!)[3+11

Para: n = 2



(Z+1; Zz+1;

1 T2 _ 1 ==

A7) = £ f (211—2‘:#_ 2mi § {z}'iﬁ:

LZ1=|}}1 izi=P}1

z{z+1) 1 ; -

= § r k=@ [z+1)], =2

| z|=p>1

n-1
Evidentemente, n > 2 = finl) = ﬁ‘ § : - {2‘5—214?} W =
| Zj=p>

. fnT) = %{2@[:“‘1 =+ ]J]z=1 =12
En resumen;

p=0  =SA0)=0

n=1 = AN =1

n=2 =02 =1

n=3 = fi37 =0

tal como se obtuvo anteriormente.

Condicion para la Existencia de la Transformada Z Inversa

Jna funcién F(z) dada no posée necesariamente una Transformada Z inversa.

En efecto, si F(z) no se puede descomponer en serie de Laurent de la forma
o0

D Chz . Cu=fr]) ., nr=012...
N=

b

no es posible obtener la Transformda Z inversa.

Por ejemplo, las funciones : E;i sen(z), no tienen transformada Z inversa,
Obsérvese que ninguna de ellas posée limite cuando z — = y una funcién

q g po
F(z) que se pueda desarrollar en serie de Laurent de la forma deseada, debe

tener Iimite cuando z —+ «. Dicho limite es C, = f{0), es decir,
}i_% Iz) = f0) + =
== Olﬂ —_—

11.7.4) Ejemplos Resueltos lil
iplo 22

Encontrar ; Z! [ e ]
T 3z2 4z+1

Enlaregién |z| > 1

da)
|
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b) Enlaregion & < |z] <1
Solucion:
Método 1: Descomposicion en fracciones simples
Este problema puede ser resuelto por el método de la "division larga", para lo cual
debemos ordenar numerador y denominador en potencias crecientes de z".
Sin embargo, haciéndolo por este camino, no tenemos seguridad de que podamos
llegar a una forma cerrada como respuesta. Por esta razon, factorizaremos el
denominador de la expresién dada y usemos el método de descomposicion en
fracciones simples.
Observemos que se necesifauna z en el numerador a fin de encontrar
la Transformada Inversa usando directamente la Tabla antes mostrada; en
consecuencia, se tiene:

Fz) _ 1 _ 1 _ 3_[ 11 ]

z 72 47 1 3z-1)=z-1/3) 2| (z-1) (z-113)

Por lo que :

Fz) = %[(TE‘W"FZFSJ:’ =F,@+F,@, [z|>1
Entrando en la Tabla anteriormente mostrada, se obtiene :

oo
Primera fraccion :  F, (z) = % {zi} = ZF,(2)] = -%U*(:) = _;_ > 8( 1—nT)
M=

2+
Segunda fraccion : 7, (z) = %ﬁ = Z[F, )] = %[%)‘F U(.f)]

En ambos casos, hemos usado el simbolo (*) para denotar la salida del

Modulador con constante de tiempo T
Las respectivas regiones de convergencia se muestran a continuacion:

Luego,




@) Para | z| > 1 ambas fraciones parciales son vélidas, por lo que, en este
caso:

rl[@iﬁ]z%z_’[(;—n_(zjfm] .................... (1)
pero:
2 &5 |-vro- Za(: B o I @

24[ z_m] [( )T ] - (L ] 51(1) = niﬂf"&(r—ni’} . 3)

En resumen, sustituyendo (2) y (3) en (1), se obtiene :

z—l[m] Za(: nT) - -L“Ea 5t —nT)
O también :
(= ]
;ﬁn1}=z-l[azziz+1 =%r§](1—3*)a(:—nr} .|z >

cuya grafica se muestra a continuacion:

TinTh L

( Pulsos : finT) )

' Obviamente, en este caso se puede sugerir como funcidn f7) la siguiente
- solucion :

i
SO ngoniaa = 0@ - F(1) T v = L[ 1-37YT Jue

cuya grafica se muestra a continuacion :
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L e i T S ————

e e e e e

( A1) sugerida )

Para el dominio :% < | 2| <1 la fraccién parcial (TIIT no es valida,

por lo que, en este caso:

z~1[-3—22_24?:| =%z-1|:—f-z-_—!-|-ﬁ)—:| B
pero .
2oty |- (D] - @) For0- T 5 s-m o)
n=o0

En resumen, sustituyendo (5) en (4), se obtiene :

o0
z-l[ﬁ] = finT) = -%Eﬂr“a(:-nn, F<|z]>1

cuya grafica se muestra a continuacion:

( Pulsos : firT) )
Obviamente, en este caso se puede sugerir como funcién f{1) la siguiente
solucion :
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SO geria = ~337 V(1)
cuya grafica se muestra a continuacion :

i_:'gi 4

«T 5T sT 1

(ﬁﬂ supertda }

‘Método 2: Aplicando la Extensi6n de la Férmula Integral de Cauchy
(O el Teorema del Residuo)

Por este método se obtiene:
=
- g 3E-1z-11) . - 3 z"
L) = 2w ] Zi = Fé B E =

z, =173
s puntos singulares del integrando son :{ 1 :
32. =

por lo tanto, el contorno de integracion € sera :
Caso a: Dominio |z| > 1

El‘lEStIaGESJEl:C'=C.Elr‘|I |z|::-I =p,>1

Caso b: Dominio 1 < |z| <1

. Enastecaso:C=C2! %{|z|{l :}%{pzﬁl
ﬁmbus contornos de integracidn se muestran en la siguiente figura

(Contomos C; ¥y C; )
Dominio: |z[ > 1
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Los puntos singulares z, = 1/3 y z, = 1 , son ambos interiores al
contorno C, : |z| > 1, luego:

voroe |z I-—i1>1 (m)‘k

Obsérvese que el numeradorz" es analiticoen |z |= p >1,vn =0,1,2,- -+

Por lo tanto, aplicando el Teorema del Residuo, obtenemos:

ﬂni‘l=;ﬁﬂﬂ}[ z=18 z=1

o) = 4| 25|+ )~ 5[%*%)]

de donde:
fl) = 21 +3 . |z[>1, #=0,12+.-

ResFl(z) + ResF(z) :| -

o también : fnT) = % > (@ +3M)5(t - nT)
n=0

Dominio: %— <|z] <1

En este caso la trayectoria de integracién es :C; - -13- <|z| <1, por
lo que sélo el punto singular z, = 1/3 es interior a ella.
Enmnsamanda:% <p,<1

e *;*f*l |§ (e )= | z;f ("__{zfg] )‘*
4 .

f 1} es analitico en | z [=p,>1,
Vn=0,12- Por lo tanto, aplicando el Teorema del Residuo,

abten;n:m:a.
ResF(z)
SfinT) = o= (2n J[ it }
AnT) = [ (zﬂ}

13T 1@ g0
zJ] [&4 ] 3@ "z
de donde:

fal) =313 3"6@-n1) . A<|zl<l, n=012...
n=0

Obsérvese que el numeradnr
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Ejercicios Propuestos

: 2
I° Dada la funcién:  F(z) = — 8%
3 ©) 23 322_2.3

a) Descomponga F(z) en fracciones simples.

b)  Ubique los polos de F(z) en el plano complejo.

¢) Determine y grafique las posibles regiones validas para un
eventual desarrollo en serie de Laurent, alrededor del arigen.

d) Determine el desarrollo en serie de Laurente gue sea vélido en
cada una de las regiones antes calculadas.

e)  Efectle las dos " divisiones largas " de interés para la funcion F{z)
dada.

/) Escriba al menos cinco (5) conclusiones sobre los resultados
obtenidos en los literales a) hasta e). '

' 2
2 Dada la funcion: R =,
) o 23-32°-2+3
Evalie la integral 7= f Fl(z)dz siendo p tal que:
[z]=p
a) p=<l : b) l<p<3 - ¢) p>3

d)  Determine Z-'[ F(z) | por tres (3) métodos diferentes.

e)  Sugiera una solucién para f{t), en correspondencia con los
metodos antes citados.

f Determine los valores de: f{0), AT) y A=)

g) Sugiera una gréfica para la funcion f1).

TRAMSFORMADA Z INVERSA DEL PRODUCTO DE DOS FUNCIONES DE z
‘Supongamos que tenemos dos funciones Fiz) y (i(z) Y que coNocemos
‘sus transformadas inversas f(n7) y g(nT), respectivamenete. ; Podemos
calcular directamente Z-'[ f(z) - G(z) | ? Larespuesta es afimativa. Para

‘demostrarlo, es preciso definir previamente el concepto de Convolucion
de f{r) con g(r), que se denota por: f1) * z(r) y se escribe

Convelucion de f(i) con g(1) = fir) = g(1)
11.8.1)  Definicién de Convolucién

La convolucion de f(r) con g(1) se define por :
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o
g =Y fkD) +g[ n-I)T], n=0,12-+.
k=0
De esta definicién se deduce de inmediato que :

oz
g x f) = D gk f[ i -B)T] = A (),  n=0,1,2,+++
k=0

es decir, la operacién matematica que define la convolucion de dos funciones,
admite la propiedad conmutativa, cuando f{r) y g(¢) son iguales a cero para

t < 0. Obsérvese que, en ambas sumatorias, basta con sumar los términos
desde k = 0 hasta k = n.

11.8.2) Transformada Z de la Convolucién
La funcién g(z) + fir) define una funcion de la variable (nT’),
donde:n =0,,1,2,+++
Sea:
(T) = R0y« g(0) = Y SKT) - gl(n—K)T] , n=0,1,2,4+

k=o
Por definicion de Transformada Z , se tiene que:

2[ D] = i { g‘,.ﬂkﬂ -g[ (n—k}r]} "

Hagamos: (n —k) = m = n = k+m , porloque:

ZIKD) = 3 { Z.ﬁm'g(mﬂ} g e

n=o K=n
De donde:
e.2] =}
ZAn]= M -zK Y gy 2™ (1)
k=u n=o
m=n—k :
Pero: ! . sustituyendo en (1)
n=0= elprimervalordem es:m= -k

ZID] = Y fkD) -z X 3 gmD) =™  _(2)
k=0

m=-k

Ademas, por hipotesis se tiene que: fl7), g(r) = 0,%t < 0, porlo que:
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]
Y gmDzM=0

m=-kK

En consecuencia, el subindice : m = —k se puede sustituir en la segunda
sumatoria por: m = 0.
Asi hemos obtenido que la ecuacién (2) puede escribirse como :
oo =sl
D)= Y AN -zK: Y g =™ (3)
k=0

m=a
Pero, obsérvese que, por definicion de transformada Z, se tiene:

2 SED) = = 7If0)] = FG)
o4 e, . si f) = gl) = 0,¥1 <0
2. 8mT) 2™ = Z[g(1)] = G(z)

m=o
W

Se obtiene asi el importante resultado:

Z[ k0] = Z[ A0 *g() ] = F2) - G(2)

En resumen :

a) LaTransformada Z de la convolucién de dos funciones f{1) v g(1),
es igual al producto de las respectivas transformadas Z de dichas
funciones. Y reciprocamente:

b)  LaTransformada Z Inversa del producto de las transformadas Z de
dos funciones, es igual a la convolucion de dichas funciones.

En otras palabras :

a) | 2« g0)] = A=) - Gz)

b) | Z'[ Fz)-G() ] =f0) + gt) = h(nT)

11.8.3) Tabla Resumen

Se resume a continuacién las principales caracteristicas de la
Transformada Z y de su respectiva Transformada Inversa:
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1) Transformada Z = ZIf(t)] = F(z) Z[F)
2 = ZF@)] % 1)
] = T)z™"
o A E.ﬂ" ) Z'[F(&)] = £*() = fnD)
0 1) ZFD) =5 § T
|ZI=p
1020 | Z[f0-20] = 5 § T07aw | 2] Fe) - G@) ] = S0) * 80)
W=p
LS < I

11.8.4) Ejemplos Resueitos IV
Ejemplo 23
Valiéndose del concepto de Convolucidn, determine:

2
2| by | =
Solucion :

Método 1: Aplicando el concepto de Convolucién
Escribiendo de nuevo la expresion que esta entre corchetes y usando el
concepto de convolucion, se obtiene:

_ 2 =
z '[ e e ] = ’[ = e ] =R el
donde:

rn=z ]y -2 ]

Podemos usar la Tabla de Transfarmadas Z para encontrar que:

finT) = e*'Un)
g(nT) = U*(t) = 8,() = Y, 6(t—nT)

n=u

Efectuando la convoluciéon de estas dos funciones, obtenemos :

o
n®) = 1) = g(t) = > €75, [(n - k)T
k=0
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0,8in-k<0=k>n
1, 8in—k>=0=k=hn

Pero: 6;[(n-K)T]= {

a continuacion:

},tﬂl como se ilustra

uinT A

s T

4 & = m
Orl(n—K)T]
Podemos antoncas asmblr la exprESIﬁn anterior de la siguiente manera :
h(ﬂf} E akT _ Z( aT) 2aT+e3=T+edaT+"_

k=0
resultado este que cunstluya una serie geométrica finita, por lo gue :

. n+1 a 1
h(nl) = E—‘.T%; tomando: { R1 .+ p» Obtenemos:

=g
1_ EaT n+1
o= )
- 1-e
 En definitiva:
aln+1]T aln+1)T
-1 z2 » _d-e _ & i |
Z I:(z-ea'rjfzq} J ) =—"=r —

Método 2: Aplicando la Integral de Linea
i = z? i
Para la funcidon dada, H(z) = =) se obtiene:

2
1 z—e“i jiz=17

e 2 A : i1,
h(nT) = Z~ [ {z—eﬂ%}{z—ﬂ :] T 2m § 'I-sz =
|z[=p
] n+1
h(nT) = 2 f [z—aET){z—ﬂ o

|Z|=p

ol
Los polos del integrando snnz{ z=e" >1, yaque a.T>0

z=1]

Por lo tanto, |a trayectoria de integracion sera . |z| =0 > e@T
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N2

(C:|z| =p>edl )
En consecuencia, aplicando el Teorema de Residuo para evaluar esta integral, se
obtiene :

) = 5 ( E:ﬁ)[ Resflz) + Resflz) :|_ 2

Zh+1
z=¢8T =1 BCE) Z=a“T+ (z2T) | 5g
De donde : 2o 1 e
- Ea 1 1 = 'E' L B _1
h(nT) = (&) © (") (&)
tal como se obtuvo anteriormente.
- 00 =—
'Ejemplo 24
; 2 s
Dada: HG) = z58 gy caleular : 27 [ HG) |
‘Solucion :
H(E':F = z2 = Z Z
@ 2)(z+1) ~ (z42) (2+H1)
‘Luego, entrando en la Tabla de Transformadas Z, se obtiene:
1
F@) = —2— = fin = (-2) ' UG)
(z+2)
1
Ge) = gy = &0 = 1) U
Por lo tanto, aplicando el concepto de convolucién, se obtiene
ZA[ HE) ] = fu) < g() = D fRD) gl -R)T] =
k=
o kT g in-k:T
Z'V[HD] =227 «-1) T Ulm-KT1)
k=0
394




0,8in-k<0=k>n
Sin-k>0=k<n

} tal como se ilustra

Pero: Ul m-B)T] = -{:

g continuacion:

Uinm L

Ul(n - K)T]

Podemos antoncas escribir la axprasnﬁn anterior de la 5|gmente manera

k=0

o0
[ He)] = 3 )"
k=0
= 00 =

‘Ejemplo 25

Dada: H(z) = Tﬁ}— caleular - 77 [ H(z) ]
Solucion :
' @)= 2 =

. (z+1) (z+1)?
Luego, entrando en la Tabla de Transformadas Z, se obtiene:

F {F{z) = G@z) = = fl) = costli(t) = T'= %

72
{z+1}2
Por [o tanto,

1 ZVHE)) = fi) +g) = Y fkD) gl n-k)T] =

k=u
% o

ZHD] = Y ms(kg-) ~cos[ (1 - K) & U (n-B)T]

k=0

0] = D™ - E(zl -k Y ey
k=o
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0,S8in-k<0=k>n

tal como se ilustra
1, 8in-k>20=k<n

Pero: Ul(n—-k)T]= {

a continuacidn:

ugnTy 15 T

s T

Ul(n —k)T]
Podemos entonces escribir la expresion anterior de la siguiente manera :

ZHH(Z)] = cos("T“} + 0 — cos(n MZJ—E—. + 0 + cos(n —4].-% + 0 —cos(n — ﬁ)% dons

h(nT) = h(n%) = Z7'[H(z)] = ms{n}% — cos(n —2)-"2— + cos(n —4}% — cos(n — E}% fane =

Fn=0:>h(ﬂ}=i+l+---+l---=m
n=1=hT)=0

X n=22hCN =-1-1-ces=]res=—-m
n=3=h37 =0
~_'r:=4=}.l:(4i’:-=l+1+---+]---=m

= 0 ==
1 "ijempln 26
2
Dado HE) = s 2y
n+1

o) MR S

‘Demuestre que: Z-'[ HGz) ] = st 2
2° s 2 )

‘Solucién:

Metodo 1

Evi = g

. Evidentemente, H(z) = (z-e¥)  (z-2)
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Usando la Tabla de Transformadas se puede obtener:

( Z[ é?'U{I}] = ﬁy , |z| > e’

i
Z[ETU{:J] - {zz—_z} | 2] >2

de Convolucién, obtenemos:

por lo tanto, aplicando el Principio

zl[[zz_lm_}ﬁ] ~evu 2V U@, porlo tanto:

in-kit

[ H@] =Y > uan -2 T U[(n-ky]
k=0

UKT) =1 ,Yk> 0

1,sin-k=20—k<n
Uln — k1) = :
0, sik>n

LK § ok )T

45 T

r| "
hot) = ZHE)] = 3 KT 2"
k=u

De donde:
h(ni) = 21 +3Tan-1 , 6Tyn-2 eIMan-3 L ,12Ton4 ..

lemente, h(nr) es una serie geomerica en donde:
d;-= 2"

n-1
Razon = -e-"-“‘lz%— = e3Ty1 = &7

oor o que:
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h(nt) = Z"'[H(z)] =

Método 2 :
- -1 1 1
h(nr) T§H(z) 21z = § [HETJ Gy e =
2Rt ne1 o 1 g | ResF(z) + ResF(z)
hint) = P S z—egTJ{z_z} dz = E(Zm}’: L gir s> =
_ PN _zn+1 . {E:ﬂ"}m* 2n+l_ 4 o1 _,[e?ﬂ'}“"‘"
hint) (z-2) zme3T+ (z—e77) ) 3 (e37-2) + [2-&“) B _m—[E—e“)

Dividiendo por2,  se obtiene:

2n_ T n+l
s ' I C 0
hint) = Z-'[H(z)] = Lo o
12%. si % <1
TE
— 60—

ECUACIONES EN DIFERENCIAS Y TRANSFORMADA Z

Existen sistemas eléctricos, electronicos y mecénicos donde se presentan
ecuaciones que presentan una recurrencia en su estructura. Por ejemplo,
una red eléctrica compuesta por una cadena de secciones idénticas: filtros,
-amplificadores multi-etapa, resortes aislados, etc, tal como se esguematiza

enlafigura 11.9

—

——

Fig. 11.9 : Conexién en cascada

Estos sistemas se analizan en forma éptima por el método de " Ecuaciones
en Diferencias ", una por cada seccion. La solucién de una Ecuacion en
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Diferencia, para una seccion tipica, seria suficiente.

Se presenta a continuacion |as técnicas de la Transformada Z para resolver
Ecuaciones en Diferencias.

Ecuacion General:

Mientras las ecuaciones diferenciales contienen derivadas de la variable
dependiente, por ejemplo :

%+a1 %+anw = g()

constituye una Ecuacion Diferencial de 2° orden.

En su defecto, las ecuaciones en Diferencias contienen, como su nombre
lo sugiere, diferencias de valores de la variable dependiente, espaciados
a intervalos iguales, los cuales coresponden a valores discretos de la
variable dependiente.

Como ya se explicd, estos valores discretos de la variable independiente
y los correspondientes valores de la variable dependiente, se obtienen
haciendo uso del siguiente dispositivo (Ver figura 11.10 ):

v »

Fig. 11.10

Como lo sugiere la figuras 11.11, 11.12 y 11.13 mostradas a continuacion,
a la salida del " Switche” se obtienen valores discretos de la variable
dependiente f{r), espaciados a intervalos iguales, para valores discretos de
la variable independiente .

e +
M W [
5t EENESEERE D 5
o T e
rig.11.11 : Sefial f{r) Fig.11.12: Muestreador M Fig,11.13: Salida s (nT)

Dichos valores estan dados por :
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| Valores discretos de la variable dependiente : f{nT) i
' | Valores discretos de la variable independiente : 1 =n7" |’ SR

Por lo tanto, la ecuacion general de una Ecuacion en Diferencias se genera
inyectando la sefial . (+) = finT) a un Procesador (P), cuya responsabilidad

sera generar mediante algoritmo especifico, una sefial de salida del mismo, de
la forma:

g(n) = anj[ r+nT]+a1f[ I+{n—l}i"1+a2f[ t+(n=2)T ]+« veta, fi1)
donde:
+*  g(f) debe estar definida para estos valores de 1, y se canoce

como funcion exitacion.

* i L2

+  Los coeficientes a o9, ,az,,_,pueden ser funciones conocidas
de"r".

Por simplicidad, consideraremos que estos coeficientes son
constantes, positivas o negativas, y que las funciones f estan
definidas solamente para:t=n7, n=20,1,2,.....

El siguiente diagrama de blogues ilusira le generacion de las Ecuaciones
en Diferencias (Ver figura 11.14).

Obsérvese que la salida del Procesador ha sido amplificada por un factor
"A" y luego filtrada por un filtro selectivo "F", pasa bajo, pasa banda,

0 pasa alto, segun convenga a los fines de la sefial que se desea a la
salida de dicho filtro.

1) | /| fam)

: g

Fig. 11.14 : Circuito Generador de Ecuaciones en Diferencia

Ejemplo 27
La salida del Procesdor P es la solucién de la ecuacion en diferencias:

R0+ 3+ 27) = U(r)
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T = Constante de tiempo del Modulador o " Switche” S.
Sesabequefl0) =0, AT =1
El amplificador "A" multiplica por cinco (5) las entrada al mismo
Elfitro"F" es: a)  Unpasabajo: |z]| <1

b) Unpasaalto: |z|> 2
Para cada caso, calcule la transformada Z Inversa a la salida del filrio "F",
y sugiera una solucion para la safal de salida.

Solucion :

La salida del Procesador es la solucién de la ecuacion en diferencias:
—&R0) + e +21) = UQ)

Luego, aplicando transformada Z a ambos lados de dicha ecuacion, se

obtiene:

-4 fn]+3z fe+2n] =2z U] ...
Pero :
Z[ﬂf}] = Hz)
Ademas, por el Segundo Teorema de Traslacion:
z[ fe+20)] = {[ F&) -A0) ] -2AD}
Adicionalmente: Z[ U(1) ] = =7

Luego, sustituyendo estos resultados en la expresion (1), tenemos :

-3 +3 {2 F0) -A0)]-AAD} = 2+

De donde :
—%th}szF\:z}—?,z?ﬁﬂ) -3 =% =
e et L B A Sl
Es decir:
Flz) = 3(3z2-2z) B 1z(32-2) = »

C @N)(94)  @1)(s2-2)(3z+2) T (z-1)(3z +2) " (z1)(z-2)

De aqui se obtiene, dividiendo ambos miembros por z que:
F(z) _ z - LI -
z  (z1)(z«23) 5(z-1) 5(3z42)

Por lo que , a |la salida del Procesador: F(z) =

iz _ 3z
5z-T) ~ 5(z-%)

Ala sailda del Amplificador se obtendrd : 5/(z) = %+~ {2322 ]
*S
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A la entrada del filtro se tiene : G(z) = ﬁ - _._.(zf%]

La regién de Convergencia de cada fraccion sera :

Fﬂmerafracciﬁn:m:"_?T=3z(lf%) =3(1_‘%) = |3 <1=|z]>1
unda fraccién: —3%__ - 3 £ =3 l = [2|<1=|z|>2
ey z[i_i) =y 4| 3
3z

La ubicacion de los polos de G(z) se muesra a continuacion:

Por lo tanto :
a) Sielfiltro es un pasa bajo :| z| < 1, a la salida del mismo s6lo estara

presente la primera de estas fracciones, por lo que :
oD
Ofz) = ﬁ = O(nT) = 3U(1) = 36:(1) = 3EE(I—HT}
es decir, |a salida del filtro se obtendran infinitos pulsos de amplitud 3,
distanciados un tiempo = 7, uno del otro.
Obviamente, la funcién O(1) wgera: = 3U(2).
b)  Sielfiltro es un pasa bajo :| z| > Z , ala salida del mismo solo estara
presente la segunda de estas fracciones, por lo que :

e 3 Leatae B2 sal 123 F | o
D ";” R MBS (S M
O(z) = 3[—%) 600 = 3 ¥ (—g) " s —nT)

es decir, a la salida del filtro se obtendran infinitos pulsos de amplitud
3 (—%—) " distanciados un tiempo T, uno del otro.

t
Obviamente, en este caso, la funcion O apertas =3 (—%] TU(:)
= 00 =
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CAPITULO X11
SERIES DE FOURIER

DEFINICION: SERIE GEOMETRICA
Se llama asi, a la serie de funciones de la forma:

a
-Ei+a1mst+a2mslt+a3m31+---+b1 sent+b, sen2r+ b sendt+- .-

o0
0, de forma mas compacta, a la serie: Z-—“ + Z (@, cosnt +b,sennt) k)
n=1

Los ndmeros constantes : a, , a, .b, (n=1,2,3,---) se llaman: "Coeficientes " de
|a serie trigonométrica.
Sila serie (1) converge, su suma es una funcion periddica f1), de periodo 2r,
yaque tanto sen (nr) como cos(nt) son funciones periodicas de periodo 2.
Por lo tanto, se tiene que:

, ft) = A+ 2n)
El alumno ya conoce que la solucién de ecuaciones diferenciales lineales no
homogéneas con coeficientes constantes, que contiene términos de la forma:

Acosnt, B sen nt

‘no encierra dificultad , cualquiera que sea el valor de n.
‘También ha visto que las ecuaciones diferenciales de este tipo son fundamentales
para estudiar Sistemas Fisicos sometidos a pereturbaciones periddicas. No
‘obstante, en muchos los casos, las fuerzas de torsion, voltajes o corrientes que
actian sobre un sistema, aunque periddicas, no son en modo alguno tan simples
como las ondas puramente senoidales o cosenoidales.
Por ejemplo, el voltaje aplicado a un circuito eléctrico podria consistir en una serie
de pulsos, como se muestra en la figura 12.1:

ey /

(Figura 12.1)

En determinadas circunstancias, la influencia perturbadora que acta sobre un
circuito o sistema mecanico podria ser una fuerza de magnitud constante, cuyo
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‘sentido se invierte periddica e instantdneamente, como se muestra en la
figura 12.2:

fity Fi

( Figura12.2)

Esto nos lleva a pensar si una funcién periodica general, de periodo T’ = 2p
[ ) =R+ T) = fu+2p) ,¥t ], puede expresarse como serie de términos
senoidales y cosenoidales,

Efectivamente, como para todos los valores enteros de » :

o L0 nn(t+2p) _ ( 1115 F s:anniﬁﬂ."'zi Sen(ﬂp’ﬁ)

‘es natural preguntarse si una funcion arbitraria f{7) , de periodo 2p, puede
representarse por una serie de la forma:

a
(1] 3nt ant ... —
T+ﬂ1ﬂﬁ'—p—+ﬂ2mﬁ—p—+ﬂ Gﬂs—p—-Fﬂ' U{)S—p—""i- M,WT+ +

nnt
+ b, sen-p—+bzsen—p— +b sem-p— +b4senT+- --ﬁ”senT+...

Si este es el caso, entonces los métodos conocidos aplicados a cada uno de los
términos de esta serie, nos permitiran, de hecho, analizar el comportamiento de

sistemas sobre los que actiian pereturbaciones periddicas de tipo general, como
se ilustra en la figura 12.3 ;

Fig.12.3 : Sistema sometido a perturbaciones periodicas

La posibilidad de este tipo de desarrollos y su determinacion en caso de existir,

404




- constituye el objeto del Analisis de Fourier, al cual dedicamos este capitulo.

22) __CﬁuLCULU DE LOS COEFICIENTES DE LA SERIE DE FOURIER

' Supongamos que una funcién periddica A7) de periodo T = 2p es tal que
podemos representarla como una serie trigonométrica que converge hacia la
funcién f{z) dada, en el intervalo (—p, p), como se expresa a continuacion

a
ﬁr]:T“+a1ms-E—t+a cos%j“l+a msgﬁ-‘t-—-;-a mﬁg.tu+...+ﬂnmsﬂpﬂl+...+
+ .51 sen—?+bzsen—p— +b sen—p— +b4senT +---+b,,sen%“l+- ‘e (1

._,'.;-Supnngamos también que la integral de la funcién £{r) del primer miembro de esta
igualdad, es igual a la suma dee las integrales de los términos del segundo
‘miembro de dicha igualdad.

= s
' NOTA: Esto sucede si la serie %"‘i + 3 (@ncosnt + b,sennt) es Mayorable, es
n=1
decir, si la serie trigonométrica converge Absolutamente. En ofras palabras, si
converge la serie numérica positiva :

e A e L R N e LA R Y R LA R

' Bajo tal hipétesis, podemos integrar término a término en un periodo, es decir.
elintervalo [d, d+2p]. d € R yaprovecharemos esta propiedad para calcular

los coeficientes de la serie trigonométrica. En efecto :

12.21) Calculode @,
Integrando tém'unn a termino ambos miembros de la igualdad (1), entre
los limites d y d+2p, se obtiene :

B A Y W pidt ds2p dizp
7 I = —ﬂ Zﬂt - . nnt - = =
5 L +a.rzTJﬂr —p—d +a L ms—-p—dr-i M“L msTdr+

+b, Ijzpsen—pmlm +b, L SEanf + basen-a-l’!‘l +assth, Ijﬂpsen—"gldt Feee

Obsérvese que :

~ Laintegral del primer miembro siempre se puede evaluar, ya que f{) es una
funcién conocida que se supone integrable. En el peor de los casos, sera
preciso utilizar algin método de integracion aproximada.

El primer término del segundo miembro es :

B ("= 20 L By
P [ - R an-pa,

Todas la integrales con un coseno o con un seno en el integrando se anulan,
: d+ip nmt g d+lp
es decir: " eos it = o, j,-: senldi =0, n+0

‘.1
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por ser el intervalo de integracién igual al periodo 2p.

: dslp
En consecuencia: L fdt= a, p . porio que:

a42p
-+ * gt @)

12.2.2) Calculoded,
Para hallar @,,, multipliquemos los dos miembros de la ecuacién (1) por:
€08 —p- y despues Integremos término desde 4 a 4+ 2p, suponiendo que en

este caso también se justifica la integracion término a término. Asi se obtiene :

:r] ﬂr:ims nrd g, I ms-ﬂrdl+a Iﬂzpcﬂs-—p—ms_p_dﬂ.....l.
e[ ()

+E.rj Sen-p-ms dr+b_[ SEn-gp—cusﬂp”—t—dt+E! sendl ;...
o
+bnjdzpsan% e+ - -

@bséwese que :
La integral del primer miembro esta completamente determinada.
Todas la integrales del segundo miembro que contienen sélo términos coseno,

se anulan, excepto la que contiene la funcion: cos’ (ﬂéi) la cual es igual a p.
Es decir :

el mnt
j nos-—p—ms N i =10, m+ n, m,.n = enteros

J o ()< 5

a, (d+2p a3
= 31| =-f0p)=pa,

e3)

Por ultimo, todas las integrales que contienen la funcién seno son iguales a

cero. Es decir:

d+2p it ;
j cos —— senﬂgldz =0, m + n, m,n = enteros

lp mri Nt
L sen—ps— saant =, m+n, m.n = enteros

406




. @2
En consecuencia: | L ft)cos Bt = a, p

De donde :

=.E.I:+1Fﬁ:}m"“* I .. (3)

12.2.3) Célculode b,
Para hallar b.,, multipliquemos los dos miembros de la ecuacién (1) por;
sﬁnﬂ’p‘— y después Integremos término desde d a 4+ 2p. suponiendo que en

_ caso tambien se justifica la integracion término a término. Asi se obtiene :

:5 -ﬂt}sen—“ﬁid = a—z""-—jjbsm—p—dﬂu a1j msjf't—

+dy jjzpsen (T)dr+ RS

senffy ooy

nt

e 2rt
8, L SEH—SEanf +b I sen—p—san-p—dm -t

+b"L sanzﬂ‘pﬂ—dn---

Obsérvese de nuevo que :

*  Laintegral del primer miembro est4 completamente determinada.

*  Todas la integrales del segundo miembro que contienen sélo términos seno,
se anulan, excepto la que contiene la funcién: sen”(35L), Ia cual es
iguala p. Esdecir:

i mrt ;
L SETIT sen nnt t =0, msn, mi,n = enferos

B, canZmt )
L sen” (O )ar = p

- g
) consecuencia; L 7t fipsenfar = b, p

De donde :

by = & [ £ sen 5t @)

“l:&s formulas (2), (3) y (4) se conocen como “"Férmulas de Euler " o de

" Euler - Fourier " y la serie dada por la ecuacion (1), cuando los
coeficientes @,,8, «---@p,---D,,--+D,, « -« tienen estos valores,
se llama :* Serie de Fourier " de la funcion f{z)

[
8
I
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NOTAS:
1°)  Lafrecuencia angular w, esta dada por:

Wy = -'ZT“-— = -%% = -KF (mdfseg)

Porlo tanto : 2t %;l =n(Z )t =mwyt

por lo gque , las formulas (2), (3) y (4) antes citadas se pueden escribir coma:
d2p
8, - 4 [ roa

T 1!_.-_[:”*” ) cos(mw g )dt s B %J’:ﬂp ) sen(mw y1)dr

a0
Alaserie: | fi) = 12“- + 3 [@ncos(mwy) + b sentmw 1) |
n=1

se le conoce como: " SERIE TRIGONOMETRICA REAL DE FOURIER "

2% Enla mayoria de las aplicaciones, el intervalo en que se calculan los
coeficientes 8,8, y D, es (-, p) obien (0,2p), porlo que el
valorde "d " que aparece en las Férmmulas de Euler suele ser —p
o bien cero (0).

En realidad, no es necesario considerar la formula de @, , ya que
ésta se puede obtener de la expresion general de 8,,, sin mas quée
hacer n = 0. Esta es la razon por la cual en el desarrollo original

escribimos el término constante bajo la forma %FL.

El resultado antes obtenido no debe llevamos a la falsa conclusion de
que toda funcion peribdica f{r) tiene una desarrollo de Fourier que
converge a ella. Lo que hasta ahora hemos demostrado es que, si

una funcion f{z) posee una desarrollo de la forma (1) antes expresada,
‘que sea valido integrar termino a término, entonces sus coeficientes

estan dados por las férmulas de Euler.

Las cuestiones referentes a la convergencia de las series de Fourier y

(si converge) , las condiciones bajo las cuales representaran las funciones
que las generan, son muchas y dificiles.

Estos problemas tienen principaimente un interés tedrico que escapa al
objetivo de este curso; sin embargo, casi toda aplicacion practica que
pueda concebirse, es cubierta por el famoso Teorema de DIRICHLET,
que enunciaremos posteriormente pero tampoco demostraremos. Una
demostracion de mismo puede encontrarse en : "Matematicas Superiores
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para Ingenieria ", C.Ray Wylie," Editorial McGraw - Hill. Cuarta Edicion.

12.2.4) Ejemplos de célculo de desarrolios en Serie de Fourier

Ejemplo 1:
Sea una funcién periddica fr) de periodo 2r , definida en un periodo del modo

=1t —r<t<m

Calcular el desarrollo en serie de Fourier.

ucion:

a funcion es mondtona a tramos y acotadaenelintervalo I': -t <t <=
como indica la siguiente figura :

W

(Aty=t, -mw<t<nm)

por lo tanto, admite desarrolio de Fourier. Asi se tiene :

e i
ag = § [ oa= L% wa= 15| <o

—-p
as:
_ P by i
ay =& [ Ancos Bfar = 1 [ @eos Btar = L [ coseuyae =
P = -n
t=u=dt=du
ntegrando por partes: L 1 porlo que :
cos(nt)dt = dv = v = g-sen(ni)
T 3
[ M= % [IMJ - -;-lr I sen(nt)dr =0
onalmente:
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P n T
by =4 [ Ansenffar= L [ @sentfar= L [ senquyar
-p - -1
1=u=di =du

Integrando de nuevo por partes: e —

T

™
by=1 [*‘Eﬁnﬂ] + 4 [ cosemar =
—x -

“___—111? [n’ COS (nm) + wCOS {mr}] - T1E T cos(nt)dt = —-r;,?pr [Ems (mr}] =
—x

b =% [eos 0m) ] = 3 D" = 0™ (%)

1
b= 1" (%)
or lo tanto, la serie de Fourier correspondiente seré :

a =
ﬂt}=a2—°+2[anmsm+bnsen"f]; { au-g } por lo que :

n=1 an =
o0
S =0+ 3 [0+ )" (§)senm]
. 1
de donde : f

o _ o[ sent sen2t , sen3t , sendt , senSt n+1 sen (nt)
!)-2[] — g S T e +oee {1} —pr—= s

igualdad se satisface en todos los puntos, excepto en los de discontinuidad.
En cada punto de discontinuidad la suma de la serie es igual a la media aritmética
de los limites de la funcién a la derecha y a la izquierda. En este caso concreto,

a media aritmética es :-1 5 L _ 0 entodos los puntos de discontinuidad.

Puede escribirse en consecuencia que

tx o]

== n=

0, r=nr

(e (%)sen(m), r+nn
'

Se observa tambien que la amplitud de cada componente (arménica) es
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Jinversamente proporcional a la frecuencia, es decir, la magnitud de las
-componentes de baja frecuencia es mayor que la magnitud de las frecuencias altas.

Esto explica la posicién éptima de los ecualizadores de frecuencia de un equipo
-de audio, la cual se representa en el siguiente esquema :

Fig.12.4 : Posicion de Ecualizadores

resenta también a continuacion, para el ejemplo aqui analizado, la generacion
 funcion fir) a medida que se suman los diferentes arménicos o términos
ntemplados en la serie de Fourier :

f=1=2 Z(‘l)nﬂﬂﬂ

n=i

14
. i sen nt
Er ':parhcular, la dltima de estas graficas muestra la suma: 2 E {—l]““"1 ——

M=
]
:
/-hr -Br - - e

/!

(=1, —m<t<m

\&
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3-21‘ sen3f 5‘“‘4“ msr

B=5 :>f (t) =2(sen

/\/\

AN

), :

A

5-31 5&!141'_'_53“5‘ Bmﬁr

“:?f{f) 2sent —=

' /\/W\

5

6

sennt

1=14= f t(f)=2i:(_1)w' n

VY
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Ejemplo 2:
- Dada la funcion periddica f{r) de periodo 2x , definida de la siguiente manera:

-1, 8l —x=t<0
-

¢, Si O0<t=nm

‘Calcular el desarrollo en serie de Fourier.

Solucidn:

Dicha funcién es mondtona a tramos y acotadaenelintervalo 7 : -z <t <n
_como indica la siguiente figura. Por lo tanto, admite desarrollo en serie de Fourier:

it »

7 LI R

qp-—-———-
-

Asisetiene: T=2p=2r = p=x ademés:ﬂé!t-=.%=m
Por lo que:

P 0 ki
| a, =& [fod=1 [ode+ L[ = 1222 — o
¥ L — 0
Ademas:

P T
a,=-% j' Arycos Dby = L | (—p) cos(nr)dt + %I(IJ cos(n)dt =
—p 0

;-lf‘_1=

.. {=u=dt=du
Integrando por partes: 1 por lo que :
cos(ni)dl = dv = v = wsen(nt)

n

b sen b 1" 0 tsennt
a, - % {[—r +} " "iII'I—:r sen(nt)dt + [ n:n ) ]“ = -}J': sen{nr)df} =
o L

El primero y el tercero de los sumandos de esta expresion son nulos, por lo que:

e 1

- =

0
[_ cos (nt; J + cosnt | ™ N

L_r1—1 +cosnr +cosnm — 1] = —2— (cosnr — 1
,,2 51 1= 25 (cosmr 1)

ne lo g
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0, Si 1 =2,4,6,« +(par)

Es decir : A = 4 :
e 8| n=1,3,5,+« «(impar)

Adicionalmente:

p 0 n
b, =4 [ £ I fiysentgtar = 1 _[ (—~f)sennid + 1 j(r]senmir 0
“p “n 0

Por lo tanto, la serie de Fourier correspondiente sera :

i) = %»,Z_:n[a,, cosnt + D sen nt |, { g“j: } por lo que :
N= n=

% 0 = —+ 1
i 0 ngn[ i:sz e }f]
E‘Embién*

— % _4| cost cos3t cosbt  cos?t ., C08(20H+1)
S 4| st cosst . cosh coun 80D

NOTA 1:
Esta serie converge en todos los puntos y su suma es igual a la funcion dada.

1!4 Az-

Si en la funcion dada hacemos : 1 = r = flr) = x, porlo que, sustituyendo en
= Hesannlla en serie obtenido, se encuentra que :

= = W I R G IS e,
2 "[ 3?5 72 @n+)?

a0

=8 1
2 (2n+1)?
n=u

Jada la funcion periédica 1) de periodo 7' = 2z, definida en un periodo por :

ﬂ,f:l={_] . 8 —x<1<0

1, si 0<i<nm



Caleular el desarrollo en serie de Fourier.

‘Solucién:

‘Dicha funcion es mondtona atramosy acotadaenelintervalo7: —-r <f<ux
{mme indica la siguiente figura. Por lo tanto, admite desarrollo en serie de Fourier:

i UL 1
|
1

wm| -anl] =] -7l el 7] =1 31 A ¥

=

1, si O<t=n

ﬂf}={_] , 8l —w<it<0

Asisetiene: T=2p=2r =p=m ademas: O3 - 0 _,y

Por lo que
P 0
a,,=-gr_[ﬂr)d: %J'(l)dﬁ—_l'(l)d:ml)
.} -
Ademas
1 p 1] T
-+ jﬁt}cus Aty =L I(—I}m(m}dﬁ %-I(l]cns(m}df —0
P - 0
Adicionalmente:
P 0 s
b, = j finsentftar = 1 j( 1)senntdi + L j(i}senmdr =1
—p - 0

n.__%{[msnt]_ﬂ Emsnt] }=—,«?—[I—msm‘—(mﬁmr—]}] =

, 851 n = par

b, = 12— 2cosnr] = (1 —cosnr) = {
-ﬁ— si n = impar

‘Por lo tanto, la serie de Fourier correspondiente a la funcién considerada sera :

o
e
ﬂﬂzfgiJfZ[anmrlenSEﬂm]; a” : por lo que
n=0 n =
_ 4| sent gen3t , senSt , senTt _sen (2n+1)t
_ﬂr-ﬂ[ B G e = oo 20T Feen | =
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f{f}=~:—:-n St [MF%:)I)}

serie converge en todos los puntos, excepto en los de
_discontinuidad, donde vale cero, pues: (% = t})

Si en la funcién dada se hace: t=1, entonces f(r)=1, por lo que,
sustituyendo en el desarrollo en serie obtenido, se encuentra que :

1= ﬂm{mﬂ’fh 3_3”;{5) o ]

i sen(2n +1)

= (2n+1)

a siguiente figura muestra claramente como las sumas parciales (S, )
de la serie, representan cada vez mas exactamente la funcion f(t), al
‘aumentar el nimero de términos.
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12.2.5)

12.2.6)

@

Ejercicios Propuestos |

Calcule el desarrolio en serie de Fourier para las funciones periédicas,
de periodo 2, que se definen a continuacion.

a) ﬂi‘}=£2 , MEl<x

(v ]
. 2
Demuestre a partir del desarrolio calculado que : 2% = > “r]jﬁ'

n=1
0,8l —r<1<0
b) ﬂf)={ :
t, 81 O0=i=gx
2 = 1
Demuestre a partir del desarrollo calculado que : &= =
P que : % E i

c) ﬂ:}=—%f, 0<t<2r
A

S
_ 2%
9 %{x—r) , Si %{:{—3%

S 3 T
sl 2{1‘{?

Calcule el desarrollo en serie de Fourier para las funciones periddicas,
de periodo T = 1 seg, que se definen a continuacién:

e) fly=4Asenwy , 0=¢=<1 (Funcién senoidal rectificada)

f ﬂ:}=:—-12 , 0=r=<1

Observaciones sobre el desarrollo de funciones periédicas en serie
de Fourier.

Propiedad 1:
Siflz) es una funcién periddica de periodo T = 2p,entonces :

P

_[ Ao)de = _[T'zp findl, AeR

-P
Demostracion:
Como f{r) es por hipétesis una funcién periddica : /£ - 2p) = f(&)
Luego, haciendo : 1 = £ —2p = di = d, podemos escribir, para
cualquier intervalo [c.d] que :

d d+2p d+2p d+2p
[foa= | me-2pyae= [ morae= | g
c c+2p c+2p c+2p

B d A+2p
En particular, si :{ a } obtenemos : I fndr = I Ayt
- : :

Por lo que :
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W+2p -p P A+2p - p A
| fodi= [ fodi+ [ fodi+ [ fodi= [ R+ [ fodee [ Rode
A A P -P A P —P
w2 P

De donde : J' Ad)dt = _[ Ryt
A -p

Esta propiedad indica que la integral de una funcién periddica f{r) en un
intervalo arbitrario de longitud igual al periodo, tiene siempre el mismo
valor.

La figura12.4 ilustra geométricamente lo aqui expuesto:

/]

" Jr

+

Fig. 12.4

De la propiedad aqui demostrada se deduce que, al calcular los
coeficientes de Fourier, podemos sustituir el intervalo de integracién
(-p,p) porotro (A, A+2p) , es decir, podemos escribir :
r A+2p 1
a,=L1 [ Aoar
A
A+2

P
< a,=-1 [ ) m(.ﬂéﬁ)dg 4 esunnumero real arbitrario.
A

A2p
b.=1 [ f0 sen(-’-‘p“i)dr
NOTA:

Siflr) es periédica de periodo T’ = 2z, entonces las funciones :
fecosmt  y i) senm son también periddicas, de periodo 2x.
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llustremos a continuacion como la propiedad demostrada, en algunos
casos, simplifica el proceso de calculo de los coeficientes

Ejemplo 4:
Supongamos que se desea desarrollar en serie de Fourier, la funcién 1)
de periodo 2x, dada por la igualdad:
A=t 0<t<2x
Solucion:
La grafica de 1) se presenta en la siguiente figura :

4

+ >

k t + # ¥ + % ¥ ¥ # + + + + +
-4 A1 -0 4 & -4 aF o 32 4 8 E W0 12 W @ 8 N
i

A)=1 O0<t<2nm
Esta funcion, en el intervalo (-, ) esta dada por dos férmulas:
D = t+2n , si te(-x0)
t , Si te(0,m)
Ahora bien, en el intervalo (0, 2x ) la funcién esta definida de un modo mas
simple por una soéla férmula (haciendo i = 0) con lo que:

2 2

jﬂf}dr: 1 _[ tdt = 2

0 0

2r 2n T

=
e _ X cos(nt nt
b, = 1 Iﬂr} s&n(ﬂp’i)dr: 1 [ ¢ senguyar = %[— o+ ‘“’ng_ 3'] =2
A 0

Por consiguiente:

A1) = n— Zsen(x) - Zsen(2x) - Zsen(3x) - %san{:u} i
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Esta serie representa la funcién dada en todos los puntos, excepto en los de
discontinuidad ( es decir, excepto en los puntos 7 = 0,+2x, +4x, .. ). En estos
puntos, la suma de la serie es igual a la mitad de la suma de los limites

laterales de la funcion, que en el caso dado es : 220 — 7

Propiedad 2: Condiciones de Simetria. Funcion par e impar
En los ejemplos anteriores se encontrd que todos los términos seno del
ejemplo 2 , son nulos (bn = 0). Adicionalmente, en el ejemplo 3 se encontrd
que todos los términos coseno son nulos (a, = 0). Esto no es una
coincidencia.
Un analisis de la funciones involucradas en ambos casos muestra que la
primera de ella es simétrica respecto del eje vertical y la segunda lo es
respecto del origen. Por tal razon, analizaremos ahora el efecto de la
simetria en las series de Fourier.
Se demostrara que:
a)  Siuna funcion periédica presenta simetria respecto del eje vertical,
(Funcidn par) la serie de Fourier contiene sélamente términos coseno.
b)  Siuna funcién periddica presenta simetria respecto del origen,
(Funcién impar) la correspondiente serie de Fourier contiene
solamente términos seno.
En este contexto, es util recordar el concepto de " Funcién Par" y de
* Funcion Impar ".
Funcién Par: Una funcién f{r) se dice que es Funcién Par de la
variable "1" | si: flr) = fl-1).
Dos ejemplos tipicos se muestran a continuacion en las
figuras 125 y 126

LIRS Fit]

Fig.12.5: fli) = cost Fig.12.6 : flr) = | sin|

Funcién Impar: Una funcion f{r) se dice que es Funcién Impar de la
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variable "r" |, si: f{r) = 1)
Dos ejemplos tipicos se muestran seguidamente, en las
figuras 12.7 y 128

Fig.12.7 : fif) =sint Fig.12.8 : fir) = —tcost

Notese que la paridad o imparidad no requiere de la periodicidad de la
funcion f1).

CONSECUENCIAS:

De las definiciones de funcion par e impar se deduce que:

a) Elproducto de una funcidn par por otra impar es una funcién Impar.
b)  El producto de una funcién impar por otra impar es una funcion Par.
c) El producto de dos funciones pares es otra funcion Par.

Las siguientes gréaficas uilustran lo agqui expuesto:

Ejemplo 5 : tsint : Impar - Impar = Par :

L
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Ejemplo 6 : t*sint : Par « Impar = Impar

(t*sent )
Ejemplo 7 : teost @ Impar - Par = Impar

R

(tcost )

Ejemplo 8 : *cost : Par - Par=Par

(#cost )
Ademas, también de dichas definiciones se desprende:
d) Sifls) es unafuncidn Par, entonces :
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P 0 p P
Iﬂ}rﬁ= jﬁM:+jﬁJdr=z[ﬁ>dr
—-p
e) Anélcgamente si fln) es una funcu-:ﬁn Impar entonces :

jﬁJdr- jﬁ)dl+jﬁhif—-fﬁ}fﬁ+fﬂ}dr

vaiamente estos resultadcs son ll'ltLlll:MJS puas en el caso d), el area bajo
lacurvaentre -p y p es dos veces el drabajolacurvade0 a p Enel
caso e), el area bajo la curva en el intervalo de —» a 0 esigual y de

signo opuesto al area en el intervalo de 0 a p, por lo que el drea neta es
cero.

Ahora estamos en capacidad de evaluar el efecto de las simetrias en el
caculo del desarrollo en serie de Fourier. En efecto, como se recordara
dicho desarrollo esta dado, en egeneral, por :

oo
vy By nnt nrt _ 2% _ 2w _
_ﬂ:}~T+r§(anms—F-+ﬁnﬁaﬂT . WU—T“——ZLPEF—% =
oo
f0) = 22+ 3" (an cos mwgt +b,sen mw i)
n=1
donde :
1 P 1 2
a, = b—f_pﬁr}dt i i —p—j_pﬂf}cns nw gt dt
1 P
.= FL fysen mw t dr
Por lo tanto :

Caso 1: Si f{r) es Par:
En este caso, el producto : f{r) cosnw 1 es también una funcién

par, por lo tanto :

-

P P
Ry = %-Jl_pﬂt)drz %jﬂ fiydr

A

d. = %j:ﬂr}mmuldt = %_[:ﬁnmsmﬂ: di

B
b, -+ I_pﬂ:)s&n nwtdt =

Es decir, el desarrollo en serie de Fourier de una funciéon Par
contendra sélamente términos coseno, tal como se muestra
en el ejemplo 2 anterior.
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Caso 2: Si f{r) es Impar:
En este caso, el producto : f{r) cosmw ¢ €s también una funcién
Impar, por lo tanto :

& P
ay = 1)dt=0
o= ] S0

A

]
d, = -E,-J_pﬁ:}mnwurd: =0

17" 2 ("
b b.., = ﬁj_pﬁrjsennwurdr = -p-_[ﬂﬂi}sennwnrdr

Es decir, el desarrollo en serie de Fourier de una funcion Imparr
contendra sdlamente términos seno, tal como se muestra

en el ejemplo 3 antes desarrollado.

Propiedad 3:  Simetria Escondida

Con frecuencia se presentan el caso de una funcién periddica,
aparentemente,sin ningdn tipo de simetria, pero que su desasrrollo en serie
de Fourirer contiene sélamente términos coseno o términos seno.

Un ejemplo de tales funciones lo constituye el siguiente: supongamos

que se desea obtener el desamollo en serie de Fourier de la funcidn
periddica

ﬂ:}=i’rr. si O<r<2x

(M) =4, O<i<2r)

En este caso : T = 2r :}p=‘-%’-=ﬂ“
Alicando las formulas de sintesis correspondientes se obtiene :
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anp =10
_ A
b= N
oo
Por lo que : fiy=5+8 3 (&) sen(un)
n=1

La funcion dada no satisface las condiciones de simetria antes expuestas,
sin embargo, la serie de Fourier correspondiente consiste de un término
constante (término d-c) y de términos seno, sélamente.

La razén de este comportamiento es que la simetria de esta funcién esta

" escondida " por el término d-c. En efecto, restemos la constante £ de la

funcién dada y definamos una nueva funcién: g(1) = A1) — &, es
decir: g(1) = —r- i =g

-Con la resta de esta térmnnn constante, hemos obtenido una funcién g(r)
la cual es la misma funcién dada f{r) , desplazada una cantidad —';'—

hacia abajo, es decir, en el rango, tal como se ilustra en la siguiente figura:

ity &

T A A
A T ik i g

T: 20 k

1(——_.—.-__

T

(g =f)-5 , 0<t<2r)

Obsérvese que la funcién g(1) = fl1) — % presenta simetria respecto del
origen, [ g(t) = —g(—1) ] por lo que el resarrollo en serie de Fourier contiene

sélamente términos seno. También por ello, la funcion inicial /i) consiste
de un término d-c y de términos seno, sélamente.

d) Propiedad 4:  Simetria Rotacional

Si la funcién en medio periodo es igual a la funcién en el siguiente medio
periodo pero de signo contrario, se dice que la misma tiene "simetria
rotacional ". Este tipo de simetria puede ser expresada analiticamente

CoOmo sigue:
fin) = —j(! + _,2[)
La siguiente grafica ilustra lo aqui expuesto:
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fiek

‘Se puede demostar que la serie de Fourier de una sefial periddica con simetria
rotacional, contiene sélamente los arménicos impares, es decir : wg,3wg, 5w, ...

- 1 2]
'En general: ZFI ﬂ;}msnwardt =

d, = jﬁr]msnw rdr+1p—_[ fe)cosnw ¢ di
imbiando ¢ por :+—2— en la segunda ln!agra!yusandu la propiedad :
q_hrJ.-- t 4+ ;] , se obtiene

p
d, = %—L f&) cosnw i di — fli) cosnw o cos(mm )dt =

0 , 8in=0246,.

ay=4 5
FL Sty cosmwytdt , i n=13,57T,,...

n forma analoga se puede demostrar que:

0 ,sin=0246,. .

b= P
7 %—Lﬁr}sennwu&ﬂ L sin=1,3517,...

La siguiente Tabla resume las implicaciones en la serie de Fourier de los
diferentes tipos de simetria de la funcion f{r) :
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RIA CARACTERISTICA an by
p
0 = A-+) Sélo términos coseno | 4 jﬁ!) cos( Gt )dr !
1]
P
1) = A1) Sélo términos seno 0 12:' ﬁ‘JEE”(Eﬁi )ar
1]
N - : nxt f
0)=f£5) =) | Solotérminos pares | Z [An) m( - )dt | & [Rosen( Gt )ar
0 0
p
- fli+ L) = ) | Sélo términos impares | 2 Iﬂr}cm'( e )df § [roysen( gt )t
)= Al 7 7 - Jd|F ] +
0 i

LUBgo;

S .ﬂ_f} = * = fit) = fi—r) porlo que /(1) es una funcién Par.

Ademas, T =2n A = -—"Et-!- = nt
consecuencia,
I 3 2
2[pa=2 5% = 2@ -0)= 2
]
T
%— "rz cos(nt) dr; Integrando por partes, se obtiene
]
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j--i'*-=u=>zafr=du} di=%
— ., porlo que:

S
| cosntdt = dv

ks ki

! . sen(nt) |® sen (nt '

ay = %[ H-—,E—J . —j ——,,f—’zr dr:’ = _TI4E _[I.s'eﬂ (nt) df =
0 0

nn

I En{ﬂg— :[ = iz—[xum(m) - |_11T SEn (m‘}}: =

A Sinm=246--
ifn = -ﬁg[ cos ( mr) ] = “14

nz: 5' n= 193351...

-l o X2 t cos2t . cos3t _ cos4t
Puesto que |a funcién:
Es mondtona a tramos, acotada y continua en el periodo, esta igualdad
se cumple en todo los puntos.

En particular, si en la igualdad obtenida hacemos r = &, se obtiene:
KZ=%_ [_I_L__l.._l-—i-oo-J

22 32 42
de donde: 22— 2"‘2 -—4[ i————é—-—+---] —42(n2
2=6Z(ﬁ—r)
n=

EJERCICIOS PROPUESTOS i
Calcular la serie Trigonomeétrica de Fourier para la sefiales periédicas
“cuya defincion en un periodo se sefiala a continuacion

a8 f=

-1, si —=x<t<D
1, si O<t<nm

., si D<r<nr

£

0, & — 0
b) ﬂr}={ L8l —m<t<

430




Si —m<it<0
@.m*{ :
senft , Si O<t<x
, S8 —-m=<t<0O
d) J‘(r)-{ .
sent , 81 O<t<nm
) ) o, si —2=t<0
1=
A sen“t,si 0<r=<2
si —3<1t<0
lr-.--
ﬂ A0 { si O<t<3
2n
HH{I{T
9 f= Fcici
%{:{h

ﬁ} ﬁ!)={[:' Si —mr<t<0

si O<i<rx
i)  Usense los resultados del ejercicio h) para establecer las siguientes

igualdades:
nZ _ 1 1 1 1
—‘;——]4'21—2'{'31—24'?12"4';2'—4""'
E — - — —— — T ——— —— -
f‘lf+f ﬂ+%
£ 87 i G SR, S LR

[ R R
i} Hallese el desarrollo de Fourier de la funcién periédica f{r) dada por la
funcién altemante de onda cuadrada que se especifica a continuacion:

20, 85i D<ie L
Ao = _ -
20, si -1-«-.1:{1

Use el resultado para establecer que: = = 20 Z {{2';3_1 3
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4] DESARROLLO DE UNA FUNCION NO PERIODICA EN SERIE DE FOURIER

- Supongamos que una funcion f(7) , monGtona a tramos, esté definida en un
intervalo [a,b].como lo ilustra la figura 12.9 :

LN »

Fig. 12.9

:}I:L{estraremos que se puede representar esta funcién f{r) en los puntos de

continuidad, por una serie de Fourier. Para ello, distinguiremos tres casos:

Caso 1:Desarrollo de Pleno Rango
Consideremos una funcién periddica, mondtona a tramos, f;(1) de
periodo T = | b—a| , que coincida con la funcién 1) dada en el intervalo
[ a,b ].tal como se muestra en la figura 12.9.1

{r () 4

Fig. 12.9. 1 : Desarrollo de Pleno Rango
Obviamente, esta funcion f,.(¢) asi definida puede ser desarrollada en
serie de Fourier . La suma de dicha serie en todos los puntos del intervalo
[a.b] , excepto en los de discontinuidad, coincide con la funcion dada
f), lo que significa que hemos desarrollado a fir) en serie de Fourier
en el intervalo (a,b). Eventualmente, este desarrollo contendra términos
cosenoidales y senoidales.

Caso 2:Desarrolio de Medio Rango Cosenoidal
Consideremos ahora una funcion f{r), definida en el intervalo [0,a],
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como lo ilustra la figura 12.9.2

LI1q] &

Fig. 12.9.2
Completando la definicion de esta funcion en el intervalo [-4,0] ,
conservando la monotonia a tramos y de modo que en el intervalo
[-a,0] se verifiqgue f{r) = f—1), obtenemos en definitiva una nueva
funcion g(r) par , como lo ilustra la figura 12.9.3

LLY #

-0 o a.

Fig. 12.9.3

En este caso se dice que la funcién g(r) es "Prolongacién Par de f{(1).
La funcion g(r) se puede desarrollar en serie de Fourier , y contendra
solamente términos cosencidales. De este modo hemos desarrollado
la funcion f{r) original, definida en el intervalo [0,a] , en una serie de
cosenos; es decir, hemos efectuado un desarrollo cosenoidal (b, = 0).

Caso 3:Desarrollo de Medio Rango Senoidal
Consideremos de nuevo la funcién fr), definida en el intervalo [ 0,a ]

como lo ilustra la figura 12.9.4
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Fig. 12.9.4

Si completamos la definicion de esta funcion en el intervalo [-a,0] ,
conservando la monotonia a tramos y de modo que en el intervalo
[-a,0] se verifigue f{r) = —f(—), obtenemos en definitiva una nueva
funcidn g(¢) impar , como lo ilustra la figura 12.9.5

gild

-'a.VU L \
t

Fig. 12.9.5

En este caso se dice que la funcion g(¢) es "Prolongacién Impar" de fi1).
La funcion g(r) asi definida se puede desarrollar en serie de Fourier , y
contendra sdlamente términos senoidales. De este modo hemos
desarrollado la funcion f{1) original, definida en el intervalo [0,a] , en una
serie de senos; es decir, hemos efectuado un desarrolio senoidal (a, = 0).

En conclusién, si en el intervalo [0,a4] esta definida una cierta funcién
monotona a tramos f{r), podemos desarrollar tanto en serie de Fourier
de cosenos (Caso 2), como en serie de Fourier de senos (Caso 3), o de
ambos, como seria en el Caso 1 arriba expuesto.
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Ejemplo 10

Solucién:
La funcién dada es:

A —— o —

o = e

1=

Dearrollar la funcion fir) = ¢ en el intervalo [0,x], en serie de senos.

(A=t 0<t=<nm)

Prolongando esta funcién de manera impar, se obtiene.

Por lo que:

En consecuencia :

by =+ [" tsen( 22 )a

bn = %_ {_]}ﬂ'l"i

1 #
Lith] 4T
Al
2t ;
1+ i
T o . Lk
- 13 3 1 Y F] 3 L4
; il
:
it
it
gy=1, -n<t<m, I'=2n
a, =0, YrneN

b, =+ ["  tsen( nt)dr ;Integrando por partes :{

T=2r = p=nx, porlotanto:

t=u=di=du
sen( nt)dt = dv

b = A [, 4 [ cos ()] - {25 SB40 + Lesen ], ]
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_,_~| Sent sen2t sen3t sendt senbt
ﬁﬂ—‘-2[1 AT oy e Ay a5 ‘]

NOTA:
Si en particular, en la expresion anterior se hace: ¢ = -’2‘-, se obtiene:

@£
— 1 n
ooi-g-d-grdedgol-2 ey
=0

es decir :
<N
=4 ]
‘Ejemplo 11
Desarrollar la funcion f{z) = ¢+ en el intervalo [0,x], en serie de cosenos.
Solucién:

La funcién dada es:

U] el

(R)=1 0<i=<nm)
Prolongando esta funcion de manera par, se obtiene.

i

[

1

1

[

I

1
T

(g)=t —m=<t<m T=2n)
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b, =0, VneN
a, = %[:E—: cos( 0t Yar + %[::cos(ﬂgt—)dt; T=2r=p=n,

por lo tanto Integrando por partes, se obtiene :

- 4| cost sen3t senSt senTt

'Hallense los desarrollos de medio rango de la funcién fir) = t—12, 0 <1< 1,
:-.' ucion:

‘a) Desarrollo de medio rango cosenoidal:

La funcién dada es el arco de pardbola :(y - L) = —(1-1)?, 0<r<1

|

LILE ir

a8 4= = —=—

4 " &
1.5 -1 1.5 ] o5 1 1.8

B (f)=t—¢, 0=<1<1)
Prolongando esta funcién de manera par, se obtiene.

—

i) r
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b,=0, YneN

= 3 =

= TI: —(t+1%) dr+-:1l‘j'u{r—r?]dr =+
an = 1[" ~(t+2) cos( gt i )de+ L [T 1cos( Bt )dr , conp = 1
Sin embargo, una vez que se ha comprendido el razonamiento que

fundamenta el procedimiento, no necesitamos pensar en la extension,
sino que podemos escribir de inmediato, con base en el desarrollo

tedrico antes expuesto, que:

wo=2§[0r0a] i e = ol [P0 cos( )]
de donde
oo = H[fle-ma] - §-5],- 4

=3[ ;:(:—ﬁ;m(ﬂgl)dr] = 2 rcos( 22 )di— 2 2 cos( 1L Yo

1
[ cosnnt -r}—sen nm!) (T cos it — —-s%san nit + -},—sen rm:) ]
0

“nZpz
2(1+cos nn
= cosnn-1 2cosnm )} _ ( )
S 2( n2x?2 n2g2 ) . gz A0
Uego:
—_4 — LI
a wl nz'itz r H 2l4!ﬁ!
n
0 , nm=13.755ss

resumen, se puede representar flr) =¢—¢*, para: 0 <t < 1, porla

I:nnszm cos4nt  cos Bnt cnsﬁn!+_..:|,we[ﬂ,li

g
: ﬁf} i E -,?i_ 22 a 41.'_ + E—E il 32
A:
Srvese que, si hacemos 1 = I, se obtiene:
7?48 2 e
(2n+1)2
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b) Desarrolio de medio rango senoidal:

El desarrolio de medio rango senoidal se obtiene extendiendo primero la
funcion dada fir) =t , hacia el intervalo (~1,0) por reflexién en el origen
y extendiendo a continuacién periddicamente la funcién asi definida sobre

LERY] 1
nis

a13s

¥ t y + ¥
-1.8 - a5 o 5 ] 15

-1

-2 -|-

) = { ~(—t—1*), -1=t<0

i=1% D=t=1
1embargo, todo lo que en realidad se necesita hecer para obtener este
esarrollo, es observar que, de acuerdo con lo antes expuesto:

a,=0 ; a,=0 ; b, = 2[-,5—]’5,!‘{1} sen(ﬂp“l)dr]
_ B = 2=% p= 1

a, =0, Yn=0,12,....

b 2 Xt

b, % [,t—2) sen (ﬂ%)dr

& [(sennet ¢ 2t i e
[( 55— — T oS nm) - ( ~55 SON nmt + —-5-C0S nt — 715 COS mrr)

!

5| _cosnr-1 2 (cosnn-1)  cosnx )] _ 4(1-cosnr) 0
Bl — W [ M

B -
§o P n=1,305+%«-
o=

0 n=204,6+

1 resumen, Se puede representar f{1) = r—¢*, para: 0 <t < 1. por medio
‘serie:
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£i) = _%_I: SEI;In‘t . s&;:at . s&g:ﬂ 7 segﬁ?ﬂ +---],we ©.1)

 OBSERVACION:
Las series de medio rango antes obtenidas no son las Unicas series de Fourier

' :'- " representan a la funmﬁnﬁr} =t- rz sobre el intervalo (0, 1), sin embargo,

- —— g

Th=it=

.an =i]']_1(r—r2)cus(—“gl)dx; f=2=p=1 =

cos nnt 1 2t
= [(?ﬂ:—z— == -m.r—san Pﬂﬂ) =5 (WGUS nre —

Acosnr I;'gi;“ . n+0

2 2 .
rysen fwt + ypsena | |

a, =—

| a=+[ (t—)di = [%_%]I: B
Adicionalmente:
by = %Ij_ltf—lz]sen(_"pﬁl)df =

E ; 1
. [[sennnt 4 2t 2 2
[ [( 7.3 —-TE.I:-GUE ]"H'I'.'!) - ( s ez F—E-—GGE}S nre — "nfms b g




p_ — _2cosnm
L S | 7

En consecuencia, para el intervalo : 0 < ¢ < 1, también es posible escribir :

_ _ 1, 4| cosnt cos2mt cos3mt cosd4nt |
R = —fe A oopm o coski, oot cosdt,... ]

_g_[ser;ni _ sen 2nt - sen331d B sﬂr:;ht +'__i]1 i e (0.1)

Se resume a continuacidn las funciones periodicas extendidas, correspondientes
a los tres casos expuestos anteriormente:

a) Extension Par:

i) K

( Fig. a: Extension Par)
b) Extensién Impar:

i

( Fig. b : Extensién Impar )
¢} Extensién natural:
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( Fig. c : Extension en su propio dominio )

Las Figuras a, by ¢ arriba mostradas muestran las funciones periédicas
-exiendidas que representan, respectivamente, a la serie cosenoidal,
‘senoidal y de pleno rango, correspondientes a la funcién fz) dada.
Obsérvese que, si bien es cierto que las tres figuras aqui sefialadas
corresponden a funciones periddicas diferentes, sin embargo las tres
coinciden sobre el intervalo (0,1).

Los tres casos aqui sefialados ilustran lo siguiente:

‘Figura a: Esta gréfica es continua en todo punto pero tiene vértices o puntos en
donde la tangente cambia de direccién en forma discontinua. En la
serie comespondiente, los coeficientes disminuyen con mayor rapidéz
que en la correspondiente a la figura ¢ ; de hecho, decreden con una

rapidéz proporcional a n1—2

Figura b: Esta gréfica no sélo es continua sino también tiene una tangente
continua ; es decir,en este caso, no existen puntos en los cuales la
tangente cambie de direccién abruptamente. Este comportamiento
mas suave de la funcién se refleja en los coeficientes de la serie
correspondiente, los cuales tienden a cero con mayor rapidéz que
en el caso precedente ; de hecho, tienden a cero con una rapidéz

proporcional a “1—3

Figura c: Esta gréfica no es continua sino que tiene saltos en ¢ = +1,42,+3 .« « -
En la serie correspondiente los coeficientes de los términos senoidales
_ decrecen con una rapidéz proporcional a .
Los resultados aqui expuestos permiten inferir que, cuanto mas suave varia la
funcion f(1), méas rapidamente converge su desarrollo de Fourier. Inversamente,
observando el grado de rapidez a la cual los términos de la serie de Fourier de

una funcién desconocida tiende a cero, podemos obtener informacién Gtil acerca
del grado de suavidad de la funcion.

Estrechamente vinculados con estos resultados estan los siguientes tres teoremas:
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Teorema 1:

Si una funcion fr) y sus (k—1) primeras derivadas satisfacen las condiciones de
Dirichlet y son continuas en todo punto, entonces al tender » a infinito (n — ),
los coeficientes a, y b, de las series de Fourier de f{r) tienden a cero al menos
con tanta rapidéz comao n_chﬁ

Sila k- ésima derivada no es continua en todo punto, entnnces la répidéz con

que a, Y b, tienden a cero, no puede ser superior a —=— m

Teorema 2:

La integral de cualquier funcion periddica /() que satisfaga las condiciones de
Dirichlet se puede hallar integrando término a término la serie de Fourier de
dicha funcion.

‘Teorema 3:

}Eﬁ:} es una funcién continua en todo punto, la cual, asi como su derivada
f'(0), satisface las condiciones de Dirichlet, entonces (1) se puede hallar
‘derivando término a término la serie de Fourier de dicha funcion.

R

J -'}_j: IFI‘.}RMAS ALTERNAS DE LA SERIE DE FOURIER

a forma original de la serie de Fourier de una funcion periddica, como se dedujo

n la seccion anterior, conocida también como ™ Forma Trigonométrica Real ™,

_Qp.tie transformarse en otras formas trigonomeétricas y en una forma exponencial

‘compleja, las cuales resultan de gran utilidad para estudiar el comportamiento de

’ ¢ las funciones peritdicas tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la
| p' ecuencia. En las siguiente seccion se desarrollaran tales formas alternas.

12.5.1) Forma Trigonométrica Alterna
En la Serie trigonométrica Real, dada por:

fl) = TD E(a,, abidt +b,,sen-“ﬁ‘l _____ (1)

I
]
‘podemos aplicar a cada par de términos de la misma frecuencia, el procedimeinto
‘normal para reducir la suma de un seno y un coseno del mismo &ngulo, a un solo
termino. A tal efecto, consideremos el triangulo que se presenta en la figura 12.10
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Fig. 12.10

(a32+tb oY

a
DY, = o =

J n] "{h
b

S TS e————— = il

|| n ) ""[h An

b
?’n=m'a:_; Tn'!'an-f';'

Por construccion: -{

M

Luego, podemos escribir{ "
b, =An seny,

=An COS¥p

} = sustituyendo en (1)

[+ 4}
Sy = Ag + Z A,(msﬂp“im?n +senl1p“-t~sen yn)
[ n=i
De donde:

) = Ag + i Apcos( O —y, )
Nn=1

Obviamente, y,, es el angulo de retraso en fase de la armoénica » |, respecto de
la frecuencia fundamental.

Esta forma alterna de la serie de Fourier se conoce como "Forma
Trigonométrica Alterna” y mas propiamente como ;" Forma Trigonométrica
Alterna Cosenoidal”.

§m igual propiedad, aplicando la funcién seno al angulo én, podemos escribir:

) = Aq +ZA (l‘.‘.{)ﬂ send, + sen-—p——msﬁ ) -
n=1

b0 =Au+idnsen(%‘l +6n)
n=1




Obviamente, 5n  es el angulo de adelanto en fase de la arménica » , respecto de
la frecuencia fundamental.
Esta forma alterna es conocida como: " Forma Trigonométrica Alterna Senoidal”,

OBSERVACION:
a) En cualquiera de estas formas, la magnitud 4, = J (dn]‘? +, ) esla
amplitud resultante de las componentes de la frecuencia 28, es decir, la

amplitud de la n—ésima arménica del desarrollo.

b) Los angulos de fase:
| = arctan b, ﬁ—arctimh=(“— )
¥n 7 e y n = B, 5~ ¥n
miden el retraso o adelanto en fase, respectivamente, de la n —ésima  arménica
con respecto a una onda senoidal o cosenoidal estandard de la misma frecuencia.

Forma Exponencial Compleja

La forma exponencial compleja de una serie de Fourier se obtiene
sustituyendo, en la Forma Trigonométrica Real, los términos cosenoidales y

- senoidales por sus equivalentes exponenciales de Euler. En consecuencia :

12.6.2)

_innt

= Loat
_ 2 eV e ¥
A = 5 +Zl(a,., 5 -

upando términos y teniendo en cuenta que L = —i, obtenemos:

ingt _lnmt
e P _ag F
2i

@ inmt innt
- E“—th = o g8n+ibn Ty
fiy) = -5 +§( S i
v _ By
Ceimegr
Si ahora definimos: C, = fﬂ'z'ﬂ
~ s Em—rbn
L3 tltima serie se puede escribir;
a0 innt _inat
) =Co+ > (cﬂe"’_ +Ce T)
n=1

445




P P _linmd
Ey = E}Fjﬂr)[ cos( 8t ) —isen(ogt) Jar =—2-1—_[ De P di
P »
P it
Procediendo en forma analoga, se obtiene : C_; = 7,;- j five © drt, porlo que:
_p
Cp=Cp|,__, . esdecr, Cy y C. soncomplejos conjugados

por lo que , sin importar si el indice es positivo, negativo o cero, 1) v C, vienen
‘dados por :

| ek

o0 P P 3
> Ce” |y |Ca=F e "
-p

N=—o0

Esta forma altema de la serie de Fourier se conoce como :"Forma Exponencial
Compleja™ .

anTA

ando se construye esta Forma Exponencial Compleja, se calcula la misma

| Jrectamanta a partir de la funcion dada, sin necesidad de obtener previamente
nsformacidn a partir de la Forma Trigonométrica Real.

3 ello, se construye directamente estas expresiones a partir de las ecuaciones
de sintesis de f{r) y de C, , amiba anotadas.

“ Nétese también que :

s a
Cl.l—cn _ &g hﬂs o

lpao=—3 =3 Pues by=0

0B ERVACION: Amplitud de la arménica "n"
Recuérdese que la amplitud de cada arménica esta dada por

I Ay = J(a“]2+(bn)2 ............... (1)

| o =C,Cy (aﬂjz = C2 +2C,C_, +C2,
PRI ; ) = 5
b, =i(Cy—C.,) (b,) =—(C2-2C,C.,+C3)
‘De donde:
2

ﬁfn)2+ (-5,,)2 =4C,C, = 4| C = sustituyendo en (1)
AH=J4[C..;2 = 2| Cn|

Ap= =2|C,| =2| C.|
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Ejemplo 13:

Encuentre la forma Exponencial compleja de la serie de Fourier, de |a funcién
periddica f{r) cuya definicién en un periodo es:

f=et , —1<t<1

Solucién:
La grafica de la funcién dada, en un periodo, es:

]
iy a

ERERNE T EL E S

() =et)
-2 =p-1, por lo tanto:
i 3 t1+imm: 1
e —l 1 1 ._L’.]Ft__ .- l 1 =t 14inm) _ 4 & 1+
- AR LRSS & Y T

_
.

.. = 1+inm; Sebnm: s inm; gt
e —e _ 1 & e ~
e Z (T¥inm) Ciinm) 5

senh(1+inx)  senhn)cosh(inm)+cosha) senh(inm)

R

o (+ine) (T+inm) g
|_ _ senhqcosinm) - rcoshpyseninmy _ (-1)" senhq)
| {(1+nm) T (14nn)
N onde:
1—inm)
a e A
I Cn = (-1) (T n2s2) senh(l)
»
B 40000 Gl i I_r;g
o ollo de fir) buscado es porlo tanto: An) = > C, e © ,
|‘ =
s decir
I - i p einm) L
A = (-1) TirnZn2) (1)e
| ~ =
OTA:
') Por supuesto que este desarrollo puede ponerse sin dificultad en la forma
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Trigonometrica Real, ya qhue , por definicion: .
dn-iDn dn+iDn

Co == ¥y Ca=="5
Por consiguiente, sumando y restando ambas expresiones, se obtiene:

a"=Cn+C_n ¥ f.ln=.l:(cn—c._n}
=stas ecuaciones se conocen comno "Ecuaciones de Transferencia " de la
__rma Exponencial Compleja a la Forma Trigonométrica Real.

=y EEtEGEEdU T . Jts
o = (- 1} l: Ig:j) ————senh(1) + (-1 }" %mh(l} = (-1 }" {:i::ﬂiﬂ}]

. 13" (1—inm) -0)" (1+inn) L n 2nnsenh(1)
.‘P« = l[ Wsenh{l} == Wﬁﬂﬂh{l]] =(-1) W

Por lo gue puede escribirse:

fit) = senh(1) - zsenh{l)(%—%-ﬁ- %_) _

—z:r&enh{lj( sennl . 25&n2;1:t " 3$en3;ﬂ . )
T+ 1+4n 149n

‘De donde:

A = senh(l (1 _ 2cosnd Emzn't Emsamt Lo J _
A9 (1) 1412 1+45° 149n2
_2rsenh¢1)[ Sennt _ 2sen2mt | 3sendat |
M +m2 14452 14072

2*)  También puede calcularse sin dificultad, la forma Trigonométrica Alterna.
Para ello, recuérdese que:
J +n2n2

Ay=2C,| = A, = 2|1)" {{; ”2“2]] senh(l)] = 20y senh(l) =

A, = —2__senh(l); A, = 2senh(l)
1+n<n

-13"2rn senh(1)
-1)"2senh(1)

7o = acan( §2) = et - acan(re)

é, = mom(§2.) = £ -7,

Por lo tanto, la forma Trigonimétrica Alterna (cosenoidal), sera:

Ty — % 2 niot _
) 253nh(1)+§-——msanh(1}ms[-r arctan(nr) |
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3°)  Ademas puede obtenerse, en particular:
*  Amplitud de la cuarta amrmoénica: 4, = 2| C| = —2—-senh(1)

1‘1-4-1151::E

*  Angulo de retraso en fase de la cuarta armonica: y, = arctan(4r)
= D0 ==

12.5.3) Ejercicios Propuestos Il
Hallese la forma Exponencial Compleja de la serie de Fourier, de
las funciones periddicas cuyas definiciones en un periodo son:

t,8i0<t<1 1 ,si0<t<l

e ﬂﬂ:{ s ﬂr)={—],8i1{t{2

0,sll<t<2

¢ An=1t, s 0<r<l d) fA=t,si-1<t<1

- = I
e) At =cost, sl -5 <1<

fil AR)=sent, sl O<t<nxm
hy Afr)=rcoshr, si -1<t<]

i) M) =senhr,si <—<]1
A% N

§) TEOREMA DE DIRICHCLET

- Hagémonos ahora una importante pregunta: ¢, Es posible representar cualquier
funcién periédica por una serie de Fourier ?
obvio que, para una serie de Fourier dada, todos los coeficientes ', deben
existir y respoinder a :

P e Ry e
C,-TPI_P_)T.')E m,zpj_Pﬂs}e di

imwgt

Como la magnitudde : e es |, es evidente que:

imack

T = T
st ol o scoxd ]| Ao

‘si la integral del lado derecho de esta ecuacion es finita, entonces el

iciente C,, es tambien finito. Por lo tanto, los coeficientes C,, existen sila

uncion f{s) es Absolutamente Integrable sobre el intervalo T segundos; es
Ir, Si:

T
jﬂ | )|t + oo
Esta condiciones es conocida como * Condicién de Dirichclet " y la misma
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- establece que, si una funcién ( o sefial) satisface dicha condicién, la existencia
de la serie de Fourier esta garantizada, aunque dicha serie puede no converger
- en todos los puntos.

Asi, si la serie es infinita en algunos puntos, la serie representativa de la funcion
- sera también infinita en dichos puntos y no convergente en ellos.

 Analogamente, si la funcién tiene un niimero infinito de maximos y minimos en un
periodo, entonces la funcién tiene una apreciable cantidad de componentes
infinitas en frecuencia y la serie entonces no converge rapido ni uniformemente.
'En resumen, para que una serie de Fourier converja uniformemente, la funcién
A1) debe permanecer finita y debe tener sélamente un niimero finito de méaximos
'y minimos en T. Adicionalmente, fi7) debe tener un nimero finito de
discontinuidades finitas.

Las condiciones aqui expuestas se conocen como: "Condiciones Duras de
Dirichclet” o "Strong Dirichclet Conditions” , para la convergencia de una serie
de Fourier. La i igura 12.11 ilustra lo aqui expuesto:

LA N A

Fig-12.11

Las condiciones de Dirichclet establecen entonces que no es necesario que una
Cion sea continua para tener un desarrollo vélido de Fourier. Esto significa que
a funcion puede tener una gréafica que conste de un cierto nimero finito de arcos
Separados correspondientes a curvas diferentes, cada una de las cuales est

nida por una férmula diferente, y todavia ser representada por medio de una

de Fourier. Obviamente, para encontrar los coeficientes sera necesario dividir
intervalo de integracion (d, d+2p), para hacerlo asi corresponder a los diversos
mentos de la funcién.

el caso de la Figura 12.11 precedente, la funcion f{r) esta definida por cuatro
resiones diferente: f,(1) , f2(t), f2(1) vy fu(f) sobre porciones sucesivas del
alo (d. d+2p). Por consiguiente, es necesario escribir las férmulas de Euler

2 _é_jj#ﬁ:} ms(l‘ﬁ“l}dr -
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'p“j fg(ﬂm(—ﬁﬂ—)dHI fy(@cos( B3t )d!+j fs@eos(T5L )dr +

+j:l ¥ ‘(I}cas(ﬂp“l)n?

Analogamente: N
e T1"L 0 sen(8)ar =

b, m—ﬁ-fdf.F(t}sen( )dt+ffzcr}san("m)dr+j;_f3(ﬂsen(=’lp"l)d:+

ujrj':'f4 (:JB&n(%‘l)dt

le acuerdo con el teorema de Dirichclet, en los puntos de discontiunuidad
(d, r, s, t,u), la serie de Fourier de 1) convergera a los valores promedio indicados
puntos (<), sin importar la falta de definicién de la funcion f{r) en estos puntos.
BSERVACION:

puede observar que toda funcién periddica que pueda ser generada en un
laboratorio, satisface las Condiciones Duras de Dirichclet y posée en
consecuencia una serie de Fourier.

En resumen, toda funcion priédica, con periodo T, que satisfaga la condicién:

T
Iﬂ | o) 'd’: +

lede ser expandida en serie de Fourier, en cualquiera de sus formas antes
Jdiadas.

=00 =

ESPECTRO DE FRECUENCIAS DE FOURIER

expansion en serie de Fourier de una funcién periédica, es realmente
alente a expresar la funcion en términos de sus componentes en el
ninio de la frecuencia.

funcion periédoca con periodo T, tIEﬂE componentes de frecuencia cuya

8= T : -

'réﬁca que representa a C,, en funcion de la fecuencia w = nw , se conoce
"Espectro de Frecuencias "

eral, las magnitudes ', son magnitudes complejas, por lo que deben
scritas por magnitud y fase. Por esta razén, cuando se quiere representar
na funcion periddica en el dominio de la frecuencia, se requiere, en general,
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dos lineas espectrales o graficos : una de magnitudes y ofra de fases, es decir,
el Espectro de Frecuencias constara, en general de dos gréficas:

a) Una grafica que representa | C,| y | C_, | enfuncion dew = tmw,,

: Im{ C
b) Ofra que grafica que representara a la fase 8(w) = ardm( #cﬂ%)
~enfunciénde w = tmw,, .

8in embargo, en la mayoria de los casos, las magnitudes de las componentes
de frecuencia C, , 0 son reales o sen imaginarias puras, por lo que es posible

describir el Espectro de Frecuencias por sélo una gréfica.

1) Caracteristicas del Espectro de Frecuencias

Las caracteristicas fundamentales del Espectro de Frecuencias las

enunciaremos en el siguiente Teorema

TEOREMA:

a) Elspectro de Amplitudes [ gréfica de| C, |vs.(mw,) | , es una Funcién PAR
b)  ElEspectro de Fase [ graficade 6(w)vs.(mw,)] , es una Funcién IMPAR.
ostracién:

Los coeficientes C, estan dados por :

frmt

sate ] o =T - P s —inwt
s zpj_Pﬂ:}e di zpj_Pﬁt}e di

it "
A DT P 1, i inw.t
Con= I_Fﬂr}e dt = 55 j_pﬁ;}e di

de donde:
iy e i ?
RS 7 I ¢ St cos(nwy )dt — ?:0 I_F fx) sen(nwy )dt

C= 2 j’;ﬁr} cos(wo )dt + oL I‘; ) sen(mwo )dt

Es evidente en estas ecuaciones que C, y (_, son complejos conjugados
uno del otro, es decir, C, = C*,, , porloque: | C.|= | C-|.

nsecuencia, el Espectro de Frecuencias (también conocido como
pectro de Magnitudes " es simétrico respecto del eje vertical, es decir,
13 Funcion PAR.

ACEMaS

an I Cn! e.fﬂn
Cop = | Cop |7

nde 6, eslafasedeC, y 6., eslafasedeC_,. ComoC, y C.,son
omklejos conjugados, se tiene gque :

Si C, es complejo, entonces:

452




|Cal =] Cuan
Op =—0.q

En consecuencia, el Espectro de Fase (6, vs. mw,) es simétrico respecto del

origen, es decir, 8, es una Funcion IMPAR, lo que completa el Teorema.
La figura 12.12 ilustra lo aqui expuesto :

Fig. 12.12

Para ilustrar lo expuesto, consideremos la funcién periddica correspondiente
‘auna onda senoidal de amplitud 4 y periodo 7= 2seg., lacual ha sido
rectificada en onda completa.

'La ecuacion genérica de la senal senoidal dada es : f{r) = 4 sen (w, 1), luego:
.| 2

: w, ==k = =gx rad./seq.

‘Laecuacién de la sefial sin rectificar es (X ° T = 2 =

fi) =Asen(nt), T=2 seg.

La gréfica de la sefial rectificada se muestra en la siguiente figura

ﬁfﬂ 4

v

1 I'I.E IZ .!.E 3 5 4
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La ecuacion de la sefial rectificada es 1< W = §- = 5~ = 27 rad/seg.

Para dicha onda rectificada, calcularemos :
~ La Serie Exponencial Compleja de Fourier:

La expansion en Serie Exponencial Compleja de Fourier de esta onda, sera:
£ it

Cp=C,= I §(03) e__"“_dl = -—I A ssn( m) e ha "'Idr

C,= AI Een(a':)e dr = Aj (—3?—751) R

=4 int(1-2n) _ - irt(1+2n) eimt(1-2n)  -int(1+2n) 7'
‘[( S )‘# [ in{l —2n i it(1+2n |,

A[ im1=2n) _y  -in(1+2n) 4 A [ eimgam | p-im p-omr _

- 1
2,;[ a-21)  (+2n) ]'-Ed'rl: (-2 ' (+2m :I

| —aml =L | = 1 +eoszmm| et |

(1 4 cos2nr) = 34 I
(1 - an?) T (1 —4n?)

1 i1 o
| 0 —vzr;r-(l+m52nx}|: (I_—%n—”}:l =4

Porlotanto:  fi) = 24 E (1- 4:12] =

n=—x0

-ibnt  -idmt  -i2nt 2t -t - i6mt
o [ L& goEnt & e L8 —
- 35 = Y= H 3 15 = v el
B n=-3 n=-2 n=-1 n=0 n=1 n=2 n=3
El Espectro de Frecuencia:

El Espectro de Frecuencias existe para :
w=nw, =n(2r) =0, 2x, *4x, +6m 187, ««-
Las magnitudes correspondientes son:

ir 4 l 6

0
0
Cp, |-24 |24 | 24 |24 | 24 | 24 | 24
"| 35z | 15z | 3% | ® | 3x | 15z | 35z

Nétese que, en este caso, todas las amplitudes son reales y en consecuencia,
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es suficiente con graficar un sélo espectro: (C, vs. w)
El Espectro de Frecuencias correspondiente se muestra en la suiguiente figura:

Cn

nw

&T

( Espectro de frecuencias de una onda senoidal rectificada)
{ C'f vs, m, }

‘Nétese que el espectro existe solamente para - w = 0, 3w, 22wy, £3w, ===,
asi que el espectro de frecuencias de una funcion periddica NO es una funcién
continua; es en consecuencia una funcion discreta, pues existe solo para
valores discretos de la frecuencia w. Es por ello que que se conoce también
‘como : " Espectro Discreto " o " Lineas Espectrales " de la funcién ).
Se representa graficamente dicho espectro de frecuencias, mediante
lineas verticales en :w = 0,1w,, £2w,, +3w,- -+, +nw,,« -+, con altura
proporcional a la amplitud de la corrrespondiente componente de frecuencia.
‘Evidentemente, en E?EE caso,
mlC

o) = ReCT = T

T (1-4n®)

=0, Yn=0,+l, £2.-++

'La Serie Trigonométrica Real: f{1) = 5’2& + Y [an cos(mw,t) + b, sen(m,f) |

d n=1

De acuerdo con las ecuaciones de transferencia antes calculadas, tenemos :
a, _ 124
2 e TR
a,=C,+C_,; Enestecaso : C,,=C_,,=¢-a,,=2Cn=4‘4 |

Ty
By = i —Con) =0
Luego:
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0 también :

- 24 AA[ cos2mt | cosdmt | cosbmi , cos8mt . ...
fo\ =G [ SR SN L SR e ]

La Serie Trigonométrica Alterna:
d1) Serie Trignnuméhina Altema Cosenoidal:

) ==+ E A, ms(nwﬂr r,,)

~

. An AR =7§I—}1-4n2|
‘donde: < ( ) arctan(%)=ﬂ, Yn
! EH=T_'TH=%

'riu tanto, la Serie Trigonométrica Altema Cosenoidal sera

o

'd2) Serie Trigonométrica Alterna Senoidai:

o
Esta serie es de laforma:  fl1) = gf“* 2 Ansen( vyt +8,)

Por lo tanto, la Serie Trigonométrica Alterna Sencidal seré .

(s 5]
fo = %4-%;;“:1 msen(zn:ru—g-)

.7.2)  Significado de las Frecuencias Negativas
Las sefiales ¢'™ y e ™ oscilan a la frecuencia w . Dichas
sefiales, no obstante, pueden ser consideradas como dos fasores que rotan

‘en sentido opuesto, y que, cuando se suman, producen una funcién real en el

—
' + e = 2coswi

Twot i 2wt i3w t inwe.t
L) =Cy+Cie % +Che P +Cue O +eeetChe O +uust

— ot -—izwut —Iaurﬂt —inwni
+C _qe +==et+C e foen
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Luego, en el desarrollo exponencial de Fourier estan presentes:

‘a) Las amplitudes :

Qv Lo Con Cias3 5 0 5 O B g so ki Cogits

b} Las frecuenctas

w=0, wg, 2wy, 3wy, == nwy, -0 W, 2w, Wy, —nw,

=D-D=

§) EFECTO DEL DESPLAZAMIEMTO EN EL TIEMPO EN EL ESPECTRO

- DE FRECUENCIAS

Investigaremos ahora que efecto sobre la frecuencia (espectro de frecuencias)
de una funcion peritdica, causa el dresplazamiento en el tiempo de dicha
ﬂ‘l.mdﬁn

Sea fly) una funcion peri6dica de periodo T y sea la Serie Exponencial
‘Compleja correspondiente la dada por

fi) = i Cy emw‘j ,,,,,,,,,, (1)

N=-—mx

Inwnl

‘donde: Zp.[ fine dr

-_ ﬁ}*&ﬁgaremus el Espectro de Frecuencias de f{t —t,)
Sustituyendo en la ecuacion (1) ¢ por (71—1), tenemos :

o inw -"t-tuz ki —inwaty  inwgt
f(r—ru)=ZC"£ i '=ZC,,E R e

= N=-w
i , lrlw : i —!nwntn
Z n , siendo C,=C, e
N=—a0
Luego, si  C,=|C,|e'™ ,entonces: C, =|C,]| o (Onnwoto) (3)

Por lo tanto:
flt—1y) tiene las componentes de frecuencia en :
w=0, ¥z B3x, Hdr 51, -~
Evidentemente, estas son las misms frecuencias de f1).
Las ecuaciones (3) demuestran que las magnitudes de las
componentes de frecuencia también son las mismas de f{1).
Las fases, sin embargo, son diferentes. El desplazamiento en tiempo
(%) causa un corrimiento de fase en una cantidad (n w ¢, ) radianes,
en la componente de frecuencia (nw,).

Podemos asi concluir que el desplazamiemto en el tiempo en una funcién
periédica, no tiene efecto sobre el espectro de magnitudes ( o Espectro de
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[Frecuencias), pero cambia el espectro de fases en una cantidad :"—»n w,"
radianes para la componente de frecuencia (7w, ).

Asi, para una sefial sinusoidal de frecuencia (nw, ), un retardo de r, segundos
‘es equivalente a un comimiento de fase de —n w,t, radianes.

‘Obviamente:

sen nw,(t—t) = sen(mw, t—nwyte) =

‘comimiento de fase neto de  —nw#, radianes, como se ilustra a continuacion
enla figura 12.13

Fig. 1213 . fli) =sennt , g(1) =senx(t— %)

Analogamente, para una sefial sinusoidal de frecuencia (nw, ), un adelanto de 1,
'segundos es equivalente a un corrimiento de fase de n w1, radianes.
Obviamente:
' senmw,(t+1t) = Sen(aw i +nwylq) =

Fig. 12.14 : (fy) =sen=t y g(1) 45"1;(” "i‘ﬂ

EL ESPECTRO DE POTENCIA DE UNA FUNCION PERIODICA:



TEOREMA DE PARSEVAL
Si asumimos que la funcion fi7) es un voltaje o una fuente de comiente,
entonces la integral :

¥ 2 p 2
—.}-J'E_;[ﬁr}] dt = }%j_p[ﬁ;)] dt (1)

representa la potencia disipada por una resistencia de 1 Ohm. Esta
integral es llamada " Potencia " de la senal f{r).
El Espectro de Frecuencias de fir) representa las amplitudes de varias
‘componentes de frecuencia de f{7), por lo que existe una potencia
‘asociada con cada componete, y asi como podemos representar el
‘Espectro deFrecuencias ( o deAmplitudes), de varias componentes, también
podemos representar el " Espectro de Potencia " correspondiente a la
potencia asociada a varias componentes de frecuencia de f{z).
‘En efecto,

o nw.t
fy= 3 Coe

n=-—oo
por fo que:
1 Ji—' 2 1 % : = Inwgt
T.‘ll[ﬂﬂ] dt=TJ‘_}ﬂI) Z Cye dt
2 F n=-—t
Intercambiando las operaciones de integracion y sumatoria, obtenemos :
2 = inw-t
T ji[ﬂ‘)] di = 1 n_Z_an Ié_ﬂf) e °dt .. @)

j'} A e im“tdr = I'C_,. Sustituyendo en (2), se obtiene:

Hitsola: £ aea- 3 jof

BN resumen ;

Lo a- 3 jef

'Olo que es lo mismo :

2 ! e
:. P-f-}-Jli[ﬂrJ] dt = rCD|2+rCT[2+[{2[2+---+JLn’ feoet
2

2 2 2
el PEie)Fr jel,) toend| C " e

ste resultado se conoce como Teorma de Parseval aplicado a la serie

onencial Compleja de Fourier y el mismo puede imterpretarse como sigue:
potencia contenida en un sefial periddica es igual a la suma de las

cias de sus componentes "

Bicha ecuacién sugiere que existe una potencia asociada con cada componente
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- La magnitud de la potencia contenida enn la componente de frecuencia
2
mwy €s: | Cpl
- La magnitud de |a potencia contenida enn la componente de frecuencia
—nwy 85| Cq |2
Pero:C_, =C; porloque: |C., |2+---+} {3,,|2
De aqui que la potencia asociada con una componente de frecuencia my, esla
misma que la correspondiente a la componente —nw,.

i i g
Comolas sefiales e ' y e ' ° son sefiales de la misma frecuencia mw,,
la potencia total asociada con la frecuencia mw, de la sefial dada es :

P, =2| C,|?

Este hecho puede también ser interpretado como que las dos componentes
Che o y Ce e juntas, dan por resultado una funcién en el dominio
‘del tiempo f,(¢), es decir: - —

fi®)=Cpe " + Cpe °

:-_ Cn= ‘Cﬂreiﬂn

"ero: . , porlotanto:

}!e {C_.-.=|Cn[e_'ﬂ" Pe

Iinw_ t+8q: —iinwgt=9p |

Sy =0 S N
De donde :

fult) = 2| Cy |cos(nwyt + 6n)

129.1) Espectro de Potencia

' Podemos graficar la potencia asociada con cada componente

de frecuencia de una seifial periddica, en funcién de su respectiva frecuencia.
'Emha grafica se conoce como : " Espectro de Potencia " de la sefial f{1) v ,
obviamente, es tambien una funcién discreta y existe para valores de frecuencia

w=0,1w, 2w, +3w,, ddw,, -

Ademas, dicho espectro es simétrico respecto del EJE vertical y pasa por el origen.
Ejemplo 15:

allar la potencia contenida en una onda senoidal de amplitud 4 y periodo 21,
solucion:
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A
fity A

/
A =, A

(Afin=4asent, T'=2rx)

=27

—_—
=3

B Az[r senzt]

[25] = |p=A

5 vatios

| E]Empln 16:
Hallar la potencia contenida en la sefial : f{1) = 2| C,|cos(nwgt + 6n ),
Solucién:

_ [21Ca)P?
2

‘Aplicando el resultado anterior, tenemos que : P = z] Cn ]2

= 00 =

) EJEMPLOS RESUELTOS

‘Sea f{r) una onda senoidal de amplitud 4 y periodo 7' = 2 seg. Sidicha
da es rectificada en onda completa, calcular :

La serie Exponencial Compleja de Fourier.

La serie Trigonométrica Real de Fourier

Las series Trigonométrica Alterna Cosenoidal y Senoidal de Fourier

Amplitud de la quinta armonica.

Angulo de retraso en fase de la quinta arménica

Potencia total de la senal

Potencia asociada a la quinta armonica

Espectro de Frecuencias de la sefial

Espectro de Potencia de la sefial

Espectro de fase

La onda en estudio es: f{r) = 4 sen 1, cuya gréfica se muestra a continacion:

| i[ﬁf}fdf - % LG[ sen(t) 1%t = .5% j 2n (1-cos2t) ,
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Solucién:

a) Serie Exponencial Compleja de Fourier :

La representacion compleja de la serie de Fourier esta definida por
el par de ecuaciones:

oo immt p inmt
=Y Ce® | ; r:,,=?1-_[ fihe P dt
N=-o s

La definicién en un periodo de la sefial rectificada dada, es :

Fitd &

Luego: < jnmt _ i1nr: e =

o 1 B _'_‘EE 1 —iznat 1 elm_ E-iznﬂ —i2nmt

C, - jﬂﬂ!}e drzAL sen(rt) e me=,g]'¢1 s e dt=
] int'12n,  -int1s2n) (ot ¥-20] ~inti 420y 71

- = -é_. i . e : = A e e

=i u(z e )d’ "i_i'I:in:( T2n) ©in(1+2n) j]ﬂ »

im 1-2n; ~lmi 1+2n; I . —im T
= Ale o e T b= Al @ E"2“—1+E
B 2n| (120} (1+2n) 2m (1-2n) (1+2n)

= A [ -cos2nm-1 , —cos2nx-1 | _ A 1 1
[__._.. i 2ﬂ(l+m52ﬂ1r}|: (1—iﬁ+{1+2n}]

4
Il

i

A (1 +m52m}l: 1+2n+1-2n

A 1+2n+1-2n
(1_4n2] =1 +Dc52n:r][ J =

[1-4n?)

C,,=~2,§*-_[~1—f]- R =0, £], 2,4+
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yque , ademas, w = nw, , podemos construir la siguiente tabla:

AR EA N I EA ==

Wy 2 2 2 2x 20 [(eee| 2rm 2 2 2r | ews
-'i_l'e=mv 0 2n 4n (7.3 Br |veo| =2m | 4m | 61 | —Bm |ooo
Lo B ZZZZ [ ZE2ZZ-

Q_Evidentamente, enestecaso; C,=C_,
La serie Exponencial Compleja buscada sera:

i2 id i6n -i2n =idn - 6n
2 - B[4 e g™ ] B[ e e ]
de donde
(= &}
ﬁﬂ=% > E:Enftt
X T
= OO0 =

| b) Serie Trigonométrica Real de Fourier :

Su expresion matematica es :

Ao = ElT":‘+ i [ an c:us—"'p“l+b,,sen-ﬂg]
n=1

donde:
(3 24
=CN+C_|_H=..2..&.. 1 -g&'- 1 =4— 1
e " (1-4n%) T (14n?] T (1-4n?)
9 by =i(Cp—C_) =i0) =0
= nat _ nat _
Por lo tanto:
[= 4]
fo=204 ¥ 1 cosanmr)
n=1 [1‘4“)
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y,=m(~§%)=—2—n=ﬂ ,Vn=0,1,2+%+ —

La guinta armdnica esta en fase con la frecuencia fundamental

f)  Potencia total de la sefial: (R = 1 Q)

T 2 2 1 1 1—cos(2nt)
=1 — A 2 =
P=1[ [T a= B[ sen?na =47 =5 a

A2 sen(2nt) 1 A2 A2 :
P__:ZF[!_T]U_T = P_T vatios
g) Potencia asociada a la quinta arménica:
2 : 2
2 :
P5=2|Cﬂl 22[ gﬁ&'m :I =2| —-ﬁzg-% =E(-Q-3F) vatios
n=5

h) Espectro de Frecuencias de la sefial:

De la tabla antes calculada y que reproducimos a continuacién, se deduce

- el siguiente espectro de frecuencia ( C, vs.w):

n g | & 28 L Juzld | 8 | =5 | =4 e

Wy 2r | 2rn 2 2r 2r | r 2n 2 2L |ees

(W=nw, | 0 2r 4 (7.4 8 |s+| 2w | x| OX | B |-

I ¢ [2A]_2A ] 2A [ 2A | _2A _2A | _2a [ 2A | _2A ...
A I3 EF 8 15T 35T 63T i 151 L 63T

Los valores de la frecuencia son ;

w=0, 2z, +dx, +6m 8, - - -

Las magnitudes correspondientes son :

2A _2A _2A _ 2A |
T 3m’ 15z 3w’

Notese que, también en este caso, todas las amplitudes son reales y en
secuencia, es sufuciente con graficar un sélo espectro: (C,, vs. w)
El Espectro de Frecuencias correspondiente se muestra en la suiguiente figura:

465




( Espectro de frecuencias de una onda senoidal rectificada)

Espectro de Potencia de la seifial
Segun ya se obtuvo en el literal a) de este ejercicio, la serie Exponencial
Compleja de Fourier correspondiente a la sefial bajo estudio, es :

__&&lih My e ] EA ,-rzu iy -6
e 1€ +45e + e +

ﬂf 5% ; ( ) :2“::'[

Por !u tanto, las componentes de potencia correspondientes a cada frecuencia,

P=(3)+ (V) + (75) () +-]

, HCONICIRICORICIREY

De donde ; . 5 : 5

- (3 23[R (G5 + () o] =
P= (%{i)z[ i (ﬁf)zji n=0,+l, 42

n=—x

Podemos asi construir la siguiente tabla (P, vs. w) :



Wu 2“’“ 3”’“ Lt R —’H-'u —zwn —-3'“.‘0 'R

2’! dr ﬁﬂ.- LR ] -2 —4}[ —br -

(3)°]G)° (3| (&) [(3)° |3 ()]

35K

8]
@
o
i
S

( Espectro de Potencia: P, vs.w)

Espectro de fase
Talcomo ya seindicd, 5, =0, Yn=0, £l, +2 ...

Tn=n

. ’ kv =ﬂrilr L
5,,=g- radianes " =

Por lo tanto,

Se muestran a continuacién las gréficas correspondiemtes:

Arguin de Tass (F ad )

Al

( Espectro de Fase: y, =0 ; On=7 )
= 00 =
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'Ejemplo 18:

i} i

A, si -?{I{?
i O _ 6
ﬂ.SI ?{I{T -f

lo que abreviaremos en adelante por : f{r) = 4 H(%)’ r

= 2 .'.iun‘ paﬂﬂdﬁ por :ﬂf:’ =

La serie Exponencial Compleja de Fourier.

La serie Trigonometrica real de Fourier

La serie Trigonometrica Alterna Cosenoidal de Fourier
Amplitud de |a tercera armonica.

Angulo de retraso en fase de la tercera arménica
Potencia total de la sefial

Potencia asociada a la tercera arménica

Espectro de Frecuencias de la sefial

[
=

0

A
Espectro de Frecuencias de la sefial, para = i— €g.
&

1
55 €8.

Espectro de fase

Solucion:
a) Serie Exponencial Compleja de Fourier.
La grafica de |a sefial dada, es :

ea i) una onda periddica rectanguar de amplitud 4 y perfoda T', definida

Espectro de Potencia de la sefial, para: 4 = 10,7 = 1/4, § = 1/20

A
LI T n
E € =
Z, "5 |5 1
T L
( Onda peritdica rectangular )
emas:
o innt I nmt
e & : . i
A1) n;‘,mc,, ,e | Ce= gy Lﬁg e P dt




T=2p=p=172 fD) = icgimﬂt
P A AR, - e -
Luego < R T =
I =iy Co= ?%Ip foe ™ a
“F
Por lo tanto
e =it %
12 iwgt a8
Cu = T_[_%A dt = 48| =
-
_lrrw' i imw.5 = _im B inw.G
i A s RS -
Co waT | € e :|__rET' T =
= nW.&
. ‘g%ug_ san(—ﬂ—) sen“’(w_zﬂ_5 )
(—:“LJ (™)

'La expresion entre corchetes es de la forma @i Dicha funcién juega un
importante rol en la teoria de telecomunicaciones y es conocida como :

"Sefial de muestreo " o " Sampling function ™ y por conveniencia se abrevia

por: Sinc(x) = -s—esl}i

. nw._dé 2 - nw._ i W,
Cp = #""1:'51 SII"IC( 5 ) y | Ao ng% Smc(T“J e et

'En este caso, los coeficientes C, tienen como envolvente la curva |
A 5ine i cuya grafica se muestra a continuacion:
T —5 —|. cuyag x

K i) o

(Gréfica de una funcién Sinc(x) : A1) = kSinc(r) = k0L )
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Nétese que la funcion Sinc(t) oscila con un periodo 2z , su amplitud decrece
‘en cada direccion de la variable "¢ " y tiene ceros en los valores : ¢ = 4, +2x, 437, « +

Serie Trigonométrica Real de Fourier
La serie Trigopnométrica Real de Fourier sera ;

A = 52—“ = i [a,, cns—“p“l +bnsanﬂsﬂ—]

n=1
donde:

A
8
Il
g
A
4
I
—Z
2}
=
(]
i, |
Jz
=4}
L
+
-qg
192}
a3
(2]
—
Sk
b S
|
1
b=
(9]
w‘ =
ni
[=1]
| S

W = < =%=-ﬁ :ﬂiﬁ-unwnr
Por lo tanto:
oo
_AS |, 245 L
Ao = T+ 5= SII"‘IG( 2" )mswu
n=1
= 0D ==

Serie Trigonométrica Alterna Cosenoidal de Fourier:

La serie buscada es:
fy=2+ iﬁﬂmﬁ(ﬂﬁ‘i—n)
dunga: R
£ =Cy- 2
{ An = Jan7 v Gay” = [ B sine E;E)] - 48 [sino( 52|
h‘”’nz%ﬂz 2; =F = =y
Por lo tanto




Por lo tanto, la serie Trigonométrica Altema de Fourier buscada sera:

nwaﬁ
5 cosAW I

) =D = ﬁlr!a- +-’E'|‘-‘L Z |5inc(
n=1

= N} =

d) Amplitud de Ia tercera armoénica (A,)
Tal como ya fue expuesto, 4; = 2|Cs| ; C,= %Sinc(iw?ﬁJ
Por lo tanto:

oS ou( 52)

2
€) Angulo de retraso en fase de la tercera arménica:

yn=arctan(32) =& =0 ,¥n=0,1,2,-..
(La tercera arménica esta en fase con la frecuencia fundamental)

f) Potencia total de la sefial (R = 1 Q)

| S t¥ep0e 2% @rs _ A2

Potliula- €% - £(3+3)- 4

g) Potencia asociada a la tercera arm?nica

2 _ ol | A8 g, [ Wed oA 12 [ o Bwgs )

P; = 2/C; -Z[I—ﬁ.—Snm(T“)ln:B] —2[—7—] l:Smc( 2'-" ) =

Py =252 ]'2 [Sm(ﬁ)z] vatios

h) Espectro de Frecuencias de la sefial: ( C, vs.w)

Del valor de C, antes calculado y teniendo en cuenta gue, en este

caso: w, = %?‘— y que , ademas, w = nw, , podemos construir la siguiente
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e L R R

golawd] =1 || =2 | =8 | =4 |sea

e 0 [wg |2wg |3wg | 4wy [oee| =Wy | Dwg | 3wy | —Awg |=e-

S —my. | o |20 4= | 6z | 8n | .| 2x] 8= | B2 | _8x |...
0 s B e ;) T T T T

£, Co|Ci | Cz | G5 | Cy Cq | Cy | Cx | Cy |re

Los valores de la frawangia sug o
2n 1
w=0,+4F, £48 +8 480,
Las magnitudes mrraspnnmantgs son;
ﬂ'o'l"u'

Cp= %— Sinc(—r), n=04+,+2, ---

Notese que, también en este caso, todas las amplitudes son reales y en
secuencia, es sufuciente con graficar un s6lo espectro: (C, vs. nw, ).

Cn

w=mil,
( Espectro de Frecuencias: C,, vs.nw, )
A =10
Espectro de Frecuencias de la sefial, para:< 1 = lﬁeg-
N
0= 558
En este caso particular, w, = %-.’E = %; 8mr  rad lseg
por lo tanto, la primera frecuencia de corte ocurre en:
*L =n ., porloque: we=2E =28 _40n

En consecuencia, en el intervalo (0,407 ) la frecuencia w, = 8x
cabe: 408 — 5 veces | es decir: mwy = 40r = n=0,1,2,3,4

Los componetes de frecuencia en ese intervalo son:
w =0 +8r, tl6m, +24m +32r. « o
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Las magnitudes correspondientes son:

% Sinc( m;uﬁ) 10 (.?_) Sinc( n8r( ) ) —28ine(AL),  n= 041,42,

e :

El espectro en este caso sera, por tanto:

R » ol 1| 2 3 g [esn]=F | = | =3 | ==

0 o 2w —Zwﬂ —3wﬂ |, P

W=, {}? 8r | 16x | 24 | 32m |=o«| -Brx | =161 | —24x | =32m |« v«
2711.87|1.51|1.009|0.47 1.87| 1.51 | 1.009 | 0.47

w g | 3wy |dwg |2=-| -

Por razones del graficador utilizado, la siguiente grafica muestra Cn vs. n
yno Cn vs. nw,. como fue definido. Nétese sin embargo que, en este caso,

w=nw, = n(8x)

( Espectro de Frecuencias: C,, vs. nw, )

Espectro de Potencia de la sefial para: 4 = 10,7 = 1/4 seg., § = 1/20 seg.
Segun ya se obtuvo en el literal &) de este ejercicio, la serie Exponencial
Compleja de Fourier correspondiente a la sefial bajo estudio, es:

oo
c, =42 Sinc( 2“’5 ) =| =23 Sinc(_".;i) g et
N=—x

o
de donde: fo=2Y Sinc(%) e '8
M=

Para: n=0,1,23,+-
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=)

=

n 0 1 2 3 4 5 6 7 e ’l
o | O | wo | 2wy | 3wy | dwy |Swg| 6w, | Twy | 8w, |--|
mv, |0 8 lém 24x 32r | 40m | 48x 56 64w | e
) | 2 | 1.871 | 1.514 | 1.009 | 0.467 [0.00|—0.312|-0.432 | ~0.378 |+«
D 1 (2)% | (1.87)% | (1.51)% | (1.009)? | (0.47)2 [0.00| 0.10 | 0.19 | 0.14 |«=-
Para: n=0-1,2--3,-+"

D=1 ~2 -3 —4 -5 -6 ~7 -8 ..
@ 0 W, 2w, 3w, 4wy | Swy | 6w, | —Tw, | —Bw, ..
| o 8w | —16r | -24r | —32x |-—40m | —48% | —56m | —64m |+
) | 2 | 1.87 | 151 | 1.009 | 0.47 |0.00 |-0.312(-0.432 |—0.378 -~
D2 @)? | (1.87)% | (1.51)% | (1.009)% | (0.47)%| 0.00 | 0.10 | 0.19 | 0.14 |.--

anto, la serie Exponencial Compleja de Fourier, para: 4 = 10,7 = 1/4 y 6§ = 1/20,

=24 [1.31@‘“"

+1.51e' " 4+ 1.009¢

i2dn

+0.47¢"% 1 (0)e"** —0.312¢' " - 0.432¢""

+[1.87e 7% + 15167 7" 1 1.009¢™%* 10,4777 4 (0) '™ — 0.312¢7**" — 0.432¢

El espectro de potencia buscado sera:

P

o 3

)
t‘!!:eIM- “I+=*.!
200,176 150125 100 75 50 95 @ 20 BG 78 100 125 150 175 200

Obsérvese como

( Espectro de Potencia: P, vs. nw )

a) Las altas frecuencia decaen rapidamente.
b)  En este ejemplo, la potencia total de la sefial es:

2
P=A"5 - 102120 _ 20 ytios

174

Por lo tanto, casi el 50% de la potencia total de la sefial esta
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R T &

_'+...'.

s

contenida en la componente d-c y en los dos primeros armaénicos.

J)  Espectro de fase
' Tal como ya seindicod, b, =0, Yn=0, £1, £2 .=«

Yn=0

Por lo tanto, -
= -gu radianes

* I..:?‘"={]r il: ﬂr..'

Se muestran a continuacion las graficas corespondiemtes:

Hrguba ta v (rad) &

' 1 9:

. ea f(1y una sefal periddica, definida en un periodo por:
=™ si-1<r<l1

La serie Exponencial Compleja de Fourier.

Espectro de Frecuencias de la sefal

Potencia total de la sefial, sobre una resistencia de 1 Q

Potencia asociada a la quinta armonica

Los angulos de adelanto o de retraso en fase de la quinta armonica

ica de la funcion periédica , en el intervalo dado, se muestra a continuacion :
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f{t} ST

LEREE 2
Por lo tanto
1 F! 1 e ; L vavinm: A E-—I‘-i-il'bt_.l & 4+inm
=L | e¥e di = - dt=L1e dt=LE —
:‘; Z_J-l ZJ[ 2 —(4+EM)
& Ol N eteoinm _ 4, —inm - ;
: (4+mu‘) 2(4+mx)

R [ msnx+;.sen(mr}]— e [ msnn—:sen{m‘}] et [ msnﬂ = ‘EH‘LWMJ

2( 4 +inr) _ 2( 4 +inx)
_ cos(nr) (ﬂ = 94) _ _senh(4) cos(nr)
e 2( 4+inn) (4+inn)
- senh(q,} BiGn C = l n senhr[d)
g (4+inm) s ol e 16 + (nn }2( e

fﬂ;ﬂ 0. iyt 2 n senhi4) innt
fy= 3, Cue - n;m Cop — = nz: =) (4+inn)
| it
= =0,+1,42, ...
Sy =senh(4) > (-1) (4+im'r) n x




El desarrollo en siete términos no nulos sera:

3 2 1 0 -1 -2 -3
in n T 0 —iT -2 —3r
senh(4) | senh(4) senh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4) senh(4)
4 +iln 4 +i2r 4+in 4 4—ix 4—i2x 4—iln
senh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4)
Jaron? | Jaran? | favn? 2 | Jaxa? | favan® | Jaron?
ﬁﬂnﬂE ek i2nt i3t ~lrk —i2nt =3t
senh(4) e e __e il e _ e
4 *53"“(45'[ ;R B Py SV = Ay B P I U P
bién:
. . 1 eir:t Eﬂnt elﬁa‘d E—Ent E-ﬂ# E-—Bﬁt
i ﬁenh@}l:f_ d+ir T d+0x 4+pbn " A+im  d+i2x  4+8x +.”:|

3 2 1 0 -1 -2 -3
N 3x 2 I 0 - 2 ~3r
senh(4) | senh(4) senh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4) senh(4)
4 +i3m 4+i2n 4 +im 4 4 —in 4—i2n 4 —i3n
senh(4) | sennh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4) | senh(4)
| aeon? | Javan? | JaxA? 4 Ja+z? | Javan? | Ja+on?
2.8325 4 1387 T.3217 13. 645 7.3277 4, 1387 2. 8325 1
|
B+ 1} 15
]
|
T 4 ]: 8
-0 - -0 -4 -
| Ca| vs. )
PotenciaTotal (R = 10Q)
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] 1 1 g |}
P= %-j;[ﬁt}]d‘r 5_]1[3*]1-4; =%:fle‘“'df=%f_;} ) i A

=

P=1[ 455 | - Lsenn(s) = 186.31 vatios | P=186.31 | vatios

Potencia de la Quinta arménica: 5
2 senh(4) 2sinh?( 4) .
Pe=21Cs| =2 = = 5.669 vatios
’ I SI ( J16 + 25%2 ) 16 +251°

Ar gulos de adelanto o de atraso en fase de la quinta arménica
ed) Angulo de adelanto en fase : y, = arctan( 23 )

. senh(4) senh(4)
= el -
as=Cs+C_s IE—F(SE}I( T (5 }3( +:5n’) —
3 senh(4)
= 16 + (57)*
e . |  senh(4) senh(4)
B =i -Cs) =g —— 2 Sl 5
i(Cs —Cs) II: TR —(4-i57) + TR —(4+i x)rl =
senh(4) ) senh(4)
heo= | ——2087__Fgiis 5
- [ Iﬁ+(5;r)2( Rae) + 15+(5x}‘( E)] -
bi =_1DESI_E1D..{.4]_2
16 + (57)
_lﬂ,rm
5 16 +(5m)* | _ 10 Y _ 5 Y _
Uego, yg = arctan = senhid) - a.n:tan(Tﬂ) = amtan(I:r) =1.3214
16 + (57)*

¥s = 1.3214 rad=75.711°

Angulo de retraso en fase : 5, = a:mn(‘;—:)

Por lo tanto : dg = 0.24940 rad = 14. 289°

EJERCICIDS PROPUESTOS IV

Calcular el espectro de potencia de una onda cosenoidal de amplitud 4
y periodo 7" = 1, cuando la misma es rectificada segn lo siguiente.
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2)

a)
b)

Cuando la rectificacion es de media onda
Cuando la rectificacion es de onda completa

Represente la funcion f{z) = ' en el intervalo (0 < ¢ < 1), por

a)
b)
c)

Represente la onda triangular definida por: {

a)
b)
c)

a)

La forma Exponencial Compleja de Fourier
La forma Trigonomérica Real de Fourier
La forma Trgonométrica Alterna de Fourier.

t+m, —wT<t<0
—t+x, OD<t<nm

Por la forma Exponencial Compleja de Fourier
Por la forma Trigonomérica Real de Fourier
Por la forma Trgonométrica Alterna de Fourier.

Encuentre |a serie de Fourier (Trigonométrica y Exponencial) de
la sefial periddica formada por eliminacion alternada de un ciclo
en una onda sinusoidal, segun se muestra en la siguiente figura :

\ -

b)

:ﬂ)

(A0 )

Sila onda f{z) dada se desplaza hacia la izquierda en » segundos, la
nueva sefial fir+x) es una funcidn impar del tiempo cuya serie de
Fourier contendra en consecuecia, sélamente términos seno.
Encuentre la serie de Fourier de f{r + x). Deduzca a partir de esta
serie, |a serie de Fourier de f{z).

Repita ») para el desplazamiento de f{r) en = segundos hacia la derecha.

Para cada una de las sefiales periddicas que se muestran a continuacion

calcule la serie de Fourier y grafique el espectro de frecuencias :
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0 l<it<3

e)  Una sefial es obtenida por inversién alternada de los ciclos
de una onda coseno, como se muestra en la siguiente figura:

: cos2nt, —-l<t<l
ﬂZrJ={

¥

Tt #h

e.1) Determine la serie Exponencial Compleja de Fourier.
e.2) Siestasenal fr) sedesplaza »/2 segundos hacia la derecha, la
nueva funcién fz — %} es una funcion par de la variable tiempo (7).

cuya serie de Fourier contendra sdlamente términos cosenos.
Determine la serie de Fourier de f{r — %} y deduzca a partir de

esta la serie de Fourier de f{1).
e3) Siesta sefial A7+ -%} es una funcion impar de la variable tiempo (1),

cuya serie de Fourier contendra s6lamente términos senos.
Determine la serie de Fourier de fr + —’2‘-) y deduzca a partir de

esta la serie de Fourier de fz).
Dada la funcién fir) que se muestra en la siguiente figura :
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Encuentre la Serie Trigonometrica de Fourier :

f.1)  Entéminos senos y cosenos, de frecuencias w = 4,8,12,16,eic. ,
mas una constante.

f2) Con sdlamente téminos senos, de frecuencias w = 2,6, 10, 14, erc.

f3)  Con sélamente téminos cosenos de frecuencias w = -, .8, 3%,

etc, Mas una costante.

f.4) Con stlamente téminos cosenos, de frecuencias w = 2,4,6,8, eic.,
mas una costante.

f.5) En teminos senos y cosenos, de frecuencias w = 1,2,3,4. ete.,
mas una constante.

f6) Con sélamente téminos senos, de frecuenciasw = 1,3.5,7, erc.

f.7) Se desea aproximar a f{r) por un numero finito de términos, ;cual
de las series arriba calculadas seria preferible ? Justifique
cualitativa y cuantitativamente su respuesta.

Demuestre que en toda funcion periddica par, los coeficientes de la Serie

Exponecial Compleja de Fourier son reales. Demuestre también que, para
toda funcién periddica impar, dichos coeficientes son imaginarios.
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CAPITULO X111

LA INTEGRAL DE FOURIER

REPRESENTACION DE SENALES POR EXPONENCIALES CONTINUAS

) INTRODUCCION

%_E_l_.anélisis de frecuencia de un sistema lineal requiere que una funcion f{r) sea
representada como una suma (discreta o continua) de funciones exponenciales.
‘Hasta ahora, hemos analizado como representar a una funcion periddica /(i)

&n un intervalo —w < ¢ < », por una suma discreta de funciones exponenciales,
También podemos representar cualquier funcién no periédica en términos de
funciones exponenciales en un intervalo finito 7, < ¢ < t, + T. (Recuérdense las
‘expansiones de pleno rango y de medio rango antes expuestas).

Para el andlisis de frecuencia en que estamos interesados, sin embargo,
necesitamos representar todo tipo de funciones f{r) en terminos de funciones
onenciales, no sobre un intervalo finito como loes: t; < ¢ <ty + 7, sinoen

o el dominio (—o, ).

este capitulo se desarrollarén las técnicas apropiadas para tal representacion.
remos que una sefial no periodica, en general, puede ser expreasada como
suma continua, es decir, como una integral de sefiales exponenciales, en
traste con las sefales periddicas, las cuales, como ya se estudié, sélo pueden
representadas por una suma discreta de funciones exponenciales.

'REPRESENTACION DE UNA FUNCION CUALQUIERA SOBRE EL INTERVALO
«). LA TRANSFORMADA DE FOURIER

e asunto puede ser abordado por dos vias diferentes:

Primero, podemos expresar la funcion f{z) en términos de funciones
exponenciales sobre un intervalo finito (_, % <l < -;;] y entonces hacer que

J4ns

T - o,

Alternativamente, podemos construir una funcion periédica de periodo 7, de
tal manera que f{r) represente el primer ciclo de esta funcion periadica.
Luego, hacemos que el periodo T -+ o, con lo que la funcidn periédica asi
definida tiene solamente un ciclo en el intervalo (—= <1 < x) yes
representada por f{1).

Realmente, no hay diferencias entre ambas aproximaciones, sin embargo, la Ultima
oximacion presenta ciertas ventajas porque nos permite visualizar el proceso del
le (I'— =), sin alterar el diagrama del espectro de frecuencias.

iérdese el ejemplo de la funcién Compuerta (Gate Function), para diferentes
alores de 7' y que de nuevo se muestra a continuacién en la figura 13.1 :
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ﬂ&fg 0 5!'&

Fig.13.1 : Funcién Compuerta

‘Segun se obtuvo en el capitulo precedente:

nwgd
sfi(ﬁ;g;) Ly Cn = %Sinc( "‘;"‘5 1)
(=)

o =25 = %ﬂ = %21{”—{ - 8%5  Sustituyendo en (1):

= Al
Co = 7

B9 | | 10- % 3 sne(3p0) ™

as siguientes graficas (figuras 13.2 1 a 13.2.4) muestran la envolvente del
ectro de Frecuencia correspondiente a la funcién compuerta dada, para
ntos valores de los parametros : A, 6, T.

[ IR £ TE 125 1 - TR 1]

Fig.13.2.1: Espectro de Frecuencias ( C, vs. nw)
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Obsérvese que los valores discretos de la frecuencia w = mw,, correspondiente a
‘cada componente de frecuencia, ocurren en w = mw, = —2-%-"- :

_En consecuencia, al aumentar el periodo 7, ocurren simultdneamente las siguientes
res situaciones fundamentales :

a) Lafrecuencia fundamental w, = T— disminuye.

b) ElEspectro de Frecuencias se hace cada vez mas denso, es decir, en un

- rango de frecuencias dado, hay mayor niimero de componentes.

¢} Laamplitud de cada componente, dada en forma genérica por :

[C‘, - -ﬁ.i.iiSinc( nv;ua ) ] obviamente disminuye.

!.a siguiente grafica (figura 13.2.2) comresponde a los valores :
A=20; o6=1203seg ; T=1M4 seg. =

20 = (=) Lo : nw :
c,,=-—E-5“—S c(_oz_m) =4s.m(ﬁo.) = 4 Sinc( )

siendo i w =nw, = "_(_2,5_ = n(%) = n(8x)
F.

Obviamente, la primera frecuencia de corte w, ocurre para : ‘L—f -1 =
w. = 40
El nimero de componentes de frecuencia en el intervalo (0,40x) sera
40x
e _ g
8

80T T IJE mll,

- = < |
Fig13.22:C, = 45mc( - ) wo=8r, T=1
Lafigura 13.2.3 muestra el nuevo valor de C,, cuando permanecen constante
los parametros 4 y 6 y seincrementael valorde T a:
1
T =L
2




'En este caso
' 20+(35) oo [ BWy -2 [ nw 5
Cp = = SII‘IE‘{—-—-—EL = 2 Sinc 0 1=2 Smc(i“ﬁ—)

@) 2 40
siendo:w =nw, = n(zT’r) = n(%) = n(4n)
Obviamente, la primera frecuencia de corte w. permanece igual al caso anterior,
pues también ocurre para : % =r =

W = 40
Sin embargo, el nimero de componentes de frecuencia en el intervalo (0,40r) es
-ahora :
2 - 10
Lafigura 13.2.3 muestra la envolvente del Espectro de Frecuencia correspondiente

‘ala nueva sefial rectangular especificada y las diez componentes de frecuencia
‘existentes en este caso, en el intervalo (0,40x) :

o
B0 W= W%
Fig.1823: C, = 28inc( 2 ); wy =4x, 7= 1

figura 13.2.4 muestra el nuevo valor de C,,, cuando permanecen constante
los parametros 4 y & y se disminuye el valorde I" a -

=
10

‘En este caso :
L 200(3) o f AWad Y [ awg ) ol s
1 = _(L_)_ Smc(—i-— = 10 Sinc 30 )= 10 SEHG(E)
glendo s w = nw, = n(—z%f-) = n(%) = n(20m)

W0

viamente, la primera frecuencia de corte w. permanece igual a los casos

anteriores, pues también ocurre para : ":—5 - =

3 we = 40x
Sin embargo, el nimero de componentes de frecuencia en el intervalo (0,40r) es




La figura 13.2.4 muestra la envolvente del Espectro de Frecuencia correspondiente
a la nueva sefial rectangular especificada y las dos componentes de frecuencia
existentes en este caso, en el intervalo (0,40r) :

-y \/ v ; Mn. = s w,

Fig.13.24:C, = 10 Sinc(%ﬂ-); wo =20m, T= L

Las figuras 13.2.2 a 13.2.4 aqui mostradas, ilustran el importante fenémeno ya
conocido y que resumimos de nuevo dada la importancia del mismo:

a) Laamplitud de los coeficientes C,, es inversamente proporcional al valor

~ del periodo 7.

b) Alincrementarse el valor del periodo T, aumenta también el nimero de

~ componentes de frecuencia existentes en una banda de frecuencia
predeterminada, y viceversa, si el periodo 7' disminuye, disminiye también la
concentracion de componentes de frecuencia en dicha banda.

13.21) La Transformada de Fourier
Consideremos una funcion aperiédica f{z) definida en un intervalo
(a.b) como se muestra en la figura 13.3

fir) *

[

a o b

L i

Fig. 13.3 : flr) = Senfal no periddica

Se desea representar dicha funcién como una suma de funciones exponenciales
€n todo el intervalo (—= < 1 < x).
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Para este propésito, construyamos una nueva funcién periédica f(r), con
periodo arbitrario 7, donde la funcion f{z) se repite a si misma cada 7" segundos,
como se muestra a continuacion :

ruﬂnm:%‘u} frf-f] [

AVAT

Fig. 13.4 : Sefial periodica f(r)

i

El periodo 7' se toma lo suficientemente largo para que no haya solapamiento
entre los pulsos f(1), es decir, 7> | b -a. |

La nueva funcién f;.(1) es una funcion periddica y, por lo tanto, puede ser
representada como una Serie Exponencial de Fourier. En el limite, si tomamos
T - =, entonces el pulso en la funcién periddica se va a repetir después de un
intervalo infinito. De aqui que :si T - «, entonces, f,(1) y Ar) son idénticas.
Es decir :

.Iliir;nf*r(ﬂ =fln)

Asi, la serie de Fourier que representa a f; (1), representara también a /(1)

8i7 =« en dicha serie.

al como ya se expuso en el Capitulo precedente, la serie Exponencial Compleja
de Fourier para la funcién f; (1),es

fi= B ee™® | ek ()
N=—x
Wy = 2
1 TE —11'!'Wﬂt
c, =1 _[ fr(0e it Y=x (2)
)

i!iagamus ahora que T se incremente; cuando T’ se incrementa ocurre que:
a) Lafrecuencia fundamental w, = l.lll disminuye.

Aumenta el nimero de componentes en un rango de frecuencias dado, por lo
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que el espectro se hace mas denso : w = nw, = nzT"

€) Laamplitud de cada componente disminuye también. El término C, sabemos
que representa la amplitud de la componente de frecuencia w = mw, y su
valor es inversamente proporcional al valor de T

En el limite, cuando 7 - =, la magnitud de cada componente C, llega a ser
infinitésimamente pequefia, pero ahora hay tambien un nimero infinito de
frecuencias (componentes de frecuencias). Es decir el espectro existe ahora para
‘teda valor de w y no es discreto, sino una funcién continua de w.

ara jlustrar este punto, hagamos el cambio : n wy =W, , con lo cual la expresién

{2; puede escribirse en la forma :
T2

=4 [ frme™ia 3)
. -Ti2
Sustituyendo esta expresion (3) en la ecuacién (1), obtenemos :

0= 3 [% J fot)e"“'"‘dr}'“‘"' @)

-Ti2

oo Ti2
f-r{” = Z [2‘!‘: I fT(TJ f‘l\fnt J Elwnl ETH: (5}

n=s0) " _Tp
Awp = (n+ 1wy —nw 311—‘-

o W=

Por lo que, sustituyendo en (5), obtenemos

0 T=2 =
fr(0) = Z[zﬂ | r@e™'ar :lelmﬂ.w,., .. (6)

n=—a T2

ﬂﬂ = 'Ib-a.";ef-r(ﬂ
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=2 Aw, - 0 cuando T -+ « En consecuencia, Aw, puede ser
5 = K

Aw,
representado por dw.

La variable discreta w, se transforma en la variable continua : w
La sumatoria Z se transforma en la integral : _[

n=—x

T )
Laintegral: [2_ setransformaen: |
__2_ —ax

‘Bajo estos efectos, la expresién (6) se puede escribir en la forma :

iy = S _[:D[ Iiﬁ‘r}a"“ﬂ ™ a (D)

Esta ecuacion, conocida como : " Integral de Fourier " , es una representacion
valida de la funcion aperiddica (' -+ ), siempre que :
8)  Entodo intervalo finito sahsfaga las condiciones de Dirichclet.

b) Exista la integral |mpmpqaj | /)| dr, esdecir, sifir) es una funcién

" Absolutamente Integrable ".

Bajo estas condiciones, la llamada " Integral de Fourier " proporciona el
valor de f{r) en todos los puntos en los que /) es continua, y da el
promedio de los limites por la derecha y por la izquierda de fiz) , en todos
aquelios puntos en los que esta funcién es discontinua.

La" Integral de Fourier ", dada por la ecuacion (7), puede escribirse en la forma:

=2 [" [Fm]e™aw | .. (@)
Fov) = _["; foe ™y | Q)

Estas dos ecuaciones (8) y (9), ponen de manifiesto una inconfundible simetria
e flt) y Fw) ,y constituyen lo que se conoce como :

En el dominio del tiempo : A1) = T _{ [Fo0) ] o™ dw

En el dominio de la frecuencia : F(w) = I fine"™a

Espectro de Frecuencias
La funcién F(w) es, en general, una funcién compleja y necesita por lo tanto
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dos graficas para su representacion : una para la magnitud | F(w)| y otra
para la fase 8(w), en funcion de w.
En efecto, F(w) = | Fw)| '™ , donde : 6(w) = mm(%% ,

Por lo tanto, F{w) puede ser representada por una gréfica que exprese
a | F{w)| y ofra que muestre a 6(w);obviamente ambas curvas como

una funcion de w.
Ocurre gue, en muchos casos, F(w) es real puro o imaginario puro y, en
estos casos, sdlamente una grafica sera necesaria.

Ademas, si f{r) es una funcion real, entonces :

Fw) = j: ey | Pew= j': fe ™ ar

Fw) = _[1 Atyeos(wrydi—i | 1 fiysen(we)dr

Ao = | : At) cos(wtydt + :j: Ro)sen(w)dr

Es decir, F(w) y F(-w) son complejos conjugados : F(w) = F*(—w),

por lo que podemos asm‘bin_
Fw) = | Fow) Je™™
F(-w) = | Fow)|e "™

Por lo que :

}3|le|=lﬁt—wll

Luego es evidente que:

- El Espectro de Frecuencia ( o de Magninudes) de F(w), es decir,
| F{w)[ vs. w, €5 una funcion Par de w.

- El Espectro de Fases 8(w) vs. w, es una funcion Impar de w, es
decir, 8(w) = — 8(-w). Esta (ltima caracteristica se ilustra a
acontinuacion.

4

( 8(w) = -8(-w) )
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- Enla ecuacion (9), F(w) es la transformada de Fourier de f{1) y representa el
Espectro de Frecuencias de f{1), es decir, las amplitudes relativas de cada
componete de frecuencia, con frecuencias pertenecientes a (— < w < ®).
Dicha funcién es también llamada : " Funcién Densidad Espectral .
Notese que dicho espectro es en este caso una funcién continua y existe
para todo valor de w.

La ecuacion (8) representa a la transformada inversa de Fourier de F(w) y
representa la funcién f{r) no periddica , en el dominio del tiempo, como una
suma continua de funciones exponenciales, validas para ¥¢ € (—~x < 1 < =),
Las ecuaciones (8) y (9) se conocen tambiém como :" Transformada Directa
y Transformada Inversa de Fourier ", respectivamente, por lo que puede

escribirse :

Fow) = F[f0)] = _[: A e

Ao = FFW)] = ,‘,"—Kj: Fow) e™'aw

SIMPLIFICACION EN EL CALCULO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
( Condiciones de Simetria )

Resumiendo las férmulas obtenidas anteriormente, tenemos:

a) Integral de Fnurler'

gy =4 [T [ |7 gwe ™ ac] e dw

b) Par deTransformadas de Fourier : _
=2+ j Fow)e™dw vy Fow) = " roye™ ar
Desarrollando por Euler esta itima ecuacion, se obtiene:

Fw) = _[: Aoy e "dt = Fow) = | : o) coswnydt i | : A6 sen(wi)dr

CASO 1:Si flr) es funcién PAR, entonces :jm fo) sen(wi)dt = 0
porlo gue : Flw) = r ) cos(wi)dt = zjm Sr) cos(wi)dr
- L]

Flw) =2 j' :ﬁ:} cos(wi)dt

CASO 2:Si fi1) es funcién IMPAR, entonces I ) cos(wt)dr =
por lo que : F{w) = —;j S1) cos(wi)de = ~2i j f6) cos(wi)dt
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Flw) = —2i j: A1) sen(wn)dt

}‘_Eﬂ'funna analoga se obtiene:
f) = 511? I _m Fow)e™'dw = %U_ﬂ F{w) cos(wi)dw + inF{w}s&n(wr)dw]

CASO1:Si F(w) es funcidon PAR, entonces :r F(w) sen(wi)dw = 0
porlo que : fif) = ;—EI: F(w) cos(wi)dw = % j: F(w) cos(wt)dw

Fw) = 1 [ " Fov) cosowr)dw

CASO 2:Si F(w) es funcién IMPAR, entonces :r F(w) cos(wi)dw = 0

porlo que: flr) = % I : A1) cos(wt)dw = Ti : F(w) cos(wi)dw

Flw) = 2:‘_[: ) cos(wi)dw

= 00 =
Ejemplos resueltos
13.2.3.1) Funcién PAR:

Ejemplo 1:  fir) = %, —_mr<t<nm

riy

(fi)=1*)
La Transformada de Fourier correspondiente seré
3 Flw) = I:T 12e™dt

Aplicando integracion por partes, se obtiene :
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Fw) = }:—3 [ 222w?sen(mw) + 4w cos(zw) — 4sen(nw) |
- Aplicando simetria :

Fw) = 2]': 2 coswidt = 27
lo que confirma el resultado.

‘wrsen(mw) + 2rwcos(mw) — 2sen(mw)
w:!

Fiw) an

( Flw) )

'mp_luz: A1) = cost, - <t<n

TN +

:qw ot B " 'Tr' ¥

(M) =cost , -m<t<m)
.ii'a‘ansfm‘mada de Fourier seré :

y P = [, oo = 2w S0
Aplicando simetria :

Fow) = 2" costcoswidt = — 2w sonY) . o que confirma el resultado
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Se muestra a continuacién la grafica de F(w) :
Flw) 4

"IN
SN

3 ( Flw) )
13.23.2) Funcién PAR:
Ejemplo 3: fi1) =1, - <t<K

I() 4
7

A —o——

-———

(fi=t —m<t<nm)

Fw) = J':' re™di = — “':2 [ —Isin{mvj'+2mvous(:rw}]
Aplicando simetria :
Flw) = 20 [[ tsinwid = i 2SD08 —2INCOSTU. — I maginario Puro =

1

( iF(w) vs.w )
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s 1:_1( — 2sinxw + 2w cos W )
ReF(w) | ReF(w)

Obviamente, 8(w) = an‘.:tan[

L enlos intervalos de frecuencia donde ImF(w) > 0

£ enlos intervalos de frecuencia donde ImF(w) < 0

Ejemplo 4:
Dado: flr)y =sen(r), -m<t<nx,  calcular: Fiw)

Solucién :
lagraficade flx) =sen(r) , —wr<t<n, Ssepresentaa continuacion :

Tit) 15 1

-F‘ : ; m

A8 T

f=sen(t), —-xz<t<nm

Fiw) = [* sen()) e ™ ar = [* (€565 )e War = i 53';'(1“1*’?'

‘Aplicando simetria

ok

) = 21_[: sinfsinwidt = — 2§ S:i:[im)

(Imaginario puro )
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(iFw) )

‘Existencia de la Transformada de Fourier
El célculo de la Transformada de Fourier se apoya en la existencia de integrales
impropias, por lo tanto, antes de utilizar la ecuacién de sintesis de dicha
transformada, deberiamos verificar que las integrales impropias involucradas en
Su definicién, existen para las sefiales f{r) consideradas.
En efecto,

Fw) = j:n fne ™a
Aplicando |a desigualdad para integrales, se obtiene :
| [* roe™ar| < [ | poe™ar| = [ | || ™" |a

Pero: o™ =1 = | I:ﬁrje_mdtl Ej:|_f{t)| dt <M+

Esta expresion demuestra que f{r) tendra Transformada de Fourier si es
"Absolutamente Integrable”, es decir, si la Gltima integral arriba mostrada
‘es finita; en ofras palabras, f{r) tiene Transformada de Fourier si:

jm |ﬁr}|dIEM1=m

‘donde M es una constante finita no negativa.

No obstante lo expuesto, veremos que existen funciones que no son
“Absolutamente Integrables” pero que, sin embargo, tienen Transformada de
Fourier. Ello demuestra que la Integrabilidad Absoluta es condicidn suficiente
‘mas no necesaria para la existencia de la Transformada de Fourier de f{1).

En efecto, funciones tales como : sen(wr), cos(wr), (1), etc.,no son
“"Absolutamente Integrables" , sin embargo, poseen Transformada de

Fourier en el limite, es decir,cuando 7' + . Estos célculos se realizaran
posteriormente.
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Definicion:
Una funcién es "Discretizable Suavemente” si puede ser dividida en un
numero finito de intervalos a, < < b, tales que f{r) tiene derivada continua

en estos intervalos.

El siguiente Teorema expone la existencia de la Transformada de Fourier:

TEOREMA:
Siflr) es "Discretizable Suavemente" y ademas, es "Absolutamente

Convergente" , entonces:
a) Flw)= I ) e "' existe y es una funcién continua de w

B A= l!:ﬁ'{w}e“m

Estas igualdades se mantienen en cada punto donde f{1) es continua. Si
A1) es discontinua en el punto ¢, entonces la integral converge al promedio
de los limites laterales alrededor de dicho punto, tal como se ilustra a
continuacion :

LIEY] F ol

M

( A1) : discontinua )

lim fiz) + lim f{r)
fg)y= — %

La convergencia de f{r) en estos puntos de discontinuidad, se identifica con
un punto (=) en la gréfica. Este Teorema identifica explicitamente, aquellas
senales que tienen Transformada de Fourier en el sentido de la definicion
que se deriva de la Integral de Fourier.




'SINGULARES
Ejemplo 5:
Calcule la transformada de Fourier de la sefial aperiddica definida por :

fin=e

,a>0

"‘-funciﬁndadaes:ﬂr]={ £y BiE=D

o e

Cuya grafica se muestra a continuacion:

Tity

a5 a 25

(eddl wvs. 1)

-at —hut

e o
Comoa > 0 =>F‘(w}=j e d;+_[ & =
S tia—iw; = _tasiwi ,  gha-iwi |0 gbaw; | %
F{W]—Jl df‘l‘j e d;_—{ﬂ—i"ﬂ} _w-l'w 0

o 1 1
F) =yt | P = e

En este caso, F(w) es real puro, por lo que :

L

| #w) | = Fow) = aziawz, puesa > 0 por hipétesis.

53 O(w) = [%;%) =0, ¥w e (-, o) ; (ImF(w) = 0)
¢) Larepresentacion gréfica de F{w) sera:

CALCULO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE ALGUNAS FUNCIONES
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IFI-II g

/\

o

(| Fon)| vs. w )
Bw) =0, Vw e (-o0,x)
Notese que F(w) es una funcién continua de w, por ser f{r) una funcién
no periddica.
= 00 =
Ejemplo 6:
Calcule la transformada de Fourier de la sefial aperiédica definida por :

_;t
e =0
1) = o 5 gl
9 {U *:{ﬂ}

fit) &

D)
yviamente, la funcién dada también puede ser definida por : fir) = ¢ *' U(1)
La transformada de Fourier de esta ser‘iaf 5eré

A —m |
omoe - U(f) =0, para t e (~0,0), la transformada de Fourier se reduce a :
-t;'a+hl.".dr= E-.t-:'a-jlw_: oo o 1

-asiwg | (a+iw)

HWJ = I: e e di= j: e
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= 8w
) =gz

Nétese que la funcién Densidad Espectral de flr) = e~ U(r) también se puede
escribir como :
o AT S gy SR W AV o
FW) = Zzrw = aZew? '@mew T @ @)
Por lo tanto, en este caso, F{w) es una exprersion compleja por lo que :

ReFW) = g+ ImFON) =~
Porlotanto:
1 -
iﬂw‘}|=m 0‘2+W2= ai
o . o
_ ( ImFw) _ i O w
R = (ReF{w}) = B = e = —arctan(g-)
ﬂ'z + H"2
F(w) puede expresarse como : F{w) = | F(w)| £
En consecuencia : Flw) = == o ien(7)
a -w

'd)  Larepresentacion grafica de | F(w)| yde 6(w) se presenta a continuacién :

IF“”I s Bd\lp "_]_f_

e 1]
..n.' s\ v >

R s i
u% 2 w
i I - [ . 1| N o =

: -2t
( Fw)| vs. w) ( 80w) vs. w)

¢)  Notese de nuevo la paridad de la funcién | #(w)| y la Imparidad de la
funcién @(w). Es decir,
| Fon)| = | FCw)| 5 8(w) = —B(-w)
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'Ejemplo 7:
Calcule la transformada de Fourier de la sefial aperiddica definida por :

| A =te U@ , a>o0
- Su grafica se muestra a continuacion:

LLH) &

W

f=te U . a>o0

La transformada de Fourier de esta sefial sera:
(r 2]
Fw) = j te > U) e ™at
E -0
Como: :z'“U(z‘J =0, para t € (—=,0), latransformada de Fourier se reduce a :
& . m = :_, & y
Flw) = Im EE-“E-ﬂdf =J‘ - t"“w'df
] ]

Integrando por partes, se obtiene:

- 1
R = (a+iw)?2

Por lo tanto, en este caso, F{w) es una expresion compleja por lo que :

=0 . =1
1 | ey = s
[ ImF(w)
tan G(w) = ( ReF(w) J
Pero también : 8(w) = S T = —2arctan( X
() 2arctan(¥- ) (&)

= @w) = —2arctan(l) = -2 (L) =-E
isgss w=a= B(w) arctan(1) (4) 5

w=-a=0(w)= —2arctan(-1) =2 (%) =
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La funcion Densidad Espectral F{w) puede expresarse como :

P8 w:

Fow) = | Fow)| e . En consecuencia :

2w ()

Fw) = 2! e
a +w

La representacion gréfica de | F{w)| y de 6(w) se presenta a continuacion :

] ~

(1) = L) ( 80w) = ~2arctan - )

Notese de nuevo la paridad de la funcion | F{w)| y la Imparidad de la
funcién 8(w). Es decir,
| Fow)| = | Fow)| 5 B(w) =—8(-w)

Ejemplo 8:

Calcule la transformada de Fourier de la funcién "Pulso Rectangular”, o " Gate
function G ()", también identificada por : G (1) = AT (£ )

y definida por :

‘Solucién:
La grafica de (G5() se muestra a continuacion:
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si4)

-

-5‘.2 (=] &%

(Gs=4T1(%))

a fransformada de Fourier de esta sefial sera:

z
Fo) = F[G50] =4 | i e ™

) Z
e donde :
4 &
Bl —iw i sen(%e
F) = A= =ﬁ[e %"Ewg]”ﬁ ()
= (%)

Por lo tanto :

Flw)=A ESinc(%—i)

f@hséwese que, en este caso, F(w) es una expresion real, por lo que puede
ser representada graficamente por una sola curva, como se ilustra a continuacion:

Fiw ¢

A%

N
R R

F(w) =Transformada de Fourier de la funcién Pulso Rectangular

a) Fw)=Ad anc(-""z—ﬁ)




b tanow) = ( ImF(w) . InFe)=0 - =
6(w) = arctan 0 =0 =0w)=0, Ywe (-oxn)

o 23)

¢)  Primera frecuencia de corte w. ocurre en : “'—f. =1 = ow= %

= 00 —

4) LA FUNCION IMPULSO DE DIRAC: (1)
‘Consideremos un voltaje Escalon Unitario U(s) aplicado a un condensador C
como muestran las figuras 13.5.1 y 13.5.2

TR 3

d

i

Fig. 13.5.1) : Heaviside(s) = U{1) Fig. 13.5.2
La corriente a través del condenador €' esta dada por :
i) =CEvn] ... (1)

‘Es obvio que si w(r) = [(1), entonces: %"t"— — 0, para todo valor de r, excepto

para s = 0, donde —gt-[ t(0) ] no esté definida ya que:
fim U(Z) = 0
Jim T) = 1 = i

A

Asi pues, la solucion (1) a un voltaje Escaldn Ideal Unitario como el de la

figura 13.5.2, no existe.

[Estamos por lo tanto ante una seria dificultad matematica, la cual se deriva tanto
de la fuente de voltaje ideal aplicada 1/(z), como de los elementos presentes en &l
circuito (capacitrivo puro).

A efectos de resolver esta dificultad matematica, consideremos, una fuente no
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‘ideal U,(r) como la mostrada en la figura 13.5.3), definida por :
11, sio<i<a

Ualt) = :
1, Sit=za
y tomemos el limite cuando a — 0.
ST ?
! 4
.
:
!
I
!
'
5 S . 2 1
} L]
(Fig. 136.3: U.()) (Fig.13.5.4: SU.() vs. 1 )

La realcion entre la funcién de Heaviside U/(s) y la Funcién {/,(¢) de Dirac, es:
U(t) = lim U, (1)

En efecto,
1 : 1 :
Uae) = =1 Si0=r<a :an(f}= 5, St O<t<a
1, sit=za dt 0, si t>a
Luego,
U = i Ua0 = L100] = m[ LU.0)] =

1 3
: : , Sl 0<«<t<a
@) = ms T
A T U

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (1) , se obtiene :

1 "
STy SN e il
i.(r}_[,d‘[U(f}]—y_rﬂ][E—Ua{f)]—C'glﬂi.n 0. s t>a }

a)  La corriente a traves del capacitor sera un impulso de corriente como se
muestra en la figura 13.5.4): pulso rectangular de altura L y anchoa.

b)  Como el pardmetro "a" varia, la gréfica del pulso rectangular varia también,
pero el area bajo la curva permanece constante. Las figuras 13.5.5 y 13.56
ilustran lo aqui expuesto.




i R it
I ! i a
&
pd g o i
fo odae g a,
1 i i
o %
g o &, a, o e o a,
(Fig.13.5.5: U.()) ( Fig.13.5.6: %Ua(ﬂ}

En el limite, cuando a — 0, la altura del pulso tiende a infinito mientras que el ancho
del pulso tiende a cero. No obstante, el area del pulso, sin embargo, permanece

constante e igual a: (a- &) =1.

Como la derivada de un Escalén Unitario Ideal no existe, definamos la funcion
'Impuiso Unitario com el limite de la derivada de Ia funcién Escalén Unitario
no Ideal U/,(1), cuandoa - 0.

‘Si dicha funcion Impulso Unitario se designa por (), entonces :

8(1) = lim -S[U, ()]

Pero, %{UH (1)] es un Pulso Rectangular de altura -;- y ancho a, porlo que:
5) = lim S[ U.0] = Jim &[ U0 - Ut-a)]

‘En el limite, cuando @ —+ 0, Ia funcion 6(r) asume la forma de un pulso de altura
infinita y ancho cero. El &rea de dicho pulso, sin embargo, permanece unitaria.
En consecuencia, la funcion &(¢r) existe sdlamenteent =0 y es nula para ¢ + 0.
Asi, 6(r) puede expresarse por el siguiente par de ecuaciones :

50) = wo, 8 =0
0, si t+0 ~e e e(2)

_[:n (i)t = 1

‘Estas dos Ultimas ecuaciones pueden tomarse como una definicién de la Funcién
Impulso Unitario 4(r) (o Delta de Dirac).

Esta definicion es general, y representa al impuilso unitario como el resultado de
un limite, sin importar la forma real del impulso; es decir, no es necesario definir la
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Funcién Impulso Unitario &(z) como el limite de un impulso de forma rectangular. Se
puede asl, por ejemplo, definir 4(s) como el limite de un pulso en forma de

- gaussiana, de un impulso rectangular, un pulso exponencial, o de muchas otras
formas. El punto importante es que, en el limite, la funcion debe satisfacer las dos

- ecuaciones anteriormente expuestas e identificadas como ecuaciones (2).

El pulso rectangular antes estudiado es sélo un ejemplo.

' Se muestra a continuacion un conjunto de pulsos que satisfacen estas ecuaciones :
|

LN o LAY L

(Figuraa) Figura b)

LT3 )

( Figura c) (Figura d)
‘Figuraa : Secuencia de pulsos gaussianos : 3(t) = ?g%ﬁﬂﬂw

E{£)=I€EA[1—|TAJ, i <7
0, ]:[}T

Figura b : Secuencia de pulsos friangulares :
Figura c: Secuencia de pulsos exponenciales (ambos lados): 3(1) = lim -—e (~Itifr)
'_ ;:__ gura d : Secuencia de pulsos exponenciales (un sdlo lado):

5(t) = lim e Y Ut

A continuacion se presenta la generacion de la funcién Impulso &(r) como el fimite
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de la secuencia de una funcién de Muestreo [ Funcidn Sinc(k) | -
En efecto, se puede demostrar que X j:Sinc(hjdf =1
Como k crece indefinidamente, la amplitud de la funcién (£ )Sinc(kr) se hace

cada vez mayor. La funcién oscila cada vez mas rapido y decrece muy
~ répidamente al alejarse del origen, como lo ilustra la siguiente secuencia :

o

T{th w: I

8 T

it i £ 4 4
-8 =10 =5 ] El 10 18

OBSERVACION:
Recuérdese gue la Funcién Impulso no es una funcién en el estricto sentido

‘Sin embargo, su uso formal permite interpretar fendmenos fisicos.

matematico, donde se requiere que toda funcion sea definida para todo valor de 1.

509



La funcion impulso de Dirac (r), s sin duda un nuevo concepto de funcién,
definida por el par de ecuaciones:

% 1=0
5(1]= = e . |
0, si £t#0

_[1 5(h)dt = 1

Dicha funcién y sus derivadas, se conocen con el nombre de . " Funciones
Generalizadas". Su uso es muy comun tanto en las ciencias fisicas como de la
ingenieria para representar entidades tales como : masas puntuales, cargas
puntales, fuentes puntuales, fuerzas concentradas, lineas de fuerza, cargas
‘superficiales, etc.

Sabemos que, realmente, tales distribuciones no existen pero tal idealizacién
simplifica la obtencion de resultados préacticos. Ademas, en la practica, los
equipos de medicién tienen resolucion finita, es decir, no pueden distinguir entre
la respuesta a la funcion impulso ideal y la respuesta a un impulso de duracién
finita.

DERIVADA DE UNA FUNCION DISCONTINUA EN EL PUNTO DE
~ DISCONTINUIDAD
Si una funcion es discontinua en un punto « = ¢, como se muestra en la figura
13.6, rigurosamente hablando no posee derivada en dicho punto.
|

fity 4 L] F

HE)
| [Je-f)
f5) I

(=]

Fig.13.6 : fir) es Discontinua en 1, Fig. 13.7 : _ﬁ% fity)

Recuerdese que la funcidn escaldn [/(s), es discontinua en ¢ = 0, por lo que no es
derivable en el origen, en el estricto sentido matematico. No obstante, tal como ya
se demostro, si consideramos la funcién escalén como el limite de una secuencia
de funciones continuas, se obtiene que:




5(1) = fim S U] = lim [ U0 -U(-a)]
Se encontré asi que la derivada de una funcién escal6n es un pulso de longitud
unitaria. En consecuencia, podemos generalizar este concepto diciendo que toda
funcion posee derivada en un punto de discontinuidad y que dicha derivada es
una funcion Impulso de magnitud igual al valor del salto de la funcién en el punto de
discontinuidad ¢,
Asl, para una funcién Escalén, el valor del salto en el punto de discintinuidad es 1,
por lo que la derivada de U(r) es un Impulso Unitario en ¢ = 0. Es decir:

Ly |H = (1-0)8@) = 6(1)

De donde se obtiene: I:; a(t)dt = Ur)

En el caso de la funcidn f{r) arriba mostrada, la misma tiene un saltoen r = 48
La amplitud de dicho salto esta dada por : Aeg) - Aie;) - Enconsecuencia, la
derivadade fly)ent =, sera:

%ﬁr}it:tu = [y -fg) ] 8 -1,)

tal como se ilustra en la figura 13.7 arriba mostrada.
= 00 =

) PROPIEDAD DE MUESTREO DE LA FUNCION IMPULSO
La funcién é(r—1,) es una Funcién Impulso Unitario que existe sdlamente para

t =1, Yy esnula para cualquier otro valor de ¢ ,como lo iluistra la figura 13.8

‘Es decir:
1,8 t=t
8t—ty) = _ “
g, shree,

b1 /

Fig. 13.8: 6(t—1y)
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En consecuencia, gle) = fi) 8(t—ty) = fay) 61 —1,)
Es decir, el producto de una funcién f#) por unimpulso &(r—1,) , es también un
impuiso de longitud fz,), ubicado en ¢ = «,.( Ver figura 13.9)

Bt »

v

Fig.13.9 : g(1) = 1) 6(1—1y) = flt,)

Luego :
oo o0 _ o
I_mﬂt} 8(1—1,) dit = j“mﬂrn} 3t —1ty) dt = firg) = j_mﬂ:j 81— 1ty) dt = fity)

Otras propiedades de 6(1—1,) son:
*E at
a)| [ R0 8~ty)de=fizy) | [ foba-14)dt=f0)

to

a0
) J'_m Rt —14) 8(t) dt = fi—t,)

= 00 ==

) TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA FUNCION IMPULSO
13.7.1)  Impulso Unitario centrado en el origen de coordenadas: 4(/)

La Transformada de Fourier de la funcién Impulso 6(1) esta dada por :
Fow) = F@] = [ swe ™

Por la propiedad de muestreo de la funcién Impulso antes desarrollada, es evidente
que:

af{a(:}]=_[: she ™M= _[: [e™ ] =] da=1 ww

a0
—0
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Las graficas correspondientes se muestran a continuacion ( Ver figuras 13.10 y
3.11)

L=
= v

fig. 13.10 : Dirac(r) = () Fig. 13.11 : Flw) = F[5()] = 1, ¥w

Obsérvese que la Funcion Impulso tiene una Densidad Espectral F(w)

uniforme sobre todo el dominio de la frecuancia. En otras palabras, la Funcion
Impulso contiene componentes de frecuencia, todas con la misma amplitud para
ﬁ}_dﬂ W e (— m,au).

13.7.2)  Impuiso Unitario desplazadoa =1,: flr) = 8(1—1y)

En este caso : N
FTW}=§"[E(1—10}]=J'® 5[:-:.,]e‘4‘".ﬂ:jm TN,
=0 =

Flo-0)] = ahl Iifl')dr - Wil =

Flot—-1)]=e "0

En este caso, F(w) es una funcién compleja tal que :
] Fw)| = | coswe, —isen w;rﬂ] =1

—sen (w
E(W) = m[TW-T;%J—] = —'lﬂ'n

Las figuras 13.12 y 13.13 muestran las gréficas de | 7(w)| yde 6(w),
respectivamente.
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‘ Fu:i n Of{w}) ~

W

Fig. 13.12: | Fw)| =1 Fig.13.13 : 8(w) = —wr,

TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA CONSTANTE

La funcion f{r) = A, con A = constante, (Figura 13.11), no satisface la condicién
de Integrabilidad Absoluta de Dirchclet, sin embargo tiene transformada de
Fourier en el limite.

A tal efecto, consideremos la transformada de Fourier de la funcion Compuerta
(Gate Function): Pulso de altura 4 yde 6 segundos de duracién (Figura 13.12),
representada en matematicas por cualquiera de las siguientes expresiones:

A, Sl 1< |i|
STT(A) - ‘
4650 = 1(5) o, si >3]
A A
; f 57w
Fig.13.12 : A =4 Fig. 13,131:41_[(%)

En el limite, cuando - =, la funcién Compuerta tiende a una Funcién Constante
e w 3, - = A
de magnitu 4, es decir, 4 = lim I I(E)

La transformada de Fuorier de una constante 4, es entonces, la transformada de la
funcion [ ( %) . cuando & — w.

Esta transformada ya fue calculada y su valor es :
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FOw) = F[4] = lim 4 ESinc(wTﬁ) =

S S
f[A]_z_mAElﬂESmc(T (D)

‘Cuando 8 se incrementa indefinidamente, la amplitud de la funcién F(w) se
‘incrementa también ; al mismo tiempo, Ia funcién F(w) oscila cada vez mas
répidamente (w. = 2KL), y dichas oscilaciones decaen rapidamente al alejarse
del origen, como lo ilustra las figuras 13.14 y 13.15.
Las figuras 13.14 y 13.15 muestran, respectivamente, las graficas de la funcion
F(w) para:

. 2
Fig13.14; A=1, &=1= Fw)=Sinc(¥) _p3eniG)

()

Fig.13.15: A=1, & =2 = F(w) = 2 Sinc(w) = 258

Fiwl M

n
15 A ] & q 5

Fig. 13.14 1 Fw) = TE%]) Fig. 13.15 : F(w) = 25";(‘;’3
z

En el limite, es decir, cuamdo & — «, la funcién existe sélamente en el origen y el
drea neta bajo la curva es:

,ima__[ AﬁSlnc( )dw =7t jw = T} 2y ==

Para cacular esta integral, hagamos el cambio de variable : (1‘*’2_5) =
conlocual :w=2X =  dw=2dr = sustituyendoen (2)

iy WosenXi 2 o _ 44 [ SENX)
Area =48 _m_ﬁr*gdr—zx‘ij_m ) dr = 2rAd
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En consecuencia, hm (45) Sinc(w—a) = 2nA
B0 2

Por lo tanto, sustituyendo en (1) :

Fw) = F14] = lim 4 Sinc(%i) = 24 8(w)
F[ A] = 2m4 8(w)

En resumen, cuando f{r) es igual a una constante, su contenido en frecuencia
tiene una sola componente en w = 0. Este es un resultado l6gico ya que una
funcion constante es una sefial d-c (w = 0) y no tiene ninguna ofra componente.

NOTA:
Notese que, si A =1, entonces: | F[ 1] =2r(w)

‘A continuacion se muestra la gréfica de una funcion constante (figura 13.16) y su
respectivaTransformada de Fourier (figura 13.17)

Tjt) A Fiwy "
amA 4
A
1] 5 o :
Fig.13.16: fit) = A Fig.13.17 : F(w) = 214 8(w)

TRANSFORMADA DE FOURIER DE LAS FUNCIONES : cos W,/ y senw,f

Las fuciones cos w1 y sen w,¢ no satisfacen las condiciones de Integrabilidad
Absoluta, por lo gque no tiene Transformada de Fourier en el sentido de la definicion
de ésta. Sin embargo, se puede encontrar una transformada de Fourier para estas
funciones en el limite, exactamente de la misma manera en que se hizo para la
transformada de una funcién constante.

Caso f{r) =cos Wyt

En efecto, supongamos que esta funcién esta definida en el intervalo (-% %)
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LLEN]

L \VAVARVARV/ i3

Fig.13.22: A1) = coswot , I € [—%

]

E .
: : i
Fleoswyt] = Fw) = h]:]m E;ms e " d =

b3

entonces :

iwat —iw.t A
Sf[r:.os wn;] =djﬂ J%k e 9 +za LU =
=
' itiwe—w ) ~itiwyew!
f[mswﬂ;]:!!ﬂ Ifu g o +23 o & s
-2
k k
sen| (W-wg) 5 sen| (W+wg )=
f]:GDSwut]=¢im [ 12} i [ GkZ]
ji (W-wo) 5 (W Wo) 5
De donde:
Flcoswqt] = Jlim { X sinc[ow-wy) % ]+ X sinc[ov+wy)5 |}
aqui

Como se demostrd en el caso de la Transformada de Fourier de una constante, la
funcién de muestreo Sinc(x) se transforma en una funcién Impulso de acuerdo con
la ecuacion:

Jim [ £ sinc) | = 5)

Es interesante observar como se comporta el espectro durante el proceso del
limite, es decir, cuando k —+ o
Para un valor finito de k, la funcién Densidad Espectral esta dada por la ecuacion:

Flcoswyt] = Jim {% sinc[ (w- wo) & |+ & sinc[ v +wo) K1}
k _

cuya grafica se muestra a continuacion para el caso parﬁcuiar{ 2
Wy =8
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git) M

n2(t-8
( Grafica de : g(r) = senﬁgﬁ} D t_{a ) )

Nétese que existe una gran concentracion de energia en las cercanias de las
frercuencias +w,. Cuando se incrementa el intervalo &, la Densidad Espectral
incrementa su concentracion alrededor de tw,,. En el limite, cuando & —+ =, la
Densidad Espectral F(w) es cero en todo valor de w, excepto para las frecuencias
+w, donde es infinita y tal que el area bajo la curva Sinc correpondiente, es .

En efecto, el valor de dicha area es :

._,4:[1% Sinc[(wu - w)%]dw ; hagamos I{(WD— w)% =x=dw= %dr}

conloque: A= %Im o L

=) X

ha|=

Por lo tanto:

Flcoswot]| = n[80w—wo) +3(wHw,) ]

En forma analoga se obtiene:

f[ senwuf] = .isr[ﬁ( w—l—wn) —6{ w—wn)]

En resumen, la transformada de Fourier de las funciones cos w,t y sen wf
consiste, en cada caso, de dos impulsos de magnitud r, localizados en w, Y

en -w,, como se ilustra en las figuras 13.23 y 13.24, respectivamente :
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TR Fiw) of

T &

Fig.13.23.1 : f{t) = coswt Fig.13.23.2: F[cosw! ]

ul,

T + IFw) 'T
L.

]
&
v 2d 2w

1i

Fig. 13.24.1: fl)) = senw,t Fig.13.24.2 :iF[ senw,i |

Notese que, en el caso de [ senw, . se tiene que:

iF(w) = —x[8(w +Wo) —0(w—w,)] = ﬁ[ﬁ(wu - w) —E(WD + w) ]

) TRANSFORMADA DE FOURIER DE : cosw,t U(t) y senwt U(1)
Mediante la propiedad de Convolucién, que desarrollaremos posteriormente, se
puede demostrar que:
W

a) F[coswyU®]= %[E(w—wuhﬁfwwu)]drw

:b} 3:.[ SEN w1 U{IJ] = '%i'[ S(W—WG:I—E(W'FWD:I]-I- wé’iowz

j_as.gréﬁca_s correspondientes se presentan a continuacion (Figuras 13.25 y 13.26)
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a) Paraelcaso fir) =coswgtlU() ; w, =%¥-

Fit}d

WA,

Fig.13.26.1: flt) = cosw,t U() Fig.13.26.2:| F[ coswyt U) ||
Evidentemente:
| F[ coswat U@ ]| = SL80r —wg) +80v +wy)] + Fgw—w

b) Paraelcaso fin)=senwytU() ; w,=2E

LEEY

A

- Fig13.27.1: fl) = senwyt U() Fig.13.27.2: | F[ senwqr U ]|
Evidentemente:
W,
| F[ senwot U@ ]| = S80w —wg) + 80w +wg)] + T‘fﬂz

‘Obsérvese como estas funciones tienen un alto componente de frecuencia en
w =w,. Tambien contienen componentes para otras frecuencias.

 TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA FUNCION ESCALON UNITARIO: /(1)
La funcién Escalén Unitario no satisface la condicion de Integrabilidad Absoluta, de
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‘aqui que la transformada de Fourier existe sélamente en el limite.

A tal efecto, obsérvese que la funcion cosw,¢ U(1) tiende a U(r) cuando w, — 0,
‘es decir ;

w]{:ﬂﬂ [cosw i) ] = U@ .

= R

e o l Wn—*U=>T-+m

it ﬂT uie) i

a 1
o

S) = cosw it Ur) (U®)

Luego, :
FlUw] = w];rﬂﬂ Fleoswyi(y] =

EF[ U{;}] =w]ijﬂﬂ {%fﬁ(w—wﬂ}+6[w+wﬂ)]+-ﬁ£—tqﬁ} =3

De donde :

F[ U@)] = d0w) + TLF

La funcién Densidad Espectral F{w) contiene un impulso en w = 0 . Ademas, la
funcién U(r) contiene, tal como se esperaba, una gran componente d-c.
Adicionalmente, tiene otras componentes para otros valores de w , tal como

lo ilustra Ia figura 13.28 :

uity ? 4T
oy w
o Fﬂf i o , \\H‘_..
Fig. 13.28.1: (1)) Fig.13282: |F[ Um]| -
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NOTA:
La funcion U(r) no es una funcidn constante [ fiy=A ], ya que tiene una abrupta

discontinuidad en ¢ = 0, pues U(r) = 0 para t < 0. Una funcién constante es
fli) = A, Vi e (—=,x), ysolo tiene una componente de frecuencia enw = 0, como
‘ya se demostro.

12) TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA FUNCION EXPONENCIAL: € °'

= < =00

T

. iwgt
Evidentemente, e _ = coswt+isenw,t,

. lwul
Por lo tanto : .T[ e ]=3~'[m‘}5wu:+isenwur]

Fleoswyr] = a[dw—wy)+8(w+w,) ]

Pero, segun ya se calculd :
by b {&T‘[senwu:]=ix[6(w+wﬂ)—5(w—wn)]

_Fcrlnquzia: :
3"'[ e L :l = :r[&(w—wu)+ﬁ(w+wu) —3(w+wu) +5(w—wu)]

‘De donde: .;F[ eiwﬂt] =2z 8(w-wy) ]

wui

(]
;.La transformada de Fourier de e es entonces un Unico impulso de longitud 2r,
\ubicado enw = w_ ,como lo ilustra la figura 13.29 :

Fiwh &

amrf——-—--

-~

% Wo

L)

Fig.13.29 : Fi(w) ;r[ 'eh"“t] =2n[ 8w -wy)]

anteriormente que para toda funcién real, la funcion Densidad Espectral /(w)
satisface:

Ew) =F*(-w), y | Fw)| = | F-w)|

Por lo tanto, si f(r) es una funcion real del tiempo, entonces F(w) es una funcién
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impulsdo enw = —w .Este es el caso de |a sefiales cosw,r y senwgt.

Ejemplo 9:
Calcular la transformada de Fourier de la fincién : f{r) = 23t
Solucion:
Aplicando el resultado arriba expuesto, se obtiene :
F[ 2™ ] = @)2n[ d(w—n)] = 4x[ 6w —n)]

Las siguientes gréficas muestran la parte real y la parte imaginaria de f{r) , asi como
_ también la grafica de F(w) :

Ref(t) N
M In{t) > T
Reftt) , Imf1) Flw) = 4n(w — )

3) TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA FUNCION PERIODICA

Hemos desarrollado la Transformada de Fourier como un caso limite de la Serie de
Fourier, haciendo que el periodo de dicha funcién periddica tienda a infinito. Ahora
estamos interesados en el proceso contrario y demaostraremos que las Series de
Fourier son justamente el caso limite de la Transformada de Fourier, Este punto de
vista es muy interesante pues permite un tratamiento tnico tanto para las senales
periddicas como para las no periédocas.

Estrictamente hablando, sabemos que la Transformada de Fourier de las funciones
peribdicas no existe, pues las mismas no satisfacen la condicion de Integrabilidad
Absoluta; es decir, para cualquier funcién periddica ;. (z), se tiene:

o

_Ln | f;@)]dt = o0
razén por la cual la Transformad de Fourier no existe sino en el limite.
En consecuecia, para hallar la Transformada de Fourier de una funcion periodica
f+(1), utilizaremos lel mismo procedimiento empleado anteriormente para el caso
de las funciones cos w¢ y senw,r. Es decir, asumiremos que la funcion
periédoca existe sélamente en el intervalo finito (__5_ %) y haremas que, en el
limite, k — oo,
Alternativamente, también podemos expresar dicha funcion periodica f; (1) por su
Serie de Fourier. En consecuencia, la Transformada de Fourier de una funcion
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periédica es entonces la suma de las Transformadas de Fourier de cada una de
sus componentes individuales. Asi se tiene lo siguiente :

a) Expresando la funcién periddica /(1) por su Serie de Fourier, tenemos:
‘ o
S0 = 2 I, C.e/"Wt | . (Wu = —"2-[‘-:
MN=—x

b)  Aplicando Transformada de Fourier a ambos lados lados de |a ecuacion
anterior, obtenemos ;

E[fT{r}]=F[ ¥ c,,ef"“'ut:l= Y CF(el"Wt) )
n=-—w

n=—w

F'ern. EEQI:.IFI acabamos de demostrar en el caso ]JFEE’EI'}EHtEI
imn
:r[ ] 2nf0w —mw,)]

por lo gue, sustituyendo en (1), se obtiene -

FlHO]=2n 3 C.o0w—nwy)

N=—m

Este es un resultado muy significativo. El mismo establece que la Densidad
Espectral o Transformada de Fourier F(w) de una funcién periddica, consiste de
impulsos localizados en los valores de frecuencia correspondientes a los arménicos
‘de la senal, es decir, en:w=nw, , n=0, 1, 12 et yque la longitud de cada
impulso es 2rx veces el valor del coeficiente correspondiente en las serie
Exponencial Compleja de Fourier.

j.ll_ustraremus este importante resultado, con los siguientes ejemplos :

'Ejemplo 10:
Encuentre la transformada de Fourier de la funcion periddica (pulso rectangular),
- A si 1< I"f'
definida en un periodo por: f{r) =
0, si t> | : [

Solucion:
La grafica de la sefial dada, es

524




TiLy *

- ° % o

( Onda periodica rectangular )
Tal como ya se caculé en el Capitulo XII, aparte 12.10, ejemplo 2, el coeficiente de
Ia serie Exponencial Compleja correspondiente a la sefial dada es:
£2 sinc( 888 (recuérdese que : wo = (%) = (&) = fiﬂ_)

Por lo tanto , la Transformada de Fourier de la funcién dada es :

o0
f[ﬁs)jzﬁ X Sinc(ﬂ.l"fi) 8w —mw,y)

N=—x

‘En resumen, la transformada de f{z) consiste de impulsos localizados en :
w=nwy =0, 2wy, 2w, o timw, ,---eic
La magnitud de cada impulso localizado en w = mw, esta dada por:

—2’512"15- Sinc(ﬂ?ﬂi)

El Espectro de Frecuencias de esta sefial, para el caso particular :
A=10 T= %r.s'erg y 5=-L seg. fue calculado en el ejemplo

20
citado, en donde se obtuvo:

En este caso particular, w, = 2"‘ =20 _ gx  rad [seg

por lo tanto, |a primera fracuencla corte ocurre en:

Eé‘i= . porloque: wc=gﬁi=%=4nn

En consecuencia, en el intervalo (0,40 ) la frecuencia w,, = 8
ﬁ;ﬁ&:“ﬂu—n’tziveces , ©s decir: mw, =40k = n=0,1,2,3,4

Las componentes de frecuencia en ese intervalo son:
w=~0, +8x, +16m 124m 132m. ==+
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Las magnitudes correspondientes son:

= B Si,{c( """'ﬂﬂ) - (%l smc(-'i“ziﬁ}—) = 2SiINC(TE),  n=0,41,32,4.

El espectro en este caso serd, por tanto

ol 1 =2l 3 | adlhesl ] =1 =3 | -l

g [0 wy | 2wy | 3wy | dwg | ese| oWy | 2w, | 3w, -4wu e

w |0 8z | l6x | 24xr (321 |++=+| 81 | —16m | 24m | 321 | ==~

C, 12 11.87]1.5111.0090.47 1.871 1.51 | 1.009 | 0.47 | ««+
NOTA:

Por razones del graficador utilizado, la siguiente grafica muestra Cn vs. n
yno Cn vs.w. como fue definido. Nétese sin embargo que, en este caso,
w=nw, = n(8x)

( Espectro de Frecuencias: Cn vs.n )

= O =

Ejemplo 11:
Encuentre la transformada de Fourier de la funcion periddica definida por una

secuencia de pulsos equidistantes, de magnitud unitaria y separados por T
‘segundos, como se muestra a continuacion:
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LI ITTT

_ (640 )
Solucién:
Esta funcién es muy importante en la teoria de muestreo, por lo que es conveniente
denotar dicha funcién por un simbolo especial : 6..(r). Luego,
(1) =)+t —T)+8(1—2T)+8(—3T) +8(t—4T) + == =430t —nT) + =+ +
Gt+T)+6(t+21) +0(t+3T) +06(t+4T) + = == +5(+nT) + =« - =

8.ty = Y 8(t—nT)
M=

Esta funcion asi definida, es obviamente una funcién periédica de periodo T.
Encontremos en primer lugar , la Serie de Fourier de esta funcién:

=) inwgt Ti2 —inwgt
(1) = Z C, e . donde : C,= -11.— j ér(r)e dt
n=—on 112
Lafuncién 5.(r) en el intervalo (-1, 1) es simplemente &() . De aqui que :
1 T2 -inwut
=+ [ sme dt
. —T/2
Aplicando ahora la Propiedad de Muestreo de la funcion 8(1), la ecuacion anterior
se reduce a:
-1nwn
-1
oo g

_For lo tanto, C,, es una constante % En conseuencia, la funcion tren de impulsos
unitarios bajo estudio, con period 7, contiene componentes de frecuencia en
W=0, 2wg, $2wg, e+ e dmwg, e - selc., CON Wy = 2E

5
En resumen:
t

i~ |
S:(1)= D, Cu @ e 8.(1) = Z + e
N==c0
Aplicando Transformada de Fourier a ambos lados de esta Ultima igualdad,

I“"""l.'l
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‘obtenemos:

F16.(0)] = Sf[i :llTeinwutiI

: N==—00
De donde :
1 o inwgt 2 15
Flo,0l= + > :f[e ]=—T“— D S0v—mwy) = wobw ()
N=—0 N=—o0
Es decir:

F[’ET n]= Wo awn (w)

‘Este dltimo resultado es también muy significativo. El mismo establece que la
Transformada de Fourier de un tren de pulsos unitarios de periodo 7, es tambien

un tren de pulsos de amplitud w,, separados porw, radianes (w, = 27“) En
otras palabras, la funcién tren de pulsos es su propia transformada.
‘Se muestra a continuacioén la secuencia de impulsos con "= % segundos y T=1

‘segundo, asi como también sus respectivas transformadas:
= — ;

e,lm_l

( 6450 ) ( F6,5(1)] = 4nd(w —4nn) )
'| J S o |
an r

] .............. l ......... . I I '| ‘ ‘ | ‘ ‘
A = =g >
L +at ;
o ——- ‘ ﬂ\mr
(6,(0) ( Flo,()] = 2nd(w —2xn) )

Noétese que, si aumenta el periodo 7' de la funcién 4, (1). entonces el Espectro de
Frecuencias se hace cada vez més denso, es deir, disminuye w, = 2=y, en

consecuencia, tambien disminuye w = taw,,.

== 00 =
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4) TABLA DE TRANSFORMADAS DE FOURIER

Se presentan a continuacién varias funciones del tiempo f{7) asl como sus
respectivasTransformadas de Fourier ( o Funcién Densidad). Notese como
para un gran numero de funciones de esta Tabla, F(w) es real , por lo que
sera suficiente una séla grafica para su representacion. En el caso en que F(w)
no sea real, se presenta en color negro la parte real de F{w) y en color rojo su
parte imaginaria.

13.14.1) Transformadas de Fourier y su representacién grafica

Sa_presenta a continuacion una Tabla de Transformadas de Fourier
con su respectiva representacion grafica, en cada caso :
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TABLA DE TRANSFORMADAS DE FOURIER

A = _11? 7 Fow) e Whany Fw) = [2_fn) e Mar
4 27A 4
o :. r
f) = A F(w) = 274 5(w)

»

ray o Fiw}
A TA
A ‘J .
1]
=] " r'

Ai) = AU(1) Flw) = A[g‘ﬁ{w} ..f_#]
A ‘Jl
. (-
A, 1>0
4 ’ i 253
i {ﬁd,:qn Hur ==
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1ty ¥

Fiwh £

AS

Flw) = A5 Sinc(ﬂzﬁ)

fity

S IR
)4 |t > £ oo W
fit) = { g Falct Flw) = 2wAS(w) — A5 S!‘nc(T)
L) _A___ Fiw} ﬂﬂs
= h — — & —
*. % “

0, resto

) - {A, (to—5) < |1] <t +2)

F(w) = 248 Sinc( Jgi) cos(iyw)
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Fiw)

AT

Flw) = Ar Sinc? (XL )

Fw) = i24 [ cos(wz) — Sinc(wr) | .
I

232




o
F@) =~
Fiw} 1
........ A ..
-y, o W
flt) = Acoswt Fw) = nd [5(w'+w°)+ E{w—wﬂ)]
A \ h ‘ -F.':-wi ) ﬂﬁ
Nivis I .
) 2 - W, 0 I
U w \/ v 'Hﬂ- RS =
ImiF(w)];  Re[F(w)] =0
f) = Asenw gt Fow) = ind [ 8(w+wg)— d(w—w,) |
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Ty Fiw} A
VIV /AN
/ D \W | J o />

 Re[fln)] = Acoswt; Im[f(r)] = Asenw

1) = Ae"Wol F(w) = 214 8w —w,)

Fiw) l
2mA
S TR e et o S
! t ’
f) = Acos?w 1 F(w) = mA [6(w + 2wy J+8(w — 2w ) 2T AG (w)
e Fiwy &
A A A
L L=} "
Sty =4 8(r) Flw) = 4
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Tt)

Re[Fw)] = A cost w, InfFw)] = Asentgw

) = A8(—1,) Fw) =de 'tV

fity Fiw) L

A

L ADA
EREREANA

-2

, _.%J
LT T
o TE]
M) =4 ”_i_"" o(r—ni)=A ET(I) f*fw)=% ngm E(w—-z;’jf_i)
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f) = A coswt] Ult+1g) —Ult—1g) ]

F(w)= At {Sinc[t,(w+wg ) }+Sinc[t, (w—wg )1}

/
o

3
Fl': i

£y2 vy
fi)=A {(‘EJ F(_w)=Aaﬁe[2)
n ]
111 Fiiw) ‘2-‘5-
3 o
_ -alt = 24
fy=4e ot Fw) = —528
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II fieg

| A

!

| k

&

\WAWAY
VA

ft) = A cos(w 1) U(r)

Fiw) = S-A[d(w+w, )+6(w—w ) ]+

(w

fio=4 U@ Fw) = —A_
fith Fiw}
Wﬂg[f-'rwﬂ
"N T[]
fy=4te* U@ Fow) = —4—
(a+iw)
I a 1"

Aw

i
0

_w?)
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]t

il

v

S) = A sen(w 1) Ulr)

T e EELFINI]

=]

Fw) = iZA[(w+ Wy )-8(w—wy) ]+ ——2W___

(wo-w*)

LIRS ]

A1) = A e cos(w, 1) Ul)

fit)




LY Fiw) L
B
anh
' =S5z e Sz
A=32B
f) = B Sinc(w 1) F(w) = EMH(%) < w:
-2

= ) =

Cuadro resumen de Transformadas de Fourier

Se presenta a continuacién un resumen de las Transformadas de Fourier
antes expuestas :
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TABLA DE TRANSFORMADAS DE FOURIER
{ Cuadro Resumen )

f(t) F(w)
A = constante Flw) = 2x4 8(w)
AU Fiw) = A[ n8(w) — iy |
A t>0
= ’ = — ol

A| |-::i

f) = AH( L) = {Ulll‘é

2

F(w) = A6 Sinc(%)

F(w) = 214 8(w) — A6 Sinc(l*’ii)

5| f) = {A’ (I“_%) <1< (fu +%)
I 0, resio

Fw) = 245 Sinc(“’Ta) cos(tgw)

[T s

F(w) = Az Sinc? (1"2&)

0 . S | .t[ >
A
(1) = { {: F 'l :]l.:: Flw) = f%;}-[ cos(tw) — Sinc(tw) |
| ] -
Acos (wql) A:r[é'(w+wu} +a(w—wy)]
Asen (wyt) PAR[o(w +wy) —8(w—wy)]
AeWot — A[ cos(wat) +i sen(wot) | 274 S(w —w )
Acos? (wot) .{:r[ 6(w+wn]+5(w—wa}]+2m{ 5( w)
| A 5() | Fw) = ”
' Ao(t—1t,) A _’twuﬁ[custuw-:—rsenr w]




TABLA DE TRANSFORMADAS DE FOURIER

( Cuadro Resumen )
( Continuacién )

)

F(w)

A[ 8w +15) —80w—1,) ]

24 ms( fuw)

A Y St—nT) =A5.() A-%I.’E-

n=—w n=-w

> (-5

r:) =Awu[6wu{w}] , Wy = .2_]_!!_

Acoswot[ U(1+14) —U(1-15) ]

Aty { Sinc[to(w+w,) ]+Sinc[r,(w-w,) T}

_[L)z aw 2
Ae \ 4 217 e 2

A8 2ad

2 at+w?

—at A _ _Ada . Aw
Ae” HY ativ  aiw: @+ w
Are 2ty —d4

(a+iw)

Ams( wua‘) U ( .r)

—A[ﬁ(w+wu}+5(w Wﬂ)]+1{w =

asen(wor) U (1) dw

+l§'-’f[5(""+”'u} —5(”"”'1)):]

que-“ms (wnr} U(r)

e " sen( wyr) U (1)

Aw o

(a+fw)2+w

B Sinc (wgt)

a1 %)
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13.14.3) Algunas funciones del tiempo y su funcién Densidad Espectral

En los ejemplos subsiguientes, en el caso en que F(w) sea complejo,

se ha graficado | /{w)| en linea continua y 6(w) = mcm%% en
linea punteada.
Ejemplo 12: (sehasupuesto: 4 =1, a=10.2)
,.’I'.I!‘:tlh I IFw)l.Ofw} 2T -ﬁfz
\\' L
+ + J =5
.,F \ )
I\-"-""—-——--___
T e T | -Z
ﬂl‘:l = Ae™™ (1) Fw) = A

= OO0 —

Ejemplo 13: (sehasupuesto. 4 =1, a=0.2)

iy 2 IF{w)l, O(w) T

/fl\
—_———— 3 L
F_/{\ii k

o | 4 B B Lt} 12 L]

fle) = e (1) Flw) = A

00 =

542




mplo 14: ( se ha supuesto a = 0,2)

fit) =21l Fw) = -2 | 6(w) = 0

= O =

iplo 15: (se hasupuesto:d =1, a=0.2 , w, = rad./seg)

fits !

Fiw} T

ft) = A e ?'sen(w 1) U(1)

lo 16: ( Se ha supuesto: 4 = 1,

Fw) = —2%8
(a+ Ew,‘r2 +wi

Wwo = 2r rad. seg)

Fw) = A Gw,(w) ; 6(w) = 0
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plo 17: ( Se ha supuesto: 4 = 1; & = 2 seg))

£0 4

e I SR, (S ARTIE TSR, Py

fi) =4-Gs@) =4[ ](L) Fw) = 46 Sinc(*3)

=00 =

lo 18: ( Se ha supuesto: é = 2 seg)

) 1




e -3 % 12
= “207 Fow) = 8f2me *+ 0
— 00 =—
1
o| ) - »
M) = o) Flw) = 1
— 00 —

Fiwl u‘{
4

n]. m

fin=1 F(w) = 2rd(w)
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................. - Ly o! 0,
e e |
f1) = coswyt Flw) = n[d(w —wq) + 6(w —wq)]
= 00 =
ha + Finl L

i) = sen (w,1) t(w) = n[=5(w —wa) + 8(w —w)]
=M =
A = U@ | Fw)| = no(w) + —lin
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CAPITULO XIV

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

1) INTRODUCCION
Asumimos a continuacion gue existe la Transformada de Fourier de las sefiales
fle) y g(1), siendo éstas F(w) y G(w), respectivamente.
Hemos visto que la Transformada de Fourier de una funcion es otra via de
especificar una funcién . Tenemos asi dos posibilidades:

- ft) para el dominio del tiempo ( 0 espacio), y

—  F(w) para el dominio de la frecuencia.
Resulta asi muy interesante estudiar el efecto en uno cualquiera de estos dominios
( tiempo (r) o frecuencia (w)), causado por ciertas operaciones sobre la funcién en
el otro dominio. Nos podemos preguntar, por ejemplo, si una funcién es
derivada en el dominio del tiempo, ¢4 qué relacion existe entre el Espectro de la
funcion derivada y el Espectro de la funcién sin derivar?
Obviamente, dadas las simetrias existentes entre las ecuaciones que define el Par
de Transformadas de Fourier, vale decir, entre las ecuaciones de sintesis:

Fow) = [*_fin) e Wan

y f) = 2= [ Fw) W dw

es de esperarse gque dichas simetrias se reflejen también en las propiedades que
estudiaremos a continuacién. Por ejemplo, es de esperarse que el efecto en el
dominio de la frecuencia debido a una derivacion en el dominio del tiempo, sea
similar al efecto en el dominio del tiempo de una derivacién en el dominio de la
frecuencia.

| PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
La Transformada de Fourier satisface las siguientes propiedades :
14.2.1) Linealidad
Esta propiedad expresa que :

Flafi) +bgl) ] = aF[ fin) ] +bF [ g&)] = Fow) + G(w)

Se dice entonces que la Transformada de Fourier es lineal.
La prueba de esta propiedad se apoya en la linealidad de la integral que define a
la propia Transformada de Fourier, por lo que la demostracién de la misma es trivial.

14.2.2) Simetria o Dualidad
Al comparar las relaciones entre la Transformada directa de Fourier
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F(w) y su transformada inversa correspondiente (1), amiba mostradas,
bservamos que estas ecuaciones son similares pero no idénticas. Esta simetria
conduce a una propiedad de la Transformada de Fourier conocida como :

" Dualidad " o " Simetria " .

Dicha propiedad establece lo siguiente -

Si F[AD] = Fow)
Entonces - i) = 2nfl-w)

Demostracion:

ﬂ:):%—j’iﬂﬁw} May = 2mfiy=["_ Fow)eMaw
de donde: )
1) = [© Fow) e My

Como "w" es una variable" muda" en la integral de la derecha, puede ser
reemplazada por la variable "x", obteniéndose:

2x A1) = fl F(x) e 1xt gy

De aqui que: 2n f—w) = j'i Flx) e 1 XW gy
y reemplazando ahora la variable "x" por la variable "" se obtiene :

27 fiw) = [© Ry e~ Whar = FF())

lo que podemos simbolizar escribiendo: (1) « 2xf{-w)
En resumen , podemos escribir :

A0 F  Fw)

F(1) F  2nfl-w)

Asi, con el uso de esta propiedad, puede obviarse en muchas oportunidades el
calculo directo de la Transformada de Fourier a través de su ecuacién de sintesis,
pues la misma involucra frecuentemente mucho trabajo. De este modo, se pueden
obtener muchas transformaciones complejas a partir de unas pocas transformadas
conocidas.

A continuacion se ilustra con un ejemplo lo aqui expuesto:

Ejemplo 1:
a) Aplicando la propiedad conocida como " Dualidad ", calcule la Transformada
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‘de Fourier de la sefial: g(f) = B Sinc(w y1).

Sp]uniﬁn:

i.hsﬁguras a) y b) muestran las graficas de un pulso rectangular convencional,

‘es decir, pulso de amplitud 4, duracién & y centrado en el origen, expresado

por: i) = 4G, =A]( 1), yde su comrespondiente Transformada de
Fourier F(w)

wry & Fiw) N
A AS
e Ot e B i
: oy \j o v W
Fig.a: fi) = AGs(f) =A]‘[(%-) Fig b: F(w) = 45 Sinc( %)

- Lasfiguras c) y d) muestran a la funcion g(r) = B Sinc(w,r) ysu
sspondiente
Transformada de Fourier G(w), respectivamente.

git) - Giwy 4
E A
S8 DA g ncta ; ° 2y
ey ) Sy L .fl.{.l‘ b W
1 “ 1
( Figc: g(r) = B Sinc(w,1) ) ( Figd Gon) =4[ () )
La propiedad denominada " Dualidad " establece que:
Aw.l — B
Por lo que : 2n
¥
ol
A=2%8
De donde. resolviendo por 4 y w, , se obtiene : e
w, =2w
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Es decir, Wy
W, =2w,
Por lo que :
.l Ld
G(W) wﬂ l_l( 2“':, )
Comprobacién:

Para comprobar el resultado obtenido, basta con sintetizar g(r) a partir
del resultado aqui obtenido, Asi se tiene :

3 wt - a
50 = 1", () an= L ()] 5]
De dﬂnde .
= )[ i it = ] - (%) [ = ] = H[ o ] = B Sinc( ar)

lo que confirma el resultado.

Obsérvese lo siguiente:

a) Figurasayb:
Un pulso de duracion finita (6) en el domino del tiempo, ocasiona en el
dominio de la frecuencia una sefial continua que se propaga para todo valor
de w.

b) Figurascyd:

Un pulso de duracion finita (w,) en el domino de la frecuencia, ocasiona en
el dominio del tiempo una senal continua que se propaga para todo valor
der.

¢) Se observa también la ralacién inversa entre el dominio de la frecuencia y el
dominio del tiempo.
A mayor duracion en el tiempo (8, > ,) se obtiene:
1°)  Mayor es la amplitud en frecuencia:(w = 0 = Amplitud = A8)

2°)  Mas angosta es la respuesta en frecuencia: w, = ET“

Ejemplo 2 :
‘@) Aplicando la propiedad conocida como " Dualidad ", calcule la Transformada
de Fourier de la sefial: g{1) = 4 Sinc(8r).
Solucién:
Las figuras e) y f) muestran las graficas de un pulso rectangular convencional

fin=4[](L). ydesucorespondiente Transformada de Fourier ().
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[} | L o
e : w
( Fige: fiy=4](1)) ( Figf: Fw) = 46 Sinc(¥2.) )
Por "Dualidad " tenemos que :
aith .q"' o Jh|.|.
) u&.!f ...'
= 1=
( Figg: g(r) = 4 Sinc(8:) ) ! = W
oy = A=3
En este caso : 2 . - W,
8 = T1 w, = 16 rad. seg
; _ 8r w ) _ w
Por lo tanto : Glw) = - H(—ﬁ) = %H(Tﬁ')
Las siguientes figuras ilustran lo aqui expuesto:
L )
g(1) = 4Sinc( 81) G = ETT(3%)
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Ejemplo 3 :
Aplicando la propiedad conocida como " Dualidad ", calcule la Transformada de

Fourier de la sefial: = 2
&) 1442
Solucion:
Recuérdese que, tal como se calculd previamente: & [e'“* " |- 2~
a= +W
Las gréaficas corespondientes son:
Pty Fiwj
&
i 4]
—alt _ 2
fy=eM Fw) = s

il

Luego, por "Dualidad " se obtiene:  G(w) = 2zfl-w)|__ = 2me” " = 2re

-

aity

gl = 1fl2 G(w) = 2rfl-w) = e ™!
Comprobacidn:
Por razones de simplicidad en la integral, sintetizaremos g(z) :
En efecto,

T o @
2(1) = 'ilfjﬂ_ﬂm G[w}e'mdw _ —%%[I_meweimdw +j-u ) welwtdw:l .

(% waein = _w(l-it) 1 1
E= [L"DE ﬂ‘w+fne dw] B o e e =
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lo que confirma el resultado antes obtenido.

= Q0 =

14.2.3) Escalamiento en tiempo y en frecuencia
Esta propiedad establece lo siguiente:

Si F [ f)] = Fow)
Entonces : F[ﬂa I}] = ——I ] | F(E)
i
Demostracion:
Caso1:a>0
Si a > 0, entonces E[ﬁa r}] = jiﬁa:} e Mt saCE)
—
Hagamos: x = at = { ! ?:lx } . Sustituyendoen (1), se obtiene:
dt = 5
Flpan] =4[ e ™ aw=freg

Caso2: a<0
Si a<0, entonces F[flar)|=F[flar) 1a=—a :;- (2 =%
Pero  F(—%-)=F(¥) por serfuncién par, por lo tanto:
FlRan]=-+F)

En resumen:

F [f(ﬂ f}] = -lg—lF‘(l‘g—J seguin se queria demostrar

NOTA:
1°)  Esta propiedad es otro ejemplo mas de Ia relacion inversa existente entre el
tiempo y la frecuencia. Conforme el periodo T se incrementa en una sefial,

disminuye su Densidad Espectral : w, = ET“_Luegu, To>T) = w, <w,.

2 1

ey Fl

Ty
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2}

3°)

4°

Un escalamiento lineal en el tiempo (¢ —+ at) , produce, ademas de un

escalamiento en amplitud de Ig_f' un escalamiento lineal en frecuencia

también por un factor 1y viceversa.
Obviamente, sia = -1, entonces: | F[ A-1] = F(-w)

La funcion flar) representa que la funcion f{r) ha sido comprimida en la
escala del tiempo por un factor "a". Analogamente, una funcion F(% )
representa que la funcién F(w) ha sido expandida en la escala de
frecuencias por el mismo factor "a".

La propiedad de escalamiento establece por lo tanto que la compresién en el
dominio del tiempo es equivalente a una expansion en el dominio de la
frecuencia, y viceversa.

Como otro ejemplo, consideremos la sefial : f, (1) = cosw,r. Esta sefial tiene
componentes de frecuencia en +w,.

Asi mismo, la sefial f,(r) = cos2wy¢ representa una compresién de cosw ¢
por un factor 2 y sus componentes de frecuencia se ubican en +2w,.

Las siguientes graficas ilustran lo aqui expuesto:

( Se ha supuesto en todas ellas que : w, = ?.nr’L; T=1=w,=2r)

Tiey

FS

27 Fiwp 4T
W
| | ey

2'|'

|
- |
-1_5-“ TE !z;lr L ﬂ'wa L "
)

S5 (@) = cos2w F[ cos2wq]
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(w=2nf=:-f=—£";=~%, luego, T, > T, = f, c:fz)

Un caso comdn de lo aqui expuesto lo constituye el de una cinta de audio

cuando esta se graba a una velocidad y se reproduce a una velocidad difererente.
Si la velocidad de reproduccion es mayor que la velocodad de grabacion, de
manera que corresponde a una compresion en el tiempo (a > 1), entonces el
espectro se expande en frecuencia, es decir, el efecto audible consiste en que

las frecuencias de la reproduccidon son mas altas.

De manera inversa, si la velocidad de reproduccion es mas baja que la de
grabacion, (0 < a < 1), la sefial de la reproduccion contendra frecuencias mas
bajas.

Otro ejemplo de la expansién en frecuencia como consecuencia de una compresion
en el tiempo, se ilustra en las siguientes figuras, anteriormente estudiadas:

rit + &
i E Fivh .ﬁ’ﬁ‘
. L - N, ¥ st R
_ bl T <7 0
£ i %4 i u}q b

vl

i, INE

Porlo tanto : 0




14.2.4) Traslacion en tiempo y en frecuencia

Caso 1 : Traslacién en el dominio del tiempo
Si Fl]=Fw) y t, €suna constante real

—iwt,
Entonces : f[ﬂt—fn)] = Flw)e

Demostracioén:
Consideremos la expresion que define la ecuacion de sintesis de F(w) :

Flfi-1)]= Ilﬂf—rﬂ} e Wiy

l=x+1
Hagamos: t—t =x= 0
dr = dx

Por lo tanto : _
Ffe-1)] = I:ﬁx} P P [_[:ﬂx}e"“dx]e‘””ﬂ =

En resumen :
Ffe-1)]=Fow)e "Wl | sequin se queria demostrar

Este teorema establece que:
a) Unatraslacion en 1, en el dominio del tiempo es equivalente a multiplicar

por la exponencial compleja: e_i wis en el dominio de la frecuencia.
b)  Siuna funcion es trasladada en el dominio del tiempo por una cantidad «

segundos, entonces las magnitudes de su espectro F{w) permanece
invariable, pero la fase de dicho espectro #(w), cambia en una cantidad
dada por (-wi,).

En efecto, escribiendo F{w) en forma polar, tenemos:

0

Fw) = | Fon e siendo 0(w) = dngulo de fase de Flw).
; a Im[F{w)]

Es decir, O(w) = “’“‘“"Wﬁ"

Luego :

Ffe-t)] = [| F(w)|e w]e_i“'t“

F[ﬁi‘fn}] = IF{W}l E-'i [Bowr—wig]
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Ejemplo 4:
Aplicando la propiedad conocida como " Dualidad " encuentre la Transformada de

Fourier del pulso rectangular de altura 4 y duracion & que se muestra en la figura :

mith &

(8
8@ =4[1| —* )
Solucién:

Tal como ya se calculd, la transformada de Fourier de un pulso rectangular de
altura A y duracién 6, centrado en el origen, como el mostrado en la figura i),

es la que se muestra en la figura j):

AR | .
A AS
l=m Sy .
-5, o 7 WV | o
Fig 1) 1 ) = AT1( L) Fig. ) « Flw) = 46 Sinc(42.)

F[ATI(L) ] = 46 sinc( %2)

Evidentemente,  g(1) = f(r— %}
por lo que, aplicando la propiedad de Traslacién en Tiempo, obtenemos:

a

Iw—=

F[ 0] =F[fe-2)] = 45Sinc(¥)e 2
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Ejemplo 5:
Calcule la Transformada de Fourier de la sefial f{r) que se muestra en la figura :

F. i

i3] 2T I

E - e e s

oEt

a

A
‘Solucién: _
Obsérvese que f{r) puede expresarse como la combinacion lineal de fi(r) y f2(1),

siendo f,(#) y f2(r) los pulsos rectangulares mostrados a continuacion:

.J;m it .&u z:
|
i) = MOTT(EEE) £ = 0.5)TT(E22)
Por lo tanto : Aoy = f,0)+1,(1) =
£ = TT(EEE) + ©.5)[T(E25)
Luego :
A=1 A=1035
Para f,(1) : 0 =3 , Para f,(1) : =1
to =2.5 0 =25

por lo gue, aplicando el teorema conocido como " Desplazamiento en el
dominio del Tiempao", obtenemos :
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Flw) = FIf, (0] + FIL®] = (1)3) Sinc(—“;g‘_)e_m% +(0.5)(1 }Sinc(-"-;l)e_m%
De donde :

T—

F(w) = [3 Sinc(ﬁzi) 4 %Sinc(-"zi) J e 2

= O —

Caso 2 : Traslacién en el dominio de la Frecuencia
Si Air) se multiplica por una exponencial compleja : g o t, entonces

3—'[}(:} e‘wﬂt] = Fw—wy)
donde : Flw) = Ffln)
Demostracién:
La demostracion de esta propiedad es consecuencia inmediata de la ecuacion
de sintesis de laTransformada de Fourier. En efecto :

:f[ o) eiwﬂl] " j: Te ot oM - | : L e -

En resumen :

E[ﬂr} 2" l] = Fiw—w,)

Este teorema establece que:
a) Una traslacion en w, hacia la derecha, en el dominio de la frecuencia,

es equivalente a multiplicar por la exponencial compleja: e iWot on el
dominio del tiempo.
b}  La muitiplicacion por e en el dominio del tiempo, traslada a todo el

Espectro de Frecuencia F(w) en una cantidad w, hacia la derecha, en el
dominio de la frecuencia.

iWot

Por esta razdn, este teorema se conoce también como : " Teorema de
Traslacién en Frecuencia ™.

OBSERVACION:

En los Sistemas de Telecomunicaciones, es muy necesario trasladar el Espectro
de Frecuencia. Esto se logra, como ha gquedado establecido, multiplicando la
sefial f{r) por una sefial exponencial compleja e ' 0!,

Este proceso se conoce como : " Modulacién " y sera desarrollado con mas
detalles en la siguiente propiedad.

Las siguientes graficas ilustran en forma genérica lo aqui expuesto :
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rs Fiw] .

1%

Entonces:

fithemiiwt) / A,

Wo

1%

F{W = wu)

S eiwn t :ﬁ.[)[cnswul+ismwnt]

125) Modulacién
La siguiente propiedad juega, como ya se dijo, un papel central en el
de sefales utilizadas en los Sistemas de Telecomunicaciones. Podemos
ir los siguientes casos:
50 1)  Multiplicacién por un coseno:
Usando el Teorema de Traslacion en Frecuencia antes desarrollado, se

obtiene que, si flr) es multiplicada por cosw,t, entonces :
Bj wnt+ e— gt 1
F [ Rcoswyt | = F ) ———— | = [ Fov+wg) + Fov +wg) |

Es decir ;

F [ f)coswyt] = 5[ Fov +wg) + Fow—wg) |

560




Las siguientes graficas ilustran la modulacién coseno, para un caso hipotético:

Si:
fiLk A Fiwd
A 5 5
&
) F{w)
Entonces :
1t ) cos{wl) Giwi Fa
:"ﬁﬁx h‘
Y W
NI M
&
_u‘ =] wﬂ L
- v
() = flycosw ¢ G(w) =; [Flw+wy) + Flw—w,)]
ReG(w) = 5[ Fow+wg) —Flw—w,) |
Eneste caso;< ImG(w) =0
a(w) = mmn(ﬁgm) = 0,Vw & (—oo,m)
2)  Multiplicacién por un seno:

Analogamente, si f{z) es multiplicada por: senw,s, entonces :

F[fnsenwyt]|=F l:ﬂ:} E__:Z'i_

Es decir :

iw_t —Iwnt

F [ﬂr}mwut] = —é—{ Fw+wy) —Fw- wu)]

]= é[F{w+wu}-F(w-wnJ:|

Las siguientes graficas ilustran la modulacién seno, para una sefal hipotética:
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Si:

LLLE) A

Fi{w} A

1%

A1) Flw)

Entonces:

1413 namive T 181w}y »

T@r } : %, ]9 W
W Vi w

g(f) = fr) sen w,t i G(w) -%[wF(w o)+ Fw —wg)]

ReG(w) = 0
Obviamente, en este caso: 1
{ Im G(w) = -2-[ Flw+wg) —Fow—w,) |

2.6)  Ejemplos Resueltos I:
Los siguientes ejemplos ilustran la propiedad de Modulacién
Ejemplo 6:
Encuentre la Transformada de Fourier de la funcién g(1) = f{r)cos 10¢, siendo
t 3
41—-=), si |t|<3
ﬂ:f} = ( 3 ) { |
0 . 8i|7]>3
Solucioén:

La grafica de f{r) asi como la de su correspondiente Transformada de Fourier,
obtenida previamente, se presentan de nuevo a continuacion:
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g(1) = f{t) cos 10t G(w) = L[Flw + 10) + Flw — 10)]

Evidentemente, G(w) = '5[ Si“ﬂﬁmgﬂ * Sinczz{wzﬂ]

= D0 ==

Ejemplo 7:
Considere la Transformada de Fourier cuya gréfica se presenta en la figura .

]

Fwi 'S
A
L 1 5
i d "
A Aw ~ M - !
|
F(w)
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Hallar la correspondiente sefial fir) = & [ F(w) ]

Solucién:
Podemos expresar la Transformada de Fourier dada , como:

)]

(Recuérdese que : A 1‘[(%) = AG_(1) ="Funcion Compuerta” = "(Gate Function")
Como F(w) es una funcion par, podemos aplicar la propiedad de Modulacion
cosenoidal, obteniéndose :

Fow) =4[ T1

fiy = F )] = F [ATI() ] - 2005wyt .. (1)
Pero, por |a propiedad conocida como " Dualidad”, podemos escribir :

A&w

FlATI(X) ] = Slnc( W), por lo que, sustituyendo en (1), se

obtiene:

fl) = A—Smc(ﬁw f) - cosw !

La gréafica de f{r), (Fig.a), asi como la de su correspondiente Transformada de
Fourier (Fig.b), se presentan a continuacion:

F{wi

e
AW | w

Fig.a) : 1) = F " [Fw)] Fig.b) : F(w)

Por considerarlo de interés, se presenta a continaciéon una grafica ampliada de la
funcion f).




Fig.a) : fln)
Nétese que +fr) es la envolvente de f{r) cosw 1.

= ) ==

Ejemplo 8:

Encuentre la Transformada de Fourier de la sefial - f{r) = Al‘[(%) cos(w,1)
Solucién:

Se trata de un pulso rectangular: AH(%) . de amplitud 4, centrado en el
origen y duracién 4, modulado por cos(w, 1), cuya gréfica se muestra a
continuacion:

A

WAW/\WAWE
VT
J : .

Para calcular la Transformada de Fourier de esta sefial, utilizaremos la propiedad
de Modulacién, junto con el par transformado ya conocido

Fw)=F [AH(%)} =Ar55inc(£2§) . com A =1

Luego: H
Fw) = F [AH(%) mswut] = %[Sincﬂ?i& +Sint:—fw_;"’-"¥’ ]

La grafica de F(w) sera:
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( Transformada de Fourier de un Pulso Rectangular con modulacion coseno )

Noétese que la multiplicacion de f{t) por cosw,t causa que la Transformada de
Fourier de f{r) se "duplique "y se " separe ". El centro de cada copia esta
desplazadow = w,. siendow, la frecuencia del coseno utilizado. La amplitud
se reduce a la mitad.

14.2.7) Derivacion e Integracion en el tiempo
Sea flr) una senal con transformada de Fourier F{w). Es decir:
FLA)] = Fw)
a) f{%ﬁ:f}]={myﬁ{w}.................,Nom1

Entonces : ) ;F[ _I-t_mﬂﬂ dr} __1 F(w) NOTA 2
faalf) TR

NOTA 1:
Esta ecuacion no garantiza la existencia de la Transformada de Fourier de
la funcion -g{- Ella sdlo expresa que, si existe, esta dada por la expresion :
F[ S0 ] = wyFom).
NOTA 2:
Esta ecuacion requiere que esté definidaenw = 0, locual es
equivalente a decir que : F{0) = 0, o lo que es [o mismo :
i =0
m I_m fit)de =
Si [ Mnde + 0, entonces : F(0) + 0, en cuyo caso:

4
;:F[ [ _wj('r}dr] = F(0)a(w) + KIL} Fow)

Fw)
—w-—-—




b)

0~ [ §[rwe

Derivaci6n en el dominio del Tiempo: F [-%ﬂr)] = (W)F(w)
Demostracion:
[» 4]
La ecuacion de sintesis de fl1) es: fli) = ;—EI F{w}e-mdw
=
Derivando ambos miembros -::Ie esta ecuacion, obtenemos :
th
dlﬂr) = 21[ dat j Fw)e
Intercambiandu el orden de derivacion y de integracion, se obtiene :
o0 i
e ] =L [(fw)F(w)e "‘dw] =
T o

L0 = 2 [ [awronte ™ an

: oo iwt
Por lo que, si: F[A1)] = j_m Flw)e
Entonces, por analogia,

F[ 0] = wFm

En forma similar, este resultado puede ser extendido a la derivada de orden
n", obteniéndose :

F[ L) | = @w)"Fo)

Integracion en el dominio del tiempo:

Si s FfiH] = Fiw)
Entonces: F [ I;ﬂt)dr] - EJﬂF{W}
Demostracion:

Consideremos Iat funcion ;
o) =J fio) dr Entunms:%g(ﬂ = fi1) -l
—3a

Aplicando Transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion (1),
obtenemos :

3—'[ at':l—gff}] = F[ ft)] = Fw) por hipotesis
[ g(!]] — (iw)G(w) por la Propiedad 6.a

De donde, igualando los segundos miebros de ambas exprdsiones, se
obtiene :
GO") = gy T

Sustituyendo en (1) :
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.'T-"I: j; ﬁr)dr] = ﬁ}?'(w}+ xF(0)6(w)

Nétese que este resultado es valido sélo si : G(w) = JT]HW} existe, es
decir, si g(1) es Absolutamente Integrable, lo cual sdlo es posible si :

limg)=0 ... @)
t
Pero: g(t) = j_m fx) dr , porlo que la condicién (2) es equivalente a

escribir: F(0) = 0, si: [ Aiydi=Fom)| __ =0
=00 L

Concluimos asi que :

a) Laderivacion en el dominio del tiempo es equivalente a la multiplicacion
por (iw) en el dominio de la frecuencia.

b) Laintegracion en el dominio del tiempo es equivalente a la divisién por
(h) el dominio de la frecuencia.

c) Eltérmino: nF(0)5(w) refleja el valor promedio ( o de d-c) que puede
resultar de la integracién.

— Q00 =

Ejemplo 9 :
Calcule la Transformada de Fourier de la funcién f{z) dada por:

A 4 si |t]=z
o) = e B

0 l!‘l}r

Solucién:
La grafica de flr) se muestra en la siguiente figura :

it &

+

(fn))
La primera derivada de esta funcién y su respectiva grafica se muestran a

continuacion:
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-4 (1) M(52)]

warie] + A

(A0)

Derivando por segunda vez y graficando de nuevo, se obtiene:

L1 0] = AL 5(1+7) +5(1-7) ~25(1) ]

iy ~
..l 0 l'z, T
%\ STEeEe
_%_a& T
: (L))

Luego, aplicando la propiedad conocida como " Derivacion en el Dominioo del
Tiempo ", obtenemos : _ _ i

(iw)2Fw) = 41;_[ P Sl "] = 4[ 2cos(wr)-2]
De donde:

2( wr () T2
FfWJ=%ﬁ—[t—castwr}]=%.w:if_|: ("f):l(%]i

-] L : )

& ]2 = Az Sinc? (L)
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Ejemplo 10 :
Calcule la Transformada de Fourier de la funcién trapezoidal f{r) mostrada en la
siguiente figura:

[ ) . ]

A

| 1

| [

| |

I I

N I >
= -Q 0 a " i

Solucion:

Obsérvese que, en este caso, la funcion fr) tiene limite en los puntos (-4,0) y
(b,0), (los limites laterales son iguales), por lo tanto, la funcion es continua, por
lo que admite al menos hasta la derivada segunda. En efecto,

Derivando por primera vez::

RO 1

De donde:

%}(r) = ﬁ_’f‘a—]{i’f(t +b) = Ult+a)] - ﬁ%w{: —a)-Ut-b)] =

[%ﬁr] = gy UG +b) ~ Ut +a) - Ut—a) + U -B)] |...(1)

Derivando por segunda vez :
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Recordando que:
U = [Tswa = SUm =50

se obtiene :
d2 on _ _A
== = (—I}[5(:+!3]—6[’1+a}-5{r-—a)+5(r—b}] .. (2)

Aplicando Transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion (2), se obtiene:

F[%ﬂ:}] = ﬁﬂ-‘[ﬂ{t +b) - 8(t +a) - 6t —a) +6(t - b)]

Pero

ar[izf-ﬁ:)] - w)2Fw)  (Derivacién en el Dominio del Tiempo)

FI6(t—15)] = (1)e "™ = "' (Traslacion en el Dominio del Tiempo )

Por lo que: _ !
{!"H-':IEHWJ _ [bfa} [E1wb "eiwa _E-IWB +£—!Wb]
De donde:
_ 2A [ cos(aw)-sen (bw)
2= eay w2 |
NOTA:

El resultado de este problema sugiere un Metodo Numérico para obtener la
Transformada de Fourier de una funcion f{z). En efecto, cualquier funcion f{r) puede
ser aproximada por segmentos de rectas, tal como se muestra en la siguiente
figura:
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U] M

f)

La aproximacion puede ser llevada a cabo con tantos segmentos como se desee,
para aumentar |a precision de la representacion.

Evidentemente, la segunda derivada de la aproximacion consistira en un fren de
impulsos cuya Transformada de Fourier puede ser obtenida por la t&écnica anterior.
Es decir,

- . — - 4 d?
Fv) dea funcion buscada serd : Fw) = L :r[ 4 ﬁr]]
8) Ejemplos Resueltos li:

Ejemplo 11:
Hallar la transformada de Fourier de la funcion f{r) que se muestra a continuacién:

Solucién:

Nétese que la funcion dada, por ser discontinua en el punto ¢ = 6, tiene por
primera derivada en dicho punto, a un impulso. En consecuencia, no admite
segunda derivada en dicho punto, por lo que sélo derivaremos una vez.

Asi se obtiene gue la derivada de la funcién dada, se puede representar por la
combinacién lineal de los dos gréficos que se muestran a continuacion; es decir :

8(1) = 2A0) = g, (1) +2,)
donde :
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witl u

g,
Luego:

%f(r} = —[U(t+5) = Ult+4)] + 2[U@ +4) — U@ ] - 2[UG) — Ut — 4)] +

HU@—4) - Ut —5)] -0 -5)
O lo que es lo mismo:

$0--TI(152) +211(442) -211(145) sa11('54) a0

Pero, de acuerdo con la Tabla de Transformadas de Fourier antes calculada y a la
propiedad de Traslacion en el Dominio del Tiempo, se obtiene:

(052 5 om0 ] s ]
oI(32) £ @e)sme(3W)e ™™ - osinc (3L )15

i< _zn(% i _.(2)(3)15?1!{-‘(%)3_”'5“ =._65I~m(§2ﬁ‘)e~i-1.5w
M) F, @@sme(F)e™ = asmene
—8(t—35) F _e—ibw

“ —

Ademas:  F[ Q)] = W) o @
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Sustituyendo estos resultados en (1), se obtiene:

Flw) = T%[—anc(%)elﬂw + ﬁﬁnc(ﬁ—;—-)elww —ESFM(%)E_H'EW + 4Sinc(wye” " —

15w ]

Ejemplo 12:
Hallar la transformada de Fourier de la funcion f{r) que se muestra a continuacion:

A8

()
Solucidn:

Noétese que la funcidon dada no es continua en los puntos (-1,-1) y (1,1),
por lo tanto, solo derivaremos una vez. Asi se obtiene que la derivada de la

funcién dada, designada por g(1) = %ﬂf}, se puede representar graficamente
como : %ﬂt} = g,(n) +g,(n, segun se detalla a continuacion.

gy (1) 8o (I}

Luego:
g(t) = Pulso Rectangular + Dos Impulsos (en 1 = +1)

Es decir, L) = g0y = T1($) -6+ 1) -6¢-1)
Tﬂd‘rﬂ‘:' = glt) = H(%) ~[8G+1)+6(-1)]
Luego,
a) Usando la Propiedad conocida como " Derivacion en el Dominio del
Tiempo ", obtenemos :
(W) F(w) = (l)(i)Sinc(—'"'!z-Q-—) —[e“"+e"“’] =
(iw)F(w) = 2 Sinc(w) —2[ cosw |
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De donde : F(w) = —2-[Sinc(w) — cosw]
iw
O también,

Flw) = '%F['[ COSW — Sinc{w}]

b) Usando la Propiedad conocida como "Integracién en el dominio del Tiempo"
obtenemos :

) = j'if’t—ﬂ:)d: = [gat =
Fow) = Ff) = F [ S0 Jat = 1Gon] +26@s0)  ...(2)
donde :

{ GO = (N@)Sinc(ZL) ™ —e™
GO) = ()2)Y1) ~1-1=0

Sustituyendo estos resultados en (2), se obtiene:

Flw) = #[ESinc(%) L ] —x(0)é(w) = f‘ﬁ-[ISinc(wJ —eW g™ ]

de donde : Fw) = 21 cosw—Sinc(w) |
Lo que confirma el resultado.

NOTA:

Obsérvese que este resultado puede obtenerse directamente, a partir de la
ecuacion (1), mediante el uso de la Tabla antes citada. En efecto, aplicando
transformada de Fourier a ambos lados de la citada ecuacion, se obfiene:

F[ S/ ] = GwyFm)
F[I1(%) -s¢+1)~6¢-1)] = 2Sinc( Y2 ) —er» —e=1v
de donde. |
Flw) = *J—“w} {ZSinc( w) —st( w)] = %f [ msw—SinG(w}]

tal como se abtuvo anteriormente.

I
- Qs
I

Ejemplo 13:
Calcule la transformada de Fourier de la sefial f{r) = sen(x1) que se
muestra a continuacion:
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Fild

S0

Solucién:

Nétese que la funcién dada no admite segunda derivada en los puntos (—%,-1)
y (]T* 1), por ser discontinua en dichos puntos; por lo tanto, sélo derivaremos
una vez. Asi se obtiene que la derivada de la funcion dada, designada por

%ﬁz} se puede representar graficamente como :

L) = g, +2,00)
segln se detalla a continuacion:

n ]
A o i)
=
TR TEL FTR ) e
P h i
g,(n g,(0
Luego:
L cosmt, si —0.5<1<0.5
SRy =< —5(1+1), sit=-1
5(1-1), sit=1
Es decir, (w)F(w) = F[ Leosmi—o(+1)-a(c-1)] A

Fowy = L[ L) sw + 1) + 60w - 1) —e" -]

de donde : Fiw) = WL[Emsw—[E(w+Jr) +d(w—n)]]
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Ejemplo 14:
Determine la transformada de Fourier del Escalén Unitario ; U(r)

wity .

1

CET o

U(r)
Solucién:
Método 1.
Haciendo uso de la propiedad de Integracién en el dominio del tiempo, cbtenemos :

v = [t swdr  ..()

Sea: g(r) = d(r) = G(w) = 1,%w
Luego, aplicando la Transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién (1):

FIUW) = #[ [, 6@ | = LG +76@50)  ...2)

Glw) =1, Vw
G(0) =1

Sustituyendo estos resultados en (2), se obtiene:
F(w) = FIUW)] = - +7(1)5(w)

es decir : FIUWD] = ~i-L+ 7 3w)

NOTA:
Obsérvese gue podemos aplicar la propiedad de derivacion en el dominio del
tiempo para recuperar la Transformada de Fourier de la funcion Impulso &(r).
En efecto, sabemos que:

5(t) = SO
Luego, aplicando la Transformada de Fourier a ambos lados de esta igualdad,
obtenemos:

Fem1=F[Juw] .

Pero, por la propiedad mencionada:
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F[LU@ | = @w) FIU@) = ()] L +7808) | = 1+ ()3 0w)
1, siw=10

Pero:  wé(w) =0, puesto que, por definicién :5(w) ={ _
0, siw=0

Sustituyendo este resultado en (1), se obtiene finalmente:

FI50)] =1

Método 2.
La funcidn U(r) no satisface la condicién de integrabilidad Absoluta ya que:

| 15 Roe™ |di < [7_| fole™de=[" | U@ |dt =

Por lo tanto, la Transformada de Fourier de (1) existe sélamente en el limite. En
efecto, una funcion cosw,¢ tiende a U(s) cuandow, — 0, es decir:
JL'!?u [coswqt U@ | = U)
Por lo fanto,
F[UM] = Itm [msw tU@) | = [ 60w +7) + 80w —m)] + 5= wz :|

De donde: | F[U(1)] = —1? +x al{w) | ,tal como se obtuvo anteriormente.

NOTA:
Obsérvese que, en este caso, el Espectro de Frecuencias } Flw) | vs.w contiene

un impulsoen w=0 dearean.

it} b

L2

() | F{w)|
Este resultado confirma que la funcién U(r), tal como es de esperarse, contiene una

componente d-c. Ademas, tiene también otras componetes de frecuencia, tal como
lo ilustra la figura precedente.
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Dado que la funcidn U(r) luce como una constante, la presencia de otras
componentes de frecuencia puede parecer algo extrafio. Sin embargo, tal como

se explicd anteriormente y valga fa repeticion del concepto, la funcion U(r) noes
una constante, pues ella vale cero (0) para ¢ > 0 y tiene una abrupta discontinuidad
en 1 = 0, dando asi origen a otras componentes de frecuencia.

Una verdadera sefial d-c, [fi1} = constante], esta definida por flr) = 4, Vt € (—=,»)

y en este caso, F[A] = 2xs(w), tal como también ya fue demostrado y se ilustra a
continuacion :

]
iy Fiw)
A } amA A4
g 5
| it | "
ftf) = constante = A Fw) = 2nA4 8(w)

La Transformad de Fourier de una funcién constante, solo tiene una componente
de frecuenciaen w = 0. En ofras palabras:

F[A]=2r460w)

= 00 =

14.2.9) Derivacion en el dominio de la frecuencia

Si F[ D] = Fow)

Lntarices, F?;F{w} = J [ (—-r‘ r) i) ]
Demostracion:
La ecuacion de sintesis de Fiw) es: Flw) = .l‘::, e~ M

Por lo tanto, derivando ambos miembros, se obtiene :
d d [ —iwi
) = 2 e A

Intercambiando &l orden de derivacion y de integracion, obtenemos :
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Lron = |7 Lroe™a] =" oo e Mar

De donde:

Fw) = F[ inf) ]

Generalizando para la derivada de orden "n ", se obtiene:

L[] =F[ @0" 0]

Por lo que podemos concluir que la derivacion en el dominio de la frecuencia
es equivalente a la multiplicacién por : —(it) en el dominio del tiempo.

14.2.10) Integracion en el dominio de la frecuencia
Se puede demostrar que, exceptuando una constante aditiva C,

si FIAO] = Fow)
Entonces, I.F‘(w)dw +C=& [ﬁ— _,I'{I}]

Demostracion :
La ecuacién de sintesis de F(w) es: F(w) = _[1 fie™ W™ gy

Por lo tanto, integrando ambos miembros, se obtiene :
IF{dew &= _[ “m ﬁt]e“’*mdf}dw
—x
Intercambiando el orden de integracion didw por dwdr, obtenemos :

[ Fondw+c = | 1 [ [ e Jae = _[1 [ iy fie Wt ]rfw
De donde:

[ Fondw + ¢ =£F[{_1—r”ﬂr}]

Por lo gue podemos concluir gue la integracion en el dominio de la frecuencia
es equivalente a la divisién por : —( ir) en el dominio del tiempo.
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14.2.11) Convolucién

a) Definicién
Dadas dos funciones f, (1) ¥ £,(r) , se define como convolucion de f, (1) con f,(1).

y se escribe : f, (1) * f,(1), ala siguiente integral :
L@+ £, =" _f,@®) f(t—1)de

El concepto de Convolucion es quizas una de las herramientas mas poderosas
en el analisis de frecuencia. El mismo, permite la facil derivacion de importantes
resultados, de dificil y engorrosa obtencion por ofra via.

Algunos de estos resultados se desarrollan a continuacion :

b) Convolucién en el dominio del Tiempo:
Este importante teorema establece lo siguiente:

| S Fl LO]=F,» y F[LO]=F,m)
Entonces : FLf®) * £,(0)] = F,(w) F,(w)
Domostracién:

Por definicion de convolucion se tiene : £, (1) = f,(1) = j' n_uw Ji(@) f(t—1)dr
Aplicando Transformada de Fourier a ambos lados de esta igualdad, obtenemos :

FUHW * fL,0]=F [[7_f,@fo-7)dr |
de donde. s B )
FLrm « 0] =" [T @ Lu-1d] e
Cambiando ahora el orden de integracion drdr por didr, se obtiene:
Flhw « L0]=[7 [T he-0e™a],@da ..

Pero, la Propiedad 4 : " Traslacién en el dominio del Tiempo ", antes expuesta,
establece que la integral intema en el desarrallo (1), es :

fw So(t— t)e_Imdt = Fz‘.f'nv}tz_iwr

En consecuencia, sustituyendo este resulatado en la expresion (1), obtenemos :
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Fho = 0] =7, [Rwe ™ | @ de = [[7 f,) e " dr | F0)

Y finalmenete :

FL,0 * [,()] = Fi(w) Fa(w)

El teorema establece en consecuencia que la convolucién de dos funciones en
el dominio del tiempo, es equivalente a la multiplicacién de sus respectivos
espectros en el dominio de frecuencia.

9.
c) Convolucién en el dominio dé la Frecuencia:
Este importante teorema establece lo siguiente:
Si FLAO]=F,m) y F[LO]=F,Ww)
Entonces FILO - [,(0] = 2=1F, ) + F,(w)]

Dada la simetria existente entre la Transformada directa de Fourier (F(w)) y su
Transformada Inversa (f{1)), la demostracién de este teorema se realiza
exactamente n la misma forma que la empleada en el caso de la Convolucién
en el dominio del tiempo, por lo que se deja al intersado.

Notese gue este teorema establece en consecuencia que la multiplicacion de
dos funciones en el dominio del tiempo, es equivalente a la convolucién de sus
respectivos espectros el dominio de frecuencia.

.2.12) Resumen de Propiedades de la Transformada de Fourier
La siguiente Tabla muestra algunas de las mas importantes propiedades de la
Transformada de Fourier,

En dicha tabla :
e =] o
A0 =50 [ Foye™w 5 Fon= [ e Wiaw
—a -0
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PROPIEDAD 0 Flw)
Linealidad af, (1) + b, (1) aF, (w) + bF, (w)
Dualidad ( o Simetria ) F(1) 2rf(—w)
: 1 W
Escalamiento flar) WF(TJ
Traslacion en el tiempo M —1,) Fowy e Wlo
Traslacion en frecuencia | A1) e ' Wo'l Fow—w,)
S : dn n
Derivacion en el tiempo S [0 (iw) Fw)
Derivacion en frecuencia |  (~i1) A1) d:,, Fow)
Teorema de At) cos(w,y 1) %[F(w + W)+ Fw—wg)]
Modulacién flt)sen(w,t) —%[F{w-i-wn) ~Fw-w,)]
Integracion enel tiempo | [*_ Ar)de —=r)
Integracién en Frecuencia (_—IIE §.0) [ Fowyaw + C
Relaciones de Convolucion NOTA 1 NOTA 2
Convolucion en el Tiempo | £, (w) * f,(w) F (1) - F, ()
Convolucion en Frecuencia |  f, (1) - £, (1) % F (w) * F,(w)

o0
NOTA 1 | £,00) =f,00) = [ £,@) -f,(t~)dr

oo
Fy) % Fy) = [ Fy (@)« Fy00—)de

=0

NOTA 2

La Tabla aqui presentada muestra algunas de las mas importantes propiedades
de |la Trnasformada de Fourier. Obsérvese |a simetria y correspondencia entre

los dominios del tiempo y frecuancia.

— ) =

4.3) EL ESPECTRO DENSIDAD DE ENERGIA : Teorema de Parseval
Para una funcion periodica, la potencia de la sefial f{1) esta asociada con la
potencia contenida en cada una de sus componentes discretas de frecuencia.

Para sefiales no periGdicas, el concepto mas usual de energia se define coma:
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E=[2 [fo)a ..q)

_ F[ f0) ] = Fow), y
Luego, si : 1 oo Iwt
f0) = 5= [ Fonye ™ dw

Entonces, sustituyendo en (1), se obtiene :

E=T ﬂr}]zdr = 2 O[5 Fone™aw]ae  ...)
Intercambiando el orden de integracion en el lado derecho de la expresidn (2),
encontramos : 2 -

E= [ Fon[ [7 foe™dt]dw . G3)

La integral interna es obviamente : [~ fine ""'dr = F(-w), poriotanto:

E = g [ PO Feow) ] dw
Pero, segun ya se demostrd : F(w) = F*(-w) = F(w) F(-w) = | F(w) |2

En consecuencia :

E = |7 o= A [, | Foo) P

Esta ecuacion es conocida como: Teorema de Parseval.

OBSERVACIONES:
a) Es evidente que | F(w) |2 es una funcion real de la variable w, por lo tanto,
la Energia de una sefial fir) esta dada por - veces el &rea bajo la curva

| Fw) |2,

b) Las funciones F(w) y | Flw) | 2, para una " Funcién Compuerta " o " Gate
Function”, se muestra en la siguiente figura :
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L o
e

o 2 an = 2
E= g [ | Fon e = SR 7 | sinc(48) [“ai

Nétese como la funcion | Flw) [2 es una funcién par. El espectro de Energia, si

bien esta asociado también con cada componente de frecuencia, es sin embargo
una funcion continua.
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c)

d)

)

La energia asociada con una componente particular de frecuencia es cero, sin
embargo, hay una energia finita contenida en la banda de frecuencia definida

por w, y w,, dadapor % veces el area bajo la curva ]F{w}|2, entre
Wy ¥ W

Sin embargo, existe también otra banda de frecuencias negativas
(-w,.—w,) lacual tiene exactamente la misma cantidad de energia que

la banda (w,,w,), por lo que se define como enrgia contenida en la banda
de frecuencias (w,,w,) ala expresion :

a2 = @)( ) [7 | 700 e = 1 [0 | #on) | aw

w 2
8B = 5 [ 2 | 700w

Nétese que la cantidad : - | Fow) |2 representa la "Energia por unidad de
frecuencia" y se llama por ello : " Densidad de Energia ". Se representa por
S(w) y por tanto :

sw) = 1 | Fon|?

Si representamos por AF  ala energia asociada con la banda de frecuencias
(w,,w,), entonces:

W,
AE = "T_[w? S(w)dw

f) Engeneral:

E=1 J‘: Sow)dw = 1 j: | F{w}|2dw

I
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Ejemplos Resueltos Il

Ejemplo 15:
Para la Transformada de Fourier mostrada en la figura,

Fiw) A

——— g o — —

L

F(w)
Determine:
: 1 1* 2
a) Elvalornuméricode: E-= -,r_j' | P{w)| dt

b) Elvalornuméricode: D= [ #[ S0 Jar

Solucidn :
a)  De acuerdo con el Teorema de Parseval :

B= [ | Fon|Pdv= 4] " | ron[’ar =

E= %[j ey + [ a:s;«?drv] =43
a 0s

b)  Paraevaluar D haremos uso de la propiedad de derivacion en
el dominio del tiempo, segin la cual

F[ LA ] = w)rew)
Porlotanto: D= [~ F[ S0 Jar= [ wronaw

De donde:
-05 05 i 2
D= "awyydw + | (w) @)dw [ w) (S)w =0
= -05 05

I
8 .
I
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Para la Transformada de Fourier mostrada en la figura,

A
Fitay

Fw)
Determine:

a) Elvalornumeéricode: E

® 2
%J‘u | Fow) | “abw

[~ oo o

b) Elvalornumeéricode: D

Solucidn :
a) De acuerdo con el Teorema de Parseval :

E= L7 | Fon| e -H:D | Fon) 2w =

5
E= [ O =12

b)  Paraevaluar D haremos uso de la propiedad de derivacion en
el dominio del tiempo, segun la cual :

F[ A0 | = @w)Fw)

Porlotanto: D = | e F[-Sp0 Jae = [ owyronyan
De donde: 7

0 1
D=j (i) (=5) dw +j () (5)dw = 5i
—1 [¢]




Ejemplo 17 :

Sin usar la definicién que se deriva de la Férmula Integral de Fourier y
aplicando las propiedades correspondientes, calcule la transformada de
Fourier de la sefial aperiédica f(7) definida a trozos por :

=2 81 1=¢<3
1, 8i 4=<1<5

A , si S<t<
Iy o8 =<7
Solucién:
Método 1: Aplicando la propiedad conocida como " Derivacién en el dominio
del Tiempo ".

Se muestra a continuacion la funcién aperiédica dada:

)

g = (1—2)[ Ue—-1)-Ut-3) |

o~ TI(1=2) +TI(4=52)

Evidentemente . () = g(1) + h(z), donde :{

Transformada de Fourier de g(1) -

Derivando por primera vez a la funcion g(r), se obtiene :
%g{r}=—ﬁ(f-l}+n(f—'zl) T T (1)

tal como se ilustra en la siguiente grafica :
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%g@ = n(%) ~[ 8t-1)+6G-3)]

Aplicando Transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion (1), se obtiene ;

Flew]=7{ [1[52]-s¢-v-s0-3}

Pero:
| Flzw]=(w)ewy L )
| F{TI[552]-s0-1)-66-3)} = 2Sinc( W2 )ei2W W _oidw 3)

lgualando las expresiones (2) y (3), obtenemos .

( iw) G(w) = 2Smc(%)e4'2w W _ -iBw
De donde : |
G(w) =~ [[2Sinc(w)eI2W — =W _ o-3W ]

Transformada de Fourier de (1) :
Derivando la funcion k() , obtenemos :

%&(;} = 8(1—4)+8(1~5)—8(1—6) —6(1—T)
Usando de nuevo la propiedad de "Derivacion en el dominio del tiempao", se tiene :
(iw)H(w) = e~ 14W 4 o~ 15W _ ,—iBW _ -iTw
De donde :
How) = E-‘i4w+£‘55"“::f;§‘iﬁw—e'”w = [ W e ISW 1w _-iTW ]

En resumen : F{w) = G(w) + H(w) =

FOr) = —y [2Simeu)e=12W — oW _ =18 | o~ i4W , o-i5W _o-iBW _o-iTw]
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Método 2: Aplicando Linealidad de la Transformada de Fourier
Transformada de Fourier de g(1) :
Tal como se calculd anteriormente :

G(w) = —r [Zﬁ*fm(w,‘le‘izw =g W —e"ﬁw]
Transformada de Fourier de h(z) -

Se presenta a continuacién una grafica de la funcion A(r) :

ik

0]

Dicha funcién puede considerarse, por la propiedad conocida como
" Linealidad de la Transformada de Fouerier " como la suma de las dos sefiales
gue se muestran a continuacion :

‘l'im* ‘ﬂaﬁ] f
|
o I1 2 ; a 5 -] ¥ ';. _i-r — C :1 ‘! :.'l " : a I'.|' ._:-.—-E
e b et b i S ML
k() X0

Es decir : k(1) = h, (1) + h,(1) por lo tanto, se puede escribir que:

o -T1(32) “T1(42)
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Por lo que, haciendo uso de |a Tabla de Transformadas expuesta en el Capitulo
Xlll, la transformada de Fourier correspondiente sera:

H(w) = 38inc( 3 )¢ WS> +Sinn(-‘"§"~)e.“"'"'5+5
Aplicando la propiedad conocida como " Linealidad de la Trasnformada de

Fourier " , se obtiene :
Firl=F[ g0 |+ F[ O] =Gw) +Hw) =

FIN] = —I'%,- [2 Sinc(w)e 12w — e W _ g-imﬂ'] +3Sil1ﬂ(-3;zﬂ-)e' iw5.5 ﬁinc(%"—)e‘iwa-ﬁ i

FI] =3 [2 Sinc(w)e2W — ¢-m — e~ 13W7 4 [3 Sinc(%—"’u) +Sinc(«'§i) ]e—i"'""5-5

— 00 =

Ejemplo 18:
Determine la funcion f{r) cuya Transformda de Fourier se muestraen la
siguiente figura :

F.

4 N M PR
“i B BT & i 4 X g

W

Flw)
Solucidn:

Método 1: Demodulando término a término
Aplicando la propiedad conocida como Linealidad de la Transformada
de Fourier, podemas escribir :

F(w}_=5[—[(‘—"4;‘—ﬂ-] +2|:1—-|l:'3—|][ U{I+9)_U(I+T}]+2n(%) +

+‘5]'][-“’2;3) +2[1 = ]_w[-_s|:|[ U7 - Ut—9) ]

Pero :
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a) Aplicando las propiedades conocidas como Dualidad y Desplazamiento
en Frecuencia, se obtiene:

SH(WTH) i': %(SJ(Z)Sinc(%) el - J.ginc(1)el B

2[1— |w:3| ][ ve+9)-ua+n] F ﬁ{:}{i)Sincz(%)eim

z]‘[(%) F ﬁ(l}(ﬁ)ﬁinc(%) = S sinc( 31)

sTI(252) & E©@sine(£)e 18 = Isinc(1)e 18t
z[l_lil.ﬂ][mmg)-um?]] F ﬁ@}{l}s}ncz[%)e“'m

b) Aplicando ahora la propiedad conocida como Linealidad de la
Transformada de Fourier, podemos escribir :

o) = 2Sinc( t) [e““ + e"ﬁt] + %Simz(f%) [e*ﬁt + e‘fE‘t] + S 8inc( 3r)
De donde:
£ = %[ el 8t +a‘§ﬁt] [5 Sinc( ) + Sinc? (%) ] + %Sinc( 3t)

Y simplificando:

fit)y = %[ 58inc( 1) + Sinc? (L) Jeossr + S-Sinc( 31)

Método 2 : Aplicando la Propiedad conocida como " Dualidad "
Obviamente, la transformada F(w) consiste de un pulso rectangular centrado
en el origen, mas dos pulsos rectangulares con su respectivo triangulo en

la parte superior, situados simétricamente respecto del eje vertical. En
consecuencia, podemos representar a F(w) por dos funciones :

Fw) = G(w) +H(w)
donde :

- Glw) = Pulso rectangular centrado en el origen = 20 (w) =2 ]_[ ( %)
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- Hw=S[](%2)+ z|:1— |w:3| ]{U{r+9;-ﬂ(:+?;]+

~§
¥ zI:I _|W—1|‘:|[ ue-7-ue-9]+5[](¥%2)

Ambas gréficas se presentan a continuacion:

» A
o) T Fiw 5 i
rl' e |
- 2l i
T ¥ I
T ¥ b —— ""] ——3 ' —
0 B € <4 2 [0 2 4 & B8 W
w w
L
Gg(w) H(w)

Calculo de g(1) :
Aplicando la propiedad conocida como " Dualidad ", se obtiene que :

g = 5-2)©6)Sinc( &) = Esinci3n)

Calculo de A(r) :

La simetria de esta funcién respecto del eje vertical, sugiere que proviene

de una modulacién cosenoidal, concretamente, de una modulacién por : cos 8¢
Si no existiera tal modulacion cosenoidal para H(w), la grafica de H, (w),

es decir, H,(w) = HW) g modusar » SEMa:

Fiw)

H1 {W} = H{w] sl modular

— —_—



La cual, obviamente, se puede descomponer a su vez, en las dos graficas
siguientes : H, (w) = M(w) + N(w)

(=R S TR

r
o

& - I R .
= v
-

J

M(w) N(w)

Luego, aplicando de nuevo la propiedad de " Dualidad ", obtenemos :

m(t) = 2-6)@)Sinc(Z) = &8inc()
n(r) = 2=@)()sinc? () = Lsinc?(4)

por lo tanto:
hy(0) = me) +n(e) = E8inc(r) + L8inc?(£) = 1[6 Sinc(r) + Sinc?(§) |
y en consecuencia :

7t} = h,(1)(2) cos 8t = k() =

=

[6 Sinc(r) + Sinc(3-) ] 2cosss
Finalmente:

f) =g) +h(t) = %Sinc(m + %—[6 Sine(r) + Sincz(—é—) ]msﬂf =

A1) = {3 Sinc(31) + [ 6 Sinc(r) + Sinc?( L) Jeossr}

= ‘0 ==

Ejemplo 19:
Determine la funcién f{r) cuya Transformda de Fourier se muestra en la
siguiente figura :
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iy g
¥ — % 2 t r

F +
oo 2 3 &4

w

Solucién:

Fw)

Obviamente, la transformada F(w) consiste de dos pulsos rectangulares
ubicados simétricamente respecto del eje vertical [G(w)], mas dos pulscs
rectangulares con su respectivo triangulo en la parte superior, situados
también simétricamente respecto del eje vertical [H(w)]. En consecuencia,
podemos representar a F(w) por dos funciones :

Flw) = G{w) + H(w)
donde :

- G =3 (%2) +3]1(%2)

- Hw) =s]](¥2) + 2[1— [w:-3| ][ UG +9) - U@ +7)] +

+ 2[1 —El_—sl:l[ ue-7)-ve-9)]+s5[[(¥%2)

Ambas graficas se presentan a continuacion:

&
Fiwi SRR o et SRR
i : 5 A
| i
5 e —
!
‘_ 1|
i i 31
2 o
1 b |
: - z . | e b By e ] »
-4 3 2 T rﬂ L 2 3 4 ABE-A-TAS4-3-2-1401 24 58T 800
w w
Gow) H(w)
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Calculo de g(1) :
Aplicando la propiedad conocida como "Dualidad *, se obtiene :

2 1 S T | 2Y,-i2t
3[1(w2) & H(3)(2;|Sm.::(T)e 2t _ EE—ESIHG(T)e
3T1(%2) F Lo }(E}Sinc(-‘%)-e 2 = L6 Sinc(e 12!
Por lo tanto, la propiedad de Linealidad nos permite escribir:
8@ = 5-68inc(2 )e= 2+ L6sinc(e 12 = L6 Sinc() ['e P2 - 2!]
dedonde:  g(f) = S-6Sinc()[2cos2e] = £-Sinc(r) cos 21
Calculo de &(1) :

Método 1:

s[I(w8) & —ﬁ(i}{l}Sinc(-’%)e"‘Et = 510 Sinc(r)e ™8t

—s

STI(%E) . F  Lo@sine(2)e® = Liosincae 8t

—

|w+8] | 1 inc? -8t
2[1- — |wer9)-ve+n]  F 5(@)(1) Sinc (%)e

2[1—lw_s'- [we-n-ve-91 & %{2)(1)Sinc2(é—)e’m

Sumando término a término estos resultados, se obtiene .
h@) = 5={10Sinc@)[ ¢ Bt +.¢=/8 ] + 28inc? (£ ) [e B ae B ]} =
h@) = J={[ 108inc() + 28inc” (L) | [ 2cos8c]} =
() = 2 {[ 5 Sinc() + Sinc” %) ]ms-: 8}
Método 2

La simetria de h(r) respecto del eje vertical, sugiere que proviene de
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una modulcién cosenoidal, concretamente, de una modulacién por : cos 8¢

Si no existiera tal modulacién cosenoidal para H(w), la grafica de H, (),
es decir, H,(w) = H(W) gn moduiar -S€MA

Fwy

L

H1 (w) = H(w) sin modular

La cual obviamente, se puede descomponer a su vez, en las dos graficas
siguientes : H, (w) = M(w) + N(w)

T a8

a7 n

o 5

4T i

37T 3t

2

1 /Z\

] T o — i ’ L - e
4 & & a la 1 2 3 i “ 3 2 A L | 2 3 4

4
M(w) N(w)

Luego, aplicando de nuevo la propiedad de " Dualidad ", obtenemos :

mir) = —(5}(2 )Sinc(2) = £sinc)
n(t) = {2}(] )Sinc? ( ") 1 Slnca(%)

por lo tanto:. |
h () = m(@) +n(1) = 2Sinc() + T}Sincz(%-) = %[5 Sinc(t) + Sinc? ( %. ) ]

y €N consecuencia :




h@) = h,(D@)eosBt = h() = 1[5 Sincer) + Sinc($-) J2cossr =
h(t) = 2[5 Sinc) + Sincz'(—é-) ] cos8 . tal como se obtuvo anteriormente.

Finalmente:

) = g() + h(e) = &Sinc(r)ycos2r + 2[5 Sine(r) + Sinc?( L) Jeossr =

A) = Z{3 Sinc(31) cos 21 + [ 5 Sinc(y) + Sinc? (L) Jeossr}

= 00 =

Ejemplo 20 :
La siguiente gréfica representa la Transformad de Fourier F(w) de una determinada
funcién f{x) -

|
_________ VAN |
5
________ | |y A P
E]
LMY .
1
e . o
e = =5 :-4 = = j--'I I|:|'| 2
Fig.a : Fw)

a) ¢ Procede F(w) de una Onica modulacion cosenoidal ? Razone su respuesta.
b)  ¢Cual es el nimero minimo de modulaciones cosenoidales presentes? llustre
su respuesta con un diagrama de bloques.
c) Calcule la funcion f{7) cuya Transformada de Fourier es F{w), como una
como una consecuencia de modulaciones estrictamente cosenoidales.
d) ¢ Existen otras soluciones para fr) ?

Solucion:

a) Lafuncidn F{w) dada se puede considerar, por |a propiedad conocida como
" Linealidad ", como la suma de dos sefales ', (w) y F,(w), siendo:
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b)

Fa(w) = 2[‘[(-“’—;-5-) +4]‘[(“’T-3) +z[:1 - |w+

F,w) = z]‘[(‘*’”)u]‘[(“’*“)u[ |"’;'E[ [U(w +9) — Uw +7]

8] [UGy —T) — UGw —9]

Admitamos por un instante que existe una funcién g(¢) tal que :
Ao) = glt) - coswt

Bajo tal hipotesis, la transformada de Fourier de la funcién g(r), valga decir,
G(w), se presenta a continuacion, para un valor arbitrario de la frecuencia w

Giw) 4

G(w)

Obviamente, esta funcidn G(w),desplazada hacia la derecha en un valor w, si
genera la funcién F>(w) pero desplazada hacia la izquierda el mismo valor w,,.

no genera a la funcion F;(w); en consecuencia, la funcién F(w) dada no procede
de una Unica modulacién cosenoidal.

) —

La sefial F{w) dada se puede considerar procedente de las sefiales M(w),
N(w) y P(w),todas centradas en el origen de coordenadas como lo ilustran
las siguientes figuras:

600




Miw) ST Hiw} Biw
1
T i
—t Pl | i i
"‘"'3'?'1]ﬂ1='|:l I-i::-!-‘I-E-*D'Iri:lldll-r j-l.d-]..i.iu1:;:-|_,;-5_
W 1.l.|' -
+ s
M(w) N(w) P(w)
Por lo tanto,

A2) = m(1) cos 5¢ + n(r) cos 8 + p(r) cos 8¢ =
S) = m(t)cos St + [ n(t) +p(r) Joos8 ... (1)

En consecuencia, el nimero minimo de modulaciones cosenoidales presentes
en la funcién f{r) es dos(2), tal como lo ilustra el siguiente diagrama de bloques :

o
Cd

Rpsss
\{:st @__. %0

ntt) plt) (s

ko

( Diagrama de Bloques )

c) Calculode f{r) = F'[ F(w)]:
Por la propiedad conocida como " Dualidad " podemos escribir que:

m(f) = [ﬁ{d)ﬁ!]ﬁiﬂﬂ (%;) |2 = 4 sinccan
n(0) = [ L-@)@sinc ( %r) ]2 = 4 sinc)
plt) = [al;{z)(z )Sinc? [—%—r) ]2 = & sinc’ )
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Sustituyendo estos resultados en la ecuacion (1) precedente, se obtiene :

Ay = L { 4 Sinc(@r) cos 51 + [4Sinc() + 2 8inc’(r) |2cosse} =
£t = & { 2 Sinc(2r) cos 51 + [2Sinc@) + Sinci{r}:[msﬂz}

d) Otras soluciones para f{7) :
La sefial que se muestra en la figura a), también puede descomponerse por
" Linealidad " en la suma de las siguientes sefiales :

# s

Giwh Hiw) 5 1w} 5]

i 7 Ll 'j £

e - =

Ex 7]

1 T

T

M PRLEA B  CINELFT] (ERIRC S IS S | I I S =
ADE B 4 -3 lo T 4 8 8 0 -1na-a-441u24lu1n M4 £ 4 2|03 4 & 8 W0
™ W w

3+ +
M(w) N(w) Plw)

Por lo que, la respectiva ecuacion en el dominio de la frecuencia sera:
ron) = 2T (252) +2T1(252) +4T1(252) +4T1(252) +
+z[1 = |wl+si ][ Ulw +9) — Ulw +7 | +1[1 = JW—;E-I-:I[ Uw=T7) = Uw -9

La Transformada Inversa de Fourier, f{1) =& [ Fow)], sera:
A1) = S-[2)@) Sinc( L) (¢t +e- 1) + (4)(2) Sine (L) (e +e-B1) ]+
o (21—“)2(2} Sincz(%i) (eist ++e” iBt)
En consecuencia, ia sefalf(r) buscada también puede expresarse por :
i) = .2—:{ [E Sine(2r)2 cos 5t + 8 Sinc (1)2cos 8 + 4 Sincz(r} 2cos Hfj’

Es decir;
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)= %{ 8 Sinc(2r) cos 5t + [ 8 Sinc (1) +4 Sinczr]msﬂr}

lo que confirma la doble modulacion cosenoidal antes calculada en los numerales
c) y d.

I
8
I

Ejemplo 21:
t ,810=<r<1
0 ,sit<0 o0 t>1

a) Calcule la Transformada de Fourier por definicion (Ecuacion de sintesis).

b) Calcule y grafique la primera derivada de f{s).

¢) Calcule la Transformada de Fourier de la funcion g(1) = f'(1)

d) Calcule la Transformada de Fourier de f{r) a partir def'(s) y compare el
resultado con el obtenido en a).

e) Calcule la potencia de la sefial sobre una resistencia de 1 Q.

Dada la sefial: f{r) = {

Solucidn:
La gréafica de f{r) se muestra a continuacion:

Fit) ]

[ : ]

fin=1t te[0l1)
Luego: |
a) Fw) =« ™d ;Integrando por partes se obtiene :

Fw) ZJ" m‘m p el'i“ = e | +jwe= 4 g=w = e~ _ 1 H;E‘I""
0 (iw) [:;'WJE w? w? w
—iw

N
Fw) = € 5 Ly
w w

2

b) Laderivada de la funcién f{r) dada, sera: g(r) = f'(1)

603




PITR

g =10

Luego, aplicando la propiedad de derivacién de una funcion discontinua, se
obtiene:

g =f'() = U@ -Ua-1)]-8(-1)
o también :

70 =T1(A32) -se-1)

¢) La Transformada de Fouirier de /'(r) , calculada aplicando las
propiedades conocidas como" Dualidad " y " Desplazamiento en el
dominio del tiempo ", sera :

'3"({’{:}) = Sinc(%)e' W™

d) Sabemos que: :
Si §.0) F Fw

Entonces % ﬁ: (iw)F(w)
En consecuencia,
M
Sln::( -17) e

— w2

—e ™ = iw)F(w)
De donde,
W :
Flw) = (rir_}[ Sinc(%)e'i“-e'm'] - -ﬁ[ wggj ) e e i“}
W]




Flw) = [E'-Nz'l +i ™ :|

W

tal como se obtuvo en el aparte a)

e) Potencia Total de la sefial (R = 1Q)

P =" (Ro1d= || (2= £ :=% vatios = P =L vatios
= 00 =
Ejemplo 22:
a) Calcule la funcién f{r) cuya Transformada de Fourier se muestra en la
siguiente figura:

Fiw} *

Fow)

b) Calcule la potencia de la sefial f{r) sobre una resistencia de 1Q.
c) Grafigue y exprese analiticamente |a transformada de Fourier de la

funcién g(r) = fze)sen( 6t + %)

Solucién:
a) Por la propiedad conocida como " Linealidad ", tenemos que:

Fw) = G(w) + H(w)
s -11(%)
4

0 .S [w]>2

donde:

Luego, por Dualidad, g(1) = {3)(4) Sinc(i“ii) = S8inc( 2r), tal como
se ilustra a continuacion, |

2




Giwy 4T

2() = £Sinc( 2) Gow) = 3T1( %)

Andlogamente, también por Dualidad,

() = E%é-ﬂsmc2 (%] = -,f- Sinc?( 1)

tal como se ilustra a continuacion:

hiti Hiwi) 471
LY

h(e) = = Sinc2( 1) Hon =3T1( )

En resumen, fi1) = e(t) + A1) =4

) = %[ 3Sinc( 2¢) + Sinc? ( r):l

b) Potencia total de la Seiial:
2
P=[ orta= 4] [ ssinc(2)+ sinc(1) | ar
Notese la dificultad de este calculo.




Por el Teorema de Parseval, tenemos también que:

o 2 10 . 2
P= ﬁ fﬂm} dv =] o +5)2dw %ju:(.—ws;z&w =

c) Grafique y exprese analiticamente la transformada de Fourier de la
funcion: g(1) = ﬁzr}.san(ﬁr + l.&',i)

La grafica de la Transformada de Fourier de la funcion:
g() = fansen(61+ £)
la calcularemos de acuerdo con la siguiente secuencia :

-  Escalando en el tiempo la funcion fir) :

Si o F ()
Entonces :  f2g ﬁ!‘t-‘zﬂi
Luego,
]
i L -'
Flw) = F[ 0]

- Aplicando a continuacion la modulacién coseno presente:
Asi se obtiene que F| f(21) cos6r | seré:
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4
Giw} 8-

T T T

G(w) = F [ f20) cosét ]
cuya expresion analitica es :
G(w) = —34—[ ]_’I(""T'Hs) +]__[(WT'E)]+—}!- L ¥a— :|[ Ulw+10) — U(w—2) | +

w—ﬁl
4

+§; 1+- :I[Utw—Z}—U{w-lﬂ}]

Obsérvese que:

a) Laamplitud de G(w) es % de la amplitud de F(w) como consecuencia de
del factor de escalamiento (a = 2) y de la modulacién cosenoidal
presente.

b) Labanda de frecuencia se incremento en un factor 2 como consecuencia
del factor de escalamiento (a = 2) y se trasladé en w, = 6, como
consecuencia de la modulacion por cos6r presente.




Ejemplo23:
Calcule la funcién fr) cuya transformada de Fourier esta dada por la siguiente
grafica:

y Fiwl 1

Flw)
Solucién:
La sefial dada, sin la modulacion cos4t presente, sera:

8 (i)n X
G(w) = (3“’) n(4)

Glw)
Dicha senal G(w) se puede descomponer, por la Propiedad conocida como
"Linealidad”, en : _
Gw) = G, (W) + G, (W)
donde :



Ew “1F' Giw 1nf-
+ L
Ga(w) = 8Sinc( %) Gaw) = 4T1(%)
De dichas gréficas se obtiene :
En consecuencia:
G, (w) ="85Inc(%w)

G, (W) = .4{[(%) =4[ Ua+2)-UG-2)]

Calculo de g, (1) :
Por Dualidad sabemos que

%“-: i G‘E'P e

A
ke
NS P i
— .7
@ =4T1(%) G, () = 46Sinc( 22 )
Luego :
G,(w) =8Sinc(Zw) =
. o Ad =8 3
g, =ATI(%), donde:q 5 . } —4=-8_38
3 2
En consecuencia,
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g,0=311(%)

Calculo de g, (1) :
También por Dualidad, sabemos que:

’{“ JI'. Gf'ﬂ} rF. g
3.
=
\_/ 7
2 —Jo
e . BWo o &
8, = =5 S'"c_(i").

Porlotanto: G,(w) = 4H(%)

-
B — 4)4) _ g
el : T
g, Bs‘““('g‘)’ Honge. a8l Wy & _3
2| B 2
En consecuencia,
_gz.(ﬂ = J_Ef Sinc(2r)
En resumen,

2cosdt =

f0) = [ 8,0 +8,0 J2cosdr = [ £T1(£) + £ sinca) |

Sl = L—ﬁ[ I'I( L) + Sinc( 2) ]cosd.r

14.4) EJERCICIOS PROPUESTOS
En todos los ejercicios que a continuacion se proponen, se supone que :

FLAN ] = Fow)
1)  Demuestre que:




2)

3)

4)

9)

a) Si flz) es una funcién par de 1, entonces: F(w) = Zj:ﬂﬂ coswi di
b)  Si fr) es una funcién impar de 1, entonces: F(w) = -2i j: flr)senwt dt

Encuentre la transformada de Fourier de la funcién " signo de ', definida por:

© =1, s 1<0
sgn(f) =
1, si t1>0

Use el resultado del problema anterior y el hecho de que: F[1] = 2ré(w),
para encontrar F[U(1)].

Demuestre que :
a) :‘F[mswu! U(r)] = %[ﬁ(w—wu] +8(w+wy)]+ wi W

2 _ w2
nw

D) F[ senwgt U)] = 000 —w) ~30r +wy))+

Determine la funcién f{r) cuya Transformada de Fourier se muestra a
continuacion :

a)

=4

0(w)
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<)
IFiwi L
i [} S
W, de |
A "‘W“
| #w)|
d)
IF I t
A
S L AR
L A
| #ow) |

Determine la Transformada de Fourier de las funciones que se muestran

8)
en las siguientes figuras. Dibuje en cada casa la funcién densidad
espectral.
a)

a) flt) = cos20¢
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c)
:
Acos200t, si —0.1<r<0.1
R = .
-0, 0.1 <r<0.2
d)

614
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7) Usandalaspmpladadss de derivacion y traslacion en el dominio del tiempo,
calcule la Transformada de Fourier de las funciones f(1) cuyas gréficas se
(MISRIRE Se SOHOIAB Ruras
a)

b)
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d)

e)

ft) = Acost

8) Demuestre la dualidad del teorema de modulacion, es decir, que :

{ Si F[ An] = Fw)

Entonces F[ fa+D+f1—T)] = 2cos(wI)F(w)

9) Use el teorema anterior para obtener la Transformadas de Fourier de las
funciones fir) y g(r) que se muestran a continuacién :

fit) LS *
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10)  Encuentre la Transformad de Fourier de la funcion f{r) que se muestran a

continuacion :
Tt £
5
-3 3 t
-2
|
f1)
a) Usando la ecuacion de sintesis convencional (por Integracion).
b) Usando sélamente la propiedad de integracion en el dominio del
tiempo y la Tabla de transformadas.
c) Usando sdlamente la propiedad de derivacion en el dominio del
tiempo y la Tabla de transformadas.
d) Usando sélamente la propiedad de Traslacion en el dominio

del tiempo y la Tabla de Transformadas.




3)

9)

)

6)
7

8)
9)

10)

11)
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