UNIVERSIDAD CATOLICA ANDRES BELLO o

FACULTAD DE INGENIERIA
ESCUELA DE INGENIERIA DE

TELECOMUNICACIONES

MATEMATICAS SUPERIORES
PARA
INGENIERIA

Fiw)

Trabajo de ascenso presentado ante la ilustre Universidad Catélica Andrés Bello por el

ingeniero Luis Barroso Alfaro para optar por la categoria de Profesor Agregado




PROLOGO

Este trabajo se realizé pensando hacer de él un libro de texto, adaptado a la
asignatura Calculo IV que se dicta en la Escuela de Ingenieria de
Telecomunicaciones, como parte integrante del pensum vigente para optar al
titulo de Ingeniero en Telecomunicaciones que otorga la Escuela de Ingenieria de
Telecomunicaciones, Facuitad de Ingenieria de la Universidad Catélica Andrés
Bello (UCAB).

Los contenidos presuponen que el lector esta familiarizado tanto con el calculo de
funciones de variable real, previsto en nuestra Facultad en la asignaturas Calculo
I, Calculo Il y Calculo lll, como con el calculo de funciones de una variable
compleja, cuyo contenido se contempla en la asignatura Matematicas para
Telecomunicaciones, todas ellas incluidas en los semestres previos al Calculo IV.
Conceptos tales como limite, continuidad, derivada e integral, deben ser en
consecuencia familiares al lector.

Se presentan los contenidos no solo desde el punto de vista matematico, pues
consideramos que la técnica es importante, sino también desde el punto de vista
de las ideas, pues el autor esta convencido que soélo el andlisis critico de éstas y
las interrelaciones entre ellas, hacen interesante, inteligible y dtil las matematicas.
El texto esta dividido en catorce (14) capitulos. En los capitulos | a |V se
desarrolla la teoria de Cauchy para el calculo de Integrales de Linea en variable
compleja. En los Capitulos V y VI se tratan las sucesiones y series infinitas de
variable compleja, como conceptos previos a las series de Taylor y de Laurent. en
el plano complejo, que se estudian en los Capitulos VIl y VIIl, respectivamente. En
el Capitulo X se toma de nuevo el tema de la integracion en el plano complejo,
como una consecuencia de la serie de Laurent (Método de los Residuos). Los
Capitulos X y Xl estan dedicados al estudio de la Transformada Z, caso
particular de una serie de Laurent y base fundamental del analisis digital de
sefiales, de uso generalizado en el estudio de los sistemas modernos de
telecomunicaciones. El texto concluye con los capitulos XIl a XIV, dedicados al
estudio de las Series y de la Transformada de Fourier, conceptos éstos
fundamentales para el analisis del comportamiento de las sefiales, tanto en el




dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia, esencia de todo sistema
de telecomunicaciones.

La mayoria de los conceptos aqui expuestos se enuncian como teoremas y van
seguidos por ejemplos que los ilustran. En todos loa capitulos se han incluido
ademas apartados con ejemplos resueltos y se proponen ejercicios relacionados
a ser resueltos por el estudiante interesado.

El autor quiere expresar su profundo agradecimiento en especial a las autoridades
de la Facultad de Ingenieria de la UCAB, por el apoyo y confianza con que
siempre me han distinguido y a mis ex alumnos por sus acertados comentarios y
aportes significativos para la mejor estructuracion del presente trabajo.
Agradezco al lector me haga llegar todos aquellos comentarios, sugerencias y
correcciones que estime oportunos y que contribuyan a mejorar el texto. De
merecer tal consideracion, tales sugerencias serian recogidas en una segunda
edicion.
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CAPITULO |

LA INTEGRAL DE LINEA EN EL PLANO COMPLEJO

11) INTRODUCCION

Las integrales en el plano complejo son importantes por dos razones. La razén practica
es que existen integrales reales que pueden evaluarse facilmente en el campo complejo
- mientras que los métodos usuales en el Célculo Integral real, no tienen éxito. La otra razén es
de naturaleza técnica y proviene del hecho de que, el método de integracién compleja
proporciona demostraciones de algunas propiedades basicas de las funciones analiticas, en
particular, la existencia de las derivadas de orden superior, lo cual seria muy dificil de
demostrar sin el uso de estas integrales.

En este capitulo, se definiran primero las integrales complejas y el resultado
fundamental sera el Teorema de Cauchy, a partir del cual se deducira la importante Férmula
Integral de Cauchy. Seguidamente se estudiara la integracion por medio del Teorema del
Reslduo y sus aplicaciones a las integrales reales. Se vera que, al igual que su homdloga ‘en
el Calculo Elemental, |a Integral de Linea en el campo complejo es también el limite de una
suma, lo que evidencia una estrecha relacion con las itegrales de linea reales, estudiadas
previamente.

1.2) DEFINICION: La Integral de Linea
Introduciremos a continuacién el concepto de Integral de Linea, o integral de
Contorno, término que también se utiliza para evaluar integrales de linea en el plano
complejo.
A tal efecto, consideremos un arco de curva suave C , en el plano complejo, que se
extiende desde un punto A a un punto B.
Dividamos dicho arco en "n " partes, como muestra la siguiente figura:

iy

( Particiones de la curva C)

Los puntos de unidn de estos arcos son los puntos:

Zg = Xg +1yg ; z, =X, +iy, ; Zy, =Xy +1Y, 00 Zp =X+ Yy
Construyamos ahora un conjunto de vectores que van de un punto a otro, a lo largo de las
cuerdas que los unen.




=
Az, = el nimero complejo que corresponde al vector que va de (xo,y,) @ (x1,y1)
Az, = el numero complejo que corresponde al vector que va de (x1,y;) @ (x2,y2)

Sea:J

Az = el nimero complejo que corresponde al vector que va de (xj-i,yi-1) @ (xi, yx)
y asi sucesivamnete; tenemos asi "n" nimeros complejos . En general,

Azy, = (xk = Xje1) + ¥ Vi — Vi )

Consideremos ahora una funcién continua f(z) = u(x,y) +iv(x,y) la cual esta definida, al
menos, en todo punto de la curva C. Elijamos un punto Z,(x;,y;) sobre cada arco
secundario, ubicado entre (x;1,yi-1) Y (xwyk). Seguidamente, se evuluara la funcién £(z)
en dicho punto Z, y se multiplicara este resultado por la amplitud del intervalo que lo
contiene, y que designaremos genéricamente por : AZ; = Z, — Zi.;.

Dicho producto sera:

j(z:') Az,
n
! Formemos seguidamente lasuma: S, =Y fiz)-Az, , n=234,.-
' =1

Obviamente, cada AZ, es completamente independiente, por lo que se elige que el maximo
|AZ,| tienda a cero cuando "»" tiende a infinito.

De esta forma se obtiene una sucesién de nimeros complejos: S5,S53,S4,« « ».S,. El

limite de esta sucesién, cuando n — «, es degcir, lim §,, se conoce como " Integral de

Linea " o simplemente, la integral de la funcion compleja f{z) a lo largo de la curva
orientada C y se denota por

miﬂz,-).az,:jﬂz)dz: ............. (1)
=1 o

La curva C se llama : Trayectoria de integracién

En los estudios subsiguientes se impondra que todas las trayectorias de integracion sean
curvas seccionalmente suaves, es decir, consistirann de un ndmero finito de curvas
suaves. En este caso, se usa la ecuacion (2) para determinar la integal de dicha funcion
Mz) sobre cada uno de los arcos que componen la trayectoria. Luego se suman los valores
de estas integrales.

En general, tenemos que suponer que el valor de estas integrales no sélo depende de los

puntos Ay B, las posiciones extremo de la trayectorai de integracion, sino también de |a propia
trayectoria de integracion C usada para unir estos puntos.

1.3) COMPRENSION INTUITIVA DE LA DEFINICION

Tratemos de adquirir una comprensién intuitiva de la suma que aparece en el lado
izquierdo de la ecuacion (1). Se puede suponer que las lineas rectas que forman los n
vectores , constituyen una aproximacion a la forma del arco de curva C. Conforme n tiende




hacia infinito, el nimero de vectores aumenta y la longitud de éstos disminuye. La linea
poligonal que forman estos n vectores se cifie cada vez mas a la forma de la curva C.

En la sumatoria, los nimeros complejos asociados a cada uno de los n vectores Z;, se
suman después de multiplicarse por una funcion de peso compleja f{z) evaluada en las
inmediaciones del vector correspondiente. En consecuencia, el hecho de tomar el limite
cuando n » o en el lado

izquierdo de la ecuacion (1), genera las siguientes efectos :

a) Todas los Az, tienden a cero, es decir, Az; > dz , Vi= 1,240+

b) zinzwzel

n
> - j ( La suma discreta se transforma en una suma continua )
{54
=1

En consecuencia,

miﬂzf) - Az, =jj(z)dz
=1 i

NOTA:
Si la funcién de peso flz) fuese identicamente igual a uno, la sumatoria de la
ecuacion (1) se convierte en:

n n
Zf(zf) *Az; = ZAZ:'
i=1 i=1

Graficamente, esta suma esta representada por la suma vectorial de los n vectores
mostrados en la siguiente figura :

( Particiones de la curva C)

Sumandolos, obtenemos para toda n un sélo vectorquevade Aa B ; es decir:

jj(z)dz ZAZ AB

A




LO DE LA INTEGRAL DE LINEA
lo se expresa la funcion f(z) enlaforma: fz) = u(x,y) +iv(x,y), las
)
partiendo de que: [ f(z) dz = lim Y f(z) + Az,
c =1

Zyp = Xp + Yk

en cuenta que : {

Az, = Axk o fﬂy;;
B n
[ o) dz = lim 3 [uCei,y0) + ivCxi, i) - (A + ity
4 k=1
) este producto y separando la parte real de la parte imaginaria, obtenemos:

n n n n
. Il h”_% Z[u(xk, YVi)Axy — Z V(Xk, Vi) Ak + 1 Z V(Xk, Vi) Axy + 1 Z u(Xe, Vi) Ay :|
' =1 =

=1 k=1 k=1
‘estos cuatro sumandos con la definicion de Integral de Linea de variable real,

C (&f C

jﬂz)dz=j u(x, y)dx — J' v, y)dy + i j V() +i [u(e)dy |.....(2)
c o

El indice C significa que estas integrales han de evaluarse sobre el contorno C,
en una direccion particular.

* Lacontinuidad de u(x,y) y v(x,y) (0 bien de f(z)), basta para garantizar la
existencia de todas las integrales resultantes.

Obsérvese a modo de método nemotécnico, que la ecuacion (2) puede
obtenerse mediante la siguiente operacion:

[£2) dz = [(u+iv) - (v idy) =judx-jvdy+fjvdx+ijudy

C {54 C c € 4
ando la trayectoria de integracion C es paralela al eje real, entonces: dy = 0.

n este caso, la ecuacion (2) se reduce a:

jf(z) dz = j u(x,y)dx +i J. v(x,y)dx , y =constante
c c c

en este caso de la Integral convencional del Célculo Elemental, salvo por el
‘de que el integrando es complejo (si v # 0).




Ejemplo 1

Calcule la integral de la funcion f(z) = z+ 1, desde punto z, = 0+0 al
punto z, = 1+i, alolargo delarco y = x2.

Solucién:

Aplicando la definicién de Integral de Linea

ulx,y) =x+1

f@)=z+1l=x+iy+1=0Cx+1)+iy=
v(x,y) =y

La trayectoria de integracion dada y = x* se muestra a continuacién:

Iy 4

(TrayectoriaC: y=x%, 0<x<1)

Luego:

Iﬂz)dz=_[udx—jvdy+ijlvdx+f_[udy =5
(&)

[ c C C
1 1 1

1
[ £2) dz = [+ 1) — [y +1 [ e 1 [+ 1)y
C 0 0 0 0
Pero, sobre la trayectoria de integracion, se tiene que : y = x* = dy = 2xdx
por lo que, sistituyendo en la expresion anterior, se obtiene:
1 1 1 ) 1
[fe) dz = [+ Vyds — [ ydy +i [ xde 17 e+ 1)2xdx |
(4 0 0 0 0

de 'donde:
. i
lf(z') dz - | -2

1
3 (1 1
+r‘x—| +i(ix3—+x2)’ =
24+x 0 0 3 0 3 0

_[f(z)dzz T+1-Lrid+ e =14+
G

[e+dz=1+i2
@




b)  Ejemplo2

~ punto z, = 1+i, alolargo de los segmentos de recta definidos
'secuencialmente por los puntos : 0(0,0),4(1,0) y B(1,1).
Solucioén:

La trayectoria de integracion dada se ilustra a continuacién:

by

s T

y=0, 0<x<l
x=1, 0<y<l

( Trayectoria C : {

Obviando el integrando, podemos escribir que : | = j'c +, =h+DL
1

Fohde: C, es el segmento definidopor:y=0, 0<x<1
~ || C, es el segmento definidopor:y =0, 0<x<1

* Calculode I, = [_

1

. = dx = dx
Sobre el segmento C; se tiene: rer = O=x=1
y=0 = dy=0

Luego:
1
¥ =Ic; = I(x_+1)dx+0 = -5.;—4-x]; =1l41=1
0

*  Célculode I, = fq

Sobre el segmento C, se tiene:{

o A il 0=y=s1
Luego:
{ 1 1
; 91 _
I = J-C'z = —Iydy+:2 Idy = —[%]0 +;2[y]é =-1in
I . % 3
~ Porlo tanto:

i I=hL+hL=%-L+i2=1+i2

Calcule la integral de de la funcion fiz) = z+ 1, desde punto z, = 0+i0 al




Obsérvese que, en este caso, la integral entre los puntos (0,0) y (1,1) arroja
el mismo resultado que el obtenido en el ejemplo 1, a pesar de que la
trayectoria que une dichos puntos no ha sido la misma. Ello hace suponer,
como se vera mas adelante en el Capitulo Il que , bajo ciertas condiciones,

la Integral de Linea entre dos puntos A y B es independiente de la trayectoria
que los une.

Qg =

I

‘Ejemplo 3
a) Caloule: [ ”'z%z . integrando alo largo del contomo : y = x* + 1.

b)  EfectGe una integracion similar, tomando como contorno la curva suave a
trozos C, definida por:

C- y=1 5 0=x=<1
| x=1, si 1<y<2

Solucién:
a) Latrayectoria de integracion dada se ilustra a continuacion:
|

1
1
|
I
|
5 —
I
|
|
|
1

L — o

0 1] 1 ‘2 r g

: |
i y::xz.f..l
( Trayectoria C :
0<x<1
= 2_ j2
Como fz) = (2)* = fia) = x-iy)* =x2~y* iy = { . x.z )
V= —I xy

Por o tanto, aplicando la definicion de Integral de Linea,

[#e) dz = [uds— [vdy+i [ vae -+ [ udy
SSObuene (4 o4 (¢4 C C

142 (1,2) (1,2) (1,2) (1.2)

= j @z = [ @2 -yde+2 [ wdy+i [ (2)dv i | 62—y

0+ ©.1) (0.1) ©.1) ©.1)




Parametrizando la trayectoria de integracion, obtenemos:

=1 = di=1dt
0<x<1=0<¢t<1, porloque al
y=r+1 = dy=2dl

sustituir en la expresion anterior se obtienen las siguientes integrales
ordinarias:

j'j(z)dz= I;[rz—(tz+l)]dl+2ﬁ t(12 +1) @0dt -

24
1 1
—i2| (2 +1)ar+i| [2-(2+1)]@ndr
i2f ((2+1)dr+if [2-(2+1) ]@0)
Los valores numeéricos de cada una de las integrales del segundo miembro , son :

L=-%; IL=15; IL=-%; I, =-4,;

En consecuencia:

1+2¢ —2 3 . 10
-[0 ) Z dz = ?—I"‘jﬁ
+i

b) La trayectoria de integraciéon dada se ilustra a continuacion:

y=x2+1

( Trayectoria C : {
0<x<1

Dividamos la trayectoria de integracién en dos trayectorias: C; y C, , con lo
cual : jj(z) dz = _[f(z) dz + Iﬂz) dz.
& Lo4] [55)

*  Calculode I, = _[C

. =1 dy=0
Sobre el segmento C, se tiene: y -~ W ,0<x<1
x=%x = dr=dx




1
n=|, = fla? 1) —i2xjay = -2 i
]

* Célculode I, = J’C2

y=y = dy=dy
porloque: fliz) = (Z)* = (x* —y?) —i2xy = (1 —y*) -2y
Por lo tanto :

2 2
I; = fcz = I2ydy+ij(1 ~y¥)dy =3 _i%
1 1

: =1 dx=0
Sobre el segmento C, se ﬁene:{ ¥ = } ,0<y<1

El valor de la integral a lo largo de la trayectoria dada C, se obtiene sumando
las contribucionesde C; y C, . Esdecir:

fon e= vl = 3=+ G-ig) = it = 152
Observacién: Este resultado difiere del obtenido en el apartado a) y constituye
un ejemplo del hecho de que, el valor de una integral de linea entre dos

puntos, depende en general de la trayectoria de integracién C que los une.

= D0 =—

Ejemplo 4

Sea flz) = (z—z,)" donde n esunenteroy z, esunaconstante compleja
cualquiera. Integrar a f{z) en sentido contrario al movimiento de las agujas del
reloj, alrededor de la circunferencia C de radio p con centro en z,, coma ilustra

la siguiente figura:

Solucion:
a) La trayectoria de integracion C puede representarse de la siguiente
manera: z(1) = z, +p(cost +1isen t) =zg+pe’ ,con: 0<r<2r




manera: z(t) =z, +p(cost+isent) =z, +pe* , con: 0 <1< 2x

i - | Bne i n il int
Por lo tanto: f&) = @=25) = (@ +pet—z5) = pe , porlo que:
dz = ipe" dt

_[ (z—24)" dz = I pe’ (tpe")dt = zp'”‘ 2% oA gy (1)
En el calculo de esta integral se presentan dos casos:
Casoa): n=-1
En este caso, la expresion (1) se reduce a: jc(z ~z,) dz = r_[z” dt = 2ri
Casob): n=+-1
En este caso la expresion (1) se reduce a:

i pr1 iin+1t 27
dz = ipr [P MW gy = IR [HMY de donde:
_|' (z- zo) ip f dt [e ]0 , de

i(n+1)
[ @-24)" dz = !(nm - {cos[(n +1)2r] +isen[(n+1)2z] -1} =

J@-24)"dz = £ - (1 +i0)-1) =0 , porser n = entero.

En conclusion:

. 2rni si o n=-1
Ic(z_zo) d2={ .

0 si m+-1y entero

1.6) EJERCICIOS PROPUESTOS |
a) Integre la funcion fz) = 4 alrededor de la circunferencia unitaria C, en

sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, partiendo de z = 1
b) Integre la funcién f(z) = Re(z) ,
b.1)  Alolargo del segmento que se extiende de zo =0 @ z; =1+
=0 0 <
b.2  Alolargo de los segmentos: =l 0 sk ol
x=1, 0<y<I]

Sea flz) =K (K = Constante cualquiera). C es cualquier curva que une
dos puntos Z, y 7. Calcule : | fiz)dz.
C

Sea flz) =K (K = Constante cualquiera). C es la curva: X+ y3 =2°
recorrida desde Z, = (O+i2) hasta Z, = 2 +i0. Calcule : f fz)dz.

Calcule la integral j , donde C es el segmento de recta OB que va

1

desde z =0 hasta z=2+1
Evalle la integral [ zdz, donde C es la semicircunferencia superior
Cc

|z| =1, desde z=-1 hasta z=1.
Evallie la integral j z%dz , donde C es el arco de pardbola y = x,1 <x < 2.
Cc

10




La Direccién de integracion es de (1,1) a (2,4).
h) Evaltelaintegral § (z—3)"dz, donde C eslacurva |z-3| =2,
4

recorrida una vez en sentido contrario al de las agujas del reloj.
) Evalle laintegral [ |z|dz, de —i a i
C

i.1)  Alolargo del segmento rectilineo definido por estos dos puntos.

i.2)  Alolargo de la semicircunferencia unitaria en el semiplano izquierdo.

i.3)  Alolargo de la semicircunferencia unitaria en el semiplano derecho.
j) Enlos siguientes ejercicios, el sentido de recorrido es siempre el sentido
positivo. Evalle las siguientes integrales:
; i : = ; B : o
J.1) §Czdz C.Iz| 0T 0) §c >dz C.|z| 5
3 3 3
i.3) cj Pdz  Cilz| =4 j8) § @+ Cix%4y? =27
C c

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE LINEA
La ecuacion : | fiz)dz = | udx —IC vdy + i_[c udy+ [ vdx antes deducida,
C (] C

expresa la Integral de Linea compleja en términos de integrales de linea reales.
En consecuencia, las propiedades de éstas también son validas para la integral

de linea compleja.
Por lo tanto, la Integral de Linea a lo largo de una curva C suave a trozos, que va
desde el punto A al punto B, satisface las siguientes ralaciones:

a) |)fe)dz = [ fiz)dz
b) j"j fdz = | j f2)dz + j'f, fz)dz; el punto C pertenece a la trayectoria de
integracion que una 4 con B.

( Particiones de lacurva C )
La demostracion de estas propiedades es evidente a partir de la expresion:

Ij(z) dz = I u(x,y)dx — I vx,y)dy +1i I v(x,y)dx + iI u(x,y)dy
c

C [ C C

11




c)

d)

donde:

antes deducida.
Linealidad:

la expresion que definie la Integral de Linea (Suma de Riemann) es
evidentemente una funcién lineal, por lo tanto, sia y 5 son constantes
cualesquiera :

c.1) J-c aflz)dz = a Ic Az)dz
c.2) jc [aflz) +bg@) |dz = a jC f2)dz+b | 8@z

Desigualdad ML: Cota para las Integrales de Linea

Con frecuencia, al calcular integrales de linea es necesario establecer cotas
sobre sus valores absolutos.

Esta importante propiedad estableceque el valor absoluto de la integral de

fz) alo largo de la curva C, es menor o igual que el producto : M « L

| fz)| < M, es decir, M es la cota superior de | f(z) | sobre €
L = longitud del trayecto de integracion (del arco C)

Lo dicho se puede resumir escribiendo:

|J-c f2)dz| < ML

Demostracion:
Consideremos la definicién:
[ Sz = lim D fzx) - Az
k=1
Apliguemos ahora el hecho fundamental de que el valor absoluto de la suma
de numeros complejos es menor o igual que la suma de sus valores absolutos.
Entonces:

D WMak) - Azl | < 30| fzi) « Azi | = 3 | Ao |z |
k=1 ie=1 k=1

Altender » ~ « resulta una desigualdad correspondiente para las integrales,

[+ o]

lim >z - Azi|
k=1

oo
lim 3 [ A=)
k=1

Por lo tanto: |j Cj(z)dz} <[ |f2)] | |

La integral de la derecha es la integral de linea real dada por:

% Icl_f(z)' ldz| = J'C Ju? +v2 . J(afx)z +(dy)? = IC_ Ju? +v2ds
donde ds es el diferencial de la longitud de arco sobre €, el cual existe
naturalmente ya que C se ha supuesto seccionalmente suave.

- | [ S|

puesto que

Aze| = [ | A=) kel

12




En particular, si f{z) = 1, tenemos el sencillo pero importante resultado:
j'c| dz| = [ ds = L =longitud de la trayectoria de integracion.
c

*  Ademas, como f{z) es continua por hipéteis sobre la trayectoria de
integracion, incluso en los puntos extremos A y B, se concluye que f(z)
es una funcion acotada de z sobre dicha trayectoria; por lo tanto,
existe una constante M tal que: |f(z)| <M para todo valorde z e C.

En consecuencia, se tiene que:
[ f2)dz| < [ | )| | de| < [ p] | = [ e =L

Obteniéndose asi la importante desigualdad:
[ o] 220

Recuérdese que M es la cota superior para | f{z)| sobre la trayectoria de
integracion C y L es la longitud de tal trayectoria.

[

Iy 15 T
1

05 J‘

o s

(Cy+x=1 0<x<1])
yectorla de integracién es un segmento delarecta y = 1 —x; porlo
-z esunpuntoenC , setiene:

13




1 -1 1 _ 1
Iﬂz) I | zat.l |z222| | zIZ_ | Z[Z (x2+y2) (x2+y2) (x2+y2)2
Pero:

=1- 1 — 1 i de dond i
" - 1 = |Z4| |:><2+(1—x)2:|2 [2)(2—."-2x+1)2 "

‘completando cuadrados en el denominador :
Iﬂz) | = : 1 2 = : 2 4 2
[2(}{2—)“5)] [(x~-;-) +3]

Ademas : (x—1)* > 0, por o tanto: | f2)| <

=4

4 l]

Luego, para todo z € C , se verifica que :| fiz)| = -|?‘|_ <4 = | M=4
Adicionalmente, las longitud de la trayectoria de integracién es
L=412+1% = J2, porlo que, de acuerdo con lo previsto por
la desigualdad ML, podemos escribir :

[ Eaf

NOTA 1: Este resultado también puede obtenerse optimizando la funcién :
g(x) = ——1— mediante los conceptos del Calculo Elemental.
(2xP-2x+1)

En efecto, obsérvese que el maximo de g(x) ocurre en el mismo punto donde
ocurre el minimo de la funcién h(x) = 2x2 —2x+ 1, porlo que :

dh _ gy
dh ax = 21)
§=0=$(4x—2)=0:>x= 7
Ademas: d— =430 = Minimo en x = -+
dx? 2
Por lo tanto:
g(x) tiene maximo en x = —=|j()| -[—1-—] =4=M
2x%-2x+1
_ &
tal como se obtuvo anteriormente.
NOTA 2 : Se cometeria un error si escribimos : | fz) | < —-—-—1?
4 -3)°]
pues, en este caso, la funcion resultatnte , g(x) = ﬁ no es una funcién acotada
x_
2

en el intervalo de integracion [0, 1] tal como lo ilustra la siguiente gréfica:

14
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Ejemplo 6:

+i 2
Determine, sin evaluar la integral, una cota superior del valor absoluto de f ; e % dz
a) Alolargode y=x
b) Alolargode y=x?
Solucion:
a) Latrayectoria de integracion C ; se muestra continuacion:

Cr:y=x, 05x<1)
Por la propiedad ML se tiene que: | j'c j(z)dz' < ML

M = cota superior de f{z) sobre la trayectoria de interacion C, ,
Calculo de M:

z=X+1y ) X
=z=x+ix=x(1+17)
¥ =X

Luego, Vz € C; se tiene que :
j(Z) — E'_Zz = e‘[x(1+.‘)]2 = e_x2(1+:.j2 -

iz
fz) = e XP(M421-1) _ 07127 _ o5(2x2) — isen(2x?)
Por lo tanto, sobre toda la trayectoria C, se tiene que: | fz)| = 1

15




Obviamente, L= J1+1 =2
En consecuencia,

Jylea<)(2) = [eFds )2

'b) La trayectoria de integracion C, se muestra continuacion:

(Cs 2 y=x a<sx<])

- Porla propiedad M L se tiene que: | jc f(z)a'zl <ML

‘Célculo de M:

z=x+1
{z x ly}=>2=x+ix2—x(l+ix)
y=x

Luego, Vz € C, setiene que:

fz) = s - e~[x(1+ix)]2 _ e~x2(1+ix)2 -
flz) =e
fiz) = X [cos(2x’) —isen(2x®)] =

x4x2 ! :
curva y =e , obteniéndose:

iy

M = cota superior de f{z) sobre la trayectoria de integracion C, .

x(1+i2xx?) _ eﬁ-xz-izx _ XA -id

!‘f‘(z)| - ex4—x2

4_,2 ;
Para evaluar ¢ * enelintervalo [0,1] podemos graficar la

16




Por lo tanto, sobre toda la trayectoria C, y en el intervalo
x € [0,1], setieneque: |fz)| < 1.
NOTA: Este resultado también puede obtenerse optimizando

. 2
la funcion e"4“" , mediante los conceptos del Célculo Elemental.

. 4_
En efecto, obsérvese que el maximo de e” < ocurre en el
mismo punto donde ocurre el maximo de la funcion g(x) = x4 - xz,
por lo que : %g- = (4% -2x) ;

g—g=0:>x(4x2—2)=0:>

2 J2
Ty

2
Ademas: ki jog® <5 =
dx?

2
d_g =-2 <0 = Maximo en x =10
dX X=0
d’g _— gy _ 442
? x=i_f23 = 12(—4-) =6> 0 = Minimo en x = iT
de donde:

M

- flz) tiene méximoenx =0 = | fz)| oSt =1

~ fz) tiene minimo en x = + E ysuvalores: fiz)] —=e™ =0.80074

Calculo de L: Obviamente, L = '[Cz J (%) w (%{-) S

. dx _ ‘

| x= =l 1

b }:> =L=[ J1+@)%d=3J5+ (V5 +2)
de donde: L = 1. 4789 unidades de longitud.

- Por lo tanto, de acuerdo con lo establecido por la Desigualdad ML, se
obtiene que: | [ fizdz| < (1)L 4789) = | [ fadde| < 1. 4789
2




Ejemplo 7:
Determine una cota superior para el valor absoluto de la integral :

‘7=J’[:+fe“nzd2 , alolargodelacurva: y=1-x?2

Solucion:
a) Latrayectoria de integracion C se muestra continuacion:

Vi 1] N
L

(C:yp=l=5, 0<x51)
Por la propiedad ML se tiene que: |jc j(z)dzl < ML, donde
1
M = cota superior de | fz) | sobre la trayectoria de integracion C.

Calculo de M:
z=Xx+1iy = dz = dx + idy
y=1-x? ZT=x-1iy

Luego, Iz =In|z|+iargz = In7 =In A7 +)? —iarctan(¥ )
[lnmzﬁiarmn(;)}

inz I
= |e —

Porlo tanto, Vz e C setiene que: [fz)| = I e

arctan(y) iln/ x2+y2 arctan(
e e Y= % ed

|f2)| =
Por lo tanto, sobre toda la trayectoria C, se tiene que: 0, = —%
por lo que

M= [j(z)|m = b
Calculo de L:

L= j;J %)2+(%)2 =j'; J1+@02di= LJ5+Lin(J5 +2) = 1.4789

En consecuencia,

[Te™Masl. 4789(37) = 7.1142
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.8) LA INTEGRAL DE LINEA Y EL TEOREMA DE GREEN

1.8.1) Definiciones
a) Contorno Cerrado:
En la seccién anterior se examinaron las curvas suaves a trozos, llamadas
"contornos”, que van de un punto A a un punto B, como lo ilustra la
figura a) que se muestra a continuacion :

l

iy »

( Fig. a : curva suave )

b) Contorno Cerrado Simple
Es un contomo que genera dos dominios: uno acotado y otro no
acotado; ambos dominios tienen el mismo contorno C como
frontera, tal como se ilustra a continuacién (Figura b):

¥ r
‘,../C

( Fig.b )
El dominio acotado es el interior del contorno .

c) Contorno Cerrado no Simple
Es un contorno que genera tres (0 ma’s) dominios: dos acotados y

otro no acotado; ambos dominios comparten el mismo contomo ¢ como
frontera, tal como se ilustra a continuacion (Figura c):
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Sall’

Lol 87

( Figura c : Contorno Cerrado no Simple )
Frecuentemente, las Integrales de Linea se calculan alrededor de un
Contorno Cerrado Simple.
Sentido Positivo
Se dice que una integral se lleva a cabo en el "sentido positivo" alrededor
del contorno cerrado simple, cuando el interior de éste se encuentra del
lado izquierdo de la direccién de integracion, segun se ilustra a continuacién:

N
NG

(Sentido Positivo de Integracién )

e) Notacién
La integracion alrededor de un Contorno Cerrado Simple, en la direccién

positiva, se indica por el simbolo § , y laintegracion en la direccion
{4
negativa por : j§
C
Obsérvese que:

§Cf(x,y)dx = —§Cﬂx,dex

j‘,c fz)dz = _§C fz)dz , es decir: §c Rep)dy = _fc o, y)dy

1.8.2) Forma Compleja del Teorema de Green
Sea fz) = u(x,y) +iv(x,y) una funciéon compleja, continua y con derivadas
parciales continuas en una regiéon R y sobre su frontera (.
En tal caso, la integral de linea:

fﬁz)dz =§ (u +v)(dx +idy) = fudr~vdy+i§vdx+uafy
(24 c C &
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satisface las hipotesis del Teorema de Green, por lo que las integrales
reales del segundo miembro, adoptan la forma compleja del Teorema de

Green , dada por:

froe -3+ 3 oo [ (3 - 5o
C R R

== O =

1.89) CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE (.-‘;REEN
Consecuencia a): Area de la regién R encerrada por la curva C, en el plano real.

Sea C una curva cerrada que limita una regién R que tiene area A.
Enestecaso: - 4= -§-§xdy - ydx
C:

T <
T

Demostracion:

(Curca C cerrada)
Aplicando el Teorema de Green, a la expresion: § xdy — ydx ,obtenemos:

(8
A=+ §xdy—ydc = L[] [%(x)—%(—y)]dA=%ﬂ (1+1)d4d =
c R’ R

A= %fdA o jgdA = area de la regién R.
e C

En conclusién, el area de la regién R encerrada por la curva C, es:

A== jgxdy —ydx | tal como se queria demostrar.
c

Esta expresion permite calcular, en el plano real, el area de la regién R
encerada por la curva C.

Consecuencia b: Area de la regién R encerrada por la curva C, en el plano
complejo.
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‘Sea C una curva cerrada que limita una regiéon R que tiene érea A.

~
>

(Curva C Cerrada)

Entonces: o § Zdz
o

SIS

Demostracion:

%§ Z dz = %f(x#y)(dxﬂajx) = %[ §xdx+ydy+f§xdy-ydx]
C o C c

Usando el Teorema de Green para evaluar la expresion del segundo miembro,
obtenemos:

%i Z dz = —21?[ g(0+0)dA+ig(1+l)dAi| = %[ ig(Z)dA:l =jRjdA =A

En resumen,

= ols
A=

:f Z dz| tal como se queria demostrar.
<

Esta expresién calcula también el area de la region R encerrada por la curva C,
en el plano complejo.

— 0’0 !
Ejemplo 8:

= 0
Encuentre el area acotada por la elipse: e 0<60<2n
y = b send

Solucion:
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( Elipse: x =acos8, y=>bsené@ )

; x = acos@ = dx = —asend db x
y = bsend = dy = bcos db

A=1] z” (acos6 - beosg + b send - aseng) = 22 [ (cos6 + sen?6)de
De donde:

A=20[*dp = 30 (on) = rab

Ejemplo 9:
5. 5_ 2

Hallar el area limitada por la hipocicloide (astroide) : x° +y° =a
Solucion:

Se presenta a continuacion la curva dada (para a = 2)

2
(¢ : x% +y% = 23)
De acuerdo con lo antes expuesto, se tiene que:

= Lfxdy-yax 1)
(64

Luego, parametrizando la curva dada, obtenemos:
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x = acos’0 = dx = 3acos?0(—senh)do
y = asen’@ = dy = 3asen? - cos 0do
0<0<2r

Sustituyendo en (1), se obtiene:
A=+ !zﬁ (a cos38 « 3asen?@ - cos 0 + a sen’0 » 3acos?0 - .s‘_enﬁ)dﬂ =

2
A= ég—- ﬁx (cos*@ - sen’@ + sen*0 - cos?0)do =

2 2
4= jn c0s0 - sen?0(cos?0 + sen0)d0 = 22— IZ'” c0s20 « sen®0d0 =

4= 32 (" ( sen( 20) )zdgzi 2 ( 1-cos(46) )de

2 Jy 2 8 Jy 2
S 52 sen(40) %" 342 sen(80) gl
A= 16 - ——— == | 2r — = 2f
4 0 1 4 8
Luego
_ 3na?
d = =
Ejemplo 10:

Hallar el valor numérico de la integral: 7 = § Z dz alrededor de:
c
a) Lacircunferencia |z—-2| =3
b)  Elcuadrado con vérticesen z=0, 2, 2, 2+i2
c) Laelipse |z+3|+|z-5|=12
Solucién:
a) Se presenta a continuacion la curva de integracion ¢, dada

(CurvaC, : | z-2| =3)

Aplicando el resultado antes obtenido : 4 = %'[C Z dz donde A4
1
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es el 4rea encerrada por la curva C,, se obtiene: ICI 7 dz = 2iA = 2i(n3%) =
[ Zdz=i18n
Cy

b) Se presenta a continuacién la curva de integracion C; dada:

5% [

( C; :Cuadrado)

Aplicando de nuevo la expresién : 4 = 'i}? ., Z dz donde A es ahora el

area encerrada por la curva C,, se obtiene: [z dz = 2id = 2i(2)* =
I
[ zdz=18
C

c) Se presenta a continuacion la curva de integracion C; dada:

2
.\: "
o 2 Bl 6

4

=
e ow om o=
t —tt—t

B

x

(Cs: Elipse |z+3|+|z-5| =12)
Aplicando la expresion : 4 = %j‘c Zz dz , donde A es ahora el area
3
encerrada por el contorno de integracion Cs, se obtiene:

ja Z dz = 2iA = 2i(nab)
siendo:
{ a = semieje mayor de la elipse

5

12 =6
Jar-¢* = 3616 = J20

b = semieje menor de la elipse

25




La elipse dada tiene: <

-~

Por lo tanto: '[Ca Z dz
s

Ejemplo 11:
Verificar el cumplimiento del Teorema de Green en el camplo complejo, cuando

flz) =87 +3z y latrayectoria de integracion es la hipocicloide: x% +y

Solucién:

Foco F\(-3,0)
Foco F,(5,0)
Centro C(1,0)

2a =12

'\‘

a==6
> = c=5-1=4
b=J36-16 = J20

~

= 2iA = 2i(nab) = 2in(6) 20 , de donde:

3

Z dz = in24 5

3_ %

La gréfica de la trayectoria de integracion ( para a = 2) es:

(e x% +y% =a%)
Elintegrandoes: flz) =8 Z 43z = 8(x —iy) + 3(x +1iy) = 11x — iS5y
Luego:

1= §(11x — i5y)(dx + idy) =§11xdx+5ydy—i§5y4x— xdy = Iy + 1
(] C

Para resolver estas integrales, podemos:
Parametrizar la curva C y calcular la Integral de linea correspondiente

x = acos’0 = dx = —3acos0 senbdd

a)

A tales efectos, hagamos:

con lo cual:

0<0<2n

e

y = asen®d = dy = 3a sen’6 cosfd

I = Iz’r [ (-11acos*6)3acos?Osend + 5 (a sen®0)3a sen®6 cosf |d6 =
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Iy= j? [—334::!2 cos’0 send + 15a? sen*0 cosB]dG =
I, = 33a? I? cos’0(dcosf) + 154> IZI sen*0(dsend) =
I = [Ba*=0 T 4 (1502 =2 ] =0 =1 =0
Ademas:
I = —i§ sydc — 11xdy =

[0
I =i §[5 (a sen®0) (—3acos®@ send) - 11(acos*0)3a sen*0cos6 a6 =
C

I, = —iﬂ:—lSa2 sen*@cos?f —33a?cos'B sen’6 ]a'G = i6a’r
(4

Por lo tanto:
I=1+1 = i6a’n

b) Aplicando el Teorema de Green:
fz) = 1lx—i5y = I = fllxdx+5y@—f§5ydx— xdy = I + 1
9 C

Por el Teorema de Green , se tiene:
g = o a0 =
L= i 11xdx + Sydy = _Lj[-gf(sj;) 2.1x) ]dA 0

y analogamente:
Ir = ~i Sydv — 1lxdy = ~i H[%(-l 1x) - %(Sy) ]dA = i [f-11-5)da =
(& R R

. Pero, de acuerdo con el resultado del Ejemplo 8.c) arriba expuesto,

se tiene que. ﬂdA = % , por lo que, sustituyendo en (1),

R
2
Is = IGiﬂdA - 161‘(3"Ta) = i6a’n
fod

resultado este que confirma la verificacién del Teorema de Green.

10) EJERCICIOS PROPUESTOS II
a)  Determine, sin evaluar la integral, una cota superior del valor absoluto de

I= [z’” eZ’dz, alo lago de la trayectoria : x = 2y.

b)  Determine el valor numérico de : _f (?)zdz + (z)zd z alolargo de la curva
C

definida por : (z)2 +22zF +(E)2 =(2-i2)z+(2+i2)z, desde el punto
z=1 a z=2+1i2.
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CAPITULO Ii

TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY
o
TEOREMA DE CAUCHY - GOURSAT

21) INTRODUCCION

EL teorema de la integral de Cauchy, también conocido como Teorema de Cauchy -
Goursat, es muy importante en el analisis complejo y tiene varias consecuencias teéricas y
practicas. Antes de enunciar este teorema, necesitamos los siguientes conceptos :

2.1.1) Dominio Simplemente Conexo
El interior de una Curva Cerrada Simple ( es decir, una curva que es
‘cerrada y no tiene auto-intersecciones), se llama Dominio Simplemente Conexo. Por

-ejlemplo, el interior de un circulo, de una elipse, de un cuadrado, etc., son dominios
‘simplemente conexos.

Dl o] A

=

( Ejemplos de " Dominios Simplemente Conexos")

2.1.2) Dominio Multiplemente Conexo

B Un dominio que no es "simplemente conexo"” se dice que es Multiplemente
Conexo. Por ejemplo, un anillo circular es multiplemente conexo y mas cocretamente,

doblemente conexo, tal como se ilustra a continuacion:

ty Iy "

>

(Dominio Doblemente Conexo) (Dominio Triplemente Conexo)

Se dice que un dominio es "n" veces conexo si su frontera consiste de "n" conjuntos
cerrados, sin puntos comunes.

22) TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY: (o Teorema de Cauchy-Goursat)
Sea f(z) una funcién analitica en un dominio D acotado, simplemente conexo.
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- Entonces, para toda trayectoria cerrada simple C contenida en D, se verifica que:

§f(z) dz=0
c

Y

=
(D : Dominio Simplemente Conexo)
Demostracion:
- Segun se obtuvo anteriormente:
z=x+Iy
@) = uGey) +ivxy) = $Ae) = foudx —vey) +i§odx v udy) (1)
dz = dx +idy . ¢ £

) fiz) es por hipétesis analitica en D su primera derivada existe. Cauchy establecio la
s adicional de que f'(z) es continua, por lo que u(x,y) y v(x,y) tienen primeras
adas parciales continuas. En consecuencia, se puede aplicar el Teorema de Green a
una de las integrales de linea del segundo miembbro de la ecuacion (1),

: iﬁudx—vdy) = J'J'(_,gxi_ Sy—“)dA

donde R es la regién limitada por C....(2)

ou _ ov
Pero, de acuerdo con las Ecuaciones de Cauchy - Riemann: gﬁ 6’;\,,
E R

que el integrando de la derecha de las ecuaciones (2) es identicamente nulo.
consecuencia: f(udx —vdy) =0y j;(vdx +udy) = 0.
c 5

se queria demostrar.




soerema de Cauchy-Goursat es de los mas importantes en la teoria de variable
leja; una de las razones de esta importancia es que puede ahorrarnos una gran
tidad de trabajo al realizar cierto tipo de integraciones. En efecto, integrales de la

fcos zdz §ezdz 4 jgsenh zdz, etc.
_ (& C C
son nulas si la trayectoria de integraciéon C es un contorno cerrado simple cualquiera.

2.2.1) Consecuencia: Independencia de la Trayectoria
Si flz) es analitica en un dominio R simplemente conexo, entonces:

f': fz)dz es independiente de la trayectoria. Ay B son los puntos extremos

de la Trayectoria C, incluida en R.

Demostracién:
Consideremos la trayectoria que une los puntos A y B, segun se muestra en la

siguiente figura:

>

X

De acuerdo con lo previsto por el teorema de Cauchy - Goursat, se tiene que:
§ fe)zdz =0
ACBDA

Pero, obviando el integrando, podemos escribir: f Az) zdz = j'A
ACBDA

=0

CB +I BIDA

de donde:

J.ACJ'.? B BDA ADDB
Como este resultado se puede generalizar para cualquier otra trayectoria, se

concluye que L Bﬂz)dz no depende de la trayectoria de integracion, sino del

punto final B y del punto inicial 4. La trayectoria que une 4 con B puede entonces
elegirse de tal manera que simplifique el calculo de la integral, como lo ilustra los
siguientes ejemplos.
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2.2.2) Ejemplos Resueltos

Ejemplo 1

Calcule j'l -;—dz . integrando a lo largo del arco C que es la porcion de la curva
x*+y* =1 que se encuentra en el primer cuadrante.

Solucion:

Se presenta a continuacié la grafica de la curva dada:

0.5 'I‘

o ; >
0 05 1

Podemos intentar integrar por medio de la ecuacion:

fcﬂz)dz = fcudx—vdy+ijcvdx+udy
Se observa de inmediato que las operaciones involucradas se hecen tediosas.
Obseérvese sin embargo que la funcién f{z) = - es analitica en todo el plano
complejo excepto en z =0 . Podemos entonces cambiar el contorno de
integracion por el cuarto de circunferencia C, descrito por :

|z| =1, 0<agz< £

Este arco también se extiende de z, =1 a z; =i, tal como se ilustra a
continuacion:

05 T

2 Contorrno C; :
Para integrar sobre C, mtroduc;lmos el cambio de variable: z = ¢? = dz = ie?d8
7[
i re"” pid
por o que : _[ dz = f x4 = f do = i%
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Ejemplo 2
Calcule j:’ —+dz , integrando a lo largo del arco C que es la porcion de la

5, %

2
hipocicloide : x ° +y °® = a3 que se encuentra en el primer cuadrante.
Solucién:
Se presenta a continuacién una grafica de la curva dada, (para a = 2)

it

(C: Arco de Hipocicloide)

Podemos intentar integrar por medio de la ecuacion:

[ S@)dz = | udx —vdy +i[_vdx +udy
Se observa de inmediato que las operaciones involucradas se hacen tediosas.
Como la funcién fiz) = % es analitica en todo el plano complejo exceptoenz = 0,
podemos cambiar el contorno de integracion por el cuarto de circunferencia C;

descrito por |z| =a, 0<argz< % Este arcotambién se extiendedez =a a
z, = ia, tal como se ilustra a continuacion:

Lo,

-

Qa

X

( Contorno C,)

Para integrar sobre C, introducimos el cambio de variable: z = ae? = dz = iae"dd
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I

(P lgy —(Fiae® 4912 go_ix
porloque: [ zdz = | GErdo =i db =i

Ejemplo 3

Verifique el cumplimiento del Teorema de Cauchy - Goursat para las funciones.

a flz)=3z"+iz—4 b) fly=sen2z «¢) flz) = cosh(z+2).
La trayectoria de integracion es el cuadrado con vérices: 1+7, —li+i
Solucién:

a) flz) =3z2+iz—4=30@+) +ilx+iy) -4 =3@1 -y  +i2xp) +ix—y—4 =

u=3x2-32-y—4
v==06xy+x

La trayectoria de integracién C es el cuadrado

(C : Trayectoria de integracion)

Luego, el integrando f{z) es analitico en todo punto sobre C y dentro de ella, por lo

tanto, puede aplicarse el teorema de Cauchy - Goursat, obteniédose:

§ fz)dz = jc1 f2)dz + jcz fz)dz + J’Ca f2)dz + jc4 f2)dz .....(1)
_Integracign sobre C; : j - Az)dz

Sobre ¢, setiene:{x=x:’dx=dr; -1<x<1 }

y=1=dy=0

Por lo tanto: I ﬂz)d f udx — I vdy+1j' va!x+:f udy = _[ ua{x+f_|'
Sustltuyendo u y v por sus respectwos valores sobre C,, obtenemos

flz)dz = jc1 (3x2 —3y? —y—4)dx+i_[c1 (6xy + x)dx = j; (3x2 =3y —6xy —y +x—4)dx =

Sobre C; y =1 porlo tanto:
Jo f)dz = [ Bx* =3 —6x+14+x—4)dx=-10 ... 2)
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Integracion sobre C; : | G fz)dz

, = =dr=0;
Sobre C, se tiene: * = 0;
y=y,; —-1<y<l1

: : . ; |
Porlo tanto: fczﬂz)dz=fcz udx—fcz vdy+1_|'02 vc;b:+r_l'c2 udyz—fcz va‘y+z_[c2 udy ‘
Sustituyendo » y v por sus respectivos valores sobre C,, obtenemos:

faydz = [' (6p+Ddy+i[' 3-3y*—y—4)dy = 2—i4 en(3) |
C, -1 -1

Integracién sobre C; : f cs fz)dz
|

Sobre C; se tiene: ¥=x; —lsxs

Por lo tanto: jcsﬁz)dz =l udx—fcs vdy+fjcavdx+ijc3 udy = jcs udx+i_[03 vdx
Sustituyendo « y v por sus respectivos valores sobre C;, obtenemos:

Jo @z = [ Gx* =3 1~ yds+i[ }(Gx+x)ds = 2-i4 ... (4) I
—— 0.0 ==

Integracién sobre C; : | 5 fz)dz

. =] dx=0; -1<x<1
Sobre C, se tiene: * = h i
y=y ; =l=y=<1

Por lo tanto: fc“f(z)dz = jc4 udx—fc4 vdy+fjc4vdx+ijc4 udy = 4_fc4vctv+f_fc4 udx |
Sustituyendo « y v por sus respectivos valores sobre C,, obtenemos:

jc4ﬂz)arz = f;l(—Gy— 1)dy+fj]“‘(3 “32—y—A)dy=-2+i4 .. (5) |

Sustituyendo los resultados (2), (3), (4) y (5) en la ecuacién (1), obtenemos: "I

f)dz = ~10 + (-2~ id) + (14) + (-2 +i4) = 0 |
C ' |
tal como lo establece el Teorema de Cauchy - Gourast

o

o ‘
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b) Se desea evaluar la Integral: ffsen(zz) dz, donde C es el mismo cuadrado
c

del caso a).
0
1 0 U
(C : Trayectoria de integracion)
Solucién:
: . iz _ -z
Aplicando la férmula de Euler, se tiene que: sen z = %

Sustituyendo en la integral dad_g, se ot?;tziene 2
_f[eF=e® . 1 if.i2z_ .2z
isen(z.z) dz = §_T_dz = gi(e —-e )dz
4

Ademas, prescindendo del integrando, podemos escribir que:

§ = Ic. +]’C2 +'[C3 +j'c‘. st O

C

Calculode [
C

1

— — * —_ < — =1
Sobre C, se tiene: B I=x=1 = Z=xd
y=-1=dy=0 dz = dx

El integrando queda entonces: ¢ 122 — ¢~ 122 = g2 (x=1) _¢=12 (x-1)

Por lo tanto:
1
1 [a20h 20T - 1| 20D 201
Jo fedz = 57 [, [ e 201 Jax 2:'[ ) -z |
De donde :

i2(1-) i2(-1-) -i2(1-) -1 2(—14)
_ _L- e — e _ e —e
IcTﬁz)dz - 25 |: i2 —i2 ] -

i201-)  -i2(1-i) Ji2(14)  i2(1+)
a1l e e e e
Iqﬂz)dz“ “:Z}'[( A7) )’( Z T @ )] i
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A b S - B 2. 12 2 12
.[ ﬂz)dz=-—1— ¢ e e e YeTe Tet e 3
c4 2i 2i 2i

20,2 _ -2 202 _ .2
_ L (e il ) e (e —F ) _
J ¢, Jle)dE = T'z:'[ % * 3 =

[01 fz)dz = %sen(z) cosh(2)

En forma analoga se obtiene: f ot ICS, e j'c4. El calculo correspondiente

se deja a [a curiosidad matematica del interesado.
El valor de la integral buscada sera entonces : i = jc1 +j'c2 +fc3 +IC4.
c) Se desea evaluar la Integral: ftcosh(z +2) dz, donde C es el mismo cuadrado
c

del caso a), que se reproduce a continuacion :

— ko
| *
(C : Trayectoria de integracion)
Solucidn:
; ; 242 _ o-iz#2;
Aplicando la férmula de Euler, se tiene que: coshz = 5
Z+2 eiz42;

Sustituyendo en la integral dada: §sen(22) dz =§ = 2 '
c C
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Ademés, prescindendo del integrando podemos escribir de nuevo que:

§ = -[cl -t»fc2 +j'ca+j'c‘. o
c

Calculo de [

. x=x=>drx=dr; —-1<x<I1 z=x—1
Sobre C; se tiene: =
y=-1=dy=0 dz =dx

Por lo tanto: b -
-[clﬁz)dz il "Ilt'jil (ex+2—i _ e--‘.x+2—:_:)dx _ %[ez+2-i _ e-:'z+2_i':‘ ]: -

J'clj(z)dz = %[eii-f_e—(-’»—f) = (81—i _ (1) )]= e3—i_;~(3—i) * gt _Ze_(1—i)

J f@)dz = senh(3 ~ i) — senh(1 — i) = senh(3) cosh(i) — cosh(3) senh(i) -
—[senh(1) cosh(i) — cosh(1)senh(i)] =

L:ﬁz)dz = senh(3)cos(1) —icosh(3) sen(1) — [ senh(1) cos(1) —icosh(1) i sen(1) ] =

jc: Az)dz = cos(1)[senh(3) — senh(1)] — i sen(1)[cosh(3) — cosh(1)]

De donde:
[ f2)dz = 4.7777 - 0.783 45i
1

En forma anéloga se obtiene: _[Cz, j’c , j’c4 .El célculo
3

correspondiente se deja a la curiosidad matematica del interesado.
El valor de la integral buscada sera entonces : i = IC1 ""ch +] i +IC4

Ejemplo 4
Para la funcién Az) = 3z* + iz — 4, verifique el Teorema de Cauchy - Goursat, si C

es la curva dada por :
a) |z|=1 b) |z—2]=1 c) |z—2|+|z—4|=4

Solucidn:
a) fz)=3z22+iz—4

La trayectoria de integraciones: z=¢”, 0<60<2n, dz=ie”
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Luego:

§322 +iz — 4)dz = §[3(e®)’ +i(e?) ~ 4 Jie d = [" (3™ + ie® — 4)ie®dD) =
C

(o4
§322 + iz —4)dz) = i [ (3¢ + ie™ ~ 4e”)df = 0
<

lo que comprueba lo previsto por el Teorema de Cauchy-Goursat.

= 00 ==

by Az)=322+iz—-4
La trayectoria de integracion es: | z— 2] = Lzs
dz = ie®

Esdecir: z=2+e% =
0<0<2n

Luego:

I= §(3z=’- +iz—4)dz = §[32+ ) +i@+e) —4]iedd =
[ {21

1= [P1A2+i)e? +3¢X + (8 +2i)Jie”dd =

I=gf i" [(2+1)e2® + 3¢700) + (8 + 2i)e’® Jd8 =

i 3(ib b VTR
2(:8)+33( ) e :‘

I=i[(12+i)92i B | =0

]
lo que comprueba lo previsto por el Teorema de Cauchy-Goursat.
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c) R)=32%+iz—-4
La trayectoria de integracién es: | z—2| + | z-4| = 4
lo cual representa la elipse de:

(" Focos: Fi(2,0), Fa(4,0)
2a=4=3a4=2
ﬁ Centro(3,0) = 7oA |
b=4Ja?—cZ = 3

por lo que la ecuacion cartesiana correspondiente sera: @& 43) + -‘%— = 1
cuya grafica se muestra a continuacion:

ke J
Luego:

re §(3z2+fz—4)dz - I= §[3(x+fy)2+i(x+z{y) ~47 (@dx+idy)...(1)
24 c

Parametrizando la elipse, se obtiene:
x=3+2cosf = dx = —2sen0db

y = J3send = dy = J3 cos0dd
0<6<2rn
Por lo tanto, sustituyendo en (1) :

1=[7[33 +2c0s0)* ~3(/356n0) " — J3 send — 4 | (~2send + 3 cos0) do +
+i[7 (3 +2c0s0) (1 +6/35en@) (~25en6 +1J3 cos0) do

De donde:
I=(2+360)n3 —(2+36i)rf3 =0

Jo que comprueba lo previsto por el Teorema de Cauchy-Goursat.

w0 | ==
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C:Iz|=R

A ) Caso a). n es entero y positivo
‘Se pueden presentar dos casos; a saber: .

i Caso b): n es entero y negativo
‘Caso a): nesentero y positivo
Evidentemente, /z) no es analitica en el interior de C puesz = 0 se encuentra
en el interior de | z| = 1. No obstante, el origen no peretenece al trayecto de

fi_litEQracién C por lo que podemos evaluar la integral de linea sobre dicho trayecto.
Sobre el trayecto de integracion se tiene: o=e” rider=ipe” i
0<0<2m
f Wle = I (pe?)ipe? do = rp”“_" e®rt) dp =
e
n+1 n+1

& -1 e P 2r(p+1) _ = P
| iz = e 1= %
- Pero n es entero y positivo por hipdtesis, por lo tanto:

1(n + l) [emml)]

[cosZn(n—l— 1)+isen2z(n+1)—1 ]

1
§z’=dz= Lnti—)—[l+i(0)—l:| =0

e
Por lo tanto: §z"dz 0 parain=012..

Obsérvese que, en este caso flz) = z# es analitica tanto sobre la
trayectoria de integracion [ | =1, como en todo punto interior a ella,
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n esenteroy negativo
se obtuvo en el caso a)
Pl [ e#eh) -1] = g [cos2z(n+1) +isen2n(n+1) -1 ]
n+1) n+1)
emente, Esta expresion no esta definida para n = -1, en cuyo caso
§an dz = ipm [ e ) dg = i [ dd = 2mi # 0
c
QObsérvese aue, enesie a0 fiz) =z 1o es analiica dentro de \a irayectona
deintegracion | z) =1, porlo que, obviamente, al no cumplirse las respectivas
 hipétesis, no se verifica el Teorema de Cauchy-Goursat.
Este resultado demuestra que la analiticidad de la funcion f(z) sobre y en el
interior del contorno C, es una condicion suficiente para que se cumpla lo

establecido por el Teorema de Cauchy-Goursat(§ Rz) = 0), mas no es
C

necesaria.
Para cualquier otro valorde n = -2,-3,-4,—--- , se obtiene, al igual que en el
casao anterior, que

n+1
§z”dz il
L (n+1)

Pero »n es entero y negativo por hipotesis, por lo que:

[cos2m(n+1) +isen2m(n+1)~1]

n+1
§2" dz = -Eﬂ—_ﬁT[l-H(O)—l] =0

C

: 0, sin#-1y entero
En resumen: § z2"dz = ) d
- 2ni , Sl n=-1

NOTA:

Una importante generalizacion de este resultado es la siguiente..

- Si n esun entero cualquiera, p un numero real positivay Z, una canstante
‘compleja cualquiera, entonces:

f (Z—Zo)naki{o ' ek

2ni , Sin=-1
fZ"'ZQI-_—p
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Ejercicios Propuestos |

Compruebe el Teorema de Cauchy-Goursat cuando :

a) flz)=z y C eselcontomno triangular de la figura de vértices :
(0 +i0), (1+i0), (1 +i).

) fz) =e* y C escualquier trayectoria simple cerrada.
o) fo)= 2#3 y C eslatrayectoria |z-3-i3| =2

INTEGRACION EN DOMINIOS MULTIPLEMENTE CONEXOS

decir, ;N Cj = ®, Vi #j

excepto de los puntos interiores a cada G;j.

En este caso, sif{z) es analiticaen R, entonces:

k
§ﬂz)dz=§ﬂz)dz+ §f(z]dz+---+§ﬂz)dz= Z §j(z)dz
Cy c c

¢ 2 K ] =1 Cl'

Demostracion:
ra establecer este resultado, se introduce una trayectoria rectilinea , que
ista del segmento de recta 7., que conecta el contorno C al contorno C,,

.como ilustra la siguiente figura:

Sea D la region cerrada que consta de todos los puntos dentro y sobre C

Sea Dj laregién cerrada que consta de todos los puntos dentro y sobre Cj.

Sea C un contorno cerrado simple y C; (j = 1,2,3,...k) un nimero finito de
contornos cerrados simples, interiores a C , que no tienen puntos en comun, es
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£ (Dominio supuesto Triplemente Conexo)

ot
Se introduce otra trayectoria rectilinea L, que conecte C; con C, y se continta
de este modo con L,.; queconectaa C,, con C, .

Se forman asi dos contornos simples cerrados D, y D, que constan

trayectorias poligonales descritas en una direccion tal que, los puntos
encerrados por cada una de ellas se encuentran a la izquierda, como se
muestra a continuacion:

'-|
" Regiin : 3,

(Contoros Ry y R,)

Laregion D, obviando la escala, tambien puede ser considerada como la suma de
las regiones D, mas D.,como se ilustra a continuacion :

[




PR 1

x (+]

Regién : D Region : D, Region: D,

_ (D=D,+D,)

| Teorema de Cauchy-Goursat puede ahora aplicarse a la funcion fz) en las
nesD; y D,,Yylas sumas de las integrales sobre sus respectivos

1tornos, identificados por R, y R,, respectivamente. resulta ser cero, es decir:

$fadz=0 y §Adz=0.
|8 Rq Rp
emas, obviando el integrando e integrando sobre ambos contornos en sentido

(], =0
JaooHlos = $ =
ol = 0
oot lia=d, ~F,
Ja o =0

IHL‘! +IA_H? D § - §C

AJHIA

A

o

Por lo que queda en consecuencia :

fc _§c1 *fcz =~

45




eralizando este resultado para un domino n-veces conexo , se tiene que:

§R)dz = § o)z + § Sz +« - + § fa)dz
{0 94

<4 Gy K

donde tanto f fz)dz como todas las f f2)dz, (i=1,2,...k), serecorren
c Cj
en sentido positivo.

RINCiPIO DE DEFORMACION DE CONTORNOS

Principio es una consecuencia del teorema de Cauchy-Goursat enunciado
rteriormente. El mismo permite establecer que, en determinadas circunstancias,

) ﬁntegrales de contorno son iguales, sin necesariamente conocer el valor de
alquiera de ellas.

extension del teorema de Cauchy-Goursat se conoce como : "Principio de
‘ormacion de Contornos” y el mismo se enuncia con el siguiente teorema:
REMA:

onsideremos dos contornos cerrados simples C, y C, , tales que todos los puntos

de C, quedan en el interiorde C, .

‘una funcién f(z) es analiticaen C, ,en C, y en todos los puntos del dominio

L

doblemente conexo D definido por C, y C, ,entonces:

§ fe)dz = § fie)dz
- Cy Cy
Demostracion:
Los contornos C; y €, se muestran en la siguiente figura. El dominio
Doblemente Conexo es el area sombreada, encerrrada por los contornos C, y C,.

( Figura 1: Dominio Doblemente Conexo)

emostracion:
do lineas punteadas se indican dos cortes rectos que conectan los contornos
C, y C,. Mediante estos cortes, hemos creado dos contornos cerrados simple
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C,y Cm que se muestran ligeramente separados en las siguientes figuras:

/"'C-|

I ||

(Contorno C) (Contorno C,,) (Contorno C,,)

‘Tomando la integral de f{z) alrededor de C, y C,, , en ambos casos es valido el
rema de Cauchy-Goursat ya que f{z) es nalitica tanto sobre C,, y C,, como en
o punto interior a ambos contornos.

Asi pues:

$fa)dz=0 y  §fizr) dz=0

Cn Cm

Sumando estos resultados, obtenemos:

§ 1) dz+ § fa) dz=0 ... )
Cn Cm

Observemos ahora las figuras y notemos que la integral a lo largo del segmento de
ctaque vade "4" a "B" sobre C, esigual ala integral a lo largo del segmento
recta se extiende de "B" a "4" sobre C, , cambiada de signo.

mismo puede decirse de la integral de "D" a "E " sobre C, y la integral que va
2" a "D" sobre Cy.

scribimos de forma explicita las integrales de la expresion (1) y combinamos
porciones integradas sobre los segmentos que se anulan, nos queda

camente las integrales a lo largo de ', y C, de la Figura 1.

Por lo tanto, de acuerrdo con el Teorema conocido como : " Integracién en
‘Dominios Multiplemente Conexos ", se obtiene :

§ 1) dz = § fiz) dz
/ !

lo cual es el resultado buscado.

GENERALIZACION DEL TEOREMA DE DEFORMACION DE CONTORNOS
Teorema: El teorema anterior se puede enunciar en forma més general, asf:

La Integrales de Linea de una funcién analltica f(z) alrededor de dos contornos
cerrados simples seran identicas, si una de los contornos puede transformarse

“en el otro por medio de una deformacion continua y sin pasar por ninguna
singularidad de f(z) "
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En la figura antes mostrada podemos considerar que el contorno C, es una
deformacion de C;, o viceversa, Este método se conocecomo ." Principio
de Deformacion de Confornos”.

Si bien en la deduccién del teorema anterior supusimos que los contornos C; y
C, no se intersectan, esta condicioén no es necesaria en el presente teorema. En
efecto, supongamos que en la siguiente figura:

NN

fz) es analitica sobre C, y en su interior, salvo quizés en algun punto del
interiorde C, .

*  Supongamos ademas que f{z) es analitica sobre C, y en suinterior, salvo
~ Quizés en algun punto del interiorde C,, .

C, estadentrode C, yde C, y no corta a ninguno de estos contornos.
Obsérvese que C, y C, pueden cortarse.

Por el teorema anterior podemos escribir:
$1e) dz = § f2) dz y porlamismarazon:  § fiz) dz = § fz) dz
Ty Cg Cs Cg

Por lo tanto: ff £2) dz = § fiz) dz
1

Ca

dominios mas complicados es posible que se necesiten mas de un corte, pero
Iidea basica sigue siendo la misma del caso anterior. Por ejemplo, para el dominio
triplemente conexo de la siguiente figura:
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(Contormos: C, C, y C»)

se tiene que :

§ fdz=$ fo)dz+§ fe2)dz
(5 Cp Cm
donde todas la integrales se han de tomar en esta ecuacion, en sentido positivo.

ferifique el Teorema de Cauchy-Goursat para las funciones:

a) fiz) =3z*+iz—4

< b) fo) = sen(2z) , siendo C el cuadrado con vértices en: 4 + 4i ,—4 + 4i
| 9 fiz) = cosh(z +2)

Solucién:
muestra a continuacion la curva C de integracion y la deformacion de este
torno en la circunferencia | z| = 1.

Y |
< =

2

I
|4 ?\_y 2 4

\ g

=T >

L

?Ebmo f)z) es analitica sobre C y en su interior, podemos aplicar el Principio de
Deformacion de Contornos y cambiar el contorno de integracion C' por la
circunferencia unitaria : |z| =1

[ zf=l
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dz = iede

Sobre dicha circunferencia se tiene : z = ¢? =
0<0<2n

nsecuencia:
flo) =322 +iz—4 = 1= 350(322 viz—4)dz =

b = j" [3e?) +i(e?) —4)ie®do = i[ " (3¢ +ie™ —de”)do

) ) e.‘39 _8129 er‘G 2 2 2n
de donde: I=1[3 =+ i—s -4 - ]0 =(e3+-%——4)|:e‘9]0 =0

lo que confirma el teorema.

2z -2z 122 =
b) f)=sen2) = f)=—T7C"— =r1= § #)dz

12]=1

il ry i 0 ;
~ De donde: I=%j‘§“(e'ze - ¢i2e )ie“’dﬂ .......... (i)

Para calcular esta integral podemos hacer el cambio: e? = u, de donde:
ie®dd = du
0=0=u; =’ =1 por lo que, sustituyendo en (i), se obtiene:
0'=2n=vuy =% =1

i %j’:(eﬂ’-“ —e )du = 0 , lo que confirma el teorema.

{2+2; _-iz42; 242 -iZ42;
f) = cosh(z+2) = flz) = =—3>—— =1I= §wr_1(%—)dz =0
- De donde: ‘
. (02} %2 ;
ol 5 A ath A iQ ;
1= f:r g 2e ie®df = %j‘iﬁ (eze-""'J —e2e® )ie'ﬁ'dt?; ....... (1)

Para calcular esta integral podemos hacer el cambio: ¢” = u, de donde:
ie?dl = du
0=0=u; =¢"=1 por lo que, sustituyendo en (1), se obtiene:
=2 =ty =e? =1

1=+ : (e%e* —e™e *)du = 0 , lo que confirma el teorema.

== 0n) ==
Ejemplo 7
Calcule la integral § Az)dz, donde f(z) = % C es el contorno del cuadrado cuyos

C
vértices son los puntos : 1+1i,-1 + 1i.
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ese que no se puede usar el Teorema de Cauchy-Goursat puesz, = 0 es
to singular de f(z) , interior a la curva de integracion. Pero, -%- es analitica
bre el cuadrado, sobre la circunferencia | z] =1 y en todos los puntos que se

tran entre estos dos contornos. En consecuencia, podemos aplicar el
pio de Deformacion de Contornos y efectuar la integracion usando la
nferencia | z| = 1 que se muestra en la figura, en lugar del cuadrado.

n

B
L

~

-\1
_D’-Jznu

R _ 1, _ (2 je® .0 (2% 0 .
Asi se obtiene: f f2)dz = f —dz = fﬂ ’:;ﬁde =i [ ) d0 = 2ri
c |z|=1
F—— 0.0 ——]
plo 8
T\ . cosZ
f&) = 3256

&

(Contornos C,.C,,C3y Cy)
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gp'cplique a qué se debe que son validas las siguientes ecuaciones:

) fﬂZ)dz = §ﬂz)dz b) § Re)dz = § Rz)dz
. :

C C3 Cy

0 3§ fz)dz + § f2)dz  d) ff SRz + §fo)dze) §f(z)dz + jE fz)dz

& 3 €y
f Rz)dz + f f2)dz
Cy Cy
‘Solucidn:
a) Lafuncidon fz) = ?% es analitica, salvo en los puntos que satisfacen la

ecuacion z2+16 =0; luego Az) es analitica en cualquier region que

no contenga a los puntos z = +4i.

Al transformar el contorno C, en el contorno C, por medio de una

deformacion continua , no cruzamos ninguna singularidad de f{z) .

Asi queda probada la ecuacion a).

De manera anéloga podemos deformar C, para convertifoen C, y

demostrar |a validéz de la proposicion b).

Noétese que no podemos concluir que f fz)dz = f Az)dz , pues el dominio
Cq C3

delimitado por C; contiene el punto singular z; = 4i , mientras que el

dominio delimitado por C; contiene tantoa z, =4/ comoa z, = -4,

ambos puntos singulares de f(z), por lo que queda demostrada la validéz

de la proposicién c).

@Por‘ razonamiento analogo se demuestra la validéz de las propaosiciones d) y e).

i\

2 .

INTEGRACION DE FUNCIONES QUE SON DERIVADAS DE FUNCIONES
ANALITICAS.

En el calculo elemental, un método de integracion consiste en reconocer que el
integrando f{x) es la derivada de cierta funcién /(x). Luego se evalla F(x) en los
limites ded integracion, obteniéndose:

T e R

3 . i ; R 4 4
El'siguuiente es un ejemplo conocido: Iszdx = 54—1 = 60
2

f{_gabe la pregunta ¢ podria aplicarse un procedimiento similar ante integrales de
linea complejas?. La respuesta se resume en el siguiente teorema:
;OERAMA:

~ Sea flz) una funcién analitica en un dominio D, tal que f(z) = 422 )

en D.
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gracion puede efectuarse a lo largo de cualquier contormo C, que se
de de z, a z,.

Sy

X

( C: Trayectoria de Integracion )

Demostracion:

F(z) una funcién analitica en cierto dominio D y supongamos que %‘j— = fz)
enD. Supongamos también que C es suceptible de ser parametrizada en la
L. T a:

z(t) = x(f) +iy(), donde t, S5,

Yy que %f— existe en dicho intervalo.

_Uego: fzzﬂZ)dz - _[ 4 f[ z(r)]—dt .............. (1)

Enellado derecho de Ia ecuacion (1) puede sustituirse : /[ z() ] por ﬁz
|ueqo: 2 22 dF | dz

luego: j f( Ydz = j1 TR

Aplicando la Regla de la Cadena de la diferenciacion. se observa que:
: dar  dz _ dF

3 ¢ dz dt dr
por o tanto, 17‘2 fz)dz = j 2 dF 2 gy = jt dF = Fz(1;)] - Flz(t)] = F(z2) - F(z)

En conclusion: { :2 f2)dz = Fz,) - Fz,)
S *1

Ejemplo 9

Evaluar: j'm_2 23dz

147

Solucidn:

Como la primitiva -%4- es una funcion Entera ( recuérdese que una funcion f(z) es
Entera cuando es analitica en todo punto del pano finito), no hace falta especificar
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la trayectoria de integracion en virtud deiteorema anterior. Por lo tanto:

242 2+:2 d [ z4 e AT
[[Prar =" 4 (2) < 22 [(2+:2) —( 40"} =15

==:00=

mpio 10

-

A4

&=

Solucion:

El contorno C forma parte del dominio de analiticidad de 7(z) = Ed-—(lnz)
lotanto: [' (+)dz = Inz|’, = [inlz| + fargz]’,

Inji| = Inj~#| = In(1) = 0

tanto: ' (3)dz = if arg(i) ~ arg(-i) ] = il% + 2kr — (~% + 2hx)] = i
—— 0-0 ===

-*-?19 RCICIOS PROPUESTOS It
- e las siguientes integrales:

3]

9 [ b [ernie o [[E-Dd @ [T

O [ [Lete o [Lfe b [T
) ':'[;sen zdz ) _( : cos zdz k) ]':'sen 2zdz )] J' ; senh(nz)dz

f:l_coshf&zdz n) ]'ilzcoshzzdz 0) _[" ~cosh3zdz ») j:zcoszdz
i i
6

_E;senzzdz r) _f;zooshzdz s) I:izcoshz""dz {) I:+‘_z3ez‘dz
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CAPITULO 1l

LA FORMULA DE LA INTEGRAL DE CUACHY

INTRODUCCION

nsecuencia mas importante del Teorema de la Integral de Cauchy,

ién conocido como Teorema de Cauchy - Goursat, es la Férmula de la
tegral de Cauchy. A partir de dicha férmula, que enunciaremos en el siguiente
ma, se tiene un resultado curiosa. En efecto, supongamas que f(z) es
funcion analitica sobre la curva C y en todo punto z, del interior de C, como

ilustra la siguiente figura:

hd .1\

(DominioDycurvaC/C < D)

Entonces, basta conocer los valores que toma f{z) sobre C, para determinar f(z)
cualquier punto z, del interior de C, es decir, f{z,).La Férmula de la Integral
é Cauchy que a continuacién deduciremos, permite encontar fz,). Esta formula
Yy sus condiciones de validéz, se enuncian en el siguiente teorema:

A

TEOREMA: LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

Teorema:

a flz) una funcion analitica en un Domino Simplemente Conexo D.

tonces, para cualquier punto z, perteneciente a ) y cualquier trayectdria C
en D que encierre a z, , se tiene que:

f2)
fc G2 ————dz = 21i fz,) e (1)
Demostracion:
‘Obviamente f(z) = fiz,) + [ flz) ~fzy) ], porlo tanto, para z + z, , se tiene que:

fz) Rze) +[ftz)—f{zo)]

= i Z F Zy
(-z5) (2-2,) (z—2,)
donde,
§ j(z) dZ — ﬂzn) dZ+§ U(Z) uﬂZO)] dz ......... (2)
(z=%, CJ(z—»zlj) (z—1zy)

55




Pero, tal como ya se dedmostrd en ejemplo precedente: § = 27i

(z—24)

por o tanto: j(zo)§ = 27i - fiz,)

(z-
De aqui que la férmula (1) se cumple siempre que la Ultima integral en la
[A=2) —fz4)] dz = 0

(z-z4)
Para demostrar esta ultima igualdad recordemos que el integrando de esta integral
es analitico en D , excepto en el punto z,, por lo que, en virtud del Principio de
Deformacion de Contornos, puede reemplazarse C por una pequefia
circunferencia K con centro en z, y radio p , sin cambiar el valor de la integral.
Dicha circunferencia se muestra en la siguiente figura:

expresion (2) sea nula, es decir, siempre que §

b [

(Contorno C y circunferencia K )

Como f(z) es nalitica en D, también es continua, de aqui que dado un & > 0,
puede hallarse un é > 0 tal que:

| f2) —fzg)| <&, Vze |z~24] <6

Eligiendo el radio p de la circunferencia K menor que é se tiene la igualdad:

ﬂ%%(%l % , en cada punto de K

Aplicando ahora el teorema que acota el valor absoluta de las integrales de linea
complejas, conocido como " Desigualdad ML", se obtiene;

_ <
ﬁf@ i v M=F §f(z) SG) 4, <p(2?rp)-—27zéj
L=2np '

Como ¢ se puede hacer arbitrariamente pequefio, se cancluye que la dltima

integral de la derecha de la expresion (2) tiende a cero, y queda demostrado asi
que:

56




fz) dz = 2mi flz,,)

¢ (z-2z,)
== 0.0 =
'EJEMPLOS RESUELTOS
Ejemplo 1:
a) Calcule §C ;‘3_37 dz , donde C es el contorno triangular mostrado a

continuacion, recorrido en sentido positivo:

A

iy T

24

p i 8

%

AT

aT

b) Calcule §C %dz , donde C es el mismo contorno del apartado a)

Solucion

‘a) Como cosz es una funcion analitica sobre y dentro de C y ademas, el punto
z, = 0 esta en el interior de C, podemos aplicar la Férmula de la Integral de
Cauchy, por lo que:

j; —CO0SZ gy = (2mi)[ cosz]z=1 = (2ni) cos(1)

c (z-1)
e coSz_ g _ :
o también: § (SBEdz = 3.3948
Jj.bj) El integrando puede expresarse en la forma : g‘f‘{' = zf'}s_zl y: Se observa

ahora que el punto z, = —1 no pertenece al interior del contorno de

- integracion, por lo tanto, no podemos usar la "Férmula de la Integral

de Cauchy ". Sin embargo, ya que -;’—"f% es analitica tanto sobre C como

en todo punto de su interior, podemos aplicar el Teorema de
Cauchy - Goursat y escribir en consecuencia :

sera:
§ COSz 7. _
c z+1
Ejemplo 2:
Calcule : 2‘—§> —£952 g7 , donde C es la circunferencia ]z—2f[ =2
i e @4+ 1)
Solucion:

El contorno de integraciéin dado se muestra a continuacion :
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(g

( C: Contorno de integracion )

No podemos decidir de inmediato si debemos aplicar la Férmula Integral de Cauchy
0 el Teorema de Cauchy-Goursat.

;, , : v 1 cosz L COSZ
Factorizando el denominador, tenemos: o de @+ 1) o §C C+Diz-1

Observemos que el factor (z—i) se anula dentro del contorno de integracion
(enz=1i) yque (z+i) no se anula ni sobre dicho contorno ni en su interior, es
decir, la expresién -£23Z_  es analitica sobre y dentro de C, por lo que, escribiendo

(z+1)

COsSzZ
| | .1 ¢ 1%
la integral anterior en la forma: ot Yo ~(21) dz se observa que podemos

usar la Férmula Integral de Cauchy [j; flz)dz = Zn{f(zo)] y escribir :
C

coSz _cos(i) _ cosh(l) i o ;
d=(sz) =S5 - 2R - Loosh(1) = -0.77154

NOTA: Obsérvese que la Férmula Integal de Cauchy no permite evaluar

€08z 4. _ § oSz yg
|z[=2

directamente integrales como § 2 +1 (z+i)(z 1)
: =

|Z|=2
que, en este caso, el integrando tiene dos puntos singulares (z = i),
ambos interiores al contorno de integracion propuesto, como lo ilustra
la siguiente figura:
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(Contorno: | z| = 2)

Ejemplo 3:
Calcule : :f (22 * 1) £ T dz ., donde C es la circunferencia de radio unitario, con
centroen: a) z=1; b)z=1;¢)z=-1;d) z=i; e) z=1+i

;gSolucidn:
a) Elcontorno de integracion C; : | z— 1| =1 se muestra a continuacion:

Contorno : ¢, :|z~1| =1

Obsérvese que:
* Elpuntoz, =1 estaen elinterior de la circunferencia C; : |z— 1| =]

*  Elpuntoz, = -1 se encuentra fuera de la cirecunferencia C; : [z— 1| =1
.. 2 .

*  Lafuncién f(z) = (Zz—_l*—ll—) es analitica sobre y dentro de C,.

En consecuencia, la integral bajo estudio, escrita en la forma:

, es de la forma tipica

[z +1] )
284l g +1 z+
e (z? —1) (z-lzl)(z—])dz fg (z-1) dz
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) = (£L)

prevista en la Férmula Integral de Cauchy, donde: z+1
zg =1
De aqui que, aplicando dicha férmula, se obtiene:
( zZ24+1 )
22 +1 dz = z+1 22 4 z=+1 — -
iz -1 §C1 =) dz = 27:1[ g ]z=1 2mi

b)  El contomo de integracién C, : Iz— %| =1 se muestra a continuacion:

Contorno: €, : [z— 4| =1

Obsérvese que, de nuevo:
*  El punto z, = 1 esta en el interior de la circunferencia C, : ] z— % ] =1
Elpuntoz, = -1 se encuentra fuera de dicha circunferencia.

*  Lafuncion fiz) = (i—*ll) es analitica sobre y dentro de C,.

En consecuencia, el contorno de integracién C, , de acuerdo con el Principio de
Deformacion de Contornos antes enunciado, se puede transformar en forma
continua en el contorno €, del caso anterior, sin atravesar ningn punto singular de

Sfz) = z +1 . En consecuencia, el resultado de la integral sobre C;, es el mismo del

*

-deicaso a) antes calculado; es decir: f z = ;) =§C (22+%)dz 27
Co Z = 1 Z —

©) Elcontorno de integracion Cs : | z+1| = 1 se muestra a continuacion:
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Contomo Cs : | z+1] =1
Obsérvese gue, en este caso:

*

Elpuntoz, = 1 esta fuera de la circunferencia C; : l z+ 1[ =]
* Elpuntoz, = -1 se encuentra en el interior de la circunferencia C;

*  Lafuncién flz) = (Z + 1 ) es analitica sobre y dentro de Cs.

En consecuencia, la integral bajo estudio, escrita en la forma:

z2+1
e S _Z241 ( ; ;
b —-1 T BE=T) fc o 1) —=£—_=dz , esde laforma tipica prevista
{ fi = (Z:21)
en la Formula Integral de Cauchy, donde: =1
T z, =1

De aqui que, aplicando dicha férmula, se obtiene:

B Ste-df,

F,
-

z?+1

(z+1)

LIPS 2::i[«f-—_‘-"-%]z= =

== 00 ==

d) Elcontarna de integracion C, - [z—f[ =1 se muestra a continuacian;
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-1 -0.5 L1} 05 1
x

Contorno Cy : | z—i| =1

Obsérvese que, en este caso
*  Los puntos z = +1 estan fuera de la circunferencia Cy : |z—i| =1
P

*  Lafuncidn fiz) = (Z; = i ) es analitica sobre y dentro de C,.
4

En consecuencia, la funcién dada es analitica en todo punto en el interior de la
circunferencia de integracién (C4) y sobre ella. De aqui que, por el Teorema de
Cauchy - Gourast, la integral dada tiene el valor cero,es decir:

z2+ 1
=z +1 -9
§c4 (zz— 1)

== 00 —
‘Ejemplo 4
1

I.=¢ ————d-
= o . y fc z%(z* + 4)
Evalle las siguientes integrales:

c z(z* +4)
donde C es:
a) El cuadrado de vértices : 1+4,—1 +4.
b) Lacircunferencia: |z—i| =2
¢) La circunferencia: |z—i| =
d) Lacircunferencia: |z+1| =+
e) La circunferencia: | z +3i| =2
Solucién Caso I:
I =¢ —L _a
d §c z%(z% +4) z
a) Lacurva de integracion se muestra a continuacion:
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1)

23)

z, = 0 (Punto singular de ordenn=2) ; z,=2i

-2 1-

( Contorno de Integracion C')

El integrando f(z) = ——1L___ tienelos siguientes puntos singulares:

z2(z% + 4)
= —2i
z, =0 esinterior ala curva C, por o tanto, no se puede aplicar
el Teorema de Cauchy-Goursat. Ademas,
z, =0 esun polo de orden 2, por lo que tampoco se puede aplicar
la Formula Integral de Cauchy.

?

En consecuencia, tenemos dos (2) vias de solucion:

Calculando la Integral de Linea :§C =ls: +jc2 +[ ds | &
donde jc1,j cz’jcs y j'c4 son las respectivas integrales de linea

sobre cada uno de los correspondientes lados de cuadrado dado.

Este calculo se omite por haberse ya realizado previamente, uno similar.
Aplicando el Principio de Deformacion de Contormnos, podemos
transformar el cuadrado dado en la circunferencia | z| = 1,

. z=e% = dz = ie® 2 -
obteniéndose: { i Gl } == L e—%‘%mde
Para resolver esta integral, hagamos el cambio ya conocido:

e¥ = u = ie®dd = du ’
g=10 = 2y = I | porlotanto:f:ﬁj(u)duzo
0=27 = uy =e =1

NOTA: De nuevo, este resulatdo comprueba que la analiticidad de una
funcién sobre una curva C y en todo punto interior a la misma,

es condicién suficiente para que fc fz)dz = 0, mas no es

necesaria.
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Y 1
R I §c z%(z% +4) =
La curva de integracion, en este caso, se muestra a continuacion:

C:|z-i] =2
z=0 esun Polo de Orden 2, interiora C
fz) = ?'(2—21471)_ = < z=2i esunPolode Orden 1, interioraC
z = —2i es un Polo de Orden 1, exteriora C
Por lo tanto
*  No se puede aplicar el teorema de Cauchy-Goursat, pues fz) nc es
analitica en el interior de C.
*  Tampoca se puede aplicar la Farmula Integral de Cauchy, par ser
z = 0 un polo de orden 2.

En consecuencia, es necesario calcular la integral de linea 7 = f 1

c z4(z% +4)

~ para lo cual podemaos descomponer a f(z) = ______z( 21+4) en fracciones simples,
Ze\Zz
A=+
obteniéndose: Az) = 4 + B4 _C _ 4 D _ - B=20
' z2 ' 7 (zaiy | (z-wm) C=-4
D=-L

16

By A . WIS e ! oy e
Por o tanto 1 §C S j':c Lai- o §C et % §c e
Evidentemente I =1, +1, +1s ,

I =0, porsern=2=#1
endonde < [» = —-(2mi) , porio que :
dz

L = —i%—(Z?ri)
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1 | |
-, 22 +4) It
La curva de integracién se muestra a continuacion: | |'

iy 2 i

i ) | f

L I

-3 -2 1 : o 1 :2 3 ';:

g |

i

C:|z-i| =11 | |

z=0 esunPolode Orden 2, exteriora C | ‘l
f&) = 22y =  z=2i esunPolode Orden 1, exteriora C i
z = —2i esun Polo de Orden 1, exterioraC

analitica sobre el contorno C y en todo punto de su interior.

En consecuencia, I = f 1l 7 -0

22(22 +4)

Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Cauchy-Goursat, pues f(z) es

|z=i|]=

L
2

I

00 —

) i 1
R - o '

La curva de integracién se muestra a continuacion: ‘ '

C:|z+1| =112 |
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z=0 esunPolode Orden 2, exteriora C
fz) = 22(221—+4) = < z=2i esunPolode Orden 1, exteriora C
z = —2i es un Polo de Orden 1, exteriora C

Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Cauchy-Goursat, pues f(z) es
analitica sobre el contorno C y en todo punto de su interior.

: 1
consec cia, I = ——dz =0
Siiconsecuenca, § i z2(z% + 4)
|Z—i |—-_—i
=) ==

b o 1
R = §c z2(z? +4) as

La curva de integracién se muestra a continuacion:

c: | z+3r’| =2
z=0 esun Polo de Orden 2, exteriora C
1) = m = < z=2i esunPolode Orden 1, exteriora C
z = -2i es un Polo de Orden 1, interiora C

Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Férmula Integral deCauchy,
pues el integrando tiene so6lo un punto singular en el interior de C, de
orden 1.

Podemos entonces escribir la integral dada en la forma:
1

f= el = e P~ =
|z+f;f;#2 (Z i 21) - z? (Z_ZI) z=—2i o (—2|)2(-2|—2I) =
T

I =2mi %

1
(064
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Solucién Casoll: I = §C z—(;"’l+_4§—dz

a) C es el cuadrado de vértices . 1+i, —1+i¢ antes mostrado.
El integrando fiz) = = 2 ry tiene los siguientes puntos singulares:

z, = 0 (Punto singular simpleodeordenn=1) ; z,=2i y z,=-2i

z, =0 esinterior a la curva C, por lo tanto, no se puede aplicar el

Teorema de Cauchy-Goursat.
z, =2 Y z,=-2i sonexterioresalacurvaC de integracion, por
lo que puede aplicarse la Férmula Integral de Cauchy.

0r |o tanto: (L
i §c z(z? +4) i:' (ZZ’+?)) dz—Zm(z +4) 02_{5_1'.
— o-o —

b) El contorno de integracién C : | z —i| = 2 se presenta a continuacion:

G | I z—i| =2
z=0 esun Polode Orden 1, interiora C
fz) = ﬁ(:lTﬂ) =% z=2i esun Polo de Orden 1, interiora C
z = —2i es un Polo de Orden 1, exteriora C
~ Porlo tanto
*  No se puede aplicar el teorema de Cauchy-Goursat, pues f(z) no es
analitica en el interior a C.

Tampoco se puede aplicar la Férmula Integral de Cauchy, pues en el
interior de C existen dos (2) puntos singulares

En consecuencia, es necesario calcular la integral de linea 7 = f

*

¢ z(z? +4)
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para lo cual podemos descomponer a fiz) = ?(-z_zlﬁ)" en fracciones simples,

obteniéndose:  flz) = 4 + w5 + 55 = =-+
Por lo tanto:
5 1 _
I‘§c z(zz+4)dz—f—6§c—i~dz—;—2§c Ziﬁdz_';? C"?i? """ (1)
Evidentemente I =1, + 1> +13 ,
I = L2omi = &, porsern=1
endonde :} I, = —=5(27i) .
Iy = —L(ni)
por lo que, sustituyendo en (1) se obtiene:

e = B2 oni)) = $in
|z-|=2

B 1-¢ —L—d
4 §c z(z* +4) -
La curva de integracion C : | z #il = 1/2 , se muestra a continuacion:

o

C:|z-i| =122
z=0 esun Polode Orden 1, exteriora C
fz) = ;(-m = z=2i esun Polode Orden 1, exteriora C
z = —2i es un Polo de Orden 1, exteriora C

Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Cauchy-Goursat, pues f(z) es
analitica sobre el contorno C y en todo punto de su interior.
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| n l
'En consecuencia, f FE
2=

2

00 =

I

7 1
| §'c z(z* + 4) e

La curva de integracién C: | z+1| =1/2 , se grafica a continuacién:

Cs I z+ l] = [
z=0 esun Polode Orden 1, exteriora C
biz) = ?Z(zlezl) => z=2i esunPolode Orden 1, exteriora C
= —2i es un Polo de Orden 1, exteriora C

Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Cauchy-Goursat, pues f(z) es
analitica sobre el contorno C y en todo punto de su interior.

En consecuencia, = ) (S W
E § z(z% + 4),
|z+1 |=%

I=¢ —1L
§c z(z2 +4) o=

La curva de integracion C : | z+3i| =2 , se muestra a continuacion:
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Gz ] z+3i| =2
z=0 esun Polode Orden 1, exteriora C
! z = 2i esun Polo de Orden 1, exteriora C

/ KZ) 3 22(22 s 4) 5
z = —2i es un Polo de Orden 1, interior a C

Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Férmula Integral deCauchy,
pues el integrando tiene un solo punto singular en el interior de C, de

~ orden 1.
Podemos enton1ces escribir la integral dada en la forma:
z(z-2i)
- JM?;]:Z (z(_+ 21_)) dz = 2’”[—”z(z1-2i) ]Z=-2i - 2nf[T_..2i)(1_2T2i):| .
PRy ™~y
— 00 —
emplo 5

o, - . :
Calcule el valor de la siguiente integral: I= § asenh(z) . JeoshiBz) .
Rt 3

Se muestran a continuacién, en virtud del Principio de Deformacién de Contornos,
varias opciones para el contorno de integracién € especificado:
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-

el %

la Férmula Integral de Cauchy se obtiene:

ese elvalorde : 7= i-ﬁzﬁ%j-dz , sl C eslacurva recorrida en sentido
ositivo, definidapor : @) |z—i| =1 b) |z+i| =1¢) |z| =2 d) |z-2| =2
| Cuadrado de vértices en : % + % —% + %

f) Calcule una cota superior para el valor absoluto de la integral sobre el

== ==

Obtenga una cota superior para el valor absoluto de la integral:

_l_§ ezzz dz , tomada alrededor de la circunferencia: | z| =3
2ri . Z4+1

¢ Cuél es el valor de esta ontegral si la trayectoria de integracion es
la circunferencia | z| = 1/2 ?

¢ Cual es el valor de esta ontegral si la trayectoria de integracion es
la circunferencia | z+i| =1 ?

Solucién:
a) Elcontorno de integracion se muestra a continuacion:
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L d

2

1
o

—t —} + —t 3y
5 4 0 2 -1 101 2 4 5
=1
x
-2

(Contormo C : | z| = 3)
Elintegrando fiz) = 22 presenta dos singularidades en z = +i, ambas

7241
eriores a la curva de integracién C : | z| = 3, razén por la cual no se puede
icar el Teorema de Cauchy-Goursat ni tampoco la Férmula Integral de Cauchy.
‘Dado este inconveniente, hallaremos una cota superior del valor absoluto de
da la integral planteada, usando para ello la Desigualdad ML.

| 2z _ 2(3e")
Atalefecto, C: | z| =3 = z=3e” dedonde: < ¢ ~¢
Z2+1=Ge?)?+1 =9 +1

i
_ g6€

Por |o tanto:

i i
)| = l g= 1 | % _ Iese | < leee ‘ _ e
z2.4 |22 +1 | I 902t 41 | Igeml 9
Es decir: M = %
\demas, 1 = 27k = 21(3) = 6
En consecuencia: ﬁi:—:l-dz < —1‘2—4’% = 2+'r . % “6m = —%—eﬁ

—

E| contorno de integracion se muestra a continuacion:

=

iy »

N

'
-1

+ r
o 5 1
X

Contorno C : |z] =112
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Elintegrando f(z) = £~ presenta dos singularidades en z = i, ambas

iores a la curva de integracion C : | z| = 1/2, razén por la cual f(z) es
alitica sobre C y en todo punto interior a la misma , por lo que, de acuerdo

n el Teorema de Cauchy-Goursat , § L2 4 =0
‘Zi=”2 Z<41

= 00 =—

{Contomo C : |z +i] =
Elintegrando f(z) = —zﬁl- presenta dos s:ngulandades unaen z=i,
+

exterior a la curva de integraciéon C dada y otraen z = —i, interioraC,
por lo tanto, de acuerdo con la Férmula Integral de Cauchy

ezz
e _ g2
——-—-——(Zﬂ.)(z_‘.}dz—— § (z+: ——dz = Zm( ) = 2m( - ) =¥
| Z+H|=1 | Z+i|=1
L% = —pe
A 724
| zH]=1
or lo tanto, la mtegral buscada sera:
o z2+1 =z = ?:rr [cos(2)-isen2)] = + L ((cos(2) —isen(2))
. Jz+if=1
Esdecir: .- f £2 dz = L[ sen(2) +icos(2) ] = 0.45465 - 0.20807
z+il=1
—— O-O —

EXTENSION DE LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY: Las derivadas de
de orden superior de una funci6n analitica.
A partir de la hipdtesis de que una funcion real de variable real es derivable una
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vez, nada se concluye acerca de la existencia de derivadas de orden superior para
- dicha funcion.

' Por ejemplo , la funcién fix) = x™ ftiene primera y segunda derivada continua en
elpunto x = 0, sin embargo, no tiene derivada de tercer orden en dicho punto.
Ahora se vera que, a partir de la hipétesis de que una funcién de variable compleja
tiene una primera derivada en un dominio D , se concluye la existencia de las
derivadas de todos los érdenes en D, en dicho punto. Esto significa que, sobre
este particular, las funciones analiticas complejas se comportan mucho méas
simplemente que las funciones reales que son diferenciables una vez.

Lo aqui expuesto se enuncia en el siguiente teorema, conocido como: "Extension
de la Férmula Integral de Cauchy”.

TEOREMA: "Extensién de la Férmula Integral de Cauchy".

Si fz) es una funcién analitica en un dominio D, entonces posee derivadas de
todos los érdenes en dicho dominio. Estas derivadas son también funciones
analiticas en el dominio D .

Los valores de estas derivadas en un punto z, en D, estan dadas por la férmulas:
£ ) = 5§ S

2i Jo (z—24)?

e = 2§ S

27“' C (2—20)3

f(n( 0 = fz) dz EISRRSRPORRE | )

271'! {4 (z Zo )?H'l

donde: C = Contorno Cerrado Simple en D, recorrido en sentido positivo
" z, = punto interiora C

i .-\:;_a_rtiendo de la Férmula Integral de Cauchy, se tiene que:

ayde = 2 lzg)..... 1)
(44

jerivando ambos miembros de la ecuacion (1), se obtiene:
._'f ff (z)(z Zo) f(Z)d _0

c (ZZ)

2 o g B (7-) f(z) _ f(z) f'(z)
de donde : ‘f(z 2 § (z—zo)z - :i T § ey -2

Pero, aplicando de nuevo la Férmula Integral de Cauchy al Iado derecho de la
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ecuacion (2) obtenemos
f(Z)

" i (Zi(::)z s O R P R—————— (3)

0
‘Andlogamente, si derivamos ambos miembros de la igualdad (3) obtenemos:
§ '@ zz)* -2(z—zo)f(2)d -0,

c (z-20)*
de donde :
e _f'(ﬁ)__ _ f(z) _ f(z) _ 5 f1(2)
C (zmzu)z dz 2i (z_zo)sdz 0= f (Z_Zaja dz f (Z—Zn)z 4)

' ro, aplicando al lado derecho de la ecuacnﬁn (4), el resultado expresado por
la ecuacién (3) arriba obtenido, se obtiene:

gLl f(z) 2m[dzf()]z_zo :

c (z— zo)
sustituyendo en (4) se obtiene : § = ﬁ[ﬁ Sy

Obsérvese que este resultado puede escribirse en la forma convencional:
i (zf_(zz:Ja dz = -2'2-”!—’-[%22—}'(2) ]Z=Zu ................................................ (5)

En forma analoga se obtiene:

i{zf_(:;Mz - 2;!“[ f(z)] ................................................. )

f(Z)

z=z,
_é';en general, para todo » entero y positivo:

f(z) Xidg qen-1
(z—zg)" (n Hnli)| [ n_1f( )] .................................. (7)

_gtese que si interpretamos  f°(z,) como fiz) y 0! =1, laecuacion (7)
aqui deducida contiene la Férmula Integral de Cauchy( eselcaso n =1).

j
Determine el valor de I = j; dz , donde C : | z= 2].

c zz(z +9)

Se muestra a continuacion la curva de integracion C

~dz = 2mif'(z,)
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(Contorno de Integracion : | z| = 2)

]
8@ = 2279y

es analitica sobre C y en todo punto nterior a C.

f()— 9)

z, = 0 es una singularida de g(z) de orden 2

=

1 fz) =
I=§ (z?+9)d @ +9)
e 22 n+l=2=n=1
25 =0
1 N

Por lo tanto: Ll
2ri

@ ., =0y
fc (ZZZ ) dZ=f (zﬁ) - fc (Zz+ ) dz = Zfﬁf (z

A =@ == = f1(0) =0
(z° +9) (z2 +9)

‘En consecuencia, sustituyendo este resultado en (1), se obtiene:

Ademas, f(z) =

= 1 27:1
A= §c 2@ -1 ®=

— 0‘0 ==
Ejemplo 9:
(23 +2z+1)

".etEan'nine el valorde J = §C G
i 22—

) a)
definido por:{ ;

) | 2] =
Solucion

dz, donde C es el contorno
2| =2

L
2

Luego, aplicando la Extension de la Férmula Integral de Cauchy, se obtiene:

(1)




Se muestrta a continuacion la curva de integracién C, : | z| =2

A

\ . 3 L.
+ + e

(Contorno de Integracion : | z| = 2)

o (@ +2z+1)
g(Z)— (2_1)3_

fz) =2 +2z+ 1 es analitica sobre C y en todo punto nterior a C.
zo = 1 es una singularida de g(z) de orden 3

Luego, aplicando la Extension de la Férmula Integral de Cauchy, se obtiene:

fz) =23 +2z+1
n+l=3=n=72

§ s +2z+1)dz i

z-1)°
zo=1
Por lo tanto:
r (Z+2z+1) " @ +2z+1 . )
Je z(z_i)3 de=f"0) z( ~1) s sz (z0) = mif" (z0) ;... (1)

Ademads, flz) = (2 +2z+1) = f'(z) =322 +2= f"(2) =6z =f"(1) =6
En consecuencia, sustituyendo este resultado en (1), se obtiene:

Y T (S T, . W
I fc oy~ F©) = oxi

== 00 ==

Se muestra a continuacion la curva de integracion C; : | z| = 1/2
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| /Tn ey
2 0-= g
o1

Contorno de Integracién : | z| = 1

(Z*+2z+1)

E"'e"ste caso, el integrando g(z) = es analitico tanto a lo largo del

By
contorno | z| = 3 como en todo puto interior al mismo; en consecuencia, podemos
b 3
aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat y escribir: 1 = f Lz—+—2¥)—dz =0
' (z—-1)
|z|=1/2

= O'O o
Ejemplo 10

Cosz

Determine el valor de I = 35 dz, donde C es el contorno defjnido

¢ (z-1)’(z-5)

(Contorno de Integracion : | z—4| = 2)

Examinemos los factores del denominador. El término (z—1)* es distinto de cero
0 en el interior del contorno de integracion como en su circunferencia. Sin

mbargo, (z - 5)* se anula en el punto z = 5 del interior de C. Por lo tanto,
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cosz
(z-1)°
¢l tz—5)2
Extension de la Integral de Cauchy, se obtiene:
) n+l=2=n=1

podemos escribir la integral en la forma: 1 = 35 dz y aplicando la

n! fz) - ; Y o DROE
2ni d¢ (z—zo)”ldz*f s 00 459 (z-1)°
Zg =95
cosz
3 g9 —(Z—1)sen(z) - z
B o tanto: 1= L (z 1)2dz=i cosz3 _ ~(z1)sen( )43003( )
i 2ni J¢ (z-5) dz | (z-1)° |,_, (z-1)
De donde:
cosz
_1)3 -4 65)-3cos( 5
f 2 1)de= 2ri sen ( 9) J &, = —0.02607xi
¢ (z—5) 44
—— 0-0 ==t
JERCICIOS PROPUESTOS |

todos los ejercicios propuestos, salvo indicacién en contrario, se asumira
e el sentido de recorrido es el positivo.

Evalte la Integral I = § %%E}i_ﬁ;)“dz ,donde C eslacurvalz| = 2
C

2) Evalte las integrales : =6 1 & p =% L1 _
) 9 %) §c 22 +9) ) §c 22 +9)
cuando la trayectoria de integracion C, es :
& |e-il=2 B |z-il-% o |e+1]=%
z
Hallense los valores de 35 C 2‘: I)dz si C es lacircunferencia de radio
c 2
unidad con centro en : h E=
b) z=-i
; z . . .
Evalle : f 2‘3 dz ,cuando la trayectoria de integracion C es :
c (z°+1)
a) |z|=2 b |z-2]=2 ¢ |z-i|]=1 d) Cuadrado
con vértices en:+ +it, —+*i+ , ¢  Calcule una cota superior
para el valor absoluto de la integral sobre el cuadrado 3 £:3, -3 £3
Evalie © ¢ LitgeZolys
) 2 +1)
| zl=5
! 2 2
Haga un comentario oportuno sobre la integral: f gf] dz
z

| z|=3

Fis




Obtenga una cota superior para el vaI%r absoluto de la integral :
e &l ez
$ = 2mi f P | dz
| z|=3

< ; 1 e2Z
¢, Cual es el valor de la integral T ff o
| Z+i|=1
Obtenga una cota superior para el valor absoluto de la integral :

nz sys
- § ;Y n es entero y positivo.

2242
| z|=4
Integre la funcién : zz—:_%— en sentido contrario al de las agujas del reloj,
Z

alrededor de la circunferencia:
a) |z|=1 b |z+i|=1 ¢ |z-i|=1 a) |z-2i|=2
Integre la funcién :

=RER en sentido contrario al de las agujas del reloj,

alrededor de la circunferencia:

a) |z+1l|=1 b) |z+3]=1 o) |z—i|=1 ) |z-1|=1
Integre las siguientes funciones en sentido contrario al del movimiento
de las agujas del reloj, alrededor de la circunferencia unitaria.

) _eZZ_ b) ez ¢) cosz g (i J_ri) ¢) Senz

sen L
Dueay O Gogy B @y P

9. i k) By R

Evalle cada una de las siguientes integrales sobre la curva cerrada
simple C dada:

a) § 2ez+2cosz—4dz L Cilzl=1 b i’, coshz+sen2zdz C:le|=3

eZcosz

3. +
c)§7- 22522 4, | (=2 "7§(‘iﬁ+— , Cll=3
. — z3.z.4 3 -
e)fz(zz) C:lz =3 j)§—————-——--——z4+zazzzzdz, C:lef=3
i3
_ T 2e*cosh’z o
g)§ 4_1dz, C:ll=2 h) § R Edz , Cilel =
L

1)§z4z220 =2

a)  Obtenga una cota superior para el valor absoluto del valor de la
integeral: / = ﬁ§ €¥ @z ,donde C : |z| =
[

222

b)  ¢Cual es el valor de esta integral si la trayectoria de integracién es
la circunferencia z| =1 ?

¢)  ¢Cual es el valor de esta ontegral si la trayectoria de integracion es
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v la circunferencia |z| =
d)  ¢Cudl es el valor de esta ontegral si la trayectoria de integracion es
4 el triangulo de vértices : +3,3+3i ?

LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY EN DOMINIOS DOBLEMENTE
CONEXOS

Sea D un dominio doblemente conexo, limitado por los contornos cerrados
simples C, y C, ,tales que C, es interiora C, como muestra la siguiente

figura, donde (C; N C, = @) :

iy

3 ‘do T

Aah

5
rd

1
|
1

| X

Ty X

(D - Dominio Doblemente Conexo)
58ea z) una funcion analitica en D y en sus fronteras C, yC, ysea z, un
tpunto de D. Notese que f(z) no es necesariamente analitica en el interior
ge C,.Bajo tales hipotesis, se verifica que:
Z
§c1 (f )za) § zﬂ z)’u i Ay
mn ambas integrales tomadas en sent:do positivo
Demostracion:
Consideremos el Contorno Cerrado Simple C que se muestra en la siguiente
figura :

(C: Contorno Cerrado Simple )
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Evaluemos la mtegral 1 zﬂz; sz alrededor del contorno cerrado simple C
&

:gmba mostrado. Como j(z) es analitica dentro y sobre la frontera C, podemos
aplicar el Teorema de la Férmula Integral de Cauchy y escribir :

L C I e (1)

z z
. 0
Pero, obviando el integrando podemos escribir que:

ic - IAB +IBCDEF' +IFG +J.GHIJA

Pero: -Lw = _-[m por lo que la expresién anterior se reduce a:

fc i BCDEF+-[GHUA = _i;z +fc,
Sistituyendo este resultado en la ecuacién (1), obtenemos:
fz) fz) fz) .
= _dz = — dz— —= dz = 2mi z
_ ¢ (z—z,) §c1 (z—z2,) §02 E—-2z,) f( 0)
Es decir:

§ LD g § D 4 amifzy)

e e—zg) Aoy @—z4)

NOTA: Nétese que ambas integrales se deben tomar en sentido positivo.

l7) GENERALIZACION DE LA FORMULA INTEGRAL DE CUACHY A
DOMINIOS MULTIPLEMENTE CONEXOS
* Consideremos ahora el dominio n veces conexo limitado por los contornos
‘cerrados simples €, C»,...,Cn, como se muestra en la siguiente figura:

(D : Dominio Multiplemente Conexo)
Sea f(z) una funcién analitica en D y en sus fronteras, y sea z, Unpunto en D).

Entonces:

§C1 ﬁf—f‘iin_)dz— §C2 (Tf_%ﬁ-dz ..... § (_f(z)__dz = 27i fiz,)

Demostracion:




Para obtener el resultado deseado, basta integrar alrededor del contorno cerrado
simple C que se muestra a continuacién y generalizar el resultado obtenido en
el numeral 3.6) arriba expuesto.

G

(C : Contorno Simple Cerrado)
P 0.0 ——

'EJERCICIOS PROPUESTOS i
e el Teorema de Cauchy - Goursat, la Férmula Integral de Cauchy o su Extension
Un corresponda, para evaluar las siguientes integrales:

=<1 el N S
fc -2 alrededor de -+ 4= =1

| (cosz + senz) £ o

. dz alrededor de -+ 3= =1
2nide (z2+25)(z+1)
f _coshz . alrededor de x-1*@p-1)?*=1

¢ z24z41
1 senh z :
1¢é¢ — = 4 al or de |z-2i| =2
?‘“i: z2+z+1dz reded | z—2i|

cos(senh z)

=18 ededor de |[z-1-i|=2
zmi, i dz alr |z 1 z| =

zZ 2
f [I?(L)]dz alrededor de |z—2i| =2
e 2z +l

§ sen(ez + cosz)

e o 1)¥HET)
eSz

§c (z-2i)(z-1)>

fc cosz(ziz) dz alrededor de |z| e i

dz alrededor de = +)? =]

dz alrededor de £ +)7 = |

m(;z) dz alrededor de ]z| =]
[ z
10° a) Demuestre que: §C ::1 dz = 2ri<- | siendo C : |z| =1

b)  Demuestre que, si a es real, entonces de la integral anterior se
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deduce que:
f:r e’ cos[asend —nf)do = 2z <y ademas:

[ exo*0sen[asend —ng1do = 0

11°) a) Seaf{z) unafuncién analitica, tanto sobre un contorno cerrado
simple C como en su interior, Sean z; y z, dos puntos del interior
de C. Demuestre que:
I D) g fe) =)
2ri Je (z-21)(z—22) (z1—22) (29 -21)
b) Sea f(z) una funcion con las mismas propiedades que en el
apartado a) y sean z;, z,...,z, puntos del interior de C.
Suponga que z;, z,...,z, trienen valores numéricos distintos.
Generalice el método del apartado a) para rpobar que:
1 f2) 5 e ;
2mi o (z—21)(z—22) ~* «(z2~2n) (21 —2z2)(z9 —23) ** *(z1 —zn)

+ fz2) oeed Aen)
(29 —2z4)(z9 —23) = » «(zp —zn) (zn—z4Xzn—z9) *++(@zn—zp_1)

12°)  EvalGe las siguientes integrales, alrededor del contorno cerrado simple
C que se indica, recorrido en sentido positivo

R AR E
b) 3(’.9 Ez(—gg_l—)dz . C :cuadrado de vertices { ;:zf
£) §C7_i%ﬁjdz . C:]z-1]=%
d) nge—z(;'zT]jdz e C:|z|=3
e) §C 2.c,»z+2:f_-,osz—4dz o & |2’=‘
) i COShzzii_ff_enZZdz . c IZ|=3

2

8) §C 23-1-22;_—;-2+2 o — g5l =
4 iiﬁ +;_—§7)dz S— ¢ |2 =
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i) §__dz_ e C:|z|:3

c 2z +2)
DS d Cr 2| =3
o § —— C: |z|=2
h o § 2otz Cif=2n
m o § s 51 S C:|z|=21

Integre las siguientes funciones en sentido contrario al del movimiento de
las agujas del reloj, alrededor de la circunferencia | z[ = 2.(Donde proceda,

n es un entero positivoy a es cualquier nimero)

2 4
a Z b o M
) (z —1)? (z —3i)*
e (cosz)
g ) 5
& (cosz) #3
4 (z+1)°
sen(rz) e?senz
) h)
- 2
622 822
i) 7)
z-1)° 7
z az
e e
k) z_ﬂ /) 2N+
22
m) ezsgnz ) e -
z (z~1)
22 -
) ez—3 0) 'E_n"
P) eaz ) senz
zn+1 q 2n
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n
r) cosz S) Z

(Z+1 ) n+1

zn ) senh(az)
n+1 4
(z+1) z

?)  SeaC la circunferencia unitaria descrita desde 6 = = a 6 =7,
ekz A

a) Demuestre que §C =—dz=2ni (keR)

b)  Use el resultado anterior para probar que :

§c ekme cos(ksen G)de =7
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CAPITULO IV

CONSECUENCIAS DE LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

DOMINIOS SIMPLEMENTE CONEXOS
Sea D un dominio simplemente conexo y C una curva Cerrada Simple, contenida
en D, como ilustra la Figura 4.1.

Sea f{z) una funcion analitica en D.

5 ”~ D

.

X

Fig.4.1 Dominio Simplemente Conexo: D

De la Férmula Integral de Cauchy antes obtenida se deducen las siguientes
‘consecuencias:
Integrando con sélo una singularidad z, en el interior de C :

f

d
2z

Se trata deintegrales de laforma: 1= i?

r.,

(Fig.4.2: z, esinteriora C)

Esta singularidad puede ser de orden »n =0,1,2,3,-++, 0 que.

obviamente, da origen a los siguientes casos :
Caso a: Singularidad de orden cero (n=0)
Este caso corresponde a integrales de la forma :
fz)
= §C (z_zc,J"dz = I = §Cf(z)dz =0
Evidentemente, este caso se reduce al previsto por el
Teorema de Cauchy-Goursat.
Caso b: Singularidad de orden uno (n=1)
Este caso corresponde a integrales de la forma :

=3€ D = 1= 27ifiz,)
c (z—zu)
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Evidentemente, este caso se reduce al previsto en el
Teorema de la Formula Integral de Cauchy. H
Caso c: Singularidad de orden dos (n=2)
Este casofcorresponde a integrales de la forma :
i ) 21‘[:
Jy §c (z‘zo) == [ dzﬂz)]
Evidentemente, este caso se reduce al previsto por el
Teorema conocido como Extension de la Férmula Integral
de Cauchy, para »n = 2).
Caso d: Singularidad de orden » > 0
Este caso corresponde a integrales de la forma :
fz) _ _ 2mi a(n-1 :|
§C (z zq) i (n—1)! [dz"“1ﬂ ) z=2z,
Evidentemente, este caso,valido Vn > 0. se reduce al previsto
en elTeorema conocido como Extensidn de la Férmula Integral
de Cauchy,desarrollado en el Capitulo Ill.

z=z,

Integrando con dos singularidades simples z, y z, en el interior de C, i

Evidentemente, se trata de calcular integrales de la forma : '|
]g _ f@

c ZZ1)ZZy) J(Z—ZzJ

donde:
* D es undominio simplemente conexo.

C es un contorno cerrado simple contenido en D, como lo ilustra
la Figura inmediata anterior.
f(z) es una funcion analitica en D. (Por lo tanto, f(z) es analitica
sobre C'y en todo punto interior a ella).

z; Yy zy son dos puntos del interior de C, como lo ilustra la
Figura 4.3 que se muestra a continuacion :

(Fig.4.3 :{z;, z, ) soninteriores a C)

Entonces, bajo estas hipétesis, se verifica que :
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1 f(z) _ _fzp f(zp)
2ni Yo (Z-Z4XZ-2Zy) (Zy—Z3)  (Zo7Z4)

Demostracion:
Tracemos las curvas cerradas simple C, y C, , ambas alrededor de

"z, Y z, [respectivamente, sin intersecciones entre ellas (C NG, = (b), coma
o ilustra la Figura 4.4 :

(A8

(Fig. 4.4: (¢, nC, = ®))

“Unamos los contornos C, y C, entre ellos y con C, mediante segmentos

de rectas 4B, cD y EF', como lo ilustra la Figura 4.5 que semuestra a
continuacion :

(Fig.4.5)
Estos segmentos , conjuntamente con las curvas C, C, y C, definen los
contornos cerrados simple Ky = ABGCDHEFIA Yy K, = ALFEKDCJBA que
se muestran en la Figura 4.6 siguiente :

(Fig. 4.6 )

f(z)

T es analitico.

sobre y dentro de los cuales el integrando
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o

que: |
. §g1 (Z-Z1)(ZZp) 0, §K2 T =" )

‘donde todos los contornos K; y K, se recorren en sentido positivo. ”
‘Sumando miembro a miembro las ecuaciones (1), se tiene que: I

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema de Cauchy - Goursat podemos escribir |

§ f(z) f f(z) —0

Kq (Z—Z4 NZ—2Z3) kp (ZZ9)Z-Z3)

Jle donde, obviando el integrando, podemos escribir:

[Lzs'l- soc Hep Voue EF+-[ ] U +I +I +-‘- +-[ +.[ :| =D
;?;Bancelando ahora las integrales de linea sobre igual recorrido pero en sentido
inverso, se obtiene:

[fBGC-i- DHE+IFM] + [Lwﬂm-t-[wg] =0 (1)
7 By
| -§c1 : ( A recorrida en sentido negatwo)
Pero< : I : - -
Pero< IDHE+IEKD §02 ‘ (§Cz recorrida en sentido negahvo) &=
§ fw +jm = 55 recorrida en sentido positivo
Sustityendo en (1) : fc —§C1 —fcz =0, esdeci f fq + fcz
r i : f(z)
Introduciendo ahora el integrando T2y en la ecuacion (2), se obtiene:
f(z) = f(z) f(z)
§c ZZZZ) §c1 ZZ4)ZZ3) +§Cz @Z)@2Zy) ®)

f____Pero f(z) ; —-——es analitica en todo punto sobre y dentro de C,,, por lo tanto

Y (Z-Z4
aplicando ahora el Teorema de la Férmula Integral de Cauchy, se obtiene:
_f(z)
§ =2 o Zsri':—j(—z)—:] L) )
Ca ( o Zz) ( Z—Z;) z=7, (ZZF—Z'I J
Anédlogamente:
Eff% es analitica en todo punto sabre y dentro de C;, porlo tanto
‘aplicando ahora el Teorema de la Férmula Integral de Cauchy, se obtiene:
_fz)
E22) gy = 2mi __K‘L] PP (C2))
§02 (z = ) ——2 27:1[ = - = 27i Zzy (5)

Sustituyendo los resultados (4) y (5) en la ecuacion (3), se obtiene.

90




r § 1A m[ flz)) , _f(zy) ]

¢ (Z—Z4)0Z-Z3) (Z1-Z2)  (Zp—Z4)

lo que demuestra el teorema.

Integrando con n > 3 singularidades simples z,, z,,...,z, enel

interior de C.
Generalizando el resultado anterior, se puede probar que, si f{z) es
analitica tanto sobre el contorno cerrado simple € como en su interior,

yademas, z,,z,,....... ,z, son puntos del interior de C y distintos,
entonces:
= § f(z) o f(z4)
2mi Yo (Z-24)2Z-2Z3) - «Z-2Zn) (Z1-22)(Z1—Z3)Z1~Zn)
f(z,)
(Z2-Z1 )(Zp—Z3)(Z3—Zn)
2o 4 f(z0)

" (Zn-Z4)(2Zn—Zg)=Zn—Zn_1)

Para probar este resultado, bastaria con integrar sobre los contornos
K,y K, quese muestranen laFigura4.7 y proceder en forma

analoga al caso anterior.

(Fig.4.7 : {z1, z, ..z ) interiores a C)
= 00 =.
EJEMPLOS RESUELTOS |

odos los casos, salvo indicacion en contrario, el contorno de integracion
 supone recorrido en sentido positivo.
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lie la integral : I = -k cos(z—1)

=gt TAED dz , alrededor de | z| =3

™

(Contorno C: | z[ = 3)

Zl=—1

Los Puntos singulares { } son ambos interiores al contorno de

Zn = 2
integracién dado por | z[ = 3 ,luego, es necesario trazar dos circunferencias
i

.g+1 | =py | z —2] = p para convertir el dominio simplemente conexo dado,

un diminio triplemente conexo en este caso, tal como lo ilustra la figura que
Se muestra a continuacion y donde cos(z—1) es analitico:

3

! (Dominio D triplemete conexo)
Aplicando ahora fa Extension def fa Formula integral de Cauchy para regiones
triplemente conexas, se obtiene:

cos(z-1) ds — cos(z-1) + cos(z-1) _ cos(2) . cos(1)
(z-1)(z-2) (z2) {,__, (2=1)  ly=a -3 3 |
e donde,
. cos(z—1) dr = SOSW-COS®) _ 51010

2mi J o (Z-—'I)(Z—Z) 3




AT . e 1
[;Evalue laintegral : I = fc Faez) dz , alrededor del cuadrado cuyos

vérices estanen: z=12 y z=12i
Solucién:
El contorno de integracién se muestra a continuacion:

(Contorno de integracién C )

. z, =-1 et
Los Puntos singulares { ! ; son ambos interiores al contorno de
z =
2
integracién C, luego, es necesario trazar dos circunferencias
|z+1|=py |z-1|=p paraconvertir el dominio simplemente conexo dado,
‘en un dominio triplemente conexo en este caso, tal como lo ilustra la figura

‘que se muestra a continuaciéon y donde ﬁ es analitico:

(Dominio D triplemete conexo)

Aplicando ahora la Extension del la Férmula Integral de Cauchy para regiones
triplemente conexas, se obtiene:

i i} o - i
i §c ez(z%-1)dz_ 2ri J ¢ (2_1)(Z+1)d2— l: (z-1) }z=—1 +l: (z+1) :]z=1
De donde,
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Lz = 2::;-[ e s %} - 21::'[ =i ] = —27i[ €€ = 27i senh(1)

-1 2
Es decir : §C Sy = 2 senh()
Ejemplo 3

Evalle la integral : I = §C zz_";ﬁdz- alrededorde |z-1| = %

(Contomo C : | z—1| = 8/9)

El punto singular z, = 0 es exterior a la curva de integracion.

L+
Ty I .
Pero z2-z4+12=0= ’ , 2 _ = ambas singularidades
=1
=g

son interiores al contorno de integracion C; luego, aplicando la Extension
de la Férmula Integral de Cauchy, se obtiene :

Inz
§c 22 _z41/2 az

: In(1+i) In(l—r’)
Al ]n22 InZ3 :I 2 2 2

= 2xi + =

= AT .I..___
8722 722 In(1+i)m[1—fJ In(l—ijm(l-i—iJ
2 2 T s A
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c z—z_";iwdz = ann[%] = 2n{In(1) + i[arg(l +i) —arg(l —i)]} =

fo e - 2n {0+ {5 - (5) 1} ~2el ] -2

DOMINIOS MULTIPLEMENTE CONEXOS

i-3.1) LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY EN DOMINIOS
DOBLEMENTE CONEXOS
Teorema:
*  SeaD un dominio doblemente conexo, limitado por los contornos
cerrados simples C y C, ,tales que C, es interiora C como muestra

la Figura 4.8:

5
-]

X

(Fig. 4.8 D : Dominio Doblemente Conexo)

* Seaflz) una funcién analitica en Dy en sus fronteras C y C;.
* Sea z, unpuntodeD.

Nétese que f(z) no es necesariamente analitica en el interior de (.
Bajo tales hipétesis, se verifica que:

§ ﬂdz—f 2 b =g fzo)

¢ (Z-Zp) ¢ @20
con ambas integrales tomadas en sentido positivo
Demostracion:

Unamos C con C; mediante el segmento 4B y consideremos el contorno
‘cerrado simple K = ABCBADA que se muestra en la figura (Figura 4.9 ):




] Y A

(Fig.4. 9 K : Contomno Cerrado Simple )

f(z)
c & Zgp)
Como f(z) es analitica dentro y sobre la frontera K, podemos aplicar el

Teorema de la Férmula Integral de Cauchy y escribir: j;K (:E‘?O ; dz = 27iflz,).
Pero, obviando el integrando podemos escribir que:

§K 2 P N 1 % S — (1)

Pero: fAB = j’DE por lo que la expresion (1) se reduce a:

i( - BCD+L:‘FGA - _§c, +§Cz =271 flzq).

Evaluemos la integral f dz alrededor del contorno cerrado simple K .

De donde:

f(z) f(z) A
fc {(z-Z;) i §c1 (Z—Zo}dz = 2mi flzq)

lo que confirma el teorema.

NOTA 1: Osérvese que ambas integrales se deben tomar en sentido positivo.
NOTA 2 : f{z) no es necesariamente analitica en el interior de C,,

4.3.2) LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY EN DOMINIOS
MULTIPLEMENTE CONEXOS

Teorema:
*  Consideremos ahora el dominio n veces conexo limitado por los
contornos cerrados simples C', €4 C;,...,C,, como se muestra en la

Figura 4.10:




SIS
Ag Gl ¢ Orm

(Fig. 4.10 D : Dominio Multiplemente Conexo)

* Sea fz) una funcion analitica en D y en sus fronteras.
* Seaz, unpuntoenD.
Entonces:

. i.-, @ f D e § 2D g = 2mifz,)

c (ZZ,) (z-z,) , (72Z,) cn (2-Z)

Demostracion:

Para obtener el resultado deseado, basta integrar alrededor del contorno
cerrado simple K = ABCCDEFGHIJKLMNOPQRST -« - +4 que se muestra en
la Figura 4.11 y generalizar el resuitado obtenido en el numeral 4.3.1) arriba
expuesto.

—

(Fig. 411 K : Contorno Cerrado Simple )

NOTA: Obsérvese que f{z) no es necesariamente analitica en el interior de C,.
(j =1,2,---n). Obviamente, silo es Vj, entonces las integrales
presentes en la expresion (1) se reducen a las previstas por la
Férmula Integral de Cauchy.




Evalle laintegral : 1= § —2%;ds
. -2 2

(Contorno:| z—1] = 2)
Dominio limitado por | z—1| = 2 es Simplemente Conexo, pero existen en su
interior dos puntos singulares del integrando, a saber:
z, =0, Polo Simple

z, =2, Polo de orden 2

que hace necesario trazar las circunferencias : C, :|z| =12 y
( :\ z— 2] = 1/2 , para obtener asi el dominio triplemente conexo de la Figura
que se muestra a continuacion:

r

(Contorno:| z—1] = 2)

Aplicando ahora la extension del la Férmula Integral de Cauchy para dominios
multiplemente conexos, se obtiene:
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_cosz o o
i §‘3 2(2—2)2 - §C1 z(z~2) §C‘2 2(2_2)2dz ---------- 1)

Pero:
00522
. c;c.sz2 dz = § ﬁ_ldz r 2m|: 00822 :' _ 27”-[ 1 > :l - %{_
®Cy 2 2—2) l Z|=1!2 (2_2) Z=0 (_2)
e cosz . _ (=£=) 2 i[ cosz ] N 27”.[ —Z SeN Z - COS Z ]
e 22112 &) : ' Bt RoaEe # =2
| D cosz s cos2
| De donde : {’62 —-2(2_2)2 dz = xr[sen(2)+ > ]

."-'E- "

'_'u_stituyendo estos resultados en la expresidn (1), se tiene finalmente :

| senz SIS e cos?2
= § Ty = & i sen(2) + <52 ]

|z-1|=2
: LA 1 _ €082 ] _ _ ;
Es decir: I m[ 5 —sen2 — <52 ] 0.63216 i

TEOREMA DE MORERA

ntroducclén Es interesante notar que las funciones de una variable real no
Poseen en general, las propiedades de las derivadas de una funcién de variable

mpleja f(z),descritas por el Teorema anterior y expresadas por la férmula
generica:

SO = R (zf(z’ ...................... (1)

C es la frontera de la region simplemente conexa D
z, €sunpunto cualquiera interiora ¢
He= 102085000

En efecto, en puntos particulares, una funcion de una variable real puede poseer
a 0 mas derivadas, sin que esto garantice la existencia de las derivadas de

0s los érdenes. Por ejemplo, en el origen, la funcion y = x7? posee primera y
gunda derivada,

pero no tiene derivadas de orden superior a éstos. Osérvese como, en efecto,
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y=x" =

; 7.3 0
Vix=0 = g% =

X=0 3 X=§
¥ IX=0=_;_ .;_x " =0
={

| zl.i.Lx_%=M=> | No existe
¥ Iy =333 (x2!3) Y Ix=0

Mediante el Teorema de Green en el plano complejo, podemos ahora
demostrar que el reciproco del Teorema de Casuchy-Goursat conocido como
Teorema de Morera y que enunciaremos a continuacion:
Teorema de Morera:
Hipotesis 1:
* Sea C una curva cerrada simple que encierra un dominio simplemente
conexo D.
Hipotesis 2:
* Sea flz) una funcién continua, con derivada también continua en el dominio
D.
~ Hipotesis 3:
* Sea f flz) =0
C

Entonces: fz) es una funcién analitica.
‘Demostracion:
Lacurva C y el dominio D se mustran a continuacion:

Y »~

(Fig.4.12 C : Curva Cerrada Simple )

Si flz) tiene una derivada continua en D, entonces podemos aplicar el Teorema
de Green a la expresion: § fz)dz = f udx — vdy + if vdx + udy
c (84 C

para obtener: § flz)dz = [[(~2 - & Jaxdy-+ 1 [[( & - &L Jaray
D D

Pero, por hipétesis, f( fz) =0 porloque:
—g(g—:a-%’)dx@+ig(—g%—%]dxdy=0 ........ @)
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de donde:

I

oy
oy
s

ox

derivadas estas que son continuas por hipotesis. Por lo tanto, las funciones

u y v satisfacen las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, lo que es suficiente para
determinar la analiticidad de la funcién f{iz) = u +iv en la regién D, o que
demuestra el teorema.

441) Ejemplos Resueltos Il:

Ejemplo 5 : Analice la analiticidad de la funcidn f(z) en la regidn D
definida por: | z| <1

De estas ecuaciones se deduce de inmediato que:

QR R

) fA=+ B =L o f)==22

zZ
Solucién:
a) Laregiéon D se muestra a continuacion:

Ademas:
§c —dz = 2ri # 0 = No se cumple la hipdtesis 3 de Teorema de Morera, en

mnsecuencia flz) = —- no es analitica en todo punto de la region definida por C,
es decir, en: | z| < 1. -

iiz) = -—— § ?dz 0, porser n >= 2 # 1, porio tanto, se cumpien las
c

hlpétems‘l y 3 del teorema de Morera.

Sin embargo,

fz) = L no es continua en todo z perteneciente a la region | z] <1 pues tiene
Z

una discontinuidad en z = 0 e D. En consecuencia, no se cumple la Hipotesis 2
2 de Teorema de Morera, por lo que la funcién dada no es analitica en D).
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ll

flz) = dz = 2ni [ sen z] 0
por lo tanto, se cumplen las hlpétesis 1y 3 del teorema de Morera.

sen z
=1 porloque: Az) = Z
Siz=0

sen z § sen z
e

senz , Siz#0

"j"ﬁemés, lim
' Z-0

Es decir, la discontinuidad en z = 0 es evitable, por lo que la funcién fz) es continua
en D, Estudiemos ahora la continuidad de -4.1tz).

zcosz—Sen z . d 0
ST S
Aplicando ia Regla de L "Hopital,obtenemos :

cos(z) — zsen( z) — cos(Z sen( z
lim d[f(z)—lim 2) (2) ()—lim——()——o

'l Yy Z-0 2

Por lo tanto , flz) y = _f(z) son continuas en D. En consecuencia, también se

CL Emple la segunda hipéteis prevista en el Teorema de Morera, por lo que la funcién

- es analitica en dicha region.

44.2) Ejercicios Propuestos I:
Estudiar la analiticidad de las siguientes funciones, en la regién D
que se especifica en cada caso :

) fo-——E |zt ;b ﬂ)—_——'+°:s(3z’, |z|<1

9 j(z)=(7ﬁ-)z—_ﬁ,[z|s3 . d) f()—zT:‘(—z“;i |z <L
4 IS Tl

- DESIGUALDAD DE CAUCHY

Ahora deduciremos una importante desigualdad conocida como : " Desigualdad
de Cauchy", la cual establece que: [ J "’(zg)| < Erl,!,—M , donde:

| R = radio de una circunferencia C' con centro en z
| M = méaximo valor de | f{z)| sobre la circunferencia C

_ Demostracion:
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25 0

W

(Fig.4.13 C : Curva Cerrada Simple )
Por la Extensién de la Férmula Integral de Cauchy, se tiene que:

o) = AL § @ g no123
f (ZU) 2“_‘. : (z—zn)n+1 7 It ot R

Pero, aplicando a esta expresion la Desigualdad ML, la cual establece que:
| M = cota superior de |f(z)|, es decir, [fiz)| < M,Vz € C

|f5

0f(z)dz| <ML , con :

'f gﬁ ] L = longitud de la trayectoria de integracién = 2zR

se encuentra que: | /(zo)| = -:El:-[- j;(?j;%).’ﬁdz < % o Mfs Erj? - 27R = }?_L M
54

Esdecir: | /"(z0)| < T?ﬂl .M |, seglin se queria demostrar

TEOREMA DE LIOUVILLE :

Siflz) es analitica y acotada en valor absoluto para toda z finita, entonces :
flz) es constante.

Demostracion:

Por hipéteis, | /(z)| es acotado, porlotanto: |f(z)| <M, paratodo z finita.
‘Ademéas, usando el teorema de la Desigualdad de Cauchy, podemos escribir
que: |f(”(ze)] < % -M.

Como R es tan grande como se desée ( en virtud del Principio de Deformacion
de Contornos),y » =0,1,2,..., se deduce que: l ¥ ("(Zo)] < }hal

Como esta igualdad es cierta para todo R, puede tomarse R tan grande
como se desée, y concluir que ] f {"(zo) | =1,

Ademés, z,, es arbitrario, por lo que puede escribirse que | f“(z)| =0, para

toda z finita. En consecuencia, f(z) es constante bajo las hipdtesis enunciadas,
lo que comprueba el teorema.
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE GAUSS

Es una de las consecuencias mas interesantes de la Férmula Integral de Cauchy.

- Dicho teorema establece lo siguiente:

Teorema:

* Sea f{z) una funcion analitica en un dominio Siplemente Conexo D .

* Sea C una circunferencia de radio p y centro z,, contenida en D.

- Entonces, el valor que adquiere f{z) en el centra del circulo C,es igual a la

media de los valores que toma f{z) a lo largo de su circunferencia.

- Demostracio6n:

Para demostrar este teorema, consideremos una circunferencia de radio p y
centro en z,, como ilustra la Figura 4.14:

! (Fig. 4.14)
Por simple aplicacion del teorema de la Férmula Integral de Cauchy, se tiene que:
fi ;
—(E(:%-—}-dz =i flzg) ()

‘Se observa que cualquier punto de la circunferencia C puede expresarse por
dz = ip e¥do

0<6<2r

‘Sustituyendo estas expresiones paraz, dz y 6 en la ecuacion (1), se obtiene:

laforma :z=z +pe? = {

2n f(Zo +p ei") . i0 _ ;
[, [T s ip e¥dd = 21i fiz,),  de donde, efectuando algunas

- simplificaciones evidentes, se obtiene :

-%iﬁxf(zo +p eie)dﬂ o S I I ARG il H (2)
;;iQtras formas de la expresion (2) son:
J, @ |
a) flzp) = -°—2-n—- = valor de la integral de linea sobre C dividida por
la amplitud del intervalo 2z) . oo (3)
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3 b) Az,)= ___1:_2_11_____

alquiera de las expresiones (2), (3) y (4), representa por lo tanto el valor
io de fiz) a lo largo de la circunferencia, por lo que cualquiera de ella es
tonocida como la expresion matematica del Teorema del Valor Medio de Gauss,

funcién flz) se expresa por su parte real y su parte imaginaria, es decir,
i fz) = u(x,y) +iv(x,y) , podemos volver a escribir esta expresion de la

Luente manera: u(zy) +iv(zg) = 5 J‘ u(zo+pe'9)d9+ i Iz,, v(z0+,08]9)d9

ando zq =Xy +y, €igualando partes correspondlentes acadaladodela
BCuacion anterior, tenemos:

u(xu,y0 ) = —2? u(zu +pe'e)d9 ....................... (5)

(xn, Yo ) v(z + pe'ﬂ)de ...................... (6)
Vemos de la ecuacion (5) que la parte real u de la funcién analitica f{z) en el
tro del circulo, es igual al valor medio de « calculado alrededor de la
nferencia centrada en z, y de radio p. :

De igual manera, el valor de la parte imaginaria v queda expresado por la

cion (6).

o tanto, si se conocen valores de # en ciertos puntos discretos de la
nferencia de un circulo, podemos usarlos para determinar en forma

] T 2n

De esta manera es posible encontrar un valor aproximado de « en el centro
frculo.

| caso tipico, se usan cuatro puntos de la circunferencia uniformemente
rados. Este método es el fundamento de un procedimiento numeérico llamado
todo de las Diferencias Finitas", y sirve para evaluar funciones armonicas

§ puntos interiores de un dominio, cuando se conocen los valores de la

cion sobre las fronteras de dicho dominio. Dicho método se usa en la

lucidn de prablemas fisicos que surgen en electrostatica, transferencia de
y mecanica de fluidos.

$7.1)  Aplicacion del Teorema del Valor Medio de Gauss
En la préactica, el Teorema det valor Medio de Gauss se usa para calicular

Integrales cuyo integrando es una funcién de la variable 8, obviamente cuando
tervalo e integracion de dicha variable es 2r.

nefecto, la ecuacion (2) puede ser escrita de la forma :
f:r Az +p e')dp = 272z ,)

" f(zo +p eie) = f@) , por lo que sustituyenda en la expresidn anterior,
ptiene :
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[ £0)d6 = 21f(z,)
do el teorema de la Formula Integral de Cauchy a esta Ultima expresidn,

obtenemos :
fa) , _ 1 fiz) -
j f6)do = 27 ( =) :f e TC Fzdn  es decir:

[ royde = 1§ =2 d: | (1)
C

47.2) Ejemplos Resueltos il

Ejemplo 6: Emplée cualquier version del teorema del Valor Medio de Gauss
para evaluar las siguientes integrales:

a) I=-["€e%ds b) I=["cos(cos6+isen6)do
e) == o f cos(cos@) - cosh (send)do

& 1= jz” cos(2 + cos8) » cosh(send)do

ey I={ 3 cos(3 +2¢0s8) « cosh(4 + 2sen6)de

1
y) I_-nj_?x a+cos(no) 40 ’ con:{a>

~ 2r Jo aZ1.2acos(no)

n = enlero

> 1
g I=["In(a?+1+2acos(n0))do , con:{ ¢

n = eniero

i —0+i0
Sea flz) = ¢% ; CDmOIz——-zo+pe'B:$ { %o
p=1

dz = ie'Vdp

'—Lzm eiﬁ Ee e ez :ie = - f

Luego.zﬁ_[oe dé 5 r.§(z_0)c:i!"z‘:=,>z eV =y zy = 0+i0
C C:lz—0|=l

y por la Férmula Integral de Cauchy, obtenemos:

1 I

2r ! (z—O)

B _ 0 _
«LQ@2mi)e®|,_, =e" =1

Por lo tanto:
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= (P aek gy
i =3[, €% do=1
Se desea calcular 7= [ " cos(cos6+i sen 0)do

Se puede considerar que esta integral proviene de : J = §ﬂdz siy sélo
[

(z-z,4)
z =24+ pe? z=e" = cosf +i send
si :flz) =cosz , CON <z, =0+i0 = < dz=ie'%p
p=l C: ]z—Ol -
Por lo tanto:
| i j‘z’rcos(cos@+isen G)de = }__C (%)dz

Aplicando la Férmula Integral de Cauchy a ésta Ultima integral, se obtiene:
I=[" cos(cos0+isen 6)do = L @ri)fcosz],e g = 27 00s(0) = 27
En consecuencia: 7= | z“ cos(cos +isen 9)dd = 2x

Se desea evaluar I =: —2??_[? cos(cos@) « cosh (sen)dd
Evidentemente, la integral dada 7 = 'il? I zﬂ cos(cos @) » cosh (send)do

proviene de la integral : —2‘;{]‘? cos(Rez) « cosh(Imz)dd siy sdlo si:

z=zo+pe"’ .
_ z=e" = cosf+isend
zc=0+10 =

dz =ie" do
p=1
Asi se tiene que:

= ﬁf;ﬂ cos(cos @) » cosh (send)dd = "?I?r- . % f cos(Rez) « cosh(Imz)dz ,...(1)
1Z|=1
Luego, por aplicacion de la Férmula Intgegral de Cauchy al lado derecho
de la ecucion (1), se obtiene:

1= -2-‘&—_[::’: cos(cos @) » cosh(send)dd = 2]_11: . %(in)[cos(Rez) -cosh(Imz)],_o =1
Por lo tanto:
Ly {2 5 e~
I= ﬁjo cos(cos@) = cosh (senB)dd = 1

Evalle la integral : 1 = J' z’z cos(2 + cos @) » cosh(send)do
Solucién:
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z = e" = cosf +i send

' dz = iel 94
Hagamos : z = cos@ +i sen @ = )
zo = 0+i0
C: |2~0]=1

Aplicando el teorema del Valor Medio de Gaussé, obtenemosh:
= ff,x ¢08(2 + cos8) « cosh(send)dd = 'T§ cos[2+Re@]-cosh{im@)] ,
Cc

Z-0) (1)

Luego, por aplicacion de la Férmula Intgegral de Cauchy al lado derecho de
- laecucion (1), se obtiene:
I= [2" cos(2 + cos6) - cosh(send)dd = L(27i){cos[2 + Re(z) | - cosh[Im(z)]}

Z=0+io

de donde:
I= J'zx cos(2 + cos@) - cosh(send)dd = 27:005[2 + 0:’ - cosh[0] = 2mcos(2)

Evalie Ia integral : / = [** cos(3 +2cos0) - cosh(4 + 2sen6)d6

Solucion:
z =e" = cos@ +isend
dz = ie'9dp
Hagamos : z = (cos@ + isenf) = .
Zg = 0410
C: |z~0| =1

Aplicando el teorema del Valor Medio de Gauss, obtenemos:

cos[2+2Re(z)]. cosh{2Im(z)]
2-0) 4z (1)

= J? cos(2 + cos @) « cosh(send)dd = - §

C
Luego, por aplicacion de la Formula Intgegral de Cauchy al lado derecho de
la ecucion (1), se obtiene:
L

- ﬁ" cos(2 + cos B) - cosh(send)dd = ~(2ri){cos[2 + 2Re(z) | - cosh{2Im(z)} -
de donde:
= _[ ? cos(2 + cos ) = cosh(senf)do = 2n 005[2 + 2(0)] = cosh[2(0)] = 2mcos(2)

. _ 1 2 __a+cos(ng) a>|
Se desea evaluar: /= 5[ T Zacos (o] o mrere
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Solucioén:
Considerando que : 1 = cos?(n8) +sen?(nd) , el integrando dado puede
escribirse en la forma:

a+cos(ng) a+cos(nd) _ a+cos(nb)
a2r1:2acos(M®) 524 cos®(n) +sen?(nd)+2acos(ng)  [a+os(nd) ] +sen® (n)
De donde:
a+cos(no) _ a+cos(ng) (1)

a2+1+2acos(nd)  {[a+cos(nb)]+.sen(nd)}{[a+cos(nb)]-isen(nd)}
Por lo tanto, se observa que:

a+cos(né) _ B
a2+1+2acos(nf) Re{[a+cos(ne}l]+ssen(n0) } - Re[ a1+lzl1 ]

zy =0+i0
endonde:z= (0+i0)+e? = < dz=ie' do
£ lz—O, =1
por lo que:
I E,_J.zg , a+cos(no) [?EIT:J
0o a +1+2aocs(ne) |z~0|—1 —ZJ))_

Por aplicacién de la Férmula Integral de Cauchy a esta uitima integral,

se obtiene:
E ¢ a+cos(no) ¢ ~ 1
i3 21r 0 a2+1+2acos(no) A= 2_ (Zm)Re[ a+zn ]z=zn=0 = Re[?]

> _ 1 [ a+cos(no) _ A
Esdecir, /=52, aZ+i+2acos(no) 0 = @

1
g Sedeseaevaluar: = jz" In(a? + 1 + 2acos(nb) )do con:{ it

n = entero
Notese que :
a? +1+ 2acos(nf) = a? + cos?nf +sen’nf +2a cos(nd) -
a? 41+ 2acos(nd) = (a+ cos n@) - +sen?nd =
a2 +1 +2acos(nd) = |a + cos n@ + isen(nd) | E =
a? +1 +2acos(nd) = ' a+e™® |2 o= | a+z" ]2
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zy, =0+10
donde: z= (0+i0)+e? = < dz=ie'’do
Clis ,2—0]-:1 I

En consecuencia, aplicando el Teorema del Valor Medio de Gauss, se

obtiene:
o in| a+z" \2 !
I=[*In[a®+1+2acosng]do = L § —o % O |

| Z-0|=1
Aplicando la Férmula Integral de Cauchy al lado derecho de la
ecuacion (1), se obtiene: i
I= [ Ina® +1 +2acosnbldd = L(2ri)in| a+2" % = azin| a+ 2" I,
= ,.—ff(Z?rr')[lnz”]zesa_HG =4rina I

En consecuencia : |
I=["In(a? +1+2acos(n6) )do = 4zlna .\

=00 =

Ejlemplo 7: Emplee cualquier version del teorema del Valor Medio de Gauss para
evaluar las siguientes integrales :
@ I=["cos(2+30c0s28+ 3 sen20)da

b)  I=["cos(4+3cos6)cosh (~2+3 sen 0)do

uciones:
Se desea evaluar: [ = f 3” cos (2 +3cos20 +i3 sen29)d9
Zy = 0+ i0
- dz=ie' dg
Hagamos : z =¢'® = (cos6+isend) = < ¢
3¢cos28 + i3 sen2d = 32
C: lz' = ]

~ En consecuencia, aplicando el Teorema del Valor Medio de Gauss, se
'~ obtiene:

5 _ I cas (2+322J
- cos(2+3cos20+13 sen20)do = L § —g W ll)
. | z-0l=t
Y por el Toerma de la Férmula Integral de Cauchy, se tiene:

I=["cos(2+3c0s20+3 sen20)do = L2ri)[cos(2+32°)] =

2=2+i0
I=2rcos(2) = —2.6147
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Se desea evaluar: I = j' i” cos(4 + 3 cos@) - cosh (—2 +3 sen e)de
(
zg = 0+1i0
dz=ie’ do
3cos@+i3send =3z
L & !z[ =1

Hagamos : z=e'® = (cos@ +isend) = <

4+3cosf =4 +3R
De donde: oS elz]
-2+3senéd =-2+3Im[z]

Luego, por el Toerma del Valor Mediio de Gauss, se tiene:

I=["cos(4+3cos0) -cosh(-2+3seng)ds =

ol :F cos[4+3 Re(z) Jcosh[-2+3Im(2)]
I | z|=1 (Z"'o)

_ Y por el Toerma de la Férmula Integral de Cauchy, se obtiene:
= L (2zi){cos[4 +3Re(z)] - cosh{-2 + 3Im(z)1},_, =

I= 2n{cos[4+3 (0)] + cosh[-2 +3(0)]} = 2mcos(4)cosh(2) = — 15.451
- Por lo tanto:
= j'zx cos(4 + 3cos@) » cosh(-2 + 3senf)df = 2w cos(4) cosh(2) = —15. 451

TEOREMA DEL MODULO MAXIMO

* Sea flz) una funcion que no es constante y que es continua en todo punto
de una region cerrada y acotada R.

*  Lafuncibn f{z) es ademas analitica en todo punto interior de R.

Entonces, el valor maximo de | fz)| en R debe corresponder a un punto de la
frontera de R.

Demostracion:
Sea R el conjunto de puntos del contorno C mostrado en la Figura 4.10, y de su
interior:
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(Fig.4.15: Region R)
Supongdmos que el valor maximo que adquiere | fiz)| en R corresponde a un
punto z,, de esta region y llamemos m a dicho valor; es decir :

| A o = [ A20)| =
Consideremos una circunferencia C de radio R y centrada en z, contenida

z, podemos elegir R de tal manera que C pase por un punto z tal que .
tenemos que, en este punto: ] fzg + Re® )[ <m.

9=ay 6=p, alolargodelcual | iz, +Re”)| <m—b, dondeb esuna
‘contante positiva tal que b < m. Tenemos entonces que, a lo largo del resto

&l valor méximo de | f(z) .
Por el Teorema del Valor Medio de Gauss, podemos escribir que:
f z" fzo +Re®)dd = 2nf(zo)

Pera:

fy Req +Re")db = [ flzg +Re®)db + [ flzq +Re")db = 22fiz,)
‘Tomando valor absoluto a ambos lados de la igualdad anterior y aplicando la
desigualdad triangular, podemos escribir:

| 17 fizo + ey +] j;”j(zﬂ J.-Re“’)dﬂ‘ > 21| fiz,)|
Aplicando ahora la desigualdad ML a cada una de estas integrales,tenemos
| Parala primera integral de la izquierda: | Az, +Re®)| <m—b
Para la segunda integral de la izquierda: | fiz, +Re®)| < m
En ambos casos. la cantidad L es el intervalo de integracion, g8 y 2z - j,
respectivamente. Asi, hemos obtenido que:
(m—b)B+m@2r — B) > 2x| fz,) |

De donde:

delarco, f < 6 < 2z, se verifica que | flzy +Re”)| < m, pues | flzy)| =m es

totalmente dentro de R. Como | fz)| no es constante en ninguna vecindad de
[fz)| < m. Describiendoa C por medio de la ecuacion : z = zo +Re”,0 < 6 < 2n

‘Como f{z) es una funcién continua, debe existir un arco sobre C , definido entre
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mpB—bp+2xm—mp > 2x| fzo)| = | Azo)| <m- bp

) 2n
La cantidad que aparece en ef lado izquierdo | fiz,)|, es m, el valor méximo

de ] j(z)l. Pero m no puede serinferiora m— %E-‘ Por lo tanto, hemos

legado a una contradiccion. La suposicion de que z, €s un punto interior a R
debe ser falsa. Puesto que [ f2) [ alcanza su valor maximo en algun punto de R,

_este méaximo tiene que ser en un punto frontera. Para la region R dada en la
‘Figura 4.15, este maximo se encontraria en en la frontera de R.

TEOREMA DEL MODULO MiNIMO

*  Sea flz) unafuncion continua y distinta de cero en todo punto de una

region cerrada y acotada R.

Supongamos ademas que la funcidén f{z) no es constante y que es

analitica en tada punta interior de R.

Entonces, el valor minimo que alcanza | fiz)| en R debe corresponder a un punto

de |a frontera de R.

Demostracion:

‘Obsérvese que se ha impuesto el requisito adicional de que f(z) + 0,Vz € R

ra ddemostrar este teorema, basta con aplicar el Teorema del Médulo Maximo

a funcion.e(z) = ﬁ.

En efecto, como f{z) + 0,Vz € R, lafuncion ¢(z) asume la continuidad y analiticidad
inherentes a f{(z): por lo tanto, podemos aplicar el Teorema del Modulo Maximo a
funcion ¢(z) y establecer en consecuencia que el méximo de | ¢(z)| ocurre en
unpunto z, perteneciente a la frontera de la regién R. Pero el méximo de ¢(z)

‘es necesariamente el minimo de ] fz) ] en z, , lo que demuestra el teorema.

Ejemplo 8

Considere la funcién flz) = ¢” en la region ] z[ < 1. Determine en qué puntos
de esta region alcanza | fiz)| sus valores maximos y minimos.

Solucion:

Puesto que ¢ es una funcién entera (analitica ) y nunca se anula en la region
considerada, el resultado debe confirmar tanto el Teorema del Médulo Méaximo
como el del Madulo Minimio.

En efecto, _

| f2)| = |ez | = I emyl = [exl . | e’yf = [e*] =€
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(Fig.4.16: Regién : | z| < 1)

Ahora bien, | fiz)| es méaximo en el punto de la regién en que e* alcanza su valor
méximo, estoes,en x =1, y=0.

Por otra parte, ] fz) ] es minimo en el punto de la regién en que ¢* alcanza su
i’s}*'alor minimo, esto €s, en x = -1, y = 0. Dichos puntos se encuentran en la
E_rontera de laregion R : | z| = 1, como se ilustra en la Figura 4.16.

Ejemplo 9

En cuentre los valores de z en R que corresponden a los valores maximos
y minimos de | f(z)|, para las siguientes regiones cerradas y funciones f(z).

Escriba los valores maximos y minimos de l z) | en R. Proporcione una
explicacion en caso de que los valores determinados no pertenezcan a la

B - . R:|z-3-i3] <3
b) flz) = z? L R:|z-1-i|<2
t) flo)=¢" , R:|z-1-i| <1
P /)= 2 . R:lz-1-i]<1
Solucio6n:

a) fz) =z J R |23 -i3] <3
Se presenta a continuacion la gréafica de la regién dada
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(Region: lz—1—-i[ < 1)

,.;ﬂz) =z = fl0) = (1 +i)+3e? = (1 +3cosh) +i(l +3send) ) I

Luego: f(8)] = (1 +3c0s6)? + (1 +3send)” = J11 + GeosO + Gsend |
‘Para optimizar a esta funcién, hagamos : g(6) = 11 + 6 cos 8 + 6sené

Conlo cual:<.g(6) =-6send +6cosb : Lg(z) = 0 =send = cosf

dedonde: 6 = £ y 6=—5f—. |
9=-}:>A(3+3§,3+—3—;— "
Ademas, 5 .Notese que ambos |"‘ i
92_5‘4&::>B(3_322:3_'3_é:_) IIII

puntos pertenecen a la frontera de laregion R : |z-3-i3| <3
— 00 =
0) EJERCICIOS PROPUESTOS II l |

Use el Teorema de Cauchy - Goursat, la Férmula Integral de Cauchy o su
Extension, segun corresponda, para evaluar las siguientes integrales:

dz X2 ¥
1°) fc &(2-2) alrededor de &+ 4= =1

(cosz + senz )

2) ~2‘—§ 7 dz alrededor de -"gi + -}; =1
mle (274 25)@+1)

coshz g o T ke

3°) {vc T dz alrededor de (x—1)*(y—-1)° =1
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L fc Efn:%ldz alrededor de |z-2i| =2

3 - cos (senhz) i L hE
5} ‘§C '-——Z—':.,—_i-—z:'_i——-dz alrededor de |Z 1 li =%

2xi

2 I\
6°) fc [—:;i_—i-_;ll—dz alrededor de ]z-—?.i] =2

sen| eZ+ cosz
¢ ( 5 ) dz alrededor de X2 4y? =1
¢ (z-1)%(z+3) '
< e3z 12_ 2 _
%) fc (z~2;)(z—1)2dz alrededor de X2 42 =1

9°) fc 008(22) dz alrededor de 'z] =1

c05(22}
¢ 2%

dz alrededor de [z| =1

11°) a)  Demuestre que: § (il 2mi<- | siendo C: 2| =1

rl+1

by  Demuestre que, si a es real, entonces de la integral anterior se

deduce que:
2r  acos® e
[, ¢** "cos[asend — ngldo = 2::—7 y ademas:
.|'2’t emsasen[a send—n0 | dd =0

12°) a) Seaf(z) unafuncién analitica, tanto sobre un contorno cerrado
simple C como en su interior. Sean z, y z, dos puntos del interior
de C. Demuestre que:

1

1 § fe 4 - f) | f@)
2n i J e (Z-Z4NZ-2Z5) (Z1-22) (Zp-Z1)

b) Sea f(z) una funcién con las mismas propiedades que en el
apartadoa) y sean z,, z,....,z, puntos del interior de C.
Suponga que z,, z,,...,z, tienen valores numéricos distintos.
Generalice el método del apartado a) para probar que:
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! § Sz) 0 fczq)
2mi

dz =
C (z -z, )(z --zz) . .(z —_ zn) (Z4-Z3)(Z4-Z3)(Z1-Zn)

' (Zp-Z1)(Z2-Z3)(Z2-Zn)

f(zn)
(Zn-Z4)(Zn-Z3)=Zn-Zp_1)

+a.o=

13°)  Evalue las siguientes integrales, alrededor del contorno cerrado simple
C que se indica, recorrido en sentido positivo:

a) 1 § cos(z-1)d C:[z|=3

2 Yo GG
B §c e (22 ,  C:cuadrado de vertices{jizi
9§ pep® . Ci|e-1=§
%) §cez(le)zdz . C:|z|=
g ZSHREOOEA g, L e | 2| =
h C*—cgf%gn—zidz e | 2] =
8) ﬂgcﬂzz—_z'ﬁdz o C: | 2] =
N §(Fg ) e Cr 2] =3
89 2§ akey S e
7 §Cz@rzzz::ﬁdz e C |zJ.=3
4 f’c 2 dr ot C: |z =
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2e%*cosh?z
J c (2-m)(z+3m) dz

) § z2_¢

c z4-22-20

14°)  Sea D un dominio doblemente conexo limitado por los contornos cerrados
simples C y C; como ilustra la siguiente figura: |

(D : Dominio doblemente conexo)

Sea f(z) una funcion analitica en D asi como en sus fronteras, y sea z
un punto de D . Obsérvese que f{z) no es necesariamente analitica en
el interior de C,. Demuestre que:

; £2) | § £
2m§c Gz & = fes) + 5 ¢, B2

:'-i§°) Integre las siguientes funciones en sentido contrario al del movimiento de
las agujas del reloj, alrededor de la circunferencia | z| = 2. (Donde proceda,

n es un entero pasitivo y a es cualquier nimero)

22 74 = (cosz) (cosz)
@ (z-i)2 : e 97 B2 S
z3 ) S€en(nz) p) eFsenz - e? . e
) (z+1)3 T3 ) T 22 ) (2_1)2 ) z3
z az n
k) .S__n [) zen+1 ) senz ) CDSZ 0) (Z i)n-ﬂ
e
senh@z)
P T

16°) Sea C la circunferencia unitaria descrita desde# = -= a 6 =,
a) Demuestre que j; -‘%dz =2ni (keR)
C

b)  Use el resultado anterior para probar que :
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§ e"***® cos (ksen 9)0’9 = e
o4
17°)  SiC es la circunferencia | z| = 3 descrita en sentido pasitivo y
_ b 28’52 :
g(Z)-—-§-—?_—2'—-"dS ,)Zl'—?—:‘},

a) Demuestre que: g(z) = 6rniz
b)  (Cuéles elvalorde g(z) cuanda |z|>3?

18°) Se denota a C como un contorno cerrado simple descrito en el
sentido positivo. Si g(z) = §?55—-3_‘%§—ds, demostrar que g(z) = 6rziz
{34

cuando z estadentrode Cy g(z) = 0 cuando z esta fuera de C.

19°) Sea C la frontera del cuadrado cuyos lados se encuentran a lo

largo de lasrectasx = +2 y y =12, donde C esta descrita
en sentido positivo. Hallar el valor de cada una de las siguientes

integrales:
e-z _ cos z _ P
a) Z—-——E—- —=—dz : b) mdz 3 C) § -2?_;1—(1'2
4 [ of
cosh )
d) § Z_XO L (235,<2) ;o §2
a4 (54

| 20°)  Encontrar el valor de la integral de g(z) alrededor del contorno
simple | z—i| = 2 en el sentido positivo, cuando:

@ s@=-Fgih - Zlo

21°)  Sidispone de las herramientas matematicas para evaluar las
siguientes integrales, hagalo; en caso contrario, calcule una cota
superior del valor absoluto de las mismas:

= I - (!
2 B 3§ (gf.?) O 2:-&- § (z—1)senz L
|z-1]=2 |Z|=2

22°)  En cuentre los valores de z en R que corresponden a los valores
méximos y minimos de |f(z)|, para las siguientes regiones cerradas

y funciones f(z). Escriba los valores méximos y minimos de | fiz) | en R.
Proporcione una explicacion en caso de que los valores determinados
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no pertenezcan a la frontera de R.

a) f2)=z ,R:Iz—-l—f‘SI

b) fz2)=27* ,R:lz—1~i|52
fe)=e* , R:|z-1-i|<1
Re)mrtr fungiRSadimi 1

= 00 ==




CAPITULO V
SUCESIONES Y SERIES INFINITAS DE TERMINOS COMPLEJOS

INTRODUCION

Las sucesiones y series infinitas son bésicas en el analisis complejo y sus
aplicaciones. En el presente capitulo se definiran las sucesiones, series y
nociones relacionadas ; se estudiaran los criterios para la convergencia y
divergencia de dichas series y se demostrara que, en particular, las series
de potencias representan funciones analiticas.

El hecho de que, reciprocamente, las funciones analiticas siempre pueden
representarse mediante series de potencias, se demostrara en el capitulo VI,
donde se desarrollaran las Series de Taylor y de Laurent.

Los conceptos del presente capitulo son semejantes a los del andlisis real, no
obstante, el mismo se ha concebido autocontenido e independiente.

SUCESIONES
Si a cada entero positivo » se le asigna un nimero Z, , entonces se dice que
estos nimeros forman una "Sucesioén Infinita” o, brevemente, una sucesion.

l’ 2, 3,.-., M u..’ n, LR
Zl) ZZ, Z3, e w ZN, LS Z”, -

Alos numeros Z,, se les llama "términos” de la sucesién. Una sucesion cuyos
términos son reales, se llama " sucesién real " .

5.21) Limite de una sucesién
Una sucesion infinita : Z;,Z,,Z3 ++ - Zn,- -+ tiene limite Z, si
para todo nimero positivo £ existe un nimero entero positino N tal
que :
| Z,-z| < & , siempre que n > N
y se escribe:
Jim, 2 = 2

Geomeétricamente, esto significa que para valores suficientemente
grandes de n , los puntos Z, estan situados de manera arbitraria
proximos al punto Z, como se esquematiza en la Figura 5.1
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(Fig. 5.1)

5.2.2) Sucesion Convergente
Una sucesion es convergente, si tiene limite y se dice que converge
al nimero Z = 4% Za.

- 52.3) Sucesioén Divergente
' Una sucesion que no es convergente, es divergente.

5.24) Ejemplos Resueltos |

Ejemplo 1
La sucesion cuyos términos son: Z, = 1 + l, (n=1,2,3,--+), esdecir

305 6 17

o 3 4 5 5 - e
es convergente pues tiene limite cuandon +~ « , tal que Z = (}n_%(l +

En efecto,

3
—
I
—

12,2 = 1+ 5-1]|=|2|<e; £<e=3>1

Porloque: n > “3;;“
Por ejemplo, si se elige € = 0.01, entoces n > 200.

_ 2
Es degir, |1+201 1|_§DT<0.01

L 8 sucesiénes cuyos términos son:
T 2% 4 % 5
}!_2,3, ~Y s 5 e SOn divergentes.

En efecto, para la sucesién Z, = n , se tiene que: I41'm Zp= lim(n) =0 =
=0 n—w
lJiim Z, ho existe.
=00
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Para la sucesion : -1-, -i’—, -15-, %, %, -g—, . ., se tiene que :
Z, = ?1‘- sin>4
Z, = =" sin>4

iy
21 \

( Fig.5.2: Gréficas de 1 ~yde )

' Ejemplo 3
Estudiar la convergencia o divergencia de la sucesion: z, = 20-1 4 ; 142
- Solucién :
' La sucesion dada es : 1 + 13, 3 +i2, 2 +:%, % +1%,-
Re(Z,) = 1,5, 2, L, = 7, = 2041
Para dicha sucesion, se tiene que: | E 53 34 o !
I. hnczﬂ):3:2=§='§_a‘..:zﬂ i T
- T 2n+1 ) _
. fim 2 = fim (55-) =2
Por lo tanto : :arll_pmzn=2=2+i:>3r{gnwzn,
r1im Z = im (
—00

por lo que la sucesion es convergente.
Enefecto, | Z, - Z| = ‘ 2——“,7#1+if“—,"{l—(2+i)‘ - ‘ ——1n-+i%| = lf— <g

/5 _ 2236...
E
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Por ejemplo, si € = 0.01, entonces | Z, - Z| < € cuando n > 224

Los siguientes graficos ilustran el comportamiento de Z, al incrementarse
~ el valor de n (Fig.5.3) y los limites antes calculados (Fig.5.4)

( Fig.5.3: Gréfico de Z,) ( Fig. 5.4)

NOTA: Obsérvese que, dada una sucesion : Z,,Z;, Zs,« « +Z,,+ + -, puede
considerarse la sucesion de las partes reales y la sucesion de

las partes imaginarias, haciendo Z, = X, +iY,,.

Estas sucesiones son: x, x, x ==« xp Yy y,, L

Por ejemplo, en el ejemplo 3, las dos sucesiones son:

3 5 T -8 & _.5— —3_ L
1:?7 3_"!_4—5 y 3:2: TR
Se demostrd que la parte real tiende a 2 y la parte imaginaria a 1.
Lo aqui expuesto se enuncia en el siguiente teorema:

Una sucesién Z,,Z,, Zs,+ » +,Z,,» -+ de nameros complejos con Z, = X, +iY,
1,2,3,-++) converge al limite Z = a+ib, siy soélo si, la sucesion de las
partes reales X X, X e nX,,, 00 - CONVErge a "a" y la sucesidn de las partes

..'marias N S SR converge a "y".

Demostracion:
1|Z,—Z| < €, entonces Z, = Xn+1iY, estadentrodela circunferencia de

adio & alrededor de z = a +ib, de modo que, necesariamente (ver Fig 5.5 ) :
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3

‘ -
9-%lp O a+élg

X

(Fig.5.5) (Fig.5.6)

Luego, la convergencia Z, - Xn conforme » -+ « implica la
convergenciaXn —a y Y,-b.

Inversamente, si Xn - a y Y, - b conforme » - o, entonces,
para € > 0 dado, puede elegirse N tan grande que, para todo n > N,

IXn—a]<% ) [Y,,~b]<:-g-

Estas dos desigualdades implican que Z,, = X,, +i¥,, se encuentran
en un cuadrado con centro en Z y lado €, como muestra la Fig.5.6.
De aqui que Z,, debe concentrarse dentro de un circulo de radio €
alrededar de Z, lo que completa el tearema.

Este teorema demuetra que, estudiando la parte real e imaginaria, la
convergencia de las sucesiones complejas puede referirse a la de
sucesiones reales.

5.2.5) Definicion : Punto Limite
El punto Z = r!L"é‘o Z, = a+ib, recibe el nombre de "Punto Limite" de

la sucesion Zy,Z,,Z3,+++,Zy,+ » +, Si, dado € > 0 (no importa que tan
pequefio sea), se cumple que | Zi~Z ‘ < g, para un nimero infinito de
sub-indices ».

Geomeétricamente hablando, esto significa que un nimero infinito de
términos de la sucesion se encuentran dentro de la circunferencia

de radio € , aldedor de Z, sin importar que tan pequerio se elija el
radio € (Figura 5.7).
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(Fig. 5.7 ) (Fig. 5.8)

Notese que si se cumple la desigualdad anterior, todavia puede haber un
numero infinito de términos que se encuentran fuera de la circunferencia,
(Fig.5.8), por lo que la sucesion puede no ser convergente. De hecho, si
una sucesion tiene mas de un Punto Limite, diverge. El siguiente ejemplo
ilustra esta situacion:

Ejemplo 4:
| SUCESION Puntos Limites en: | CONVERGE O DIVERGE
{1123, Ninguno Divergente
i1 2 3 4 -
._-2-, B Zi= | Convergente
%,2, %,3, %, 4,... Z = 0, Ninguno Divergente
+.2 L 4.2 |2=01 Divergente (Tiene mas de un P.L.) |

Por lo tanto, una sucesion puede tener uno o mas puntos limites y no ser
convergente.

La Figura 5.9 ilustra el concepto de Punto Limite:

(Fig. 5.9)
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5.2.6) Sucesion acotada
Se dice que una sucesién Z,,7Z,,Z,- « +, Z,, - - - €S acotada, si existe
un numero positivo K tal que, todos los términos de la sucesion se
encuentran en un disco de radio K alrededor del origen, es decir,
| Zo| <K, Vn=123,-"

Iy

A

a
[

o
&

L3

!
<2
% \

|

( Fig. 5.10)
Por ejemplo, la segunda y la Gltima sucesiones del ejemplo anterior,
son acotadas, mientras que la primera y la tercera no lo son.
Se observa también que las dos sucesiones acotadas tienen puntos
limites. En efecto:

ion: L 2 3 n
a) Lasucesion: AR

= P I i =
Zn T B r!'-lrmlzzz” !
1
= Z” 2n+1

[$ES
Il

]

!

= limZ, =0
n+a0

Y]

P

o=

) e 1
4’5

b) La sucesion:

345 = M2, -
PRk AN AR i vi i S

En este caso, a medida que » crece, los términos se agrupan
alrededor de los puntos 0 y 1.Esto ilustra el importante
teorema siguiente:

TEOREMA DE BOLZANO Y WEIERSTRASS
Una sucesion infinita y acotada, tiene al menos un Punto Limite.
‘Demostracion:
Es obvio que ambas hipdtesis son necesarias: una sucesion finita no puede
tener, por definicion, un Puntro Limite. Ademas, la sucesion : 1,2,3,... aunque
infinita, no tiene Punto Limite porque no es acotada.
Para demostrar el teorema, considerremos una sucesion: Z,,Z;, Zsz,»++,Z,,++
ysea K tal que:

‘ Z,,,' SEEOS N
Si sélo un numero finito de valores de Z, son diferentes, entonces, como la
sucesion es infinita, algin namero Z debe ocurrir un ndmero infinito de veces
en la sucesion y, por definicién, este numero es un Punto Limite de la sucesion .
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Ahara puede estudiarse el casa en el que la sucesién cantiene un nimera |
infinita de términas diferentes. Tracese el cuadrado grande Q, de la Figura 5.11 i
el cual contiene todos los Z,.

( Cuadrado Q) ( Cuadrado Q,) (Cuadrado Q)
( Figura 5.11)

- Subdividase Q, en cuatro cuadrados congruentes. Evidentemente, por lo i

*

menos uno de estos cuadrados debe contener un numero infinito de términos
de la sucesion. El cuadrado con el nimero 1 lo denominaremos Q. Este es Il
el primer paso. i
En el segundo paso, subdividase Q; en cuatro cuadrados congruentes y hl
selecciénese un cuadrado Q, de acuerdo con las mismas reglas y asi Il
sucesivamente. Esto proprciona una sucesion infinita de cuadrados :
Q,,Q,,Qs,..... ,Qp, ... ,con la propiedad de que el lado de Q,, tiende a

cera, canfarme n tiende a infinita y Q,, contiene a tadas los Q,,,puesn > m.
No es dificil ver que el nimero que pertenece a todos estos cuadrados,
llamemosle z = a , es un Punto Limite de la sucesién.

En efecto, dado un € > 0, puede elegirse un N tan grande, que el lado

del cuadrado Q) es menor que €, y como Qu contiene un namero infinito

de terminos Z,, , se tiene que: ] Zy— a) < g, para un numero infinito de valores

de n. Esto completa la demostracion.

Ejemplo 5

Para las siguientes sucesiones, estudiar si son o no acotadas, convergentes,
existencia de limite y de puntos limite.

B 123+:s b L1234

Solucién :

a) lLasucesidndadaes: Z, =1,2,3,+++

*  Esacotada ?

25 E

Una sucesion Z,,7,,7Z5, - -+, se dice que es acotada, si existe un nimero
positivo X tal que, todos los términos de ella se encuentran en un disco
radio X , centrado en el origen de coordenadas; es decir, ] Zy | < K,Vn
(Ver Fig.5.10).

Obviamente, la sucesion :1,2,3,++ -, nO es acotada pues por grande que
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sea K, siempre existiran Z,, = n > K que estaran fuera del circulo
descrito.

" Convergencia:
Una sucesion Zy,Z,,Zs - - -, €s convergente siy sdla si cumple una
cualquiera de las siguientes condiciones:
- Tiene limite
- Tiene un sdlo punto limite
La sucesion dada: 1,2,3,« - -, no tiene limite = Z, = n no tiene limite y
por lo tanto, no es convergente

*  Limite: ya se indicd que la sucesion dada no tiene limite

*  Puntos limite:Un punto z = a recibe el nombre de Punto Limite de
una sucesion, sidado € > 0 se verifica que: [ &= aI < &, paraun

numero infinito de sub-indices n. Geométricamente hablando, esto
significa que un nuimero infinito de términos Z,, se encuentran dentro de
la circunferencia de radio € centrada en a, sin importar que tan pequerio
se elija el radio €. (Ver Fig. 5.7y 5.8).

Notese que si se cumple la desigualdad | Z, —a[ < g, todavia puede

haber un ndnero infinito de términos que se encuentran fuera del circulo
antes descrito y la sucesion puede entonces no ser convergente.

En consecuencia, una sucesion puede tener punto limite (o puntos

limite) y no ser convergente.

Evidentemente, la sucesion 1,2,3,-- - n,--+, dado Z =a yun £ > 0,

el nimero de términos dentro del circulo no es infinito (es necesariamente
finito), por lo tanto, dicha sucesién no tiene Punto Limite.

iy 4
#;:

a —>

(Fig. 5.12)

— 00 ==
b) La sucesién dadaes: Z, = % % i—, %, Vel

> Zy = —2—_ = limZ, = lim—2— =1, luego, tomando K = 1, se tiene que
n+1 =+ nso g 4]

| Z,,| < K =1, porlotanto, la sucesidn es acotada.
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> Convergencia:
La sucesion dada:

2
*  Limite: ya se indicé qu

*  Puntos limite:
Evidentemente, para la sucesion - 5 -%— %,%,...., dadoaZ=1 yun £€>Q,
el nimero de términos dentro del circulo de radio 1 es infinito y no existen
términos fuera de dicho circulo (Ver Fig.5.14), por jo tanto, dicha sucesion
tiene un sdlo punto limiteen a = 1.

| e

% % , liene limite y por lo tanto, es convergente
suc

cD u[N

esrén dada tiene r}:m =1

(Fig.5.14)

= 00 ==
‘Ejemplo 6
Para la siguiente sucesion: ; s ; -3, 1 —.4,~++ estudiar si es 0 no acotada,
‘convergente, existencia de limite y de puntos limite.
‘Solucién :
*  Esacotada ?

| R [ (O B ot . f
ol S e e

Zy=23,4500= Z,=M+1) ﬁAL{I&O_Z;:oo
mZ, # tim Z, = 2 lim 7,

Evidentemente, por grande que sea K , siempre existiran términos
Z, = (n+1) fuera del circulo (Ver Fig.5.12). Por lo tanto, la sucesion no
es acotada.
Convergencia:
Como ya se indicg, la sucesion no tiene limite, por lo tanto, no es convergente.
Limite: Ya se indicd que la sucesion no tiene limite.
Puntos Limite:
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Zy= s oo —1—,- «» = tiene un punto limiteen :a =0
Z, =2,3,4,++- = Z, no tiene punto limite

En consecuencia, 1a sucesion fiene un sélo punto limite y es divergente, ya
que Z,, = 2,3,4,-«+ no tiene limite.

PRINCIPIO DE CONVERGENCIA DE CAUCHY

Mediante el Teorema de Bolzano-Weierstrass se establece un criterio general
para la convergencia de una serie , el cual sera fundamental en nuestros estudios
posteriores. Lo importante de este criterio, conocido como * Principio de
Convergencia de Cauchy ", es que el mismo puede aplicarse sin conocer de
antemano el valor del limite, lo que constituye una gran ventaja si se compara con
|a aplicacion directa de la definicién de convergencia de una sucesidn, antes
expuesta. Dicho principio se establece en el siguiente teorema :

TEOREMA : " Principio de Convergencia de Cauchy "

Una sucesion: Z1,7Z2,Z3,~~+Zy, **~Znm,~*~Zn,+++ €5 convergente si, y solo si,

para cada numero € puede hallarse un nimero N (que puede depender de €)
tal que:

| Zn—Z,| <€ cuando m>N y n>N
es decir, dos términos cualesquiera 7, y Z,,con m >N y n > N, deben
tener una distancia entre si menor que €.
La Figura 5.15 ilustra esta condicion.

| 3
(R d y 3 --' 2N
Za\ |2
2
- ‘
( Fig. 5.15)

Demostracion :

a) Seaunasucesion Zy,7Z;,Z3,+Zn. " Zu,***Zn,++ CONvergente con
limite Z Entonces, para € > 0 puede hallarse un N tal que:

paratodon > N

|Z,-z | < —%—

De aqui que, cuandom >N y n > N, entonces por la desigualdad del
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b)

tridngulo, podemos escribir:
| Zn~20| < | Gn =D~ @n=2)| 2 | Zn-2Z|+| Zu-2Z| < 5+ & =¢
lo cual demuestra que, si la sucesion converge, se cumple que :
| Zi~2a| < &
Inversamente, sea una sucesion Z,,Z,,Z,,+++Zy, ** *Zn,* * *,Zn,* + + para
la cual se cumple que | Z,, —Z,| <€ cuandom >N y n> N Esta

inecuacion implica que todo Z,,, con m > N, se encuentra en un disco

de radio € alrededor de Z,, y sdlo un nimero finito de términos de la
sucesion no se encuentran en ese disco.

Es evidente que puede hallarse un circulo alrededor def origen tan grande
que tanto el circulo de radio € como ese numero infinito de términos de Z,
se encuentren dentro de &, como muestra la Figura 5.16

(Fig.5.16)
Esto demuestra que la sucesién es acotada y, por el Teorema de Bolazno-
Weierstrass, se concluye que tiene por lo menos un Punto Limite,
lamémosle L.
La definicion de punto limite implica que, dadoun € > 0 = |Z, — L| < —;-

para un numero infinito de valores de n . Dado que |Z, — Z,| < €, se cumple
que, cuando se da un € > 0, puede hallarse un N* tal que:
| Z»—Z,| <—§—, para m>N'Yy n>N*
Aplicando entonces la desigualdad triangular, se tiene:
| Zn~L| = | @n=Z)+ @ =L)| S | Zn~Za| + | Zo-L| < S+ 5 =€
es decir,

| Zw—L| <€, Vm>N*
Por definicion, esto significa que ia sucesion es convergente, con limite L,
lo que completa el teorema.
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PROPIEDAD DE LLAS SUCESIONES CONVERGENTES
La propiedad que sigue, relativa a las sucesiones convergentes,es casi obvia.
L.a enunciaremos en el siguiente teorema:

Teorema:

Una sucesién convergente es acotada. Consecuentemente, si no es acotada,
diverge.

Demostracion:

Sea la sucesion : Z;,Z,,- - - convergente con limite L. Entonces puede elegirse un
€ > 0 y hallarse un N correspondiente, tal que todo Z, conn > N se encuentre en
el disco de radio € con centro en L; cuando mas, un numero finito de términos
pueden no estar en ese disco, como se ilustra a continuacion en la Figura 5.17

Es evidente que puede hallarse un circulo de radio K alrdedor del origen, tan
grande que el disco, asi como ese numero finito de términos, se encuentren
dentro de él. Esto prueba que la sucesién es acotada. (Ver Figura 5.17).

S

i -

(Fig.5.17)

Obsérvese con cuidado que la condicidn de este tearema (existencia del limite L)
es solo necesaria para la convergencia, pero no suficiente para ésta. Esto queda
ilustrado por la ultima sucesion del Ejemplo 1, la cual es acotada pero tiene dos
puntos limite y, por lo tanto, al no tener limite, es divergente. La primera y tercera

de las sucesiones del ejemplo citado, no son acotadas y, por este teorema, se
concluye que son divergentes.

Lo aqui expuesto, hace obligante el encontrar una condicién que sea suficiente
para la convergencia de una sucesion. Con este fin, se requiere definir previamente
los siguientes conceptos:

5.5.1) Sucesion Monétona Creciente
Una sucesion real : X;,X;, X3, + -

-+ X,.+»+ €S monotona creciente si:
X £Xp s X535 -0-05.

]
XHS--'
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5,5.2)

De modo semejante, se dice que una sucesién es Mondtona Decreciente
Si:

X12X32XK32e0ee>X, >0
Una sucesion es Mondtona cuando es monétona creciente o mondtona
decreciente.

1, 2,3,-

Por ejemplo, las sucesiones: son monoétonas

12
2> 3

mientras que las sucesiones: 3 1 5 no son

monotonas.

Se observa que la sucesion: 1,2, 3. %,+++ es acotada y monétona,
y se demostrara a continuacién que estas dos propiedades juntas, son
suficientes para garantizar la convergencia de la sucesion.

TEOREMA: Convergencia de una Sucesién
Si una sucesion es acotada y monétona, converge

Demostracion:
Sean X, X, X3,-+++X, «++ una sucesion real monétona creciente

y acotada. Entonces, sus términos son menores que algtin nimero B
y,yaque X, <X, Vn, estostérminos se encuentran en el intervalo
X1 <X, < B, elcual se denotara por I,

Biséquese /, , es decir, subdividase en dos partes de igual longitud,
como muestra la Figura 5.18

( Fig.5.18 : Intervalo 7, = [X;,B])

Si la mitad derecha de 7, junto con sus puntos extremos), contiene
términos de la sucesion, dendtese por 7,
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Si no contiene términos de la sucesion, entonces, la mitad izquierda de
Iy (junto con sus extremos), es /. Este es el primer paso.

En el segundo paso, biséquese I, , seleccionese una de las mitades
mediante la misma regla y nébmbrese I, , y asi sucesivamnete.

De esta forma se obtienen mas y mas cortes de Iy,1;,1,,+++ conlas
propiedades siguientes:

- Cadal, contienetodoslosi,,para n>m.

- Ningun término de la sucesion se encuentra a la derecha de 7,,.

- Como la sucesidn es monétona creciente, todos los X,, conn > N
se encuentranen 7,

- Las longitudes de los intervalos 7, tienden a cero conforme m — .

De aqui que existe un nimero, llamémosle L, que se encuentra en

todos estos intervalos; ahora puede demostrarse que la sucesion es

convergente con limite L.

En efecto, dado € > 0, se elige un m tal que la longitud de 7,, sea

menor que €. Entonces, L ytodoslos X, con n <m se encuentran en

In y,porlotanto, | X, -L| <&, Vn

Esto completa la demostracion para una sucesion creciente. Para

una sucesion decreciente. la demostracion es la misma, excepto por

un intercambio apropiado de "izquierda" y "derecha" en la construccion

de esos intervalos.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1)  Para las siguientes sucesiones reales, estudiar si son o no acotadas, su
convergencia y monotonia:

191 31 aies 131415 ..
ﬂ) —2-'12:33334:4) b) 4°4°5'5°6°5°
1141 1 '
C) 7’?’?’ 16 et d) 17_2,3:""4:5’—6:°°°

¢) A2 1P 1wt ... H 2, 73, 44,--
g k23, (k| <1) R e2%e? 3%, 4% ..o (| ] < 1)

) In2 In3 In4
1 2 El 3 L] 4 L)

2)  ¢Son acotadas las sucesiones siguientes Z,,2,,7;,+ - +? ¢Son convergentes?
Encuentre sus puntos limite.
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Q)  Zn= @) )  Zy=1+i"

c) n= (D" + d) Z,=e"?
4 Zy=e"" e) Z,=i"cosnn
f)  Z,=i"coshnr 8  Zn=(Q1-i)"
B Z,= ()™ J 2= (3;‘:”“
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CAPITULO VI 'l
SERIES INFINITAS DE TERMINOS COMPLEJOS

INTRODUCCION
Sin duda, el alumnao ya esta familiarizado con las series infinitas de funciones
de variable real. Como ejemplos tipicos podemos citar . I

X HE i x2 X3
e ~2n|—1+x+2,+ e

= )” g ) ()2
-2 T I A -
Las sumas infinitas que aqui aparecen se conocen como: " Series de
Potencias" debido a que todos los términos son de la forma (x - x)) & ;
donde x, es una constante real, y » > 0 es un entero.
En el presente capitulo se obtendran representaciones en serie para
funciones de una variable compleja z = x + iy. Dichas series contendran !
términos complejos de la forma (z —zo)", donde z, es una constante I
~ compleja cualquiera.

Esta clase de series es interesante por varias razones:

a) En primer lugar, existe un estrecho vinculo entre la analiticidad de una
funcion y la posibilidad de que dicha funcién sea representada por medio
de una serie de potencias.

b)  En segundo lugar,como ocurre en las series reales, las series
complejas son utiles para efectuar apraximaciones numeéricas. Por
ejemplo, tomando soélo tres términos del desarrollo de ¢* , se obtiene:

—1+02+0§ =1.22

resultado que difiere del valor exacto (e = 1.221402...) en menos de un
0.15%. La exactitud mejora aun mas si se toma un mayor numero de
términos.

¢)  Entercerlugar, las series de potencias también sirven para obtener
aproximaciones numeéricas del vaior de integraies que no pueden
calcularse en términos de funciones comunes. Por ejemplo, ante el

0.2 X1
problema de calcular: 7 = [/ 2 ax ,se puede optar por alcular

la primitiva de ﬁ;‘-li en una tabla de integraies. Pero no la
encontrariamos. Sin embargo, se puede obtener un valor aproximado de
esta integral si sustituimos la expresion e* del integrando, por,

digamos, los tres primeros términos del desarrollo en serie antes
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sefalado. Una vez hecho esto, el problema consiste en determinar
el valor de integrales inmediatas, lo que se lleva a cabo facilimente:

_§02 (€%-1) , (02 x2 0
I= IO “—x""'dx*— IO (1 +X 4 T)dx =0.22133

Luego, dado el desarrollo en serie de e? podriamos proceder en
0.24031 (eZ-
manera anéloga para calcular: I = | £ 4z alolargo de
cualquier trayectoria que contenga lo limites sefialados.
d) Por dltimo, podemos decir que el desarrollo en serie de potencias es
muy utilizado en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales.

SERIE DE POTENCIAS

El desarrollo en serie de potencias de la funcién real fx) es de la forma:

fx) = Z Culx—x0)" = Co T Cyir=uxp) +C2(x—x0)2 Foeee L (1)
n=0

= donde:
Los numeros C,,C,,C,,- - - sellaman "Coeficientes" dei desarrolio.

f( n(Xgl
n!

El calculo de estos coeficientes se realiza a través de la siguiente formula:C,, =

obtiene el desarrollo conocido como: Serie de Taylor de la fucion fx),
alrededor del punto x,, quedando:

(n

I (&)

n!

r"(xg)
21

! (;»0) (t—xg) 2 tenent (x—xg)" +Ru(¥) ....(2)

ix,) +

(=%, )+

donde R,(x) se llama "Residuo".
Otra forma de escribir la Serie de Taylor es:

f =3 i%’fﬂl(x_xo)" .................. 3)
n=o

En el caso particular en que x, = 0, la serie asi obtenida recibe también
el nombre de: "Serie de MacLaurin™ de f(x), la cual se puede escribir como:

0 .(n-O
foy =2 L

n=0

6.2.1) Observaciones a la Serie de Taylor

a) Siintentamos efectuar el desarrollo en serie de Taylor de la
1
1

funcién flx) = x© , obtenemos:

Cuando los coeficientes asi obtenidos se introducen en la ecuacién (1), se :




I < n " Xo)
g~ = ) Lo, con C, = &=

‘
Pero x2 no tiene derivadas de ninguin orden en x = 0. Por

lo tanto, no todas las funciones poseen desarrollo en serie de
Taylor alrededor del punto x,.

b) Ofra dificultad que surge en el desarrollo en serie de Taylor
se refiere a los valores de la variable para los cuales es
vélida la serie calculada. Esto se pone de manifiesto en el
siguiente ejempIcJ'

Sea __ _ Z (x+1)" L 0e) | et y2 .

o0+ 7 8

Si sustltuimos x = — obtenemos:

21,1, .1 ¢ 1

3 2%tstaz Tt
Sumando los cuatro primeros términos de la derecha se
obtiene como resultado: 0.664 , por lo que concluimos que

la suma infinita tiende a 2 - 0.666

3
Sin embargo, sitomamos x = 2, obtenemos el absurdo :
._.1 — —;—+—3—+%+--.

Es evidente que la suma infinita no arrojara el valor numérico
—1, lo que demuestra que existen valores de x para los
cuales la serie de Taylor no es vélida. Esto ocurre
frecuentemente, tanto en series de potencias de variable real
como en serie de potencias de funciones de variable
compleja.

Nuestro objetivo entonces consiste en determinar cuales son las
funciones f{z) que pueden representarse por medio de una serie
de potencias, como se obtiene dicha serie y para que valores de |a
variable z la serie representa efectivamente (converge) a la funcion
f(z). En consecuencia, antes de iniciar el estudio de las series de
potencias con variable compleja, es necesario precisar el significado
del término "Convergente", conocer las propiedades de las series
convergentes y los criterios de convergencia de las mismas.

SERIES DE TERMINOS COMPLEJOS
La mayor parte de las definiciones y teoremas relacionados con las series
infinitas de términos reales pueden aplicarse con poco o ningun cambio a
series cuyos términos sean complejos.
6.3.1)  Serie Infinita de Términos Complejos

Sea: f,(z), f,(2), f3(z). = =, fa(2),- - - una sucesion de funciones de
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variable compleja z y llamemos a cada f,(z) "término".
Se llama " Serie Infinita de Términos Complejos" a la suma:
[e0]

[1@ +L,@) + @)+ fa@ +e o= D fol2)

n=1
Ejemplos de estas series son:
oo
a) Z eNZ = ] 1eZ 122 1 032 ...
n=o
2 (2-1)" Gy z? | (z0°
b) nZ nl =y tT @ T @m T

6.3.2) Sumas Parciales
Se define como suma parcial, a las sumas finitas:

S1 (2) =f1 (z)
Sz(z) =f1 () "'“fz(z)

Sn@) = f1@) +1,@) +/53@) ++ - +/n(2)

La suma de los » primeros términos de la serie se conoce como:
" Suma n-esima Parcial" de la serie infinita y esta dada por:

n
Sn(z) = Y fi(2)

| =1

6.3.3) Sucesion de funciones

Las sumas parciales, S, (z),5,(2),« « +,S,(z),- «+ constituyen una

sucesion de funciones.

o0
Por ejmplo, si la serie es > _ e"?, entoces, la sucesion de
n=1
sumas parciales es : ¢Z,eZ + ¢2Z, ¢Z 4 ¢2Z 4 32,

CONVERGENCIA ORDINARIA DE UNA SERIE INFINITA

6.4.1) Limite

Si la suma n-ésima parcial $,,(z) construida a partir de la serie infinita
- dada, tiene por limite S(z) cuandon - oo, se dice que dicha serie infinita
tiene limite, y escribimos:

lim Sy (z) = 8G)

En tal supuesto, dado une > 0 , existe un entero N tal que:

| S4(z)-8@)| <& , Vn>N
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lo que gréficamente podemos representar por:

( Fig.6.1 :Limite de una serie infinita )

6.4.2) Convergencia Ordinaria I
Si r}% Sn(z) = 8(z) # o , entonces se dice que la serie dada

converge en forma ordinaria y que su suma es S(z). En este caso, se dice
también que la serie dada es Ordinariamente Convergente.

Si la suma n-ésima parcial S, (z) no tiene limite cuando n - o, se

dice que la serie simplemente diverge.

6.4.3) Region de Convergencia
El conjunto de valores de z para los cuales la serie converge, se
conoce como " Regién de Convergencia " de la serie.

o0
Siz es un punto de esa region, entonces: S(z) = lim D S
n=1

—

o

X

( Fig. 6.2 :Regién de Convergencia )
Observacion

Obsérvese que la diferencia S(z) — S,(z) na es otra cosa que el residuo
después de los n primeros términos, es decir:
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Rn(2) = S(z) — 84(2)
Asi pues, la definicion de convergenia requiere que: Agnm R,(z) =0

LA SERIE GEOMETRICA FUNDAMENTAL
e9]

Sellama asialaseriedadapor: » 2" = 1+z+z2+23 +-+-

n=o
oo

Esta serie, al igual que su homéloga en el campo real : Y x",converge a:
n=o
. | i
S@z) = T |z| % ]
- Demostracién:
La n-ésima suma parcial es: S,(z) = 1 +z+2% +2% +++« 42"}

Luego:
Sn@)—z8,@ = +z+22+2° +eeedz™) —(2+22 +23 + 0 e 427)
De donde:
S, @)-28,2)=1-2" = S,0-z)=1-2"
De modo que :
Si(2) = (11—_5;") = S,(2) = 0 112) =7 17-_"2) por lo tanto :

; ! Js 1 n 9 y n
A, Sn(2) = JL“JO[ e TR ] = A Am T

Para evaluar esta expresion, es necesario considerar los siguientes casos:

a) |z| > 1

En este caso caso se concluye que: | z"| = | z|n = lim 2" no existe, y en

o 8]
consecuencia, la serie Y z" = 1+z+2> +2° + - - - diverge por definicion.
n=o0
¢ 0]
b) |z|=1=laserieoriginales: Y zM=1+1+l+ceetltece=n=
n=o

A:_)ngo Salz) = AL“{}G n=ow = diverge por definicion.
c) | z| <l
En este caso caso se concluye que : HL“QO zN - 0,cundon -+ © ,yen

consecuencia ALITOIO Sn(2) = (_11"5)"' por lo que se dice que la serie geométrica:

oo
D 2" =1+4z+z2+23 +---cONverge a: (1—12)—,siysélo si:|z] <1
n=0
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oo
En consecuencia, la serie geométrica funfamental > 2" es convergente y
1 n=o
tiene por suma al valor 1, si y sélo si: | z| <1

(1-z)
En resumen, podemos escribir entonces que :
I (e 0]
/- Bl BB g e « e
nz;oz =1+4+z+22+23+ IR o |z <1

Ejemplo 1
!

a0
Obtenga la suma Z eMZ = ] yeZ +¢2Z 1... ydetermine su region de
n=o0

.iLJsando la expresion para la suma de una serie geométrtica que se demostré
en el ejemplo anterior, se tiene:

iZ 2z s A 1
1+ e' + ™= + -
La regién de convergencia sera: ] ez [ < 1, ahora bien:

, Bl |e®] =<1

[ele - Ie:(x+iy)l = Ie;xe_yl = | e:‘Xl z i e~y| = [e~y| = gy
Luego, la regién de convergencia dada por : ,eiz , < 1 se convierte asf en
e Y <l

Lagraficade eY contra"y" (Figura 6.4), muestra claramente que esta
desigualdad se satisface Gnicamenete cuando y > 0, es decir, cuando:
Imz > 0, como muestra la Figura 6.5

0

(Fig. 6.4): e” vs. y (Fig. 6.5: Im[ z] > 0)
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Ejemplo 2

20
Obtengala suma: Y e"? = 1+¢% +e%Z +... ydetermine su region de

n=o
convergencia.
Solucion:
1+eZ+e2Z 4oeu= Ly = |e#| <1
La region de convergencia sera: |eiZ] < 1, ahora bien:
2] = ]l | = | ] =[] ] = | &) -
Luego, la region de convergencia dada por :[ ez| < 1 se convierte asi en

eX <1
La gréfica de ¢X  contra"x" (Figura 6.6), muestra claramente que esta
- desigualdad se satisface Unicamenete cuando x < 0, es decir, cuando:
Rez < 0 (VerFig. 6.7)

(Fig. 6.6): e* vs.x (Fig. 6.7 : Re[z] < 0)

CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE UNA SERIE INFINITA
6.6.1) TEOREMA:
A partir de la definicién de covergencia, es facil probar el siguiente
teorema:
"Una condicién necesaria y suficiente para que la serie de términos

complejos: J1@+ @) 4ot fa@) 4o = Z Ja(2)
n=1

converja, es que la serie de las partes reales y la serie de las partes
imaginarias de estos términos, converja cada una. Es decir, si

2 Refy(z) y 2 Im/fu@)
n=1 n=1

convergen hacia las respectivas funciones R(z) e I(z), entonces la serie
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o0
dada ' f.(z), convergea:R(z) + il(z).
n=1
El teorema puede entonces enuncrarse como sigue:

Si Z Ref,(z) converge a R(z) y Z Im £,(z) converge a I(z)
=1 =1
entonces: Z f.(z) converge a S(z) = R(z) + i I(z).
n=1

a0
Reciprocamente, si » _ f.(z) converge a S(z) = R(z) + iI(z)
n=1

oo oo
entonces : Y Ref,(z) converge aR(z) y » Imf,(z) converge aI(z).
n=1 n=1
Demostracion: Dada la evidencia del planteamiento, dejamos al interasado la
demostracion del presente teorema.

= 00 ==

Ejempio 3
Determine la suma de la serie: 1 +eY cosx +e~2Y cos2x + » « »
Solucion:

La serie dada se ha obtenido sumando la parte real de cada término del
(s8]

ejemplo antenor donde la serie dada era: Z RZ - 1 4et4 e
n=0
- Esta serie, segin se demostr6, converge a: S(z) = i—;&— en el dominio

Imz > 0. En consecuencia, de acuerdo con el teorema anterior, la serie de
este ejemplo converge a : Re[ 1_;2 ],en dicho dominio (Imz > 0).

Para determinar la parte real aqui expuesta en términos de las variables
independientes x e y, multipliquemos por ¢ % dicha expresion, con lo cual

"% cos(-‘l]—fsenh(-‘z-] ;
i =t e = 2 2 = i z a1
Rel 47 ] - R‘{ % % Re[ 7y } Re| $eot() + 3]
Ahora bien,
oot( 3——) o Se0 %~ L 5ENNY, por lo que sustituyendo en la expresién anterior:

cosh y —cosx

. - —isenhy | isenx +senhy 1
Re[ 1 =Re}[Lsenx isenhy 1 |_go %
1-elz ] 2 cosh y — COS X Z 2(cosh y— cosx) 2

senhy 1
R = L
3[1 e“] 2(cosh y - cos x) "

Por lo tanto:
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senhy
2(coshy - cos x)

¥ cosx +e” -2y COS2X 49+ oe =

1+e +%, para: y > 0

6.6.2) TEOREMA: Criterio del Término n-ésimo (Criterio de Divergencia)
El criterio del término n-ésimo que se demuestra en el Célculo
General para el caso de una serie real, es también valido en el caso
complejo. Este resultado se expresa en el siguiente teorema:
oo

"La serie Z fu@) =f,@) +f,@) +++ -+ fo(z) ++ - - diverge si: lim £,(z) # 0
n=1

0 de manera equivalente, si lim | JAGIEN

Dicho informalmente, si los términos de una serie no comienzan a reducirse a
cero en algin momento, la serie no puede converger. Obsévese que en este
teorema no aparece la expresion "si y solo si"; esto se debe a que existen
series divergentes cuyo n-ésimo término tiende a cero cuando n - o. Por tal
motivo, este criterio encuentra su mejor aplicacion en demostrar , si es el caso,
la divergencia de ciertas series, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4:
Use el Teorema del término n-ésimo para estudiar la convergencia y
oo

divergencia de la serie ) 21 .

n=1
Solucion:
Tenemos que: f,(z) =z = r;i_llnm|fn(z)( = A@w( zN+1 ‘ = r%l_r&‘ zln_1
Caso 1:
Si | z| =1, entonces, lim | /,(2) | -hm|z] =1°=1%0

Como este limite es diferente de cero, la serie diverge por el Criterio
del término n-ésimo aqui expuesto.
Caso 2:

. . . n—1
Si|z| > 1, entonces, Jim, | /1@] = lim | 2|7 = %0
por lo que la serie diverge por el mismo criterio.

Caso 3:
. ; . n—1
Sllz| < 1, entonces, r!%]ﬁ,(z)f zrll_)nge|z| =
por lo que, en este caso, el criterio del término n-ésimo no
proporciona informacion acerca de la convergencia o divergencia

de la serie dada.
Notese no obstante que la serie dada es la serie geométrica:
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Z 21 = 142422428 ... lacual, segun ya se demostro,

=1

converge a S(z) = -11— si|z] < 1.

—Z
_ Diverge si | z| > 1
En resumen, la serie dada : c

onverge si | z| < 1

Ejemplo 5
; o X5 1 1,1 i
Demostrar que la serie arménica : nz—‘f; 1 = 1+ +5 +-- - diverge.
Demostracién:
o0
Lh=ltgrdtes =[6@] =% = fin [46)] = fim F=0
n=o0

por lo que el criterio del término general no proporciona informacién sobre
la convergencia o divergencia de la serie propuesta.

Sin embargo, S,(z) = 1 + -;- + % ++ee+d = 8 (2) esigual ala suma de
las areas de los rectangulos de la Figura 6.3. Esta area es mayor que el
area A, bajo la porcién correspondiente de la curva : y = % siendo:

A, = f:m —dz"- =In(n+1) - oo cuando n —» o,

n
¥ ER D

257

(Fig.6.8)
Como:
§,(z) > A, se concluye que §,(z) - « conforme n - oo, lo cual significa
oo

o 1 _ 1.1 i
que la serie: nZ: 7 =1+= +3+---esdivergente.
=0
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6.6.3) DEFINICIONES:
a) Convergencia Absoluta

Dada la serie 1 Y fiulz) =f, @) +fo@) + =+ o+ fr@) ++er (1)
n=1

si los valores absolutos de los términos de esta serie forman una serie
convergente, se dice que la serie dada (1) es Absolutamente Convergente.
Es decir, la serie :

o0

N Ju(@) =f, (@) +£,@) +++++ fulz) ++ - - €5 Absolutamente Convergente
n=1
si la serie:

G
n=1

NOTA:

Es posible que la serie de 1os médulos de los términos diverja, mientras que
la serie original converge. La Convergencia Absoluta es entonces importante
porque es una condicion suficiente para la convergencia de una serie, pero
no necesaria.

CONSECUENCIA : Los términos de una serie Absolutamente Convergente
se pueden reordenar de cualquier manera sin que se afecte la suma de la
serie.

=|f,@|+| @] +---+ | fa@)]| +---, esconvergente.

b) Convergencia Condicional

Sedice quelaserie: Y f,(z) =f, @)+ foE&) + =+ fo@) +++-

n=1
es Condicionalmente Convergente si converge pero:
oo
> fulz)| diverge.
n=1

CONSECUENCIA : Los términos de una serie Condicionalmente
Convergente no se pueden reordenar pues ello puede alterar la suma o
incluso hacer que la serie resultante sea divergente.

¢) Resumen:
Lo antes expuesto permite concluir en los siguientes tres teoremas:
Teorema 1:
Una serie Absolutamente Convergente también converge en el sentido
ordinario.
Teorema 2:
La suma de una serie Absolutamente Convergente, es independiente
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del orden en que se sumen los términos.

Teorema 3: Producto de Cauchy

Dos series Absolutamente Convergente pueden multiplicarse una por
otra, de la misma manera que se multiplican polinomios, La serie que
resulta de esta operacion es Absolutamente Convergente. Ademas, su
suma S(z), que no depende del orden de los términos, es también el
producto de las sumas de la series originales [S(z) = Si(z) - S2(2) 1.

En efecto:

Sean : an(Z)=S1(2) y Zgn(z):szcz)

Entonces, el producto de estas senes sera:
zf1(zJ+f2(2)+---+ﬂ(Z)+-- 1-[8:@) + 8,@) +=+ o4 gu@) ++++] = 8,(2) - S, (2)
por lo que:
f1g1 +(f1g2 +fgg1)+(f1gg +f2g2 +f3g1)+' 4RI Sl(z) 'SZ(Z)

Si hacemos:
Ci =£,8, (Suma de sub-indices igual a 2)
Ca=f,85 +1584 (Suma de sub-indices igual a 3)

Cs = f,85 +/,8, +/,8, (Suma de sub-indices igual a 4)

n
Cn =D fygnyn (Suma de sub-indices igual a : n + 1)

a0

Entonces podemos escribir que : Y C,(z) = 8, (z) - ,(2)

n=1
Es decir, la suma de la serie resultante es igual al producto de las
sumas de las series originales.
NOTA: Obsérvese que cada coeficiente C, estd formado por la suma

del producto de aquellos términos cuya suma de sub-indices es :
jJ+m—-j+1)=n+1

.6.4) Criterio del Cociente ( o Prueba de la Razén)
De todos los criterios para estudiar la convergencia de las series
infinitas, el mas util probablemente es el conocido como "Criterio
del Cociente” o "Pueba de la Razén" y que se aplica tanto a series
de términos complejos como a las de términos reales.
Dicho criterio se enuncia a continuacion:
Teorema:

149

H."'




[+.0}
Para la serie: Z fn(z) = f1 (z) + fz(z) d-eend fn(z) oo
n=1

Jn1 @)

o | = 1%e)

consideremos la expresion: r]l

Entonces:
*  La serie dada Converge Absolutamente para aquellos valores

dez paraloscuales: 0<|R@)| <L
*  Laserie dada Diverge para aquellos valores de z para los cuales
| R@)| > 1.
*  Los valores de z para los cuales | R(2) [ =1, laprueba de la razén
no proporciona informacién alguna acerca de la convergencia o

divergencia de dicha serie.

NOTA: En este caso, se puede aplicar cualquier otro de los criterios
conocidos y evaluar el resultado, tal como se ilustra en el
ejemplo que se presenta a continuacion.

Ejemplo 6
Use el Criterio del Término General y el Criterio de Término n-ésimo para
-estudiar la convergencia de la serie :

o o]

S @)™ 2 = -4z 4 1624 4825 4 - s

Solucién:
fo@) = (1)"n@)™1 . 220
fn+l (z) _ (_'l)n+1 (n 1 )(2)n+2 . 22;,'n+1_:-
luego:
Jon @ | _ | D™ (n+1)(2)“+2 22
fﬂi(z) [ n(z)l“H‘! 2" = | n-r|1-1 222| =
_ Jim | 2| = im | 21222 = | 22| = 2| 2| = 2| o’
Por lo tanto

@) La serie dada converge absolutamente si : 2| z]2 < 1, es decir,

si | z| < E Es decir, la serie converge absolutamente cuando

z esta en el interior de un circulo de radio ~‘!§— centrado en el
origen.
2

b) La serie dada diverge cuando : 2| z|2 > 1, es decir, si | z| < .
Es decir, la serie diverge cuando z esta fuera de dicho circulo.
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\lHr'

Jou1 @)
fm@
en este caso, el Criterio del Cociente no aporta informacion sobre |a

convergencia o divergencia de la serie.

[z

¢) Enelcaso: |z|= ~5— se tiene que R(z) =

‘ =1, porlo que,

Osérvese sin embargo que, en este caso, | | ,FZ la serie de los
valores absolutos correspondiente a la serie dada, es
C n+1 =
S0l = Sror(F) - Tadpt -2 3
n=1 n=1 n=1
Luego, es evidente que :lim ] f,,(z)l = # 0 , porlo que, de acuerdo
con el Criterio del Término n-ésimo, la serie diverge cuando: [ z| = -—2‘5—
En resumen:
* La serie dada Converge para ] z| < %
*  Laserie dada Diverge para | z| > —J—Z-—

*

La gréfica de la region de covergencia (R.C.), se muestra a continuacion

4}

( Region de Convergencia: | z| <
=— 00 —

66.5) Criterio de Convergencia: Criterio de Comparacion
00

a) Silaserie Y g,(z) convergey |f,(2)| < |ga(2)|. ¥n

n=1
a0
entonces, la serie Z f.(z) Converge Absolutamente.
2 n=1
b) Silaserie > g.(z) divergey |fo(2)| > | ga@)|. Vn
n=1
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'f'

o 8]
la serie: Y | /uz)| diverge, pero

entonces, n=1

o.¢]
la serie : Z fn(z) puede o no ser convergente
n=1

_?‘f:_G.B) Criterio de la Raiz

Si: lim [1/:@)] =L , entonces,

o Converge Absolutamente si L < 1
la serie: ) fu(z) < Diverge si L> 1
n=1 La prueba falla si L =1

,6.7)  Criterio de la Serie "p "

0
Estudiemcslaseﬁe:—1"F+#+—;-p—+11p—+--- = 21'61?
N=
A tal efecto, formemos las sumas parciales correspondientes a un
namero de terminos determinada por las patencias de 2, en la forma

que se indica a continuacion:

20 =1 términos: L = !
1 P
Jst ; snr 1 1 Yo pe e setord]
2! =2 términos: EE-+3P S-—zp +——2p -—2p 2 7
2 _ s i 1 1 1 1 1 1 1 __1
2% = 4 términos: F+?+76T+?—ps4p+4p+4p+—4p =

.

Se deduce asi, sumando los miebros de la izquierda y 10s de la derecha
en las desigualdades anteriores que,

1 1 1 T 1 1 1 “ne
LA AN AT A

Pero el lado derecho de a desigualdad (1) es una serie geométrica

gue converge a —1—1—— ,si =L <1, esdecir, la serie geométrica

i p~_1

convergesi:l <2”' =2 > 1= (p-1)m2>0=p> 1.
En consecuencia, la serie dada , llamada " Serie p" , converge si p > 1.
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Ejemplo 7 :
Halle la region de convergencia dela sene
1+H( 32(2—-2 (2—2) S |

Solucién:
Aplicando el Criterio de la Razon, se encuentra que: e

| he) =L z+4)"‘

z-2 SR U YT Y (z+4)" p2 (z-2)™
| S @ = (n+1)2 (g’ S (n+1)? @20 1 (214)™
Jo1@ | __ )l
Sn(2) (n+1)2 1*2
Luego,
. |/nt1@)
e }:}z) r}lm l( n+1 z—2 )I lz—~2

Por lo tanto, aplicando el Criterio del Cociente, se obtiene:
a) La serie Converge Absolutamente si |Z ‘ <1, esto es, si

|z+4] < |2-2]
| z+4| = distancia del punto z al punto —4.
| z—2| = distancia del punto z al punto 2.

Luego, z esta entonces restringida a estar mas cerca del punto

z = —4 que del punto z = 2. En otras palabras, z debe estar a la
izquierda de la mediatriz del segmento que une a -4 con 2; es
decir, z debe estar en el semiplano izquierdo definido por la

recta x = -1, tal como se ilustra en la Figura 6.8, excepto la propia
rectax = —1.

Pero:

(Fig. 6.8 : Region de convergencia: x < -1)

b) Laseriedivergesi|Z| > 1 éstoes,si |z+4| <|z-2| =
z debe estar en semiplano derechao definido por la recta x = -1,
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excepto la propia recta x = —1.

c) Los casos en los cuales falla el Criterio del Cociente, son los
valores de z equidistantes de -4 y 2 ; es decir, los valores de
z sobre larecta x = —1. Pero para estos puntos, |a serie de
valores absolutos correspondiente a la serie dada, es la serie real:

1+|22(z—2 I |32(z_2 el l42(2—2 x——1 eee (1)
Para estudiar esta serie, calculemos | 5.y
; 9 +y?
Se tiene, z‘—x+;y__1+,y:,|7r2 _|3+iy | _ JO+y =

X=—1 -3+1y J§+_y2

Por lo tanto, la serie (1) se convierte en la serie real:
1+-§12—+ 312 +41—2+--o

la cual es convergente, por ser una serie "p", conp = 2 > 1. Por lo tanto,
para todos los valores de z sobre larecta x = -1, la serie dada es
Absolutamente Convergente y, en consecuencia, converge tambien en el
sentido ordinario. En consecuencia los puntos (x = —1), pertenecen
también a la region de convergencia buscada.

En resumen, se tiene:

*  La serie dada converge six < —1, en ofras palabras, si Re[ z] = =]

* Laseriedivergesi x> 1, enotras palabras, siRe[ z | > -1

La siguiente grafica muestra la regién en estudio:

N iy

X=-1

(Fig. 6.9 : Region de convergencia: x < —1)




Ejemplo 8

o0
Halle la region de convergencia de la serie: ) i L
1

Solucién:
Aplicando el Criterio de la Razdn, tenemos:

zn+1
o Jns1\%) (2)

(n+1)(n+2) | . n zM

1 e B i a8 ey i Il
n(n+1)

Por lo tanto:

a) |z| <1 = La serie Converge Absolutamente.

b) |z| > 1 = La serie Diverge.
¢) |z| =1 = Fallael Criterio
Pero [ z| 1 = La serie formada por Ios valores absolutos de la

serie dada se convierte en: -%- I R : 2

Esta serie es , término a ténmno, menor que la serie:

1+ 21—2 + 31—2 + 41—2 + -, la cual es convergente por ser una "serie p"
con p=2> 1. Porlo tanto de acuerdo con el Criterio de Comparacién,
la serie dada es Absolutamente Convergente cuando ] z[ =1

NOTA: Nétese que a este mismo resultado también se llega a través del
siguiente analisis:

e

SO | |
n(n+1) nin+1) = n
ot
n(n+])

Si | z| <1, entonces

Jn(2z) =
Tomando:

gn(z) = n_2

El criterio de Comparacién establece que Z

n(n+1)

(# )
convergente pues lo es » Lz por ser una “serie p" con
n=1 7

o0

p =2 > 1. En consecuencia » | TZHM)_ Converge Absolutamente
n=1
para | z| < 1.
En resumen:
*  Laserie Converge Absolutamente si | z| < 1

*  Laserie Diverge si | z| > 1




Ejemplo 9

st n-1
Halle Ia region de convergencia de la serie: > ('“:’—2)-—-
4 (n+1)
Solucién:
Aplicando el Criterio de la Razon, tenemos:
For @ .| (z+2) (n+1)3 z+2 | _ |22
il e el 8 (12)3 4 73
Por lo tanto:
a) LI?-L < 1 = La serie Converge Absolutamente para | z +2| < 1
b) E;’ﬂ > 1 = La serie Diverge para | z+2| > 1
c) |Z:2| = 1 = Falla el Criterio

Pero | z+ 2[ = 4 = La serie formada por los valores absolutos de la
sen‘e dada se convierte en:

_a |5 o 1
— =
21 4"(n+1)3 nz=;' 4(n+1)3 ‘n§ n®

+.0]
puesto que Z —15- converge por ser una" serie p" conp =3 > 1.

la serie dada Converge Absolutamente.
En resumen:
* La serie Converge Absolutamente si | zZ+ 2| <4

*  Laserie Diverge si |z +2| >4
*  Laregion de convergencia absoluta [ zZ+ 2[ < 4, se grafica a
continuacion:
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CONVERGENCIA UNIFORME : Criterio M de Weierstrass
o0

Sea: Y M, =M, +M, +---+M, +-- - una serie convergente cuyos
n=1

términos M, ,M,,,- - - -, sON constantes positivas.

[».4]

La serie: 2 f+(z) Converge Uniformemente en una regidn R, si.

N=

1 | @] <M, VzeR

Este criterio establece entonces que una serie de funciones complejas
Ji@+ f,(z)+++++fr(z) ++ - - converge uniformemente en una Regién R,
§i existe una serie convergente de constante positivas:
M, +M, +eos My +ovs
cada uno de cuyos términos es igual o superior al médulo del término
comespondiente: | £, )|, | @], « -,

[ |f,@] <M
Ifz(z)l <M,

en todo punto de R , es decir, si<

| AH@] <,

Demostracion:

Para probar este teorema hay que demostrar que , para cualquier € > 0,

existe un entero N independiente de z, tal que, para todos los valores de z

en R, el valor absoluto del residuo después de » términos de la serie de las [
es menor que g, cuando n es mayor que N.

Esdecir, dado &€ > 0, ,N/n > N = | fu1(2) +fua(2) ++-+| <€ VzeR

- En efecto:

|RA@)| =] o1 @ + o2 (@) ++ o 2] < | o @] + | fr2@ ]+« + < Mot +Mys 4+ + My
Esta ultima expresion es precisamente el residuo después de n términos de la
serie de las M. Como esta serie es convergente por hipbtesis, se sigue que:
VE>O0, ;N/n>N = Mpy +Mpy +++Myy <& VzeR

Este valor de N es claramente independiente de z. Es obvio de la expresion
anterior que:

| R\z)| <€, para n>N, VzeR

Par lo tanto, la serie de las f es Uniformemente Convergente, coma se
queria demostrar.

Ademds, este tearema es una prueba de comparacidn que demuestra
también que la serie de las f es Absolutamente Convergente.
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Ejemplo 10
Pruebe la Convergemcia Uniforme de las siguientes series, en la region

indicada:
(o 8] g

z" . 1
a) Znﬂ-{-’ IZ'SI, b ZW, ]<IZ,'<2
k=1 n=1
s cos(nz)
¢) Y, —5— Im[z]=0
n=1
Solucién:
) i = fn(@) zl ’zln de donde:
a n = = g %
i=f nJn+ n+ nJ n+ ad nrd
= ] ;
|f"(z)‘— nuz = ez M 2} <1
1 o - 1
Liamemos : M, = —m = laserie EM,, = nz; 7 €S
convergente por seruna " seriep™ con p = % > 1.
En consecuencia, par el Criterio M de Weierstrass, la serie dada
[s 0]
ZI'I . s
es Uniformemente Cionvergente en | z| < 1.
kz_} T Uniformem nverg lz] =1
o0
1
b) 1121 n2;z2°’ L< l ] & S = n2 z2 f”(le )n2+z2 |
: = 1 1 :
porlo que:| 3| = 1ra. 17 = Ty

Debemos garantizar que:|n? | - | z2| + 0
=1 =%z=4%l 0 =i

Enefecto:< pn=2=2z=420 +12
elc.

Por 1o tanto, debemos garantizar unos vaiores de » y de z donde
no se anule el denominador, porejemplo: n=3 y 1< [ = ] <2

| -
Eneste caso: 'fn(z)l = |n2'llz2l = |n2I F

o0

Tomando M, = 7;-‘2— = la seriez My=Y" -n1—2— es convergente por

n=1 n=1
seruna"seriep" conp=2>1.

En consecuencia, de acuerdo con el Criterio M de Weierstrass, la
[+ 8]

serie dada Z n2!z?-
&+

n=1

n=3

Converge Uniformemente para:{

I < lz|<:2
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(728, L« |e|<2)

@ cos( nz)
cos( nz) R T
SORLEE) = n
Z n3 L IIT![Z] 0 = =
n=1 z=Xx+iy
1) = cos(nz) einz, g-inz e‘“‘fx‘\"‘s'_‘r"_e-'-“i"‘“?} -
HREHTICUIT 3 an3 2n3
e ™ (cosnx+isennx) e™ (cosnx—isennx)
1@ = 2n3 % n3
Luego:
ox e™ (cosnx+sennx)
* Laserie ) 5 No converge para y < 0
2n
n=1
< eV (cosnx—isennx)
*  Laserie Y 5 No converge para y > 0
e 2n

debido a que en estos casos, los términos n-ésimos no se
aproximan a cero.Por lo tanto, la serie dada no puede converger

para y < 0 ni tampoco para y > 0.
* En el caso y = 0, es decir, siz esreal (z = x), la serie dada
oo
: Cos nx . _ | cosnx 1
se convierte en 21 >0 tal que:| £,@)| = ‘_nS_" S
N=

o0
Como la serie Z ?‘3— converge por ser una " serie p " con
n=1

p =3 >1, seconcluye por el Criterio M de Weierstrass que

[0 6]
la serie ) | ﬁ%ﬂ Converge Uniformemente en cualquier

n=1
x € (—o0,)

intervalo sobre el eje real, es decir, Vz / { 5
y —
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W

[x € (—0,.), y = 0]
=50 s

.7.1)  Propiedades de las Series Uniformemente Convergentes

a) Teorema1
La suma de una serie Uniformemente Convergente de funciones
continuas, es una funcién continua.
Demostracion:
Seafiz) = f,(2) +1,(2) ++ + « tfu(2) += + + = Sn(2) + R,(2) una serie
uniformemente convergente en la regién R, en la que cada término
es una funcién continua de z, y sea un infinitesimal arbitraﬁo:%.
Entonces, como la serie converge uniformemente, existe un entero
N que depende de € (no de z) , tal que:

| Ruzy) | < £, Vn>Ny VzeR

Del misma mado, si A,z €s un incrementa tal que: (z, + Az) € R,
entonces | Az| < | Aiz| = | Ra(z +42)| < &, Vn>N.
Es més, como cada término de la serie dada es una funcién continua
y como cualquier suma finita de funciones continuas es
necesariamente continua, resulta que §,(z) es continua y, por
lo tanto, para cualquier z, existe un incremento A,z tal que:

| $n(zo +Az) - Sy(z0) | < %, paratodos los Az tales que | Az| < | Az

Ahora bien, eligiendo » > N se puede escribir :
| fzg +A2) =fz) | = |[ Sulzg +A2) + Rulzg +Az) |~ [ Sulzy) +Rulzg) ]| =
| Rzq +82) = flzg) | < | Sulzg +A2) = Sn(zg) | + | Rulzy +A2) = Ru(zy) |

De donde, para todos |os valores de Az cuyos valores absolutos
sean menores que el menor delos | Aiz| y | Axz|, se deduce que.

| fzo+82) ~flzo)| < S+ 5+ 5 =€
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que es precisamente lo que se entiende al decir que f{z) es continua

en z = z,. Como z, fue un punto arbitrario de la regién de Convergencia

Uniforme R, se confirma la aseveracion del teorema.

Ejemplo 11

Dadalaserie:l1 +z+z%+++-

Obsérvese que:

*  Todos los términos de esta serie son continuos en el plano z.

*  La serie Converge Uniformemente, segln ya fue demostrado, a la
suma S(Z)=11Tz' si|z] <1

Puede verse que dicha suma es continua en la region de convergencia

uniforme | z| < 1, tal como lo establece el Teorema 1 anterior.

Ejemplo 12
El teorema anterior nada afirma acerca de la suma de una serie de
funciones continuas si la convergencia no es Uniforme, pues en tales
casos, la suma no es necesariamente continua.
En efecto, consideremos el ejemplo ya estudiado:
2. 2% 7% z*
z"+ S =ik 3
1+z (1+22] (1+22)
Evidentemente, se trata de una serie geométrica de razén: 1—1—§~, por
oz

A e

lo que dicha serie converge a: 5(z) = - kg ‘ L l <1
- +z
1422

Esdecir, S@) =1+2z2 , si |1+22|>1

1 +22 ,Siz+0
S(z) = )
0 .8l Z=10
Puede verse que esta serie no tiene Convergencia Uniforme pues, en la
vecindad de z = 0, donde la convergencia es uniforme, dicha suma salta
bruscamente de 1 +z2 a 0, aun cuando cada término de la serie es

una funcién continua de z, para todos los valores de z (excepto z= ﬂ),

lo que demuestra que el limite de una suma de funciones continuas puede
ser discontinua si la convergencia no es uniforme.

Analisis de la Regién de Convergencia:

La regién de convergencia correspondiente a la desigualdad: | 1+2%| > |

se presenta a continuacion: :
|1322| > 1 ﬁ—-%-iargzzs%:—-g-szeg%
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de donde:

| 1+2%| S er—idgieis
es decir, la variable z tiene que pertenecer al sector de 90° limitado por
las mitades derechas de las rectas: y = +x, como se muestra en la

siguiente gréfica:

( Region de Convergencia)
=— 00 ==
b) Teorema 2 :
Si los términos de una serie Uniformemente Convergente se
multiplican por cualquier funcién acotada g(z), la serie que
resulta también es Uniformemente Coonvergente.
Demostracion

Sea R la regién de convergencia uniforme de la serie:
J1@) +1,@) +e = tful2) 4 - -
Ysea g(z) unafunciéntalque: |gi)| <M, VzeR
Ahora bien, como la serie de las f converge uniformemente,
se deduce que en correspondencia con el infitesimal 'Iﬁl"
existe un entero N tal que:
| R,,(z)l = |f,,+1(z) + fui2(2) 4= » -| <& Vn>N, VzeR
De donde:
| 82) 111 @ +8@) fry@ + 2| = | 8@)| + | £, @) +F,. @) -
Es decirr,
| g(z) 'fn+1 (2) +8(2) 'fmz(z) doe " =M |fn+1(z) +fn+2(z) A ', = Mﬁ =&
O, lo que es lo mismo:
| 8@) “f,1 @) +8(2) -, , (2) += » |<€& , Va>N, vzeRr
Pero esto es precisamente la condicion para que la serie producto:
8() < f1(2) +8(2) + f5(2) ++ + + 48(2) * fo(2) += + +
sea Uniformemente Convergente.
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c) Teorema 3 : Integracién Término a Término
Una de las propiedades méas importantes de la series Uniformemente
Convergentes, la expresa el siguiente teorema:
" La integral de la suma S,(z) de una serie Uniformemente
Convergente de funciones continuas, a lo largo de una curva
cualquiera C que se encuentra por completo en la regién de
convergencia uniforme, se puede hallar integrando término a
termino dicha serie.
Es mas, si cada término de la serie es analitico, también lo es la suma."
Demostracion :
Consideremos la serie: [1@ +1@) 4+ o o 4+ (2) 4=+« = S(2)
Entoces, para establecer el teorema, hay que demostrar que:

§5Gz = §1,@dz +§1,G) 4+ - +§£2) 4+ - -
C (54 C c

lo que, de acuerdo con la definicién usual de convergencia, requiere
que demostremos la existencia, para todo € > 0, de un entero N
tal que:

e ]

fS(z)dz -y
o j=1
Ahora bien, para cualquier suma finita, es cierto que la integral de una
suma es igual a la suma de las integrales. Por lo tanto, el primer

miembro de esta ultima desigualdad se puede escribir:

§5@dz—>" §/@)dz §[S(z)dz—z f_,-(z)dz:'dz
c j j=1

=l e Foi
Sea L lalongitud del trayecto de integracién. Entonces, para la
convergencia uniforme de la serie dada, se sabe que existe un
numero entero N tal que.
| R,,(z)l < -;— , Vn>N 'y Vze Region de Convergencia (en particular,

para todos los valores de z sobre la trayectoria de integracion).
Por lo tanto, si n > N, podemos escribir :

.0}
§5@dz - §1(2)dz
c j=1c¢
lo cual establece la primera parte del teorema.
Para establecer la segunda parte, supongamos que la regién de
Convergencia Uniforme R es simplemente conexa (o se le ha hecho
simplemente conexa mediante cortes transversales). Entonces, si
cada término f;(z) es analitico en R , se deduce del Teorema de
Cauchy-Goursat que la integral de cada término en tomo a cualquier
curva cerrada simple (o en su modificacién simplemente conexa por

$f@dz| <€, vn>N
C

§R,,(z)dz
C

§R,,(z)dz < §| Ro(2)| - lde] < %ﬂ do| = &L =g
C {44 C

163




el Principio de Deformacion de Contornos), es cero. Por lo tanto,

la integral de la suma: §S(z)dz es cero, y por lo tanto, de acuerdo
C

con el Teorema de Morera antes expuesto, f{z) es Analitica, lo que

completa el teorema.

Ejemplo 13
Con el objeto de ilustrar el teorema precedente, consideremos de nuevo la

expresion:

1#=1+22+z3+z4+"' : |z|<1
=

Integremos esta serie término a término a lo largo de un contorno C contenido
eneldisco |z| < 1. Supongamos que el contomo C va del puntoz = 0

a z =z, Asi, de laecuacion:
§3@)dz = § 1,z +§1,@) 4+ - - +§ 1) 4+ - -
44 C c C
se obtiene: 5 ~ % o ¢
[P qde= [P et [ 22t [P+ [ b+
0 —Z 0
~ Pero:

[ e = -n1 232 = (15 [ = () (1) = ()

Obsérvese que las integrales del Iado derecho son inmediatas.
Finalmente:

In( 1_120) =f:0_dz :>ln( —Zo) =Jl:0(1+z2 +za+z4+-..)dz , |z| <1
De donde:

TR = N O 3L EES

d) Teorema 4 : Derivaciéon Término a Término
a0

Si la serie Z Ja(2) = f,(@) +£,(2) +/x(2) + - - Converge Uniformemente,
n=1
aS(z) paratodoz en R , ysi
f1@), 1,(@), =+~ fuz) + - - son funciones anliticas en R,
entonces, S(z) es tanbién analitica en R.
Este teorema garantiza la existencia de la derivada de la suma de
toda serie de funciones analiticas, que converge uniformemente.
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. d dfn(Z}
Esdecir, 375@) =

=f 1@ +f @)+
Demostracion:
Sea z un punto general de la region de Convergencia Uniforme R de
la serie dada y sea C una curva cerrada simple trazada alrededor de
zenk
Si escribimos la serie en la forma:

K =L,@ + 550+ ot fu(l) oee
donde ¢ es una variable que recorre los valores de z en C,podemos

multiplicar por la funcién acotada -2—-]—(-1;;)-—2— y por el teorema
TE —

respectivo, se tiene que :
IO N OO N A C) BN ¢ N

i (1-2)%  2mi (1-2)°  2mi (1-2)° omi (1-2)°

también convergera uniformemente. Por lo tanto, por el Toerema
precedente (Teorema 3), se puede integrar término a término en torno
a C, obteniéndose :

§ (f(t) 2m§ Si(1) dz _.l___§ f(1) dz+.- 4 ' § Jal1) dz-l-H-
2 2

- o2 (#=2)" % (f-z)”

Pero estas integrales, por la primera generalizacion de la Formula
Integral de Cauchy, son precisamente, las derivadas de los respectivos
términos de la serie dada, en el punto z . Por lo tanto:

i—z

IO =F1@+f20) + =+ +f (1) ++ - -

lo cual establece el teorema.

k]

El siguiente ejemplo ilustra el teorema precedente :
Ejemplo 14

(o o]

Dada la serie: 11Tz= D2 =1hzi2 4| 2] <1

1

Calcular el desarrollo en serie de : 5
(1-z)
Solucidn:

. d 1 o o]
Observemos que: E( s ) ply

Luego, por aplicacion del teorema anterior, se obtiene:




1
(1-z)?

=%(1+z+zz+---), |z| <1

De donde:

1
(1-z)?

Es decir, (1_12)2 = ;n -1 . lzl <1

= 14+22+322+«+ |z|<1

#) EJERCICIOS PROPUESTOS
1°)  Determine la regién de convergencia de las series:

0

2 ) e)”

(2=1=7)"

(-1)"1z2n-1
(2n-1)!

oo
cos (nz)
e




2°)

B7)

4°)

5°)

6°)

. |l
Demuestre que la suma de la serie: L ',|

-3y

e ¥senx+e ¥sen2x+e Ysendx +--+ , cuando y > 0, es: I|| ”

e ¥senx
1-2e7cos x+e ™2

Determine la suma de las series y especifique 1a region del plano z "| |||“|

donde converge a dicha suma. ‘ ‘

| ! |

@) 1+@E-12+E-D*+@-1)%+--- f ‘
1 1 1 —

b) 1+—Z—+—z?+-53—+' |

a) Useel producto de Cauchy para demostrar que:

an” -1 = z)2 cuando | z| < 1 "h [l
n=1

b)  Use el resultado obtenido en €l aparte a) y una nueva
multiplicacion en serie para demostrar que:

E n(n+1) 1
(1 -2)°

Por medio del Criterio M de Weierstrass, demuestre que las
siguientes series convergen uniformemente en las regiones indicadas:

i einzz = z‘m

ay 5 Jz| <R R<o ; b) Z;?ﬁ_ |z} <0.99
n=o n=
% B 28]

9 3 (lz:?zn. lzl<s1 ;@ Y £, Rerso
n=1 n=o
a0 00

e) Z‘z”'l, lz'g%— N Zezn1 lzlsl
n= n=o

Por medio de los teoremas 3 y 4 antes expuestos, demuestre que:

oo

a nz1= 1 _ 12| <1.Use el resultado aqui obtenido para
PG e A ’ :
2 nn+1) e 1
demostrar ue:z = 1zl <1
q n=1 2 : (1_2)3 |Z| a
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b)

o0
Considere la serie ) n 21— 14074322400

n=1

demuestre que su n-&sima suma parcial esta dada por:

z"[n(z-1)-1]+1

(1-2)*

cuando z # 1




)

CAPITULO VI

LA SERIE DE TAYLOR

INTRODUCCION
En el presente capitulo daremos respuestas a las preguntas que fueron formuladas
en la introduccién del Capitulo VI. Como se recordara, nos preguntabamos en esa
oportunidad:
a) ¢Cuales son las funciones f{z) que pueden ser representadas por medio de
una serie de potencias?
b) ¢Cdmo se obtiene dichas series y para qué valores de la variable z la
serie representa efectivamente a la funcion f(z)?
c) ¢Es posible representar cualquier funcién analitica por medio de una serie de
potencias?
Las respuestas a estas y otras preguntas las encontraremos en el siguiente
teorema:

TEOREMA: Serie de Taylor
Si fiz) es analitica dentro de un circulo C con centro en z,, , entonces, para todo z
dentro de C, se verifica que:

F (z,)

f'(z,) 7"(zp)

&) = Rzg) + — 2= 20) + 52 @ —2g)  + o+ otz —2g) e e

11

Es decir :
oo

(n
f2) = Z f——#(z—zu)n . |z-z4]| <0

n=o0

r

*

{Fig.7. % |z—z0| <p)

Antes de demostrar este teorema, hagamos las siguientes observaciones:
a) Esta serie de potencias se conoce como: "Desarrollo en Serie de Taylor”
de la funcién f(z) , alrededor del punto z,,en honor al matematico inglés

Brook deTaylor (1685-1731), quien en 1715 obtuvo este desarrollo para




funciones reales de una variable.
El circulo C es el circulo de mayor radio "p" , centrado en z,,dentro del cual

flz) es analitica; es decir, z_ es la singularidad de fz) mas cercanaaz,.
En el caso particular en que z, = 0, |a serie de Taylor se conoce como: Serie

de Maclaurin. :
Nétese que la serie dada por la ecuacion anterior, puede también escribirse

en la forma:
o0

donde :

Demostracion: ,
Sea z cualquier punto dentro del circulo C.
- Construyamos un circulo C, con centro en z, yradio r, que encierre a z,

~ como muestra la Figura 7.2

>

X

(Fig.7.2: &, = |z—zn| =r,)
Enlonces, por la Férmula Integral de Cauchy, se tiene que:

1 f(w)
f2) = Zm'j wz) ™
1

(Obviamente, la variable w esta sobre C, de acuerdo con el concepto de integral
de linea).

Pero:
1

1 _ 1 =Y
-2 (WZo)-(7) (w—sz—P (z—a.)}

(w-z0)

3 1 Z-Z, Z—Z, 1

T L+ (w ) + iﬁzz‘:))2+...+(—w:23—)n_]+(w—z0)n[l (z—zo):l

T (w-zp)




sily sdlo si: I::;‘; ' <1
Luego:
| (2-20) + (2-20)? et (Z*Zo) +(z—zo )" 1

T W) wzg) ez ez W) W)

Multiplicando ambos lados de la expresion (3) por : %l obtenemos:
=L ) ) R w2
i (W-zo) © 2m (wzg)? m (wz,y)® 2m (w-zy)"
1 (2% \"_f(w)

+ﬁ(w—zo) vl NS @

Integrando ahora miembro a miembro la expresion (4), se obtiene.

0w . 1 g fw (229) ¢ fw) (220)* ¢ fw)
 —=——dw = dw + . dw + _ AW + e e
(W=2) 2mi f (w=-z,) 2mi i (W“Zo)z 2mi i (W_ZOJS
(z2)"" ¢ fw)
o f w-z, )" S (5)
: _ 1 z-Z, \"_ f(w)
donde . Un = 2mi j W—Z, ) (w-z) dw
1

Pero, obsérvese que, por la Férmula Integral de Cauchy, el primer miembro de la
ecuacion (5) es: 51:—, (:?—2) 7o RN ()

Ademas, por la Extensuﬁn de la Férmula Integral e Cauchy, la cual establece que:

AL §__tW) g, - ping 0,1,2,3 7
2§ = fNGy), n=0,1,23-e ™
w ¥ )

los segundos miembros de la ecuacién (5) se convierten, respectivamente, en:

fzy), 52 )f (), L )f (zq), - (z“:f) f @), Un, |z-24| <a (8)

Sustituyendo los resultados (7) y (8) en la expresién (6), se obtiene :

2 i n-1
ﬂZ) f(zo)+ ( )f (z 0)+ ( ) f”(zo)'l""""((in_ilg)l! f(n(zg)+Un

Para probar el teorema, sélo falta probar que : A@m /s =10

A tal efecto, observemos que, como w esta sobre C,, se tiene que:
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(Fig.7.3: C, : |z—zu| =r,)

|wfz°|~k<1

a) Comoflz) es analitica, = | fiz)| <M, con M = constante
Adema

b) |w—z| = |w=-z0)=(—25)| 27, — | z-2,]|
En consecuencia:
_ 1§ (220 \"_fow) kKM r
|Un] = 2§ (w22 ) ooy | < 2% e S e
Cq

. : k"Mr
de donde: *_%l U"l=;}'-.“éo( 1 )=0 porser : 0<k<1,

r-|z-24|

lo que completa la demostracién.
En resumen, tenemos :

() ()

1°) f2) =fzy) + f (zu)+ f (z Zg) 4o ( _nZ!OJ

f(n(zo)+. .

Otambién: | fz) = Z o) (,_z0)"

n=o

; . Z—Z
2) Laregién de convergencia sera: Iﬁ, <1 |z-z5| < |w-zq]|
dedonde: |z—z4| < p.
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(Fig.7.4: Region de Convergencia de Taylor :

Es decir:
*  z_ eslasingularidad de fz) mas cercana a z,

*  C es el mayor circulo centrado en z, » dentro del cual /{z) es

analitica.
*op= ]zs =%, , es el radio del circulo C, dentro del cual /{z)
es analitica.

3°) Observese que este teorema no asegura la convergencia de la serie de
fz) cuando z es un punto del perimetra de C. En este caso, es necesrio
considerar cada serie y cada valor de z perteneciente a C , como casos
individuales, pues para p > 1, U, esta indefinido.

4°)  El teorema no afirma que la serie de Taylor no converja fuera del circulo
G ] z-z, | = p.So6lo asegura que éste es el mayor circulo dentro del cual

la serie converge a f(z).
5°)  Sila singularidad mas cercana al punto z, noes unica sino que existen

varias singularidades a la misma distancia respecto de = el circulo

pasa por ellas.
6°) Si flz) no posee singularidades, entonces el radio de C es infinito, y se
dice que el radio de convergencia es infinito (p = «).

7.2.1) Ejemplos Resueltos |

Ejemplo 1
a)  Desarrolle la funcion fz) = In(1 +z) en serie de Taylor alrededor de z, = 0.

b)  Determine la regidn de convergencia de dicha serie.
¢)  Use el resultado anterior para calcular la serie de Taylor de las funciones:
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1) ln(1+z )

2 e d]
-[o (1+w)

dw ; ¢.3)

Z
ks W)

dw |
In(1 —z2)

n
—z3) , CONzy=0

(n
n!(o)(z)n-i--.l

" m-1)

c.4) TE > c.5) ‘IITZ: c.6) In(l1+z%*) ; ¢7)
Solucion:
g) f2=In(l+z), z,=0
La serie buscada es de la forma: f(z) = nZ: i n(!z") (z
3 ]
Por lo que: In(1 +z) = f0) + f“” Gyt (°) )2 +
Luego:
(" fz) = In1 +2) = f0) = 0
e ()—m = [0 =1
F ()——(1+z)2 =/ 0)=-
s (1)(2) T
S @)= Az = f (0) =2!
=120 (3
L 6y = CREHE) P gy =y
(1+2)*
(o, (D)™ (n-1)! (s
Lf (@) = A =f 0)=(1)
Por lo tanto :
In(1+z) =z- 22+ 2228 ... D g &
O también: In(1 +2) = (;1),:—:51
n=1
b) Regién de convergencia

n
El n-ésimo término de la serie es : f,(z) = __(“1)n z
Por lo tanto, utilizando el Criterio del Cociente, tenemos:

|_Ilm

n+1( 2)
@y

1!1—1 n

)

’ i} T = jim,

_n_

n Zn+1
(n+1 } z

= ||

Por lo tanto, la serie converge absolutamente para: | z| < 1.
Se puede demostrar que la serie dada es convergente para : | z[ =1
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y divergente para :| z| = ~1. Basta para ello aplicar el Criterio del Término
General. En efecto.
z=1= flz) =In(2) = La serie Converge
z =~1 = flz) = In(0) = — o0 = {.a serie Diverge
NOTA:
Este resultado también puede deducirse del hecho que la serie converge en un
circulo centrado en (0,0) que se extiende hasta la singularidad mas proxima a
este punto, la cual corresponde a:

In(1+2)= -0 = (1+2)=0=z4 =~1

En consecuencia, la region de convergencia es:
todo z tal que : lzl < 1, exceptoz =—1, €sdecir..

B

(Region de Convergencia )

el) f=w(2) | z=0, |z <1 |
De acuerdo con el resultado anterior:

_ — -;?- -..ZE.. -_— _zi - " 8 (hl) Zn - 8 »

In(l1+2z) =z 5 T3 e otk

Reemplazando z por -z , se obtiene:

)= g B 2 2V B ..
In(1—2) = 2- & -2~ 20 4 !
Ambas serie convergen para: |z| <1

Restando miembro a miembro estas series, tenemos:
In(1 +2)~In(1 -2) = z-£+—z—:,'—-—z-4—+---+(_”n-1zn doee | =
" 2 3 4 n

de donde;

175




o0
‘l+z K z5 il 1 e O 221 '
n=0
Z. 03 '
02) f(Z)=I0W = ' [Z‘<1
Teniendo en cuenta que: jq q +w) ——dw = In(l +2)
y usando el resultado del apartado a), se tiene que:
e o]
z _z2 73 z4 . -1y 1zn - -1y zn
»[0 (1-]-W)dw In(1+2) =z -2—+—3— T+ r——tt- —rg-—n——-
== 0.0 ]

¢.3) f(Z)=J-OZ-(%N-j—dW ,20=0,|z|<1
Teniedo en cuenta que: [~ T&\de = —In(1 —z) = —In[1 + (=2)]

Usando el resultado del apartado a), se tiene que:

e i = —In(l— 3B B b Sl e
Js Trwydw=-ln(l~2) = [z 234 g :l::’
2 1 z2 23 | z4 ™'z — 2"
IQWW=[Z+—2—+T+T+"'+~—'ﬁ—-“ ] r;

cd) f=gL . z,=0, |z|<1
. d Bicide
Teniedo en cuenta que: - [ m1+z)]= R
Usando el resultado del apartado «), se tiene que:
A, 72 | 23 74 "1z
TiZ“Fz‘[ZHTJrT e “_ff"_+ ]
'.-—.L..""—‘ -_— 2—3 —_ .w
De donde: T = Lrd et Spnse e i L
=.'—._0-0;=
c.5) f(z)z-i_ 5=0 |z|<1
Teniedo en cuenta que: -—[ln(l ~z)] = =

Usando el resultado del apartado a), se tiene que:

AL AN 2 g p L e
1~z dz 2 3 4
De donde: '11Tz_= 1+z4+22 423 +0oeizM 4
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c.6) fz)=lhd+z%); z,=0, [z' <1
Teniedo en cuenta que: In(1 +22) = In[1 +2z],_,>
Usando el resultado del apartado a), se tiene que:
]n(1+z?.)=[z_£+%§__2_4.+.-.+.(_'¥£.+.-.} ) =
2=z

2 4
B mgph gboi g8 @ aen™e
In(1 +2%) = z 2+3 4+°° +—n—‘;r2—-+
-1._.2n
O también: In(1 +22) = Z (—’1-1—,.,—2——
n=1

¢T) A2)=l(l-z%); z,=0, Izl <
Teniedo en cuenta que: In(1 —z?) = In[1 —z]_,
Usando el resultado del apartado c. 1), se tiene que:

-1
2 3 4 (-1)n zn
ln(l—zz)=|:—z-.:.!2__ 3 _ZT—QQ--—-.._“-.—-.__...1Z_22 =

2n
4 76 8 z
ln(l—zz)=u[22+-22—+T-+T+---+—,,—+---:|

=x 2n
O también: In(1-2z%) ==Y S
=1
Ejemplo 2
a) Desarrolie ia funcién f{z) =senz en una serie de Taylor, airededor de
z= 7.
b)  Determine la regidn de convergencia de esta serie.
Solucion:
Método 1:  Por aplicacién directa de la serie de Taylor
e
fz) = senz = rm) =22
£'@) = cosz = f(&) =
{ f" @) =-senz =" F) = ﬂg_
fm (Z) L S0 ﬁf," (% = _g_
7" @) = senz =7 (&)= 42

~
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Luego, la serie buscada sera de la forma:

i 2 (% w555
..ﬁz)?-ﬂ%—) ( )( —-E—) ( )( .}) 5 +_._%.L)_(z_r) 4
Por lo tanto :
senz=-‘/—f-+-‘{-;(z~% —‘f—z—(z—f-)z—f‘r_—g—( —-}) +-++ , de donde:

2!
n

)-2
2 3
senz = —-{;—[1+(2-—T)—-§—! z—%—) —-%(z-——z-) +...]

= 00 =

Método 2: Sea:u=z+—} o u=z—%,entonces:

= — ; f1d L (e ,[_2
sen(z) = sen(u+ L) =senucos( L) +cosu sen( %) = ~—(sen u+cosu)
de donde, sustituyendo sen u y cosu por sus respectivos desarrollos de Taylor
alrededor de u = 0, se obtiene :

'-..Bn(z)=£[" wow --]+£[I—-%‘1—!-+%T— L(,.i:f»%---],ciedc:nde:

2 3! 51 71 2
_ o2 uz _ ud
Sen(z)_T[l-i-u—-ﬁ-—%'—J- R ]
y devolviendo el cambio: u =z + -};— , obtenemos finalmente que :

senz-—‘/—_—[ +(z- 4)—2,(.1-2—) ( )3+...:l

tal como se obtuvo anteriormente.

b)  Region de convergencia de esta serie.
También la regién de convergencia puede ser calculada por varios métodos,
por ejemplo:
Método 1:

La singularidad de la funcién senz mas cercana al punto z, = esta en

I
4
el infinito, luego, la serie converge para todos los valores de z tal que:

l z‘ =p <o
Es decir, la regién de convergencia buscada es todo el plana finito.
Método 2:
Aplicando el Criterio de Cociente, obtenemos:
= 1 " n+1
fnn @ | _ (-%) A 0w (%) =
@ |G Z\D =A% | e N
=%) (--%)
Aim fn+1 (z) r‘ (ZH )
S | fo@) | o | (a1
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Luego:

- fn 1 (z)
2 1 =0 <& |[z|#»
5 | 77,@ 2]
Es decir, la serie converge para todo z finito. En otras palabras, para :
2l =p <

tal como se obtuvo anteriormente.

Ejemplo 3
a) Desarrolle la funcién fiz) = e en una serie de Taylor, alrededor de z = z,.

b)  Determine la region de convergencia de esta serie.

Solucién:
Por aplicacion directa de la serie de Taylor
’f’
fiz) = e* = flz,) = €20
f'@) =€ = f'(z,) = €20
X fl@)=e*z = f" (z4) = €0
| S @) = = £ (z,) = €20
Luego, la serie buscada sera de la forma:
"(z5) " (zo) 2 £ ,
f2) = fz4) + A 1!0 (z—z4) + ITO(Z_ZO) Foendt i"’) (2—2zy) +e+»
Por lo tanto : .
e? = e%0 + %?—(z—zg) + %(2—20)2 - .+e:f (z—zo)" oo
De donde:
2 n
oz ezo|:1 . (217!-0) Mt 22!0) L ;!o) +] N

[ 2] n
o (z24)
e% = e%o Z 'n—?
n=o
Casos particulares:
a) Serie de Maclaurin: z, =0 =

= (z)" 2 3

T S z z z zn

ec = E e e e e S NI
A n! 121 3! n!
=

b) zo=i=>
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i = (z_,.)n ((2=1) (z—f)z (Z—t n |
=}, o [ I 21 nl) } |
n=o

Regién de Convergencia: R.C. ‘
Esta serie es valida en todo punto del plano complejo, ya que no exixte punto
singular en dicho plano para la funcién f{z) = e, esdecir, RC./|z| =p, p <.

OTROS DESARROLLOS EN SERIE dE TAYLOR
7.3.1) Desarrollos de Maclaurin
Otros desarrollos en serie de Taylor alredodor de z, = 0, que se |

consideran de utilidad, son :
Caso1: z, =0, |z|=p<oo. "

1 5 1 2ﬂ+1
3!z TR Z( )" (2n+1)|

11, 2.1 4_ 1 6,...= ; 522
b) cosz=1-orzt+grzt - opsf _HZ( 1) e
=0

a) senz=z-—

n

¢ o]
c) Sinhz=z+%z3+%zs+—71!—27+---= Z (

g
_ 1 1.4 I 220
d) coshz 1+~2~|~z +ar? +61z + Z (2n)!

Estas representaciones en serie de Maclaurin son validas en todo punto del plano
complejo puesto que las cinco funciones de la izquierda son analiticas para
vz / | z| =p <o,

Caso2): z,=0, |z| <1
e - e I SR T I JETRPRI gt (S 4 L n
ey l+z+z24+22 +2¥ + 22 +2+ 2" + 28+ 27 + 210 4+ 21 ¢+ Z(z)
1 o o]
. e R W A N . T | e _1ymHl AN
s l—z+zt—-z"+2° -2 +2° -z' +2° -2°+2"° -2 + Z( 1) (z)
n=1
o8]
1 2 3 4 5 6 7 8 n-1
— = 1422432z 4+42° + 52" +62° +72° + 82" +9z° + -+ = n(z
(1_2)2 Z ()
1 2 3 4 5 6 7 = n(n+1) n-1
= = 14324627 +102% + 152% +212° + 2825 +3627 + oo = 3 ——>(z)
(1-z) -
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00
P e R S L T ) e 1y n
52 =1-2 42’ =2 bz —Zil e = Z( 1) (z)

I 12 T = ST S I I O ™ P
In(1+2z) =z 22+3 37 t57 -l ty7 — g e e
Ht zn
ln(1+z-)=Z(—1) '%,3—
n=1
n
In(1-2) = —z~122-1z3 -zt — 125 Lz6-127 18 129 4...= Z(zg
n=
(12 oo 4 23 28, 2, 2 _2"" 720+
(42) =)=+ S+ e s e | - 2. o)
=0
[n(l__.i = =8 z+£ﬁ+£i+£1+.£_+ . =—2i - Gl
[ +z 37578 (2n+1)

5 5z+ I 1 B S

7.3.2) Otras series de Taylor
Otras series de Taylor de interés, son:
Ejemplo 4
a) Desarrolle la funcion f(z) = le{ en serie de Taylor de la forma:

f2) = Calz+1)"

n=o
b)  Determine el término general y la region de convergencia

Solucién
a) Eldesarrollo solicitado se lleva a cabo alrededorde z, = -1,
por lo tanto:
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f(z)=1— = fen=4+-4
k el
@ (1) = Sen=4
f()—(”‘?i = Sen-4
J f’“()~ﬁ%‘i}% = Men=2
s = F g
Luego:
L = A+ L (241) L (241) 2+ DG (241) e =

o8]

n
= %+2’—2(z+1) +—215-(z+1)2+-§17(z+1)3+-..:'§] S (z+1)

b) Término General:
Evidentemente: £o@@) = 2:7( z+1)"

¢) Regién de Convergencia:
Método 1: aplicando el Criterio del Cociente, tenemos:

Ine1@ | _ [ @)™ ot g _ 1
fn(Z) _flj—{l}n 2l"l+2 : (z+1)n _r}gnoo|?(z+l)|_f|z+l|
En consecuencia, la serie converge absolutamente para todo z
tal que: %] z+1 | <1 =5 | z+ 1 | < 2, lo cual corresponde a los

s

puntos interiores a la circunferencia con centroen z, = -1 y

radio p = 2.
Método 2: también puede determinarse la region de convergencia
calculando las singularidades de f(z) = T iz en el plano

complejo y determinando cual de ellas es la méas cercana a
z, = —1. Obviamente, ello corresponde al punto z¢ = 1.

Luego, la region de convergencia sera : | z+1 | < 2, talcomo
se obtuvo anteriormente. Dicha regidn se muestra a continuacion:
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NOTA: Nétese que, con mayor propiedad, puede escribirse que
la regiéon de convergencia buscada es: | z+1 | <2, excepto z = 1.

=00 ==

Ejemplo 5
Calcule el radio del circulo maximo en todo punto del cual el desarrollo
indicado es valido:

fo) = i :—éC,,(z—Z)n

Solucién:
La serie de Taylor se ha desarrollado alrededor del punto z, = 2.

Las singuiridades de f(z) = 221 3 ocurreneen:z2 +1 =0 = z = +i

En este caso, ambas singularidades se encuentra a igual distancia de

z, = 2; dichadistanciaes: p = /22 +1 = ﬁ

o0
. ) n " 1
Luego, la serie de Taylor dada: nz_ [,: C,(z-2)", converge a: =

en todo punto del dominio circular: |z-2| < 5
o también para: | z-2| < J_S excepto; z =i

?
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UNICIDAD DEL DESARROLLO EN SERIE DE TAYLOR
Dada una funcién analitica cualquiera f{z) sabemos que podemos representarla
por medio de una serie de Taylor, alrededor del punto z; .

Dicho desarrollo esta dado por:

n

= - )2 ” =
f(Z) =,f(zo)+ (21210)](' (zo)+ (Z 2210) f (ZO)_I_.'._I_(ZnZ!D) f(n(zo)_}__.. (I)

Cabe preguntarse:

¢, Existe otra serie de potencias de ( z —zo) en una vecindad de z,?. La
respuesta es negativa; es decir, el desarrollo en serie de Taylor, si existe, es unico.
Demostracion:

Supongamos que existe otro desarrollo y representemos el mismo por :

flz) = a, +a, ( zﬂ—zo) +a2(z—z°)2+a3 (2—20)3 +a, (2—20)4 +eee (2)
Derivando la ecuacion (2) , se obtiene :

f(@)=a,+2a,(z—z,)+3a, (z—zo)2 +4a, (z—zo)3 foee I z—zo| <r
Derivando por segunda vez::

f"(@) =2a,+6a, (z-24)+12a, (z—zo)2+--- ; ]z—zol T
Escribiendo adecuadamente las derivadas sucesivas :

2 3 4
fe2) =ag+a,(z—zy)+a,(z—2y) +az(z—z4) +a,lz—zy) +---

@) =a, +2a,(z—z,) +3a,z-2,)" +4a,(z—-zy) ++ -
@) = )QR)a, +2)B)agz—z4) + B)@)a,(z—2z4)" ++ -
f(2) = 1)@)Bag +2)B)@)a,z—zg) ++ -

Lf(n(z) =nla, +---

Haciendo : z =z, en las ecuaciones (3), se obtiene:

N

0
ag = f( 20)
[zg)

a, = f(z5) = —;
"(Zg)
e i
a f"i(.zo)

A =0

Nz
an =
€ n! J
Pero estos coeficientes son precismente los del desarrollo en serie de Taylor, por
lo tanto, podemos concluir que:
"El desarrollo en serie de Taylor alrededor de z, de una funcion analitica f(z),




s /a inica serie de potencias de (z-z,) que converge a fiz) en todo punto
de un dominio circular, centrado en z,, , tal que | 22 | < p, siendo p la
distancia de z, a la singularidad de f(z) mas cercanaa z,."

Zg

v

( Regién de Convergencia de Taylor )
NOTA: _
El teorema no afirma (ni niega) que la serie de Taylor converja o no sobre o fuera
del circulo | 2=7, | < p . Sélo asevera que éste es el mayor circulo para el cual,

en todo punto interior al mismo, la serie converge a f(z).

OBSERVACIONES ACERCA DE LA ANALITICIDAD
Hemos visto que existe una estrecha relaciéon entre |a analiticidad de una funcién
fz) y las series de Taylor.
Resumiendo lo hasta aqui expuesto acerca de:
a) Desarrollo en serie de Taylor
b)  Unicidad del desarrollo en serie de Taylor
c) Extension de la Férmula Integral Cauchy ( exixtencia de la derivada de todos

' érdenes), lo que se expresa por:

(ngzy =2 0L § B

S(zo) Tty s (z-zo)"+1 dz
podemos decir que una funcion f{z) es analitica en un dominio D, si satisface
una cualquiera de las siguientes condiciones:
a) f'(z,)  existe en todo punto de D.
b) f(z) tiene derivadas de todos los drdenes en todo punto de D.
¢)  flz) puede representarse mediante un desarrollo en serie de Taylor en
una vecindad de cada punto de D.
d)  flz) eslasuma de una serie de potencias que converge en una
vecindad de cada punto de D.

e) flz) = u(x,y) +iv(x,y) satisface la ecuaciones de Cauchy-Riemann.
h j’i flz)dz es independiente de la trayectoria que une el punto 4 con el

punto B.
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EJEMPLOS RESUELTOS Il

Ejemplo 5

Determine el desarrollo en serie de Taylor y la Regién de Convergencia
correspondiente, en los siguientes casos :

a) flz) = zls , en potencias de (z-1)
b) flz) = 7 1 T en potencias de z
o
0 f&)=- 1, enpotencias de z
+Z
d) ' tanlz , en potencias de z
Solucion :

5a) flz) = ?13— , en potencias de (z — 1)
Conocemos que :
fD=F=1-G-1)+E-1)*~@-1) +-+-, [z-1]<1
Luego, derivando una vez término a término, se obtiene:
—-le- =-1+2(z-1)—(-1)>+4@E—-1)> -5@E—1)* ++-+
Derivando por segunda vez término a término, encontramos que:
2 =2-20z-1)+34(z=1)2=4:5E-1)  +++.

z3
De donde:
L-1-Fe-n+ B e - e 2o <1
— 00 —
5b) b)) flz) = (I+L)4 ,en pbtencias de z
Conocemos que :
ﬂz):TJT:ﬁ:T}flz:_z:1_z+zz—z3+'“a |z]<l

Luego, derivando una vez término a término, se obtiene:
=-1+2z-3224+42° -5z +...

(1:2)2
Derivando por segunda vez término a término, encontramos que:
SRR 1O THRTOR O R
( 1+Z)
Derivando por tercera vez término a término:
2 o 3.2.1-43.2:45.4.322-6-5-4 -4, |z] <1

- {1-1—2)4
De donde:
1 _ 321 _ 432 543, 654,
(142)4 ~ 3-2-1 DA T B Z O E T |z| 23
Es decir:
(11)4 = 1-4z+102% - 202% +352* ~ 5625 ++++, | z| <1
+Z
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5.c)

5.d)

NOTA:
Obsérvese que para N > 0, se verifica que:

N —1+n)!
ZC”Z ,COHCH=W—)T ] |Z,<1

{a- Z)

c) f2)= # , en potencias de z
Conocemos que :

= 1 — 3 5 L
‘f()_1+z2ﬁﬁlz.zz_[1_z+zz"z fptgd ]Hz,fz|<1
Luego

fz) =

1+22 =1-224+2*-25+28 —219 4.0, |z| <1

flz) =tan'z | en potencias de z

Derivando la funcién dada, se obtiene:  f'(z) = —dgz—tan"z = ~—217
27+
Conocemos por el ejemplo anterior que:
>=1-z22 42420428 210 4. |z| =1
1+Z
En consecuencia:
) = =124zt -2 20 e |z’<1
De donde:
o Hgiaa] z 2.5l il el
fz) = tan z=_|'0(1—z +2t =2+ 20 e )dr, |2 <1
Es decir:
tan~lz = z -

%234-%25—%27+%29—~1—1i-z"+---, |zl<]

Ejemplo 6
Determine el centro y el radio de circulo dentro del cual, la serie de Taylor
indicada converge a la funcién dada:
o0
= Z Cile=Y~1)"

ZC(Z—]) ; b)
C) Z4+22+1 Z (B (Z—I) : d) T—'{'a'ﬁ 2 ¢ (Z—l —FZ)H

ZC(Z 5)"

ZQ+:8 n=o

a)

1 74

e)

Solucién :
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6a) —p=3 cCu(z-1)"

La serie ha sido desarrollada alrededor de z, = 1
Ademas, las singularidades de f{z) son la solucion de la ecuacion:
1+z4 =0 , dedonde: =1 =24 =cisn = 22 = +cis (-g—)

’ cis(-%—

e )
12
Es decir: z* = +cis(£) =
o ; T
Z34 = il (O £ -2-)

= CE) - (-p) - ()

La siguiente grafica muestra la ubicacion del punto z, = 1 asi como
también la ubicacién de las singularidades calculadas:

1
1
i a
1
.
L 4
By
L'

Evidentemente, las singularidades mas cercanas al punto z, =1, son:
2 |2 2 2
L e ===

La circunferencia centrada en z, = 1 que pasa por estos dos puntos

singulares, es ;| z—1]| = ( —Q)Z(‘{—;)z :Jz_-ﬁ

La regidon de convergencia sera : [ z-1 ] < 1} 2-42, exceptoz =z, z,
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senz

} .
6.b) L -y c(=—1-8)"
n=o

La serie ha sido desarrollada alrededor de z, = 1 +i

Ademas, las singularidades de f{z) son la solucidn de la ecuacién:
senz=0, de donde: z=kr, con k=0,1,2,+++

Evidentemente, la singularidad mas cercanas al punto z, = 1 +7, es:

z, =0 (k=0)

La circunferencia centrada en z, = (1 +i) que pasa por este punto

singular, es:| z—1-i| = ﬁ

La regién de convergenciasera: | z—1| < ﬁ , exceptoz =0

o0
1 AN
b9 2 Gl

La serie ha sido desarrollada alrededor de zg =i

Ademas, las singularidades de f{z) son la solucién de la ecuacion:
z4+22 11 =0, de donde, haciendo: z2 = u, se obtiene:
/3 U, = cis(%‘—)

+u+1 =0=>u=—lti—:»
2 2 R
uz—crs(T“)

u®

Evidentemente, las singularidades mas cercanas al punto z, = 1 +7, son:

z, = (—% +fg) Yy  z,= (%—+I@)

La circunferencia centrada en z, = (1 +) que pasa por estos puntos

singular, es :| z—1 —i| =1/2—J:‘T

La regién de convergencia sera: | z—1| < /2 [3, exceptoz =z, z,.
Su gréfica se muestra a continuacion:
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- .
Gd) ﬁ‘la'rﬁ-=nZ_OCn(Z—l'—‘i2)n

La serie ha sido desarrollada alrededor de z, = 1 +i2

Ademas, las singularidades de f{z) son la solucidn de la ecuacian:
l—tanz =0, de donde; tanz=1 = senz = cosz

Pero:
] _ eiz__e~iz B eiz_’_e—iz
s;mnz = 7 y COszZ = —
Luego:
fz_a-iz iZ) o —iZ _ . :
e 26_]: _ &€ +2e s (e;z_e-:z) :,-(e;z_i_e-iz) =

e?(1-i) =eZ(1+1)

De donde: e = ::—E=i

Esdecir, e 2(*Y) — ¢ (cos2x +isen2x) =i

o e Y(cos2x) = 0
lgualando parte real y parte imaginaria :
e ‘23'( Sean) =]
Pero:

e Y (cos2x) = 0 = 2x = +(2k + 1)(%) - e=0.1928.
es decir :

=+2k+1)(%), k=0,1,2,3,...
e Y (cos2x) =0 = ¥ )(4)’ sl
veR

Por ofra parte :
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= bl =
evzy(senzx)=1=}{x—i(2k+l)(4), k=0,1,2,3,... }”(2)

y=20
Por lo tanto:
=+Q2k+ 1)L k=10,1,23,...
1-ta_nz=0:> X ( )(4)’ L] .
y=20
Evidentemente, la singularidad méas cercana al punto z, = 1+i, es:
z, = —-:—-
La circunferencia centrada en z, = (1 +i) que pasa por este punto
” 2
singular, es :| z—1-i| = (1—-4"-) 5 |

La regién de convergencia sera : ]z— 1| < ’(1 - %)2+1 =1.0228

Su grafica se muestra a continuacion:

(Region de convergencia:| z— 1| < 1.0228)

a

6.c) 1Nl z-5)"

z2 ,i8 n=o0
La serie ha sido desarrollada alrededor de z, = 5
Ademas, las singularidades de f{z) son la solucidn de la ecuacion:
3

z24+i8=0 ... (1)
3 3 i[ 3m 42k
De donde: z2 = —i8 ) = B3 !

Luego, elevando al cuadrado ambos miembros de esta igualdad, se
obtiene :
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i 3n+ 4k P ==
B PR . g , k=012

Las soluciones son :

=—4, para k=0

) 22=88i[%]=4(%+f—g—)=2+aﬁ, para: k=1

=8ei[%ﬂ]=4(—;-—i—lzz) =2-i243, para k=12

Verificacion:

Como en el proceso de célculo de los valores de z fué necesario
elevar al cuadrado, es necesario verificar que las tres soluciones
halladas satisfacen la ecuacidn (1) . En efecta:

3
5 3

B 3
(z21) " 42 = (J (—4)) - (2i)%=-8i = Sisatisface la ecuacion (1)

3 3

ot < 3
;) 2 = @+1245) 7 = [eis(an)]? = () n( %+ 1) =
luego, z, = 2 +i2/3 No satisface la eciacién (1).

3 3

3 3 3
(z,) e (2-12/3) H = [ 4eis( 57:;‘3)]2 = (ﬁ)acis[ST”-%) = 8i

luego, z, =2-i2/3 No satisface la eciacion (1).

En consecuencia, la Unica solucién de la ecuacion (1) es:

z, =4
La regidon de convergencia buscada sera por lo tanto, la circunferencia
centrada en z, = 5 que pasa por este punto singular z, =4, cuya
ecuacion es:|z-5| =9.
Su gréfica se muestra a continuacion:
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1)

L4

( Regidn de convergencia: | z—5 | =5}
——— 0'0 ——

METODOS AUXILIARES PARA OBTENER DESARROLLOS EN SERIE DE
TAYLOR
Las ecuaciones:

*.2]
fe) =Y Cue-2))" . |z-z4|<p  p>0
n=o

"y
(= 9
n!

nos permite obtener el desarrollo en sefie de Taylor de una funcion analitica
cualquiera f{z). Pero a veces es posible emplear métodos abreviados que nos
ahorran el tedio de calcular varias derivadas de orden superior para obtener los
coeficintes C,,. En esta seccion estudiaremos algunos de esos métodos
abreviados.

7.7.1)  Método 1: Derivacion e Integracién término a término

Ya hemos visto que la serie de Taylor de f(z) permite ser derivada
término a término. Si la serie original converge dentro de un circulo de radio p
y centro z, la serie que se obtiene por derivacion término a término converge

af '(z), dentro del mismo circulo.

Este procedimiento permite repetirse un nimero indefinido de veces y asi obtener
una serie para cualquier derivada de f(z) .

Adicionalmente, otro de los teoremas analizados perimite integrar término a téemino
la serie de Taylor de f{z) a lo, largo de una trayectoria contenida en un circulo de
radio p . La serie que resulta de esta operacion converge a la integral de f(z) alo
largo de la misma trayectoria.

llustraremos lo aqui expuesto con los siguientes ejemplos;
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7.7.2) Ejemplos Resueltos lii

Ejemplo 7
Usando el desarrollo de % alrededor de z = 1, y derivando término atérmino,
obtenga el desarrolio de - airededor def mismo punto.

zZ
Solucion:
Sabemos que:
1 1)+ E-12=E-1)  +E-1) = (—1)5+ .5, [z-1] <1

Derivando ambos lados da la igualdad respecto de z y multiplicando por (-1), se
obtiene:

7_1_2 =1+(-2z+2)+3@Ez-1)2 -4~ 1)’ +5@-1)*-6(z-1)° + 7(z-1)° -
De donde:

.._=i(—1)n(n+1)(z~1)n , para: |z-1[<1
= Q0 =

Ejemplo 8
Obtenga la serie de Maclaurinde : f(z) = j’ Oz gw)dw,  donde:

senw .
Hid sm_w;&(l
I ., Siw=0

Esta funcion g(w) se conoce como "Funcion seno integral" y no puede evaluarse
en términos de funciones elementales . Aparece frecuentemente al resolver
problemas de radiaciones electromagnéticas.

Solucién:
Sabemos que, alrededor de z = 0,
senw = w—W +WTS W7+-‘g—,9=l‘1"-11,l+---, vz finito
Por lo tanto:
senw _ W2 w4 wﬁ W8 w0 . —.
~w =l-3rtes—Sr*ter 3t vz finito

integrando término a término, se obtiene:

J-zsenwdw I[l w;? W“ _V!f_.l_la.—-‘i"ﬁ-xro--]dw

71 gl 111
De donde:
Zsenw o z3 z5 27 29 Z11 )
Io ""”‘2"33!*”55! 7.7 90T T T
2041
senw n z! : _ .
[ ———dw = r;( 1) (I (20 valida para : vz finito.
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Ejemplo 9
Obtenga la serie de Maclaurinde :  fz) = ln( 1+2

Solucién:
Sabemos que:
(1+w) ln(1+w) ln(l—w) j' (1+w Ew)dw (1)
e e Te=- Z_ —es
Pero: F e w 1=l 2] s

T =14z+224+23+24 +-.0

Por lo que: (T:If?'z”+1+z) =2(1+22+24 +25+28 +-+ )

Sustituyendo en (1), se obtiene:
1+w 1 g2
( ) I (1+w (= )dw—zja(l +224+z24 428 428 e Az =

Es decir: ln(}—i"‘”ﬁ —2(z+£3-+%+£7— . ) i 2 ,|z|<1

2n+1)
e 0'0 ==
Ejemplo 10
Obtenga la serie de Maclaurinde :  f(z) = j’; eW?
Solucion:
Sabemas que:
7@ =e*
o0
Pero: ezzZ‘z]—?—zI+z+—§-+%+%+---,wfinito
n=o
Luego
= 2n
ezz=ez|z__'x2—l+ﬁ|+z4 §?+z -zzzn! =
n=o

o0
L 22 gl ugGu s B S 1y Z*n
Flr=latp By tgr e = 5 &
N=
Integrando término a término:

z G 2 1
_ w2 z z3 z5 z7 i -
fie) = [ eVaw = e ek iy i E !(2n+1 , Vz finito

Ejemplo 11
Obtenga la serie de Maclaurinde :  f(z) = arctanz
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Solucién:

Sabemos que: _

f(z) = arctanz =>f’(z)= 12 = liz =1—22+z“—zﬁ+zs+---,|z|<1
1+z z=22

Integrando término a término, se obtiene:

Z oy z 3 5 7 9
fe) = [ f @)z = [N=2ftat =2t gt boosldy =z- S+ 5~ Bt B te e
Es decir,

. z3 z5 z? z9 Z1'| .
arctanz = z = S= + G — S+ - + —Z(l) (2n+1) |z|<1
== 00 j==
Ejemplo 12
z
Obtenga la serie de Maclaurinde : f(z) = _[0 %;dw , w>0
Solucion:
0 ew
Sabemos que, f0) = jo Srdw =0
Ademas, 2
2 3 4 3
Vo= & (1+z+ 5, +§, + il + ) =+ +1+ 22! g ?,l +f“ i su, 550

Integrando térmlno a térmlno se obtiene:
fz) = ff(z)dz—f ( +1+ % +§? +Z3 )dw =

z2 z3 z4 75 -
Az) = 1nz-4—z-i~22!+3:-,'|+44|-+-55I ,z2>0

es decir,

[+ 0}
. n+1 5 WS E—
fiz) = Inz-l-nz_DCn(Z) , donde : C = e

7.7.3) Método 2: Multiplicacién y division de series

Sean g(z) y h(z) dos funciones analiticas. Entonces, en principio,
podemos obtener el desarrollo en serie de Taylor de f(z) = g(z) - h(z)
multiplicando el desarrollo en serie de Taylor de g(z) por el de h(z).
Esto es posible gracias a que, como ya hemos estudiado, el producto de dos
series absolutamene convergentes, s una serie absolutamente convergente
cuya suma es igual al producto de las sumas de las series originales.
Naturalmente, las series originales han de desarrollarse alrededor del mismo
punto z .
NOTA: Multiplicar series suele ser, en general, una operacion tediosa,
particularmente si se desea obtener una expresion general para el n-€simo
termino de la serie resultante. No obstante, el procedimiento se sijmplifica
si s6lo se requieren los primeros términos del dessarrollo.
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Ejemplo 13:
a) Mediante el producto de series, obtenga el desarrollo de Maclaurin de:
Jz) = —. Determine la regiéon de convergencia.
b) Useel resultado para obtener el valor de la décima derivada de f(z) en
z=0.
Solucién:

De acuerdo con lo estudiado en secciones precedentes, sabemos que:
s " )

z ,Vz finito

e =

=3

> , luego.

K 4
n
=0
0
Zzn ,Izl(l

ez 22 23 zs 2 3 4
ﬂz)—ﬁ— (1+ Trort ATt ar 4, +5r +e )(1+z+z +2 'z +) —
Para multiplicar en forma ordenada estas series utilizaremos el conocido
" Producto de Cauchy ", obteniéndose:

_A4l
1-z

Hz) = J_l S FN: SO Zsubindices =2
+(—OIT TIT L I ——— Zsubindices =3
+(-d—, ks % % N S PO R, Z subindices = 4
+(# . % + LI + % 2 naesnsin Z subindices = 5

2] 0

: e” 1 n

Por lo tanto: = E E :J—l) z
n=o =0

Region de Convergencia: {Vzfinitoy N {|z| <1} = |z| <1
b)  Resulta bastante tedioso calcular la derivada décima de f{z) , diferenciando
diez (10) veces esta funcidon. Obsérvese sin embargp que, en la serie de

Maclaurin de fiz) =Z C,z", setiene que:
n=()

JAEO 0
C,=21—= dedonde: /(" (0) =niC, = 0@ =10% 1 =
nl i j
(10 - A 1o 1 5 IS, -
710 ) =10 (14 A+ Lol +10,) 9.864. 101
— 0-0 ——
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Ejemplo 14:
a) Mediante la division de series, obtenga el desarrollo de Maclaurin de:

f2) = fgg—i—. Determine la regién de convergencia..
Solucion:
2 3 4 5
s _ e —l=z+Z+EZ-+Z_+Z_4... V finito
Seglin ya hemos estudiado: 22 3! 64- 3!
cosz=1-2-428 20 .28 | z € (—wo, )
21 4] 6! 8! ? ?
Dividiendo estas dos series, se obtiene:
LI SR 5 SN S 22 Lzt 28 2% ..
z+2!+§!+41+5+ 21 tar 8T 8
— _z_ - e 9
z 51 +
L () (8 8- IS S U N SN
z+ %5 4—(31 + 50 )z +(4, + ik )z +
22 o1 o LY 8 4 2% oo
2] +(3! 5 )z 6 414*
--—z_ z LN
2! +(21)2 "

1 1}.3 1 1
(T'I-T)Z +(ZT+W)Z4+...

Luego, la division anterior muestra que:
EH=0 2oy SIS i ( Coeficiente de z°)

Ci= A .( Coeficiente de z')
s % ................... ( Coeficiente de z!)
= % + % ................... ( Coeficiente de z')
En resumen:
e’ _ Aoy Doy F b 3 o8y O 8 18 o i
e R R AR v e TR T R T vz finito.

7.7.4) Método 3: Fracciones simplés

Sea f(z) una funcion algebraica racional, es decir, f(z) = P(z)

Q(z)

donde P(z) y Qf(z) son polinomios en z.
Si O(z) + 0,entonces f(z) tiene desarrollo en serie de Taylor alrededor de z .

En principio, los coeficientes de f{z) pueden obtenerse por derivaciones
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sucesivas de f(z), pero este procedimiento es frecuentemente tedioso.

Cando el grado de Q(z) es superior al grado de P(z), el método de las fracciones
parciales proporciona un procedimiento sistematico para obtener los coeficientes
de la serie de Taylor.

Cuando P(z) es de grado igual o superior al de O(z) , el método que vamos a
presentar también resulta util, siempre y cuando se efectiie una divisién simple
previa.

Regla 1: Factores distintos

Sea P(z) / O(z) una fraccion racional tal que el polinomio P(z) es de
grado menor que el de Q(z). Si podemos factorizar Q(z) en la forma:

0(z) = k(z—zl)(z—zz) .. -(z—z,,)

donde : z,z,,- - -,z, SON son todas contantes distintas y k es una constante,

P@ _ A A2 ey An

entonces: Q@) ~ (zzy T ey Tz

Ay, A-, .- = - sON constantes
en donde: hopd
zday, j=123

llustraremos lo aqui expuesto con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 15:

Desarrolle f(z) = '('z_igz_—z_) en serie de Taylor alrededorde z =1

Solucioén:

Por la Regla 1, obtenemos:
1) = = z =B B
(z2- z 2) (z+1)(2-2) (z+1)  (z-2)

z=-1=-1=4(3)=>4=1%
z=2=2=B3)=>B=1%

| 1/3 2/3
luego: flz) = = 2_2) T T T




Primera Fraccion:

13 13 13 10, (2—1 )+(Z-1 )2_(5-_1_)3+...
(z+1) - (z—1)+2 5 2(1_‘_2_—21_J 6 - 2 2 2 ]

desarrollo valido para: 2"21 < 1, esdecir, en el dominio D, : |z—1| <2
Segunda Fraccién:

280 23 2/3 -2 _ TR AN s
T e 1 e 3[1+(z D+GE-1)*+@E-1)"+---],

desarrollo valido en el dominio D, : | z— 1] <1.

Como los dominios D, y D, seintersectan (D, ND, =D,),
podemos escribir que:

o k- () () -(5) -]

—%[l+(z—l)+(z—1)2+(z—l)3+o--:|,

De donde :

fz) = %~%)+(~11—2-—%)(z-1)+(%—%)(z—l)z+---, o también:
-3 G- c=34(-1)"-2 . |z-1] <1
n=o

NOTA:

Nétese que la region de convergencia:| z—1| < 1 puede también obtenerse
calculando la singularidad de f{z) mas cercana al punto z, = 1, ( centro del
desarrollo), como lo ilustra la siguiente figura :
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(Region: |z—1| < 1)

Regla 2: Factores repetidos
Sea P(z) / O(z) una fraccion racional tal que el polinomio P(z) es de
menor grado que Q(z). Ademas. la factorizaciéon de Q(z) es de la forma:
0@ = (z-2,) @ ~2,)" + - ¢~ 2)P
con lo cual:
P@) _ P(z)
Q@)  (zz,)"(z-2,) @z,

Podemos entonces descomponer (F;((z)) como en el caso anterior:

P(z) Aq Az Am
= + forett
Q(z) (Z-Z9)  (z-24)? z-z)™

4=

B1 Bz Bn
Py e =)

’ (z=2n) f (2-2zn)? A (z-zn)P

llustraremos lo aqui expuesto con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 16:

Desarrolle fiz) = —2%—— en serie de Maclaurin
(z+1)“z-2)

Solucion:

Como (z+1) aparece elevado al cuadrado, hemos de aplicar la Regla 2.

Asi se obtiene:
L, z e, = B &
fee (z+1)%(z-2)  (z+1) % (z+1)2 M=)

201




De donde: =-2/9 B=1/3 : C=2/9

Es decir:
=219 113 2/9
fz) = €5 + )2 + (23] e (1)

Primera Fraccion:
=218, —2!9__; ¥ g SO el
(z+1) 14z 9 [1 EAL SE T ]

desarrollo vélido en el dominio D, : | z| <1

Segunda Fraccién:

N I o, 2 4z feee
(z+1)2_3[1 224322 4z +- .+ ],

desarrollo valido en el dominio D, : | z| <1

Tercera Fraccion:
219 2 3
27 = %"?{(11_? =‘%[1+(%)+(%) +(3) +]

desarrollo valido en edominio D, : | | <1 = |z| <2
Como los dominios D, , D, y D, seintersectan (D, ND,ND; =D,),
podemos escribir , sustituyendo estos resultados en la expresion (1), que:

iz) = EJT)%@' =-2[1-z+22-2 4]+ L[ 1-224322- 423 +- -] -

—%[1 % (%) + (%)2 i (%)3 +oe -],vélido para | z| < 1
Para ] zl < 1 es posible sumar estas tres series para obtener :

(z+1 )2(2-2) B E@ Cn s’
donde : Co=1)"(5)+)" (L) - %(%)n
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CAPITULO VilI

LA SERIE DE LAURENT

INTRODUCCION
En varios problemas de aplicacién es necesario desarrollar una funcién f(z)
alrededor de un punto z, donde f{z) es singular. Obviamente, el teorema de

Taylor no se puede aplicar en tales casos, por lo que se requiere desarrollar un
nuevo tipo de serie conocida como " Serie de Laurent". Dicha serie sera una
representacion de f{(z), valida en un dominio anular D (corona circular),

limitado por las circunferencias C, y C, , deradiosp, y p , respectivamente,
siendo p, > p, ytalesque f(z) es analitica en dicha corona circular y en cada
puntode C, y C,,como se ilustra en la figura 8.1 siguiente.

(Fig. 8.1: p, < | z—zul <p,)
Como en el caso de la serie de Taylor, f(z) puede ser singular en algunos puntos
del exterior de C, y, como caracteristica esencialmente nueva, también puede ser

singular en algunos puntos en el interior de C,,incluso en z,.

APLICACIONES

La Serie de Laurent es de gran importancia para la evaluacién de muchas clases
de integrales, pues constituye una valiosa herramienta para el calculo de residuos,
los cuales se estudiaran en el siguiente capitulo (Capitulo IX).

Otro uso de la serie de Laurent, es en el célculo de la Transformada Z (se estudiara
en el Capitulo X del este trabajo ), la cual es de gran importancia en las
matematicas aplicadas y en diversa ramas de la Ingenieria, especlaimente, en
Ingenieria de Telecomunicaciones.

Cabe preguntarse, ¢ qué clase de funciones pueden representarse en serie de
Laurent y en que region del plano complejo sera valido dicha representacion? La
respuesta se encuentra en el siguiente teorema:
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TEOREMA DE LAURENT
Sea f{z) una funcion analitica sobre las circunferencias C, y C,, ambas centradas

enz, y en la corona circular p, < | z-2, | < p,por ellas definida (Ver Fig.8.1).

Si z pertenece al dominio D asi definido, la funcién fz) puede representarse
mediante la serie conocida como "Serie de Laurent" , dada por :

ﬂz)—Zan(z zo) +Z (zz

n=o0
Es decir:
ﬂz)=“o+a1(’""zo)+az(z"zo)2+"'+" (2-25)" +++2+
b bn
1 2
+ +. -l-..-
(-25)  (z-2,)? (z—z )"
7 f(w) =
an - 21 (-th n+1 dw 1 = 0:192935."
Donde: “1 o)

f(w)
b 1 dw , n=1,27374--
n 21 02 (w_zo)-l'H"‘

Demostracion:

Transformemos el dominio doblemente conexo de la Figura 8.1 en el dominio
simplemente conexo D de la Figura 8.2, cuyo contorno es ahora la curva
cerrada simple C.

Sea z un punto cualquiera interior a C,como ilustra la Figura 8.2

(Fig.82: ze D)
Por el Teorema de la Férmula Integral de Cauchy, tenemos que:

f(w)
2m§ (W—Z)dw ()

Pero, el contorna C asi definido, recomdo en sentido positivo, esta
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conformado por:
*  El segmento rectilineo orientado 4B
* La circunferencia C, recorrida en sentido horario

@ :

*  El segmento rectilineo orientado BA4

* Lacircunferencia C, recorrida en sentido antihorario
Por lo tanto:

£&) = 55| |, gy Sg @.’1) I,ﬂ’ f(\ﬂ)

Las contribuciones de los segmentos AB y BA ala integral de ia expresion (1)
se anulan, debido a que las direcciones de integracién son contrarias: Por lo tanto,
la ecuacion anterior se reduce a :

sy 6 R S L S @
donde:
'a
_ f(w) . : i . i
I, =5 § Twez @ » con C, recorrida en sentido positivo (anti-horario)
P

_ f(W) . . ; :
1, = 27:; f w dw , con C,, recorrida en sentido negativo (horario)

_ €2

Obsérvese las direcciones de integracion de estas dos integrales. El contorno de
laintegral 7, , es decir, la circunferencia C 1» S€ recorre en sentido positivo,

por lo que el célculo de la misma se lleva a cabo de misma manera que el de la
integral presente en la serie de Taylor, lo que ocasiona la evidente vinculacion
entre ambas series. A dicho procedimiento lo identificaremos como

" Procedimiento de Taylor " por haber sido desarrollado por este importante
matematico inglés, en el calculo de la serie que lleva su nombre, ya estudiada en el
Capitulo VII. :

El contorno de la integral 7, se recorre en sentido negativo, por lo que invertiremos
este sentido de recorrido de C, cambiando de signo del integrando

correspondiente. En resumen, tenemos :
a) Calculoder,

i ¢ f(w)
Consideremos la integral : 7, ‘E§ T z}dw con C, reorrida en

sentido positivo (anti-horario).

AplicandoTe[ " Procedin}iento de Taylor " antes desarrollado, se tiene que:
2 _ 1 1

SN CEO R R CE D P

fw-zy]
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2 n-1 n
1 1 zz, ) ( z-z, ) ( zz, ) ( 2z, ) 1
= 1+ + +eoe o I
:__:w-z) (w— Zq ) ( w-z, W-z, w-Z, W-Z, . ( z_zn)

(w-z,)
e donde
- (21-2,) (z420) U Gy - (21‘20)n 1
W-z)  (w-z,) * (w_zon + (w_zo)3 = +(w—z°)" K w-z, ) (w-z,)

Multiplicando por : -%‘% e integrando miembro a miembro alrededor del
contorno C,, se obtiene:

_ 1 fi(w) f(w) 1 (z-24)
1, = 27i (W-z } 2m § (w-z,) i 2ri § (w-z sz(w)dw+

1 (242) 1§ (zz)™
+ T § 120 Sw)dw + <« « 4 5 f (w_‘;o)nj(w)dw + Uy

donde U, = =L §( %5 )" (f‘i)z) dw

Pero, dado que el factor : (z—z,) " n=1,23,- esindependiente de la
variable de integraciéon w , se puden sacar de la respectiva integral, obteniéndose: \

2
f(w) (z 20) f(W) (z-z,) f(w)

£ 2m § (w-z,) dw § e g P gy f (wuzn)adw-i- "
C1

n-1
+(Z_Z°? § f(w)ndw+U,,
2mi . (w.zo)

o

En resumen, se puede escribir que:

I, =a,+a,(z-2,) +a2(z—zo)2+a3(z—zn)3 LR R S (z—zo)”"l +U,. ..(3)
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donde: <

1 § fiw)
2mi (w-z)
€2

dw , con C,, recorrida }

b)  Consideremos ahora la Integral : 7, =

en sentido negativo (horario).
Invirtiendo el orden de integraciéon y contrarrestando esta operacion |
cambiando de signo al integrando, se obtiene:

2.1 f(w)
b= 3w § (zﬂw)dw .I’
Co |
Aplicando de nuevo el1 " Procedimiento de Taylor "1, se obtiene : |||

; I M L, 1 .
@)~ -z, | (%) [1 CED } - |
(z-2z,) ‘”
i E 1 W--Z0 W-ZO 2 w W--ZCI n-1 W_ZO n 1 f
) (z-z,) v ( &g )+( £-Lq ) + +( Bog ] * ( “En )  (wzy) |
(z-2o) |

De donde:

| L e, R udn, + (W£o] * Foeet (wzo) ™ + (WWZO Jn : I|I
(2W)  (22y)  (zz5)  (zz,)° (z-2y)" 22y ) (2-2,) |

Multiplicando por : fz(Twz) e integrando miembro a miembro sobre el contorno |
C,, recorrido ahora en sentido positivo,se obtiene:

| fw) . _ 1 f(w) 1 (w-z,) * o
2= 2 (z-w) sids 2ri § (2-2;5) L 2 § ez ) Sow)dw 4+ 0 o 4
Ca Co Cy 0
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L § (W-2o) u_j(w)def

2mi =
Ry z,)"
& ool w-Zo \"_f(w)
Donde Wy = T {: (z- Z, ) W) dw
Co
Pero, dado que el factor : -EZ—L——)F n=1,273,-+-+- esindependiente de la variable
=50

de integracién w , se puden sacar de la respectiva integral, obteniéndose:

f(“’) 1 5f Sfow)dw + =L

27:1 3§ (z4-w) = 2mi (z _zn f(w 25) 2 fw)dw + =+ +

Zm ( )
i (N (S g
& § 00 —z0)"" fowdw + ¥,
Ca
En resumen, se puede escribir que:

b b b b

- 1 - SR S L . (4)
(z4-29) (21—20)2 (21-20)2 (24-2)" 1
i 1
R o
C2
f(w)
b, = S b ———dw
2 i (w”zo)
_ 1 f(w)
. b3 = E § -————(W"Z )_2 dw
donde: < C2 0
f(w)
_ A ()" fw)
Vn = 27 §(Z1—Zo ) (z-w) @
s

Sustituyendo estos resultados (3) y (4) en la ecuacion (2), se abtiene :

2 3 -1
fz,) =aq+a,(z, —z5) +a,(2, —2,) +ay(z, —2,) teerta (2, —z5) +U,+

b b b b
ot + 2 _ ¢ 2 feeep—2oaL

LT 2 2 —
(Z120)  (2425)"  (2420) (z42,)"
Esta expresion coincide con el resultado buscado si podemos demostrar que :
lim U, =0y [lim V,=0
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Calculo de U, :
Para demostrar que 41_{11@ U, = 0, observemos que , como la variable de

integracion w esta sobre C, , (ver Fig.8.3), se verifica que :

(Fig. 8.3: we Cy)

Z—Zo
w LZO

Iw-—zl = I(w—zo)—(z—z0)| 2Py l z—zo‘

| fw)| <M, donde M es la cota superior de f{z) sobre C,

=y <

Por lo tanto, aplicando el Principio conocido como " Desigualdad ML " se
obtiene:

_ [ BB ) _fw) A (M _ ("™
|Un| = o1 i(w_zo) (W—Z){‘{w S 2-":(7) p1_|z_zol(27rp1)_ p |Zzol(p )
Es decir :
(7)"m
vl <595 () o o<y <l

Luego, Jim. | Us| < Jim [(y) - |zz|p1] 0 , porser 0<y<l
Ademas, lm |U,| =0 = U, »0 cuando n - o

Calculo de 7V, :
Para probar que también  lim | V.| =0,  obsérvese que, en este caso,

la variable de integracion w esta sobre C,, ( ver Fig. 8.4), por lo que :

20
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(Fig.84: we(Cy)
Procediendo en forma analoga , se obtiene :

Iwz0 —lp <
| z-w| = |(2-25) —w-24)| 2 | z-z4|-p,
| j(w)] <M, donde M es la cota guperior de flz) sobre C,

Por lo tanto, al igual que en el caso anterior, aplicando la " Desigualdad ML ", se
obtiene

Loy B g "M
| an = '21T §(§v-zz) (z(_wva) = 2,{ (ﬁ)n -z, [ (Zu‘rs) Z(_E)l -», (p3)

0

@g . 0<B<l

Luego, A%]V,,[s*%[(ﬁ)nﬁ‘lfp—pz}zo , porser 0<pB<1
2

lo que comprueba el teorema. En resumen :

f2) =ay+a,(z-z,) -|-r:12(z—:.f0)2 +a$(z—zu)3 teeetan(z—zy) +ee et
b b b
1 22 33+-v.+ bﬂn 4o
(225)  (z2,)®  (zz,) (z-z,)

Esta serie converge y representa a la funcidn f{z) en una corona circular que se
obtiene a partir de la corona circular dada p, < | z2—2, [ < p,, dilatando la

circunferencia C; y reduciendo la circunferencia C, continuamente, hasta que
cada una de ellas alcance un punto donde f(z) es singular.
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8.3.1) OBSERVACIONES:

1) El desarrollo anterior también puede escribirse en cualquiera de las
siguientes formas:
a) fz2)=ay+a,(z-z,) +a2(z—zo)2' ~1-aa(z—zo)3 oes +an(z-zo)" oot

b b b b
: 2 2

T(Z_;)Jr 5+ 5o :
0 (z-24) (2-24)

by flz)= E (z zo) +Z (zz

~ .
a, =2L§ -——%dw 001208 s
(w—z,)
donde: <
b 1 § f(w) n+1alw ! n=1,2,3?_..
Ca W—Z0
.

¢) La serie de Laurent también puede representarse por una sola
sumatoria :

e o]
n
f2)= D, Culz—2z,)
N=—w
la cual es valida cuando z satisface la condicion :

P2 < |z-20| < p,
Los coeficientes, en este caso, estan dados por:

f(z)
il
21{; (Z_zo)n+1

donde el contorno de integracion C es cualquier contorno cerrado
simple contenido en el anillo circular p, < | z2-2, | < p,,COmMo se

ilustra en la Figura 8.5 que se muestra a continuacion :
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!. x

( Fig. 8.5: Contorno C < D)

2°)  La parte de la serie de Laurent que contiene las potencias positivas de

(z—z,),es decir, lasuma:
a0

a, +a1(z—~zo)+a2(z—zn)2+- cetan(z—zy) Heee= Z an(z—2z4)"
n=o
se llama : " Parte Analitica " de la serie de Laurent.

La parte que contiene las potencias negativas de (z -z, ),es decir, la suma :

b b b b — b
1 =t 2 o 2 e n foee = n
ARSI LA rS A = LA P L

se llama : * Parte Principal " de la serie de Laurent.

Si la Parte Principal es cero, la serie de Laurent se reduce a la serie de
Taylor. Obviamente, ello curre cuando la funcién fz) es analitica en todo
punto interior a la circunferencia €, incluso en su centro z ;.

3°)  Las circunferencias C, y C, se obtienen, como ya se indicd,

incrementando el radio p, y disminuyendo el radio p, hasta que, en dichos
procesos de deformacidn, nos encontremos con un puntos singulares tales
comoz, y z, ,respectivamente. Ver Figura 8.6
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4°)

( Fig. 8.6 : Region Anular de Laurent : D)

La funcién f{z) admite diferentes desarrollo en series de Laurent,
alrededor de z,; ello dependera de:

a) Si z,, centro del desarrolio, es o no Punto Singular

b)  De la cantidad de puntos singulares que contenga f(z).

En cada regién D,, existira un anico desarrollo de Laurent. Para el
caso de la Figura 8.7, las regiones posibles alrededor de z, son:

( Fig. 8.7 : Regiones de Laurent)
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0<|z-zy| <R,, si z, NoesPolode fz)

0<|z-2z4| <Ry, siz, esPolode fz)

< D, 1R1<|z-—zo|<R2

yotiBiE Iz—zol <R,

:]z—zo| >R,

~

5°)  Si z, no es un polo de f(z),la definicion de la region interior D,
es:0< | -2z, | < R,. Es evidente que, en este caso, la funcion
flz) es analitica en todo puntro interior a dicha region. En consecuencia,
la region D, es una regién de Taylor, por lo que el desarrolio en serie
da Laurent contendra exclusivamente potencias positivas de (z - z,).
Es decir, b, ) Vn=1,2,3,+-+ Yenconsecuencia, la serie de
Laurent estara integrada sdlamente por la Parte Analitica.
También en este caso (i z, no es un polo ), la region exterior D ,,
definida por | Z—24 | > R, , contendra exclusivamente potencias
negativas, es decir, serd una zona exclusivamente de Laurent
( ay=10, Vn=0,1,2,3,-- -).y estara integrada solo por la Parte
Principal.
Para demostrar estas propiedades, consideremos en primer lugar
la regién interior D, 10 < | z—z, | < R,
En dicha region:

_ 1 Sw)
an = 27£i§c( = )m dz +0

S Jw) -
br = 27i J e (w_z)_,,+1 z,r,f' (W Z) JCW)dW—O, Vn=1,2,3,+e-

En este caso, C es cualquier curva cerrada simple contenida en D,
( Recuérdese que f(z) es analiticaen D)

Consideremos ahora la region exterior D, | z—z, | > R,. Eneste
caso:

e )
"o 2ni e ( e z) n+l
Pero, el integrando g(w) = ( ﬁw)) es anlitico sobre C. Por
: W—z

lo tanto a,, = 0, vn=0,1,2,3,---porel Principio de Independencia
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de la Trayectoria.

by, ==l fw) dz+0, Yn=1273¢
27i J o (w_z)-.m

En este caso, C es cualquier curva cerrada simple contenidaen D,

6°)  Enregiones interiores tales como D, y D, coexisten tanto las
potencias positivas como las negativas, pues , en general, en estos
casos,a, #0 y b, #0.
Obviamente, siz, es también un polo, en este caso
D,:0<|z—z4| <R,
y en consecuencia, a, +0 y b, #0.

7°)  La serie converge uniformemente en toda regién anular D, centrada
enz,, definidas anteriormente.

8%  Aunque en principo, es posible obtener los coeficientes de la serie de
Laurent a partir de las ecuaciones sefialadas en los literales 5) o c¢),estas
expresiones se usan en raras ocasiones. En la practica, los coeficientes se
obtienen manipulando series conocidas (ver ejemplo que se propone
a continuacion) o, en su defecto, por medio de descomposiciones en
fracciones simples, tal como se ilustra en los ejemplos sucesivos.

8.3.2) DEFINICION: Punto Singular Aislado
Un punto z_ es un punto singular aislado de f(z) , si fz) es analitica en
un entorno reducido de z_, excepto en z_,como se ilustra en la Figura 8.8.

(Fig.8.8: 0 < | z—zs| < p)

En otras palabras, z_ es un Punto Singular Aislado de la funcidn f(z), siexiste
un numero positivo p tal que, en el interior de la circunferencia | =L, | =p,el i
|

unico punto singular de f{z) esz,. !

215




Por ejemplo, las singularidades de la funcién S T
j . ¥ ﬂZ) (2_1 ) (2_3) ¥ Il

z, = 1, polo simple ) ) ] |
son : . Ambas singularidades son aisladas, ya

z, =3, polo de orden 4
que podemos encontrar un disco centrado en cada uno de ellos, tal que la
funcién fz) es analitica en todos sus puntos, excepto en sus respectivos
centros, como se ilustra a continucién en la figura 8.9

»

(Figura8.9)
Dichos discos son: 0 < |z—1| < r, y 0<|z=3|<r,

8.3.3) Ejemplos Resueltos |
Ejemplo 1:
Obtenga el desarrollo alrededor del punto z, = 1, de las funcidnes:

a) fz)-= eih

5
b) f2)=(-1)*e*"

Soluciodn:

a) A partir de la serie de Taylor: e¥ = 1 +u + %uz + gl + gt g e,

vélida para toda « finita, se obtiene que:

1
=1 1 11 11
=g = gt =l+—=—sc+5———+5F - +
fe) | 1 1) " 20z 1)2 " 3 (z1)3 A (z1)*

z—1
validapara z # |
Esta es una serie de Laurent, donde:

Parte Analitica : 1
* Parte Principal :

U=

1 :
@1 2 (z-1)?
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b)  Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por (z—1)*, se obtiene:
(z—l)zezJ"T=(z—1)2|:l+(zl1)+L 11 o e Sel SR +---:|:>

2L z21)2 " 3l (z—1)® " M z-1)*

1)2 {1‘{_(2

Esta es una serie de Laurent,
; 1
Parte Analitica : -+ (z-1) +(z-1)’

1,11 i . &
+(Z—l)+ﬁ+ﬁ(z_1)+ﬁ{zw1)2+

donde:. - 11 1 1,1 1 ]
Parte Principal : 57 &N +ar T + 21 FRIE gisie s
— 00 —
Ejemplo 2:
Desarrolle la fucion f(z) = ﬁ alrededor del punto z, = 1

a) En serie de Taylor

b)  En serie de Laurent '

c) Determine en cada caso, el dominio de convergencia de f(z).

Solucién:

a) Se observa que la unica singularidad de f(z) es z; = 4. Luego, f(z)
puede ser desarrollada en serie de Taylor en un entomno reducido de
z, = 1, es decir, en el dominio : 0 < [ - 1| < 3, tal como lo ilustra la

siguiente figura:

(Dominio de Taylor: 0 < | z—1] < 3)

El desarrollo de Taylor alrededor de z, = 1 se obtiene, tal como se
demostré en el Teorema de Taylor, sacando factor comun la constante
(2s —2p) =4—-1=3, que aparece en el denominador de la siguiente

expresion: flz) = > _4 (z—})-s

Luego, procediendo en consecuencia, se obtiene:
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!

el z—4 (z—:)—S E s(sz_l) = 3(1 _1 z—1) = |‘

n=o
Desarrollo valido, como ya se indic6, paraVz € Dy : |z—1| <3

=4[ (3 (3 () ] B |

(z-1)-3
enlacoronacircular Dy:3 < |z-1|<r, r<w |
el cual se muestra en la siguiente figura |

/ "‘

b) Luego, fiz) = zj 7= 1___ puede desarrollarse en serie de Laurent | r

(Dominio de Laurent: 3 < | z—1| < )
Recuérdese que, para obtener las potencias negativas en el Teorema
de Laurent, se saco factor comun el término (z-z,) = (z—1) que '

aparece en el denominador de la expresion: fz) = 2_1 7= (2“11)_3 |'"

Luego, procediendo segun lo expuesto, se obtiene: |

- 1 1 |
ﬂZ) h (2*1) 3 ( 1)(1 %‘) =
flz) = 211)[“ iy o oy Ty ..]

= 9 3 3° 3t " .
2l (2*1) (z-1)2 4 (z-1)® ; (z-1)* (z—1)5 Kt Ea _(Z“"““_:;)nn

desarrollo valido para I%I <1, esdecir,Vze Dy : |z-1] >3

OBSERVACION:

Notese que, en este caso, la Parte Analitica (potencias positivas) y la Parte
Principal del desarrolo en serie de Laurent, no coexisten. Ello se debe a que
las regiones de convergencia de cada una de estas partes no se intersectan,
es decir: D; N D, = D.

La razén de todo ello radica en que, la region D, definida por : | z—1 | <3 es
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una regién tipicamente de Taylor pues la funcion f(z) = <1 es analitica en todo

punto interior a ella, incluyendo el centro del desarrollo pedido, z = 1. Notese
tambien que, en este caso, el desarrolio de Laurent en la region mas externa,
es decir, en D,, contiene exclusivamente potencias negetivas.

Ejemplo 3:
Desarrolie la fuciéon fAz) = N2 en una serie de Laurent, en potencias

de (z-1), que sea valida en un dominio anular que contenga al punto z = %
Solucioén: '

Las singularidad de f{z) son.z, = -1 y z, = -2. Ambas san, evidentemente,
singularidades aisladas.

Las posibles regiones anulares de Laurent, centradas enz = 1, son:
D;:0< ]z—ll 22
D;:2<|z-1]| <3
Ds:|z-1|>3

tal como lo ilustra la siguiente figura:

(Dominios anulares de Laurent )
Observse que el desarrollo de Laurent pedido es el correspondiente a la region
anular D, : 2 < | z— 1| < 3, pues sdlo ella contiene al puntodado z = %
Para el calculo de la serie de Laurent usaremos el método de descompaosicion
de flz) en fracciones simples. Asi obtenemos:

- 1 oA B 0
flz) = TN e - =) de donde se obtiene: {

Ao el
(z+1) (z+2)°
Como se desea calcular la serie de Laurent, es necesario calcular tanto las
potencias positivas como las negativas de cada una de las fracciones simples

A=1
B=-1

Es dcir: flz) =
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en que se ha descompuesto la funcién f(z), y determinar en consecuencia el
aporte de cada una de ellas alcuales domonio especificado (D).

Asi se obtiene:

Primera fraccion

1

= 1
(z1)+2 — 2(1 +21)
1

a) Potencias Positivas:

§ o e
1) -~ e

1 =
N+~ (z-1)(1+2;)

b) Potencias Negativas:

a) Las Potenias Positivas que se obtienen de esta fraccion son
vélidas para: |~%| <1, esdecir, para: |z—1| <2, porlo tanto,
como la interseccion de este dominio con el dominio de interes (D»)
es vacia, se concluye que la primera fraccién no aporta potencias
positivas a D, por lo que se omiten dichos términos.
b) Las Potenias Negativas que se obtienen de esta fraccion son validas
para |Z—E1-| < 1, es decir, para: |z— l| > 2. Como la interseccion de

este dominio con el dominio de interés (D,) es distinta de vacio, se
concluye que la primera fraccién si aporta potencias negativas a D,, por
lo que se procede de inmediato al calculo de dichos terminos.

En efecto:

(211)= 1 ) (2_1)[ (21) (21) (z—) "']

(2—1)(1+—2_1 )

grilecnngr rcug o 'gf N o gF pcighnignagl -
(z+1) ~ &1 (z1)2  (z1)®  (z1)*  (z1)°  (z1)®
O también:

(Z+1) Z(]) Tk |z-1] <2 ..

Segunda fracclén.

1 _ 1
@ ~ 3

a) Potencias Positivas:

A el 2

(z+2) (z-1)+3

b) Potencias Negativas:

1 — 1
@ND+2  (z-1)(1+53)

a) Las Potencias Positivas que se obtienen de esta fraccion son validas
para: |%| < 1, es decir, para: |z— 1| < 3, por lo tanto, como la

interseccion de este dominio con el dominio de interés (1,) es distinta
de vacio, se concluye que la segunda fraccion si aporta

potencias positivas
a D,, por lo que se procede al célculo de dichos términos. En

efecto,
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ey gy - HI- B ] -

3(1+£§l
1 __ =i (Z-l) (z-1)? (Z-l)3 (z1)¥  (za)®
(Z+2) B 32 33 34 + 35 + 36 c e
O también:
n (z-1
(2-12) Z(“ (z) , |z-1] <3 .2

b) Las Potenias Negativas que se obtienen de esta fraccion son validas
para |£’T [ <1, esdecir,para: |z—1| > 3. Como la interseccion de

este dominio con el dominio de interés (D,) es vacia, se concluye que
la segunda fraccién no aporta potencias negativas a D,, por

lo que se omite calculo de dichos términos.

En conclusién, las series identificadas con (1) y (2) convergen

a sus respectivas funciones , en sus respectivos dominios.
Sustituyendo las fracciones simples por su correspondientes
desarrollos en serie, obtenemos

z1)
&) = sy = Z( 1" = UM Z}(—l)

n=o

Valido para: {|z—1| >2 } n{|z—1| < 3},es decir, el desarrollo sera
valido en la corona circular: 2 < | z-1| <3 lacualcontienea z= ¥l

2
NOTA:
1.)  Notese que la expresion anterior puede escribirse en forma mas breve,
asi:
o0 1 n+l )
p Co=(-+)"., sinzo0
oy —— C.(z-1)", donde: 3
(z+1)(z+2) n=Z—oo Cy = (1™ 2™ si p< -1

2.) Es posible obtener un desarrollo de f(z) en serie de Laurent, en el
dominio : | z—-1 ] > 3. En este caso, el desarrollo estaria integrado

por:

a) Las potencias negativas de la primera fraccion, las cuales son
vélidas para: | z—1| > 2, segun ya se calculd.

b) Las potencias negativas de la segunda fraccion, las cuales
son vélidas para: |z—1|> 3.

El resultado seria

o (2 =, e ()"
f2) = (z+1)(z+2) Z( iy ngo( D ™

221




O también:

(T 1
1e) = @y = 2 ey

donde: C,=(-1)"[2"-3"], n=-..-3,-2,-1,0,1,2,3,--
El desarrollo es vélido para: |z-1]| > 3.

3.)  Lafuncién fz) es analitica en el dominio: 0 < | z~1| < 2, porlo que

es posible obtener un desarrollo de f(z) en serie de Taylor, en dicho
dominio . En este caso se obtendria:
a) Las potencias positivas de la primera fraccion, las cuales son
vélidas para: | z— 1| < 2, segun ya se calcul6.
b) Las potencias positivas de la segunda fraccién, las cuales
son vélidas para: [z-1I[<3.

El resultado sera :
(21" (2 )"
fe) = z+1)(z+2) Z( b _ZW#Z("I) 3
n=o
O también:
. 1
) = Ziyemy = Z ST l)f‘l+1

donde: C, = (-1)" [—2—--31—“], A s e-3,-2,-1,0,1,2,3,50%

El desarrolio es vélido para: |z—1| < 2.
El resultado era de esperarse, por cuanto la region | z—1 ] <2 esuna

regién tipica de Taylor.
Ejemplo 4:
Desarrolle la fucién fiz) = _Z(_;m en una serie de Laurent que sea valida
en un entormo reducido de z = 1.
Solucién:
Las singularidad de fiz) son:z, =0 y z, =-1. Ambas son singularidades
aisladas.
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( Regiones de Laurent )

Las posibles regiones de Laurent, alrededor del punto z = 1, son:

a) D,:0=< |z—1| <

b) D2:1<|z—1|<2 :

b) D,:2<|z-1|<p, p=w, osimplemente D,:|z-1|>2
Luego, la mayor vecindad de z = 1 que excluye a ambas singularidades
es: Dy : 0= |z-1| <L

Buscaremos entonces un desarrollo de Laurent en potencias de ( z— 1),en

esta region. A tal efecto, al descomponer fz) = 2(217) en fracciones simples,

se obteniene:
PR I S
J&) = 2y = 7 74
Primera fraccion:

: ; 1 = el
a) Potencias Positivas: 62 D i P e

1? = —']1-71- = b) Potencias Negativas: ! - 1
=+ g o (z-1)+1 ~ 1 J

(z—1)(1+z_1

a) Las Potencias Positivas que se obtienen de esta fraccion son
vélidas para | z— 1| < 1. Porlo tanto, la interseccion de este

dominio con el dominio de interés D, : (0 < | z—1 | < 1 esdistinta

de vacio, por lo que se concluye que la primera fraccién si aporta
potencias positivas a D,. Tales potencias son :

iz=—1;%2—_-;]—)—21—(3—1)+(z—1)2—(z—1)3+(z—])4— <o (1)

desarrollo vélido para: [ z—1| < 1.
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b) Las Potenias Negativas que se obtienen de esta fraccion son validas
para |% | <1, esdecir,para: |z—1| > 1. Como la interseccion de
este dominio con el dominio de interes (D) es vacia, se concluye que
la primera fraccion no aporta potencias negativas a D, por lo que se
omite su calculo.

s 1
Segunda fraccion: T

a) Potencias Positivas: 1 = 1

@12 - 2[14_@;1)}

1

2 T 1

1 _
)2 - (2_1)(1+ 2 )

z—1

b) Potencias Negativas:

e
a) Las Potencias Positivas que se obtienen de esta fraccion son
z—1
2
interseccién de este dominio con el dominio de interésdado por :

validas para

< 1, es decir, para: | z—1| < 2. Por lo tanto, la

D, :05|z—1|<1

es distinta de vacio, por lo que se concluye que la primera fraccion si |
aporta potencias positivas a D,. Tales potencias son :

= (;—1) :%[ ‘(251)+ %)2‘(;5_1’)3*"“]:’ '||'
2[14— 5 :|

et fyacil
Z+1 2 22 )

(z—'l) +(z—3l)2_(z—l)3+“. @) |||‘

24

desarrollo vélido para: | z—1] < 2. '

b) Las Potenias Negativas que se obtienen de esta fraccion son validas
para |ﬁ| <1, esdecir, para: |z-1|> 2. Como lainterseccion de |
este dominio con el dominio de interés (D) es vacia, se concluye que

la primera fraccién no aporta potencias negativas a D, por lo que se
omite su calculo.

En conclusion, las series identificadas con (1) y (2) convergen a sus

respectivas funciones , en sus respectivos dominios. Sustituyendo las
fracciones simples por su correspondiente desarrollo en serie,
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obtenemos :

j(z)=?(—21;1—)—-:1—(2-1)+(z—1)2—(z_1)3_...

e ()t (o)

Simplificando :
fz) = “z(z1+_1) =Ll 3G 1)+ 1GE-1)2-B@E-1) +..-

Validopara: {0 < |z-1| <1 }n{|z-1|<2}=0<]|z-1| <1
es decir, el desarrollo sera vélido enD, : 0<|z-1| <1
NOTA:
1.)  Nétese que el desarrollo buscado contiene exclusivamente potencias
positivaas. El resultado era de esperarse, por cuanto la region
D,: 0<|z-1| < 1. esuna region tipica de Taylor, es decir, la
funcién f(z) es analiticaen D,.
2.)  De haberse pedido el desarrollo en serie de Laurent alrededor
dez = 1,valido en laregion D, dadapo: D, : 1< |z—1| <2,
se obtendria que, de acuerdo con arriba expuesto, dicho desarrollo
estaria conformado por las Potencias Negativas de la Primera fraccion,
mas las Potencia Positivas de la Segunda fraccion, pues sus respectivos
dominios se intersectan con Ds.
Por lo tanto, en este caso, se obtendria:

Primera fracion:

Potencias Negativas:

z (z-1)+1 (zf1)[1+ 1 )

z—1

11 R R T
z (Z‘“UI:l 1) (z-1)% (z=1)® g :| -

-1 1 1 _
z = @0 @2 @R |z=1]>1

Segunda fracion:
Potencias Positivas :
1 1 _ 1
(z+1) (z—1)+2 2{:1_’_(2;1) ]
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2 3
0 e AR ronie — =Y i1 s
(z+1)“‘2[1(2)+(2) = :| =
1__1_ @1 e-1n? e-nd
(Z-+'1) 2 22 23 24
Por lo tanto, el desarrollo en serie de Laurent, alrededorde z = 1,
vélido en la regién D, dadapor:. 1< |z—1]|> 2,es:

: 1 s fadioud 19 1 e
f2) z(z+1) (z~1) (z—1)2_+ z-1)° i

y =1, t-1% -0

De donde :
-1 -2 E-1° 1 1 1 1

2? 23 24 I T @D @2 )

Desarrollo valido para: {|z—-1|>1 }n{|z-1| <2} =1<|z-1| <2
es decir, el desarrollo sera vélido en D, : 1 <|z- 1[ <2

NOTA:
19)  Nétese [a coexistencia de potencias positivas y negetivas en la regién
definida por la corona circular D, : 1 < [ z~1 | < 2.

2°)  Se deja al interesado el demostrar que, en este caso, el desarrollo
de Laurent en la region exterior D, : | z—1 | > 2, contiene

exclusivamente potencias negativas de ( z—1).
— 00 =

OBSERVACION:

En los ejemplos anteriores hemos ilustrado la manera de obtener desarrollos en
serie de Laurent cuando la funcion por desarrollar es un cociente de polinomios
de z.

Se mostré también como desarrollar en serie de Laurent las funciones

trascendentes tales como:
e

a) fg=e”’

1
b) f2)=(z-1)%e*"
Como se recordara, estas series de Laurent se obtiene haciendo un cambio de
variable en el desarrollo de Maclaurin de ¢*,dado por :
o i L I L oot T . Sl (L TN
e —1+u+3Tu+3[u+4'u +—5Tu+6!u+

donde se hizo el cambio de variable : « = (—21__0_

En determinadas ocasiones, las series de Laurent de funciones trascendentes
se obtienen ya sea por simpe division de series de Taylor, o mediante un
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procedimiento recursivo equivalente a la division de series, como se muestra a
continuacion:

Ejemplo 5:
Desarrolle la fucion f{z) = ? en una serie de Laurent que sea valida
Z

en un entorno reducido del origen. Indique la region del plano complejo en que
es valido dicho desarrollo.

Solucion:

Método 1

Las singularidad de f(z) son la solucién de la ecuacion: senz = 0.

Porlotanto: z= k::, k=0, £1, £2,- - - son puntos singulares aislados de
la funcién fz) = s enz . En consecuencia, podemos desarrollar esta funcién en

serie de Laurent, alrededor de z o = 0, eninfinitos dominios dados por la
ecuacion i nr < | z| < (@ +1)x, n=0,1,2,----, tal como se muestra a
continuacién:

Regiones: nn < | z| < (n+1)n

En el caso particular n = 0,tendremos el entorno reducido del origen, es decir,
laregion.D, : 0 < | z| <=
En este caso buscamos un desarrollo en sen'e de la forma:

e Z n(z- z) +Z = con z, =0

0

es decir,

1 2 L b_ b2 & L
serz — %o T4,2ta,z" +a z + =+ =+ + (1)

Demostraremos a contlnuac:lén gue muchos de estos coef cientes son nulos en
esta serie. En efecto, obsérvese que, si multiplicamos por z ambos lados de la
expresion (1), se obtiene:

z 2
senz

b, b3b

3 4
+a3z“+---+b1+z+ ==+ (2)

= Z
aoz+a1z +ﬁ'2
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- ' - . - z i
Ahora bien, por la Regla de L"Hopital, tenemos: lz% = =4

Como la expresion de la izquierda de (2) , debe tener el mismo limite, es
necesario que:

b =] = b, =ere=0
by bs by

> 2 3" " el tenderian hacia

pues de lo contrario, los términos :

infinito cuando z - 0..
Una vez eliminados todos los coeficientes b5, Vn > 2, tenemos que la

expresion (1) se reduce a:
. 2 3 ———
senz — d,Fta,z tazi tazt + Feg 3)
A continuacién aplicaremos el procedimiento recursivo conocido como "metodo
de los coeficientes indeterminados” para obtener estos coeficientes.

Recordando que la serie de la funcién senz, alrededordez =0 es:

o3 ZBBl gfi) P I G
r4 zZz _Z .-
3| e 7, + G — fqT +° - Podemos escribir:

senz=z-—
3 2 3 fpen b_1J( B B
1_(auz+a1z +a22 +a32 ES +—= Z =3 + 2 7 4+ o1 Tl +

Desarrollando este producto e igualando los coeficientes de las diversas potencias
de z alos correspondientes del lado izquierdo de la igualdad, se obtiene que:

by=1 ( Coeficiente de la poetencia z°)
= (1 T e ( Coeficiente de la poetencia z!)
d.gm -b?;;« =0 o ls e iaaGR ( Coeficiente de la poetencia z?)
gNE Z—? =(0-5 '8 N0 ( Coeficiente de la poetencia z*)
a, Z} + g} =0 ....(Coeficiente de la poetencia z*)

De lo expuesto se concluye que los coeficientes de todas las potencias pares

son nulos; es decir:

o = (1 =g = = s s s =
0 2 4 aﬁ 0

Para los coeficientes impares se obtiene:

1 =1
- B §
4,73~ %
1
S 1 i=__1__ = B Shy =
a3 =751 T3 57 Y373 T 360
elc.
L
Por lo que, la serie buscada es
2t 13 i
—nz——6—2+3602 + 4 Zr  umenens (4)
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valida para: 0 < |z| < 7.

Método 2:
Como el desarrolio buscado es airededor del origen, podemos efctuar una simpie
divisién del numerador { 1), entre el desarrallo en serie de Maclaurin de sen z.

Asi se abtiene:

3 5 7 9 1
Z z z Z Z

1 e Elite e el g T

2 4 6 8 10
Bl 2 deps (2 CUNBSNBEE 0o SRy 4 SATCRI EFN (V.
SR - R T | z+3r+((3,)2 5!]’“r
22 24 26 28 210 212
B CTT A T T (I T TR £
1 1 4
—_— — —— |Z 4w
(cmﬁ - )

Lo que corrobora el resultado antes obtenido.

OBSERVACIONES:

19)  La serie de Laurent dada por la ecuacion (4) convergea —— enel

senz

dominio D, dadopor 0<|z| <z i

2°)  Por las posiciones de las singularidades de f{z) vemos que debe ser il
posible otra serie de Laurent, en potencias de z, que sea valida en en el i
dominio D, de lafigura, es decir,en: « < | z| < 2z

Regién: = < ] z‘ <2
Analogamente, existe una serie de Laurent valida en el dominio D5 definido
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por 2z < | z| < 3z. De hecho, puede encontrarse un nimero infinito de

series de Laurent, cada una de las cuales sera valida en una regién anular
centrada en el origen. Los coeficientes de estas series no pueden
determinarse por simple division de la serie de Maclaurin del sen z ,como
se hizo en el Método 2 aqui expuesto, pues ésta solo es valida en un entorno
reducido del origen.
En principio, podriamos encontrar cada coeficiente aplicando la integral
que aparece en el Teorema de Laurent:

o0

o= 3 alen), . Comf B

n=-w

siendo C cualquier contorno cerrado simple contenido en D,,D,,D ,, etc.
Por el momento, s6lo disponemos del Teorema de la Integral de Cauchy
para el célculo de estas integrales, por lo que postergaremos el calculo de las
mismas hasta nuestro estudio del Teorema del Residuo en el préximo
capitulo.

3°)  Para otros anillos circulares centrados en z, = tx, 27, +3x,- - - seria
necesario desarrollar la funcion f{z) =sen z en las regiones anulares
definidas por: nz < |z—z,| <@+ 1)m, n=1,2,3,---
como se ilustra en la siguiente grafica :

Dy :nw<|z—nr| <@+

Asi podria obtenerse, por ejemplo, la serie de Laurent vélida en la region:
T < | z—rr| < (k+ 1)z
Para tales efectos, hagamos : z—n = u = z = u+x, porlo que,
senz =sen(u+n) =—Senu

Luego:
i g
senz senu senz alrededor de Z=T senu alrededor de U=0
Es decir :
1 _ I i Y S (M e,
e T i ]
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Devolviendo el cambio : # = z—x, se obtiene :

1 = 1 1 7 3
[ S5 e ltmdedordez=n - _[H_Fﬁ(z_”) +W(Z"”) s ]

desarrollo validopara : z < |z-x| <2z

CLASIFICACION DE LAS SINGULARIDADES

El desarrollo en serie de Laurent constituye una herramienta eficaz para el estudio
de las singularidades de una funcion f{z).

A tal efecto, hagamos las siguientes definiciones :

8.4.1) Entorno Reducido de un punto z

Se llama asi a la region del plano complejo que contiene a todos los
puntos del mismo ubicados sobre y en el interior de la circunferencia centrada
enz, yde radio p; es decir, alaregion definida por: | zZ—Zg4 [ <p

X

Entomodez, : |z—zy| < p

8.4.2) Punto Singular Aislado: z,

Tal como ya se enuncién, z, es un Punto Singular Aislado si f(z)
es nalitica para todo z perteneciente a un Entorno Reducido de z, , excepto
en z =z,.
En otras palabras, z, es un punto singular aislado de la funcion f(z),si y solo si,
existe una circunferencia centrada en z,. y de radio p, tal que f{z) es analitica
Vze|z—z,| < p, exceptoen z =z

8.4.3) Polos
Sea f(z) una funcidn cuyo resarrollo en serie de Laurent, es:

5 o\, by ba by AR | BT
fz) méa"(z zy) + (Z_ZD) + (2—20)2 + (2—20)3 A +(z~zo)" 4

Si la Parte Principal tiene un numero finito de términos, dados por
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(zE;)+ _bz 5t _b3 AT
0 (z-2,) (z-2,) (z-2,)
Entonces z =z, se dice que es un Polo de Orden "n".

En el caso particularen que n = 1, sedice que z =z o, esun Polo Simple.
Obsérvese que si f(z) tiene un polo en z,, entonces:

n = finito,bn # 0

Iim = ®
Jim )

8.4.4) Singularidad Evitable
Si una funcién univoca f(z) no esta definidaen z =z o + Pero:

lim f{z) = existe
z-z,

entonces, z =z es una Singularidad Evitable. En tal caso, se define a f(z)
en z =z como igual al lim fz).
Z—-rZ'l.J

Ejemplo 6:

Si Az = se;z' entonces z = 0 es una singularida evitable, puesto que

A0) no esta definida , pero :

li = Tim senz s
z_'rgoﬂz) z—»zn( Z )

Por lo que definimos que : f(0) = lim ( se: E ) =1, talcomo se
%0

confirma a continuacion, mediante el desarrollo en serie de Laurent de
la funcién f(z), alrededor de z, =0

En efecto:;
senz _ A(f;_ 2% .29 ¢, 28 gt ..
7 = 3(1-F+ -G -Lrn ) =
BENZ B Lo B = B v e e
7= learrae e ar = g fevess I == ==

Lo que confirma que la singularidad en z = 0 es evitable.

8.4.5) Singularidad Esencial

Si fz) es una funcién univoca, entonces, cualquier singularidad que no es
Polo ni Singularidad Evitable, se llama Singularidad Esencial.
Por lo tanto, es evidente que si z = z, esuna singularidad esencial de f/(z),

entonces |la Parte Principal del desarrolio en serie de Laurent tiene infinitos
términos.
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Ejemplo 7:

-

1 = n
Puestoque:ez=I+%+§1!-i+-é'—!-z1—3+-}r—l4+---=2—%(iz) =
n=o

z =0 es una Singularidad Esencial, pues el nimero de términos de la Parte
Principal de la serie de Laurent, es infinito.

Ejemplo 8:

Clasificar las singularidades de la funcién : f(z) = m(‘;‘:)

sen(i
1 3
cos(L
zZ
ecuacion : cos(lz) =0 =% lz = (2k+1)£, k=0, 1, £2, £3,«++

. - ___2-_
es decir, en z = I

Solucioén:

tiene polos en la solucién de la

La funcién f(z) = tan(%) e

SN ) R

Por lo tanto:
a) Elpuntolimite z = 0 es una Singularidad Esencial no aislada, pues
cuando k - o, z = 0, porlo que dentro de un circulo cualquiera de
de radio p, existen vatrios punto singulares, por pequerio que sea p.
: ; &= 2
b) Elresto de las singularidades z = 2Ry k+ o

son singularidades esenciales aisladas.
La siguiente gréfica ilustra lo aqui expuesto:

Iy

3 ! ]

Dy :kr < |z| < (k+ 1)n

8.4.6) Funcion Entera
Una funcidn f(z) analitica en todo el plano complejo finito, ( es decir, en
todo el plano excepto en «) , se llama Funcidon Entera.
Evidentemente, las funciones: eZ, sen z, cosz, son funciones enteras.
NOTA:
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NOTA:

a) Una funcién entera se puede representar por una serie de Taylor de radio
de convergencia infinito.

b)  Recipracamente, si una serie de potencias tiene radio infinito, representa
una funcién entera.

8.4.7) Ejemplos Resueltos I

Ejemplo 8
. La funcion: ; . ; X
. Brfin Yh z z z ve el ] = z 22 2 24 .
fz) = = (1+z+21+3i+4f 1) lz+2{+ s+t e
no es analiticaen z =0, pero: lim = (e 1, por lo que si se
Z

Z—0 Z—+0
escribe A0) = 1, lafuncién se hace analitica en todo el planc complejo
finito, s decir, se hace entera. En este caso, la funcion

z 4 .
fiz) = €51 se puede redefimir como funcion entera, como sigue:

-92—1—, si z#0
f2) = Z

1 ., Si z=0

d) Obsérvese que, por el Teorema de Liouville, una funcién que es analitica
en todo el plano complejo, incluyendo «, es constante.
De aqui que, cualquier funcion entera que no sea constante, tal como:
eZ, sen z, cosz, polinomios por lo menos de primer grado, etc.
debe ser singular en el infinito.
== 00 ==
Ejemplo 9

Clasificar las singularidades de la funcion : f(z) = Zo22+3

z-2

Solucion:

lLa funcién dada tiene una sola singularidad en z = 2. Para clasificar esta
singularidad, desarrollaremos a f{z) en serie de Laurent, alrededor de

z = 2,es decir, en potencias de (z-2). A tal efecto, podemos

efectuar una division convencional del palinimio (z° - 2z + 3 entre

( z~2),obteniendose :

3_
fo) = B mai gy m 20y [5-2] >0

porlo tanto, z—2 es un Polo Simple.

Ejemplo 10
Clasificar fas singularidades de fa funcion : f(z) = ____.Sfighz

Solucion: il
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3 5
ﬂz)_,senhzx PSS 7o,

1

L a funcién dada tiene una sola singularidad en z = 0. Desarrollando a
Az) en serie de Laurent, alrededorde z = 0, se obtiene:

1,114, 1,..1.2....
A \F g T g 7,+ )‘“ tarz ettt e o

porfo tanto, z=0 es un Polo de orden 3.

Ejemplo 11
Clasificar las singularidades de la funcion : fz) = — 3

z(z-2)° ’ (z-2)2

Solucién:
La funcidn dada tiene dos singularidades, unaen z =0 y otraen
z=2,

Desarrollando en fracciones parciales, se encuentra que:
Sl gt 1 47 1 1 1

— = + + - +
z(z-2)° i (z-2)2 322z © 32(z-2)  18(z-2)? L 8(z—2)° 4(z-2)*  2(z-2)°
= Polo Simpl
Porlotsnts:d. £ 0 es un Polo Simple
z =2 es un Polo de quinto orden
Ejemplo 12
La funcién :
et ) A R O N I
f2) Sen( ) Z “@2n+1)iz2 T FE TR T g

tiene una srngulandad esencial aislada en z = 0.

Ejemplo 13
El polinimio  fiz) = 2z+62° tiene un Polo de tercer arden en el infinito,

porque f(%) ~ % + -Z% tiene un polo de orden 3 en z = 0.

En general, un polinomio de n-ésimo grado, tiene un polo de n-ésimo
arden en el ifinito.

Ejemplo 14
La funcién - — 1 tiene los puntos singulares en:
f(z) on (%j p g
n F— T _ = 1 — ‘] e e
sen(Z2)=0= Lotw=z= 1 (k=012

Todos estas singularidades se encuentran en el eje real, entre z = —|

y z= 1. Cada uno de los puntos singulares , excepto z = 0,esta aislado.
El punto singular z = 0 no esta aislado porque toda vecindad del origen
contiene otros puntos singulares de la funcion, para infinitos valores de &,

como lo ilustra la siguiente figura:
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5)

(z = 0 : Singularidad no aislada )

CALCULO DE SERIES DE LAURENT ALREDEDOR DE PUNTOS SINGULARES
A continuacion se ilustra con varios ejemplos, una procedimiento matematico que
permite calcular la serie de Laurent de una funcién f(z),cuando se requiere dicho
desarrollo alrededor de los puntos singulares de la misma.

Se indicara también, en cada caso, la regién de convergencia correspondiente.

Ejemplo 15

Hallar |la serie de Laurent alrededor de la singularidaes indicadas, para cada una de
las siguientes funciones. Clasifique la singularidad en cada caso y exprese la
region de convergencia de cada serie.

a) fz) = (z 1)3 b) {ﬂz) - (z—3)sen( z%) ) ) = 2

z=1 z=-2 z=0
_ 1

d) fe) = (z+1)(z+2) €) /@) 72(z-3)2

g =4 z=3
Solucidn:
a) j( ) = (2_1)3 ]

Hagamos el cambio:z—1 = u, conloque: flu) = 92"32” =2 923“ —
u u
2
o= [ B B | e o dee]

Devolwendo el cambio:

j(z)=22|: (2-11)3 + (2_21)2 + (211) 4-%4-%(z~1)+---}

Porlotanto, z=1 es un Polo de orden 3. La serie converge para
todos los valores de z, exceptopara z =1, es decir , para:
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0< |z-1| <R, R =0, comomuestra la siguiente figura :

~

0<|z—1|<R, R=ow

b) fz) =flz) = (z-3) sen( Z—b—) z=-2

z=u—12 .
Hagamos z+2 = u, conloque: . En consecuencia:
z+2=u-5

Sfa) = (u—5)sen(s) = (3“5)[% - 3!1,_,3 + 5g1u5 - ?g{l? Ly '] =k

I | j S-amlae BRI W P L POl T b Hoanl
ﬂ")_[l 32 Sl Tlus ]S[U T IR [T ]:’

B e 5 I
)=l e e Y T

Devolviendo el cambio:

_1._._5 1 5 i 1 NI
S = 1= 52y " 3@ e | see)

Por lo tanto, z = -2 es una Singularidad Esencial. La serie converge para
todos los valores de z, exceptopara z = -2, esdecir ,para:

0< |z+2| <R R=ow

como lo muestra la siguiente figura:
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N
BB

0 fo)=fo=EZNE 20 "

z3 z3 3! 51 7!

2882 - A Te (o B ) ] =L LB et B ] ’
I

En consecuencia: i

z-senz _[1 _z2  z4 26 .. i
23 _[3! T+ * ]

Tomando el limite cuando z - 0,  se obtiene: ‘l

| |‘\'
= il
i ===l [ 3r ~frtee] s ar = g |
i
Por lo tanto, z = 0 es una Singularidad Evitable. La serie converge para todo il ‘
valor de z y, en consecuencia, la funcién dada puede ser definida como I W ‘
Funcion Entera, de la siguiente manera: il

|
s siz#0 |||‘,
=9 4 : (18
6 ' | | :

NOTA:
Nétese que el resultado aqui obtenido puede calcularse también mediante la

Regla de L “Hopital, por ser de la forma L. En efecto: | ""

. Z—senz . 1-cosz . senz 1 I
Iim ————= = Iim ———-2———=llm 5 5
z—0 3z Z—0 z

Z—0 z3

e

-




) )= G =72

. z=u—2
Hagamos el cambio: z+2 =wu, conloque: ;
z+1l=u-1
En consecuencia:

) 2 -
(z+1)z(2+2) % u(Eju-1)) -4 uu) (11u) = (Zuu) [1+utu +u +ut +u’ +oee] =

'm= %+1+u+u2+u3+u4+u5+---

Devolviendo el cambio:

flz) = (z+1)z(z+2) = (ziZ) +1+@E+2)+@+2) 2+ @ +2)  +(@+2) oo

Porlo tanto, z = -2 es un Polo de Primer Orden o Polo Simple.
La serie converge para todos los valores de z, talesque: 0 < | z+ 2[ <]
como muestra la siguiente figura:

RC:0o< (z+2| <1
NOTA:

Obviamente, por descomposicion en fracciones simples se obtiene el mismo
resultado.

En efecto:

z i Lt z =-1 es un Polo de Orden 1 o Polo Simple
(z+1){z$2) z+1 242 z = -2 es un Polo de Orden 1 o Polo Simple
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Hagamos el cambio: z—-3 =u, conloque: z=wu+3
En consecuencia:

2 3 4
z2(z1»3)2 = 9u2(11+%)2 = 912 [1“2(%)”(%) “4(%) +5(‘g‘) ‘] =

1 _ 1 1 .1 __4
2282 o 2u 21 243"

Devolviendo el cambio:

. i VS L. S 1
fle) = 22(z-3)2 9 (z-3)2 27(z-3) 27

4 - 8 .
—W(Z“:‘;)ﬁ-

Por lo tanto, z =3 es un Polo de Segundo Orden o Polo Doble.

La serie converge para todos los valores de z, talesque:0 < \%I <1,
es decir, para 0 < | u| <3, esdecir,para: 0 < |z-3| <3
como muestra la siguiente figura:

R.C.:0 < |z—3| <3

NOTA:
Obviamente, por descomposicion en fracciones simples se obtiene el mismo
resultado.
En efECtO, Z) = 1 = L + ﬁ + 1/9 = 227 = =3 es
) z2(z-3)2 22 Z 7 =8 (=9 %

un Polo de Orden 2.
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.6) EJERCICIOS PROPUESTOS
1) Desarrolle la funcion f(z) =

Mw en una serie de Laurent, valida para

a) 1<|z|<3 b) |z|<3 ¢ 0<+1<2 d) |z]<I

2) En los siguientes desarrollos en serie de Laurent, determine una expresion
para el n-ésimo término de la serie y calcule el mayor dominio anular en el
que la serie es valida.
a) fz) = 21—4 en potencias de z.

b) fiz) =z*cos(4)  enpotencias de z.
1

¢©) fe)=ze*'  enpotenciasde z-1
sen(z-1) ;
d flz) = ——= en potencias de z -1

3) Para la funcién : f(z) = z% obtenga el desarrollo en serie de Laurent

que sea valido en las regiones que se indican. Determine una expresion
para el n-ésimo término de la serie.
ayelorliz] 502 - cl) 5 [adil] S0

4) Desarrolle las siguientes funciones en serie de Laurent en un dominio de
radio exterior infinito.Determine el centro y el radio interior de dicho dominio.
Proporcione una expresion para el n-ésimo término de la serie.
a) flz) = Tz%ﬁ' en potencias de (z +3)
by  flz) = (21—2) en potencias de (z—1i)
) fz)= (27; 3 en potencias de (z— 1)

5) Determine los tres dominios en los que la funcion f(z) = m

se puede desarrollar en tres distintas series de Laurent, en potencias de z.

6) Desarrolle fiz) = m en serie de Laurent, valida para:
a) |z|<1, b 1<|z|<2, o |z|>2, & |z-1]|>1
e) 0<|z-2|<1

7) Desarrolle f(z) = 2(21—_2) en una serie de Laurent valida para:
a) 0<|z|<2 b |z]|<2

8)  Hallar un desarrollo en serie de Laurentde f(z) = (zzz—+1) vélido

para |z-3|>2
9) Desarrollar f{(z) = 12 > en una serie de Laurent que sea valida para:

gy  Elz2 B |z>2
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10) Desarrolie cada una de las siguientes funciones en una serie de Laurent,
alrededor de z = 0.Clasifique las singularidades en cada caso:

a 52 4 2 eosh(z?) @) 227

z 8
e) z senhfz-
11) Demueste que sila funcién f{z) = tanz se desarrolla en una serie de
Laurent afrededor de z = Z , entonces,

a) Laparte principal es: ———
i 1)

b)  Laserie converge para: 0 < | z- %| <%
¢) z=2Z esunPoloSimple.

2
12) Determine y clasifique todas las singularidades de las funciones:
d)rs ap==t=tles g Vifindaes S r g udiecos (22 +272)
(2senz-1) (ez_1)
d (2 +22+2) o) Z

(e*-1)
13) Desarrolle fiz) = e en una serie de Laurent alrededorde z = 2.

Determine la region de convergencia y clasifique las singularidades
de f{z) .

Zz
-7

00 ==

I
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CAPITULO IX

INTEGRACION POR EL METODO DE LOS RESIDUOS

INTRODUCCION

Se desarrolla en este capitulo la teoria de los Residuos y se ilustra dicha
teoria al utilizarla no sélo para evaluar en una forma elegante y sencilla
ciertas integrales complejas, sino también para hallar el valor de ciertos tipos
de integrales reales que aparecen en matematicas aplicadas y que son de
dificil calculo en el campo real.

RESIDUOS I
Si f{z) es analitica en una vecindad D (o entomo reducido) de z,, entonces,
por el Teorema de Cauchy-Goursat, se tiene que:

$feId= 0 e s 1)
4

siendo C cualquier curva cerrada contenida en D,como se muestra en la
figura 9.1

—>

X

Fig.9.1 D:0<|z-z,| <R

Sin embargo, si f{z) tiene un polo de orden " n" o una singularidad esencial
aisladaen z=2z,,y z, Seencuentraen el interior de C, entonces la integral
(1) es diferente de cero, es decir .

§ 2z + 0

En este caso, flz) puede ser representada mediante la siguiente serie de
Laurent:

00 00
fiz) = n;oan(z‘zo)n +nz—_:1 (ngo)n

la cual converge en el dominio : 0 < | Z—2Z, | < R, siendo R la distancia desde
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z, hasta el punto singular mas cercano (z,) , de f(z), tal como se ilustra en la
figura 9.2 siguiente :

X

Fig.9.2 R=|zs—z]

Tal como ya se demostrod, los coeficientes a, y bn estan dados por:
w 1 W) o - 3 =i f(w)

2ni : (W-z,)™1 M o e R : [tz ) B
Para este desarrollo, el coeficiente 4, se obtendra haciendo # = 1,
dando como resultado:

n

1
= 2ri iﬂw)dw

El coeficiente 4, en el desarrollo de Laurent, se llama: ™ Residuo de f(z)
en z=z,",Yyporlotanto:

§ fowydw = 2mi b,

C
OBSERVACIONES:
Obsérvese que dicha integracién debe tomarse en sentido contrario al del
movimiento de las agujas del reloj, alrededor de una trayectoria cerrada simple
C que se encuentre en el dominio : 0 < [ T=Ty | < R, y contenga al punto z = z

en su interior.

TEOREMA DEL RESIDUO
El residuo (b, ) de la funcion f{z) en el punto singular z , es igual a coeficiente de

la potencia € L ) en la serie de Laurent que representa a la funcion f(z)
0

en una regién anular dada por: 0 < | z—z | <R

Demostracion:
Sea f(z) una funcién analitica sobre las circunferencias C, y C, , centradas

ambas en z_ y enlaregion anular D entre ellas definida: R4 < | z-z, | <Ry,
como muestra la figura 9.3.
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Fig.9.3:D: Ry < |z-zy| <Ry

Sea C una curva cerrada simple contenida en D.
Entonces, de acuerdo con el Teorema de Laurent,
flz2) =a_+a (z—z )+a (z—z )2-&----' S Ity gl s JATb; =
' 2
0 1 0 2 . 1] (z,__z‘:| ) (z_zo) [Z_ZO ]

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por % enintegrando

alrededor de C, se obtiene:

'ﬁ§cﬂz)dz = %i}[ao HL (z#zc) ++a, (z—zﬂ)2 . --]dz+

1 bi b2 bn
+ == + oo o
A e
Pero:

a) Porel Teorema de Cauchy-Goursat :

§c[a0 ey (Z_ZO) ++ﬂ2(z-—zo)2 . ':dz — T
b)  Porla Férmula Integral de Cauchy :

1 by by TETEL [ ..._d=L2'b =
2mi c[ [Z——Zn) * [z_zu)z * +(z——20)n * “ 21&'( ni) by = by

Sustituyendo los resultados de los literales a) y b) en Ie_a expresion (1), se
encuentra que:

ﬁ :fc f2)dz = by
y por lo tanto:

jSC z)dz = 2mib 4

El coeficiente 4 del desarrollo de Laurent, para este caso, se llama:
" Residuo de fz) en z =z " por ser el unico coeficiente en la expresion (1)

(1)
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que queda al evaluar dicha expresion. Es por ello que usaremos la notacion:

b, = Resf(z)

Z=ZO

Eventualmente, se usara también cualquiera de las siguientes notaciones:

b, =Res [fl2), z, ]
b, =Res(z,)

OBSERVACIONES:

1°)  Ya hemos visto que el desarrollo de la serie de Laurent se puede
obtener por varios métodos. Formalmente, se puede usar las férmulas
integrales para los coeficentes e integrar luego término a término la
expresion:
b4

ﬂz)=a0+a1(z—-zo)+a2(z-z0)2+---:(z_zo)+ -

(2—20)2 (z—zojn

§ dz _ 2xi , Sl n=1
e (z2,)" 0 ,si nxl

2%)  Hemos visto también que existen otros métodos para obtener el desarrollo
de Laurent sin usar las férmulas integrales antes referidas para los
coeficientes. En consecuencia, puede obtenerse el valor del residuo
por medio de cualquiera de esos métodos y, a continuacion, aplicar la
férmula :

y recordar que :

fc fz)dz = 2nib g

para evaluar asi la integral de contorno.

00 —= |"
9.3.1) Ejemplos Resueltos | '\-

Ejemplo 1 h‘l
Sea AEsis . .Calcular : L donde C | contorno
ea f(z) z(z—l) Calcular T j;cf(z)dz, ondeCese |

que se muestra en la siguiente figura, descrito en sentido positivo. il
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( Contorno C )
Solucidén:

Las singularidades de f(z) son:{ s

22 =
Por lo tanto, la mayor region anular D que es una vecindad (o entorno reducido)
de z=1, es:
D:0<|z-1|<1
la cual se muestra a continuacion:

"y

Por el Principio de Deformacién de Contornos, la curva dada C se puede
reducir a la circunferencia C ' contenida en D.

Obsérvese que f(z) = E(“;—T) es analitica sobre C y en todo punto de su

interior, excepto en z, = 1, que es una singularidad aislada. Por lo tanto,

puede aplicarse el Teorema del Residuo. A tal efecto, desarrollemos la
funcién fz) en serie de Laurent alrededor de Z, =1

Asi se obtiene:

Lt | e o T 5 .

Nz) = S 2T de donde:
Primera fraccion:
1 Tl

2 o Jz=hE]




-~

<

i itivas —1 1 —(z— — PR et
Potencias Positivas : T [1 -1D+(E-1)"+ ]
vélidas para | z—1| < 1
Potencias negativas; ——L = 1 S LU 1 —
T (—1)[1+ A :| GO @D T en?
=
validas para | | <1l= | z— 1| > 1,por lo que se omite su desarrollc

Segunda fraccioén: 2171

Esta fraccion ya esta desarrollada en serie de Laurent alrededor de z = 1
El mismo es Unico y valido Vz + 1.

En consecuencia, la primera fraccion aporta las potencias positivas a la’

region bajo estudio mientras que la segunda fraccion aporta la potencia

negatlva . Es decir:

— 1 _ 3 1
f&) = gy =M+ E-D-G-1)7+@E-1) —eerb 2, 0< |z-1]| <1
Del desarrollo obtenido se deduce que: 6, =1 = |: Reslﬂz) =1 :|
Z =

Por lo tanto:

1 1 _

o b sy =1 = fcmdz 2mi(1) = 27i
NOTA:

1°)  Obsérvese que el contorno € dado esta parcialmente fuera del dominio
en el que la serie de Laurent calculada es valida. Sin embargo, tal como
ya se indico, el contorno C puede deformarse hasta convertirse en el
contorno C’, sobre el cual se ha calculado la integral.

2°)  Alrededor del rectangulo dado C, habria que realizar la integracion
término a término sobre cada uno de sus lados para obtener el resultado
final aqui establecido.

Ejemplo 2

Calcular : § —1 __d:  donde C es el contorno definido por 3|z = =3
C z ( z—l) 2

descrito en sentido positivo.

Solucién:

El contorno de integracion se muestra en la siguiente figura:
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Contorno: ]zl =41

En este caso, es necesario obtener la serie de Laurent de f{z) alrededor de
z = 0, obteniéndose :

¥2—1] 2 =
Pero
1 -1 valido para | z| + 0
y J 1 - i
T _—(ﬁ) ={l+z+2z*>+2* +-.-] , vélido para |z| <1
Luego,
fz) = 2(2_1) — 12—[1+z+zz+z3+---]=——l_——l—z—22—z3—---

El residuo buscado sera: b, = -1 , porlo que:

§C Z(;_”dz =il ) =Dt

Ejemplo 3

s 1 ; it ; =
Calcular : T i: z sen(?) dz, siendo C el contorno definido por | z| =2

descrito en sentido positivo.

Solucion:
El contorno de integracion se muestra en la siguiente figura:
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Contorno: |z| =2

La serie de Laurent de f{z) alrededorde z = 0, sera:

rae 3 =z[ G)_G)F, G _&) +} A

3! ! 7!

ST, Y T = P UM PSS S
zsen(z)_ ar et 5

Por lo tanto, z = 0 es una Singularidad Esencial Aislada.

Se observa que el coeficiente de (1?) es b, =0, porlo que:

51&7'§c zsen(L)dz=0
NOTA:

Se observa en este ejemplo que una funcién puede tener una singularidad
en un punto y poseer un residuo igual a cero en dicho punto; es decir,

la analiticidad de una funcién sobre y dentro de una curva cerrada y simple
C es suficiente para que § flz) dz = 0, mas, no es necesaria.
c

Ejemplo 4

Calcular : § 82 4, C el contorno definido por:|z| =1,
c z

descrito en sentido positivo.

Solucion:
El contorno de integracién se muestra en la siguiente figura:
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Contorno: |z| =1

Sea D la region definida por C y todo punto interior a ella. Entonces,
fiz) = 2202 g5 analitica en D , excepto en z = 0 donde tiene un punto

24
singular de orden 3.
En efecto:
senz _ 1 g2 g® wt i ol _ 1 11,2z _28
24 2_4[2““5‘1'+“E3T'_‘7T+”9T_‘1'1T+"'] S@ Bz te T T
: B sl
dedonde: b, = 37
Por lo que:
senz A 1 mi
dz = 2mi( -2~ ) = — oL
fc 24 L ( 3l ) 3
Ejemplo 5
1+25) senh z .
Calcular : §C —(+—)-6— dz, C el contorno definido por :| z| = 1,
Z
descrito en sentido positivo.
Solucion:

El contorno de integracién se muestra en la siguiente figura:

Contorno: ]z| =1
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I

Sea D la regién definida por C y todo punto interior a ella. Entonces,
+2Z5 h - ' :
fz) = L:enz es analitica en D , excepto en z = 0, donde tiene un punto
Zz
singular cuyo orden determinaremos a continuacion:
En efecto:
(1+25)senhz  (1+25) EE L e
- =7 [Z+"3T+?+T+W+T+' ']:” |
Por lo que:
(1+2z°)senh z 5 1 1 11 g a2 '-|
2—5:(1+z)|:z_5+ﬁz_3+ﬁf+ﬁ +W+W+"':|, 0<|Z|<OO I
De donde se obtiene que z = 0 es un polo de orden 5. |
Ademas, b, = % por lo que : ‘
(1+20)senhz . . Fiqy &5 |
§C_Zs—d2—2?ﬂ( "ST) = ——'-O-I

9.3.2) Observacion

Hasta aqui nos hemos valido del Teorema del Residuo para calcular |
integrales de contorno, cuyas trayectoria de integracion C encierran una séla |
singularidad aislada, de primer orden o de orden » > 1 , pero s6lamente una
en el interior de C.
En todos los casos estudiados, hemos recurrido al desarrollo en serie de
Laurent para extraer de él el valor del coeficiente 5,.En adelante, este método
sera identificado como Método 1.

A continuaién estudiaremos tres Teoremas que nos permitiran obtener
el valor del residuo 5 ,, sin necesidad de recurrir al desarrollo en serie de Laurent.

El Teorema N° 1 nos permitira usar el calculo de residuos para evaluar
integrales cuyas trayectorias encierran un polo simple, es decir una
singularidad aislada de orden n = 1. Es por tanto un teorema alterno al ya
conocido como Teorema de Laurent, para el caso particular n = 1. De dicho
teorema se desprenderan dos meétodos para el célculode b, cuandon = 1,
los cuales seran identificados como Método 2 y Método 3.

El Teorema N° 2 nos permitira usar el calculo de residuos para evaluar
integrales cuyas trayectorias encierran un polo de orden superior, es decir,
una singularidad aisladas de orden » > 1. Dicho método sera identificado
como Método 4.

El Teorema N° 3 nos permitird usar el calculo de residuos para evaluar
integrales cuyas frayectorias encierran varios polos de cualquier orden ( # = finito),
.Dicho métod sera identificado como Método 5.
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9.3.3 Teorema N°1: Polo Simple
Método 2:

Supongamos que, por hipétesis, la funcion f{z) tiene sélo un Polo Simple
(n=1),en z=z,,interior ala trayectoria de integracién C, como se
muestra en la figura 9.4 :

o~ C

: ]

X

Fig. 9.4 :Contomo C: | z—z,| = R

En este caso, la serie de Laurent correspondiente a la funcion f(z) tendra la
siguiente forma geneérica:
b1

j(z)=ao+a1(z—zo)+a2(;—zn)2+---+-é—_z;)—, b, +0, »=90 paran=>72
Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por: (z-z,), se obtiene:
(z—2z5) 2 = [ao +a1(z-zo)+a0(z—zo)2 4o -+:|(z—zo) +b,
Tomando ahora limite cuando z — z,, se obtiene :

b, = lim (z-2z,)fz)

Z—Z
o]

Método 3:

En el caso de existencia de un sélo Polo Simple, existe otra forma muy util de
calcular el valor del residuo b ,,como se expondra a continuacion.
Para ello, escribamos la funcién f(z) dada, en la forma:

_ P@@
Nz) = 2@y @ (1)

donde P(z) y O(z) son analiticasy O(z) tiene por hipotesis, un Cero Simple
en z=z,, esdecr, 0(@z) = (z—2z,)R(2).

En este caso, O(z) puede desarrollarse en serie de Taylor de la forma :

Q’z, Q" z, ;
0@) = Qzg) + 1 —2g) + —r (2 —2g)" ++ 2o+

Q" z
n!

a

(zvzo)n 4o
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Como z =z, es un polo de fz), es evidente que : O(z,) =0 , por lo que :

0() =(z~—zo)|:0,1(!z°) el 2(20)(2 zo)+-.-+Q () 1y~ z,)™ +}

Sustituyendo en (1), se obtiene :

fe) = Q'(Z} Q7AZ = Qh(z,) 1
n.._
(z—zo)[ T g 71 9 (z - Z5) te —m—o—(z—zn) +:|
de donde :
(-2, )(z) = il B o)
Q’'czy) Q7(Zy) Q ( 0) n-1
1! + 2 (Z zo)-'-..'-l- (z-— ) -+-II.

Pero, de ecuerdo con lo demostrado por el Método 2, antes expuesto:

b, = lim (z—zo)j(z)
Z—>Z0

por lo que, tomando limite cuando z —+ z, en la expresion (2), se obtiene :

by zlgg Q'@ Q"czy — Q"(z, n—1
0 [ 1|0 4 2!0 {Z_zﬂ)+'..+_n!_o(z_zo) +-..}
de donde :
Pz) _ P(zp)
b zli'g Q'(z)  Qlzo

En resumen, podemos decir que, hasta el momento, cuando z =z, es un Polo
Simple, disponemos de tres métodos para calcular el valor del residuo

b, = Res [flz), z=1z, | i

Tales métodos se resumen a continuacion : |
a) Meétodo 1:
Si z =z, esuna singularidad aislada de orden» > 1, entonces : |

b. = coeficiente del término _(E1z_) en el desarrollo en serie de Laurent
]
de la funcion A(z). _ |

1

En el caso particular en que z =z, es una singularidad aislada de orden » = 1 |
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se dispone ademas de los dos métodos adicionales, enunciados en el Teorema
N° 1 antes expuesto, es decir :

b) Método 2: b, = Zli'néo [(z—zo) j(z)]
! T Pz)
c) Metodo 3: b, = zllrnz]o oy

9.3.4) Ejemplos Resueltos Il

Ejemplo 6
X
Sea:  flz) = e *.Calcule el residuo de f{z) en el punto singular z = 0.

Solucion:

En este caso, z = 0 es una singularidad esencial, por lo que el Unico
método aplicable sera el antes identificado como Método 1. Por lo tanto,
usando el desarrollo conocido de eY, para u = *iz, se obtiene:

s () (B ®)

__z— L
flay=e " =1+ T + A + 3 +

De donde:

=

T 1 1 o B
=g = 1 1[z+2!7_2 3!23’+

El residuo en z = 0 sera el coeficiente de -, es decir: b, = -1

NOTA:

Nétese que, en este caso, no puede aplicarse el método identificado como

Método 2 y expresado por b, = lim [(z-24) )], yaquez=0 noes
0

un Polo Simple sino una Singularidad Esencial (n — ). Por la misma razén,

no puede aplicarse el Método 3 expresado por: b, = zlin21 PEZ)
%0 Q (@)

Ejemplo 7
Sea. Aflz)= % Calcule los residuos en los puntos singulares de f(z).

Solucion:

El Gnico punto singular de la funcién dada es : z = 1, el cual es aislado y simple.

Luego, podemos aplicar cualquiera de los tres metodos antes expuetos.

En efecto:

Método 1)

La fraccion -1% desarrollada alrededor de z = 1, es decir, en potencias de

(z— 1), de acuerdo con el Teorema de Unicidad del desarrollo en serie de
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i i 388 . - 8 5 B sl )
Laurent, es la propia fraccion = = @ P loque: b, =
Método 2)
Como z =1 es un Polo Simple, se tiene que: 4, = lim [(z-z, )] =
Zp

by = lim [(z 1)(1{)] -3

Método 3)
Como z =1 es un Polo Simple, se tiene que: b, = lim P@)
z-Z, Q'@
by = lim (_1 ) =-3
Ejemplo 8
Sea: flz) =
Solucioén:
Método 1)
b, = coeficiente del término —(-7:-1;—)— en el desarrollo en serie de Laurent
i

de la funcién fz). En este caso, el unico punto singular de la funcién dada
es la solucién de la ecuacion :

1-¢=0 =z =0, elcuales aislado.
Ademés, 0@z) =1-¢” = Q'(0) = —"|,_, =-1+0, =z=0 ademés de
aislado es un polo simple. En consecuencia, podemos aplicar cualquiera de los

tres métodos antes expuetos.
Método 1:

Desarrollando f(z) = - 2 > alrededor de z = 0, es decir, en la corona circular :
..e

0<|z| <R R<o, seobtiene:

z = Z? 3
e _]+T+T+%+
z _ Z z2 | z3
| —W‘l"—T-F“_—!"F'
2 - ; S SRS N —
1-92_2[ ztT2 12t 720 ]
Porlotanto: b, = -
Método 2:
Como z = 0 es un Polo Simple, se tiene que: b, = lim [(z-2z, )2 ] =
2
0
= A e R
51‘4’-?%[("‘ ) )} ey "

Aplicando la Regla de L"Hopital, se obtlene :
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- 2z o 2 _ =i
O Iz‘ﬂ [1—ez) léﬂ (-e?)
Método 3:
Como z = 0 es un Polo Simple, se tiene que:

O o I 2 2.\ -
% zlﬂgo Q@ z0 (&) ( )

9.3.5 Teorema N°2: Polo de Orden Superior
Supongamos que, por hipoétesis, la funcion f{z) tiene solo un Polo
de orden» > 1 enun punto z = z,, interior a la trayectoria de integracion C,

tal como muestra la figura 9.5:

4

Q
X

Fig.9.5: Contomo C: | z—z,| = R

En este caso, la serie de Laurent correspondiente a la funcion f{z) tendra la
siguiente forma geneérica:

= —_— —_ 2 RO b1 b2 L bl'l
fle) =ag+a (z-z4) +a,(z-z4)" + e +(z_z0)2 + +(z—zu)“

b, #0

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por : ( z —zo)n . se obtiene:

(z—zo)nf(z) = |:a0 +a, (z—zo) +a0(z-zo)2+---+}(z—zu)n +
b1(z—zu)n_1+b2(z—zo)n_2+---+bn
Esto demuestra que ahora b, es el coeficiente de la potencia (z—zo)m1

en el desarrollo de Taylor de la funcion : g(z) = ( Z—2, ) "_f(z), alrededor de
ZE= Zg-
Por lo tanto, por el Teorema de Taylor, se obtiene :

gin-1(z 1 _ (n-1
i ("_(1)?) T - i {%:r[g{z)]} <« o(1}

Z-"ZO
Pero, g(z) = ( z —zo) A flz) por lo que, sustituyendo en (1), se obtiene :




n-1
b, =Res[ flz),z, ] = TnT11)_* Zﬁgo{g;—n_r[(z—zo)nﬁz)]} .(2)

NOTA:

1)  En adelante, haremos referencia a este método como : Método 4

2) Notese que, sin =1 (Polo simple), se obtiene la férmula sefialada
anteriormente en el Método 2, es decir:

by = ,}i{go (z—zo)ﬂz)

Por lo tanto , la formula (2) es valida paran > 1.

9.3.6) Ejemplos Resueltos Il

Ejemplo 9

Sea. flz) = —22—- Calcule los residuos en los puntos singulares
(z-1)(z+1)

de f(z).

Solucién:

) ) z, =1 :Polo Simple, aislado
Las singularidades de f(z) son: )
z, = —1 : Polo de orden 2, aislado
Luego:
Residuo en z, = 1 (Polo Simple) =

a) Utilizando el Método 2:

. . - » 1 |
Bp=ReE| ). 1]=ln [(z ”(z—n(zmz} SR

Residuo en z, =

| Polo de segundo
orden (n = 2),aislado

} por lo tanto :

1
4

b, =Res[fle), ~1] = lim Tr 'gi'l:(”])z (z—‘[)?zﬂ)z J I (szz

z=-1

NOTA:
Obsérvese que, de acuerdo con el Teorema del Residuo:




o3

A
ir 3f—
1
1 P T
-a!u 0\-‘1}23 (.1
2
J

( Contornos a), b) y c) )

a) |Z*';§i (Z-——'I)?E:‘U_zdz = Zﬂ'i(%) = %‘

=1
2

0§ -3 -4
241 =1 (z-1)(z+1)
" _12_2dz=2m,{|: Res f(z) }{ Res f(z) J} _
21| (z-1)(z+1) # = z=-
§ —L—dz=mih-4) =

Ejemplo 10

50
Sea: flz) = e *.Calcule los residuos en los puntos singulares de f(z)

Solucion:

En este caso, z = 0 es una singularidad esencial, por lo que el nico método
valido para calcular el valor del residuo seré el correspondiente al desarrollo
en serie de Laurent ( Método 1), de donde se extraera el coeficiente de la
potencia : 17

Asi se obtiene:

= (), (2

)= e = flz) = eu|u=_l=1+

De donde:

b 21 1 s 1 - 1 e
e = ] 1!z+2122 3!2344!z4+

Luego, el residuo en z = 0 seré el coeficiente de (1?) es decir: b, = -1
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por lo que:
=4,
e “dz=2mi(-1)= -2mi ,Vp>0
[z]=p
Ejemplo 11
Sea:  flz) =z cosz . Calcule los residuos en los puntos singulares de £z).
Solucién:
flzy= c‘::;z = z = 0 es un polo de orden 5, por lo tanto, disponemos de dos

métodos para calcular el valor del residuo en este punto singular. Son los
indicados como Método 1 y Método 4.
Método 1:

Desarrollando a f{(z) = €9°Z en serie de Lautent alrededorde z = 0, se
z5
se obtiene:
o OOBE T atPR yhak g B .
fo) === F[1-5r+5 6l 8l ]=
SOE U o G N TN
R =soamtaz oty =

Extrayendo el coeficiente de la potencia (lz) en este desarrollo, se obtiene:

Res[ﬂz),O] =b, = % = 21—4

Método 4: Si se desea aplicar el método 4, se obtiene que, como z = 0
es un polo de orden 5, entonces :

_ 1| d“ [ scosz 1 [ q¢ 1
Ree 2.0] =0, - | $o(50) |, - [ Geen ], -

Z=10
Evidentemente:

dz=2ni(%)=% , Vp>0

cos z
f z5
|z|=p

Ejemplo 12
Sea:  fz) = " csc?( z) . Calcule los residuos en los puntos singulares de f(z).
Solucién:

flz) = e*esc®(z) = % = z, = kn,k = 0,+1,42, - - -, son polos miltiples

aislados.




Q'(z,) =2senz, cosz, =sen(2z, ) =0, Vk

o 2
Ademas, Q(z) =sen‘z = Q"(zk) Vil (2 Zk) o
por lo tanto, z = z, son polos de orden 2, por lo que disponemos de dos métodos
para calcular el valor del residuo en estos puntos singulares. Estos métodos son : |
Método 1:
Desarrollando a f{z) = e”csc’z en serie de Lautent alrededor de z = kz, y
obteniendo el coeficiente de '(Tkr?j" como residuo buscado.

Para facilitar los calculos, hagamos : z—kr =u =z =krx +u
Asi, la funcién a desarrollar en una serie de Laurententornoa » = 0, sera:

fu) = ekmucscz(fm +u)

knau kn u kn u

dedonde: flu) = —S & =e¢ € =e 2
sen?(kn+u) [(-1)"sen u]2 (sen ujz

Utilizando el desarrollo de Maclaurin para: eY y senu, obtenemos :

N w2 us 4% 45 ...) k 2 43 44 45
ﬂ2)=ez(35022=e (1+H+2!+3!+4!+51+ _ en(1+u+31‘%1+i1"'§1* )
u2 . 4% _ 47 = u2(1—£.2_ 44 _ 48 Jz
(“_TJrﬁ v & Bl ) 7 R M
—

u2  ud 4% 45 )
ﬁz)_e (1+u-|—21+3!+4!+5|+ _*‘ﬂ(;+1_+§+1+ )
- u2(1_£+2u4+.) B uz = U "% 3
3 45

Extrayendo el coeficiente de la potencia ( ) en este desarrollo, se obtiene:

b : _ ekn
== 00 ==
Método 4:
Como z = kn es un polo multiple de orden 2, se tiene que:
Res[flz), z =k ] = b, = - lim { Z[ &~ hkn)? & ]} IRRAT,
? 1 2 kg Ldz sen2z
Sustituyendo: sen z por su infinitésimo correspondiente, se obtiene : z - in =3

z—kr =u = u— o, cuando z - kn
sen z = sen(u +kr) = sen( u) cos( kr) +cos (u )sen( kr) = +sen( u)

Por lo que, sustituyendo en (1) , se obtiene:
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llm {du [(u) 2”0 :l} = lim e‘”k“) = ck®  (VerNota 2)

u )2 u-=0
tal como se obtuvo anteriormente.

NOTA:

1) Obviamente, k=0=b,=1 k=1=b,=e" et

2)  Elvalorde b,también puede obtenerse derivando convencionalmente la
expresion (1) y luego calculando el limite cuando z ~ kr.

z—kn =u = dz =du

Por simplicidad, podemos hacer :{
zo+fkr =>u-0

Luego:
d ( u )2 u+km
- L - =
b, uh_r?,} du[ zsenu ) ¢

[
[
Senu -ucosU u+kn u )2 u+kn !
b1 l}linn[Z(w) Senzu e ]+( T senu e (2) ||I
|.||I
1l
Pero: I
im Senu-ucosu o _ o senu-ucosu _ COSU—[COS(U)-U sen(u)) _ I-.lll[l"
U—o  Senu 0 " yso senu g 2sen (u)cos(u) |:|
.||'
|
lim S€NU-ucosu _ . usenw) o U ~ 0 I
U—=0 sen?u U—o 2S€N (U)COS(U) | —¢ 2 COS(U) i

Sustituyendo este resultado en la expresion (2), se obtiene : i

o e 2 urkn _ k
h 1}1310[:2(1)(0)"’ ]+ lim, +senu) ¢ o

tal como se obtuvo anteriormente.

Ejempio 13

Sea: flz) = Egtzngth_z .Calcule los residuos en los puntos singulares de f(z)

z=0. yz=m.
Solucion:

oS 0
fey= szcomz - goszcoshz | os Polos de f(z) son:
z3senz senh z




senz = 0,= z = kx, Polos simples
senhz = %sen(iz) = iz = kn = z = ikn, Polos simples k=0,£1,£2 ¢,
z=0, polodeorden: n=3+1+1=5 ‘

El siguiente gréfico ilustra la ubicacion de estos polos en el plano complejo :

+ t +
-10 5 0 5 10
25

75
-10

( Ubicacién de los polos de f(z) )

Calculo de Residuos:
a) Residuode f{z) en z=0
Método 1:

Podemos desarrollar f{z) = coszcosh z

Z3senz senh z

z = 0.y obtener el coeficiente de —(ij— como residuo buscado.

en serie de Laurent alrededor de

Asi se obtiene :

( z2 z4 z6 z2 z4 z6

[ 1__!+_!__._.!_+...)(1+.._.T..|__!+_!+...)

'f( ) z3senz senh z 23(2 z3 i z5 z7 } )(Z z3 } z5 Z y )
3! ] 7! Tt 3! 5! 7! ot

(1-1—{- . @ .)
61 1 7zt 1.7
f(z)— =—-—(1_L+.--)—"———?+--|

5(1_ z+ 25 45 25 45
2(1- 45 + )
por lo que el residuo buscadoen z=0 es: b, = —/=.

Como z = 0 es un polo de orden 5, podemos también aplicar el Método 4 para
obtener el valor del residuo 4. En efecto :
Método 4 :

4
B el od? [25 coszcosh z i|:_hm d [zzcoszcoshz}

1
z3senz senh z 4l Z-0 gz* senz senh z
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Derivando cuatro veces la expresion entre corchetes y tomando el limite indicado,
se obtiene :

b
tal como se obtuvo anteriormente.
Obviamente, por aplicacién de Teorema del Residuo, podemos evaluar integrales
tales como :

—
1° 745

cotzcothz , f_ T Y_ _14. _ _ ;
§ __Za_ag_zm( 45)_ dgin = —0.97738i

|z|=3

b) Residuo de f{z) en z = kn, (Polos Simples ), k=1,2,000"
Método 1:

Como estos polos son Polos Simples, podemos aplicar cualquiera de

los Métodos del 1 al 4 antes expuestos.

Dada la complejidad de la funcién f(z), aplicaremos el método identificado con

en numero 3, el cual establece que :

Resf(z) . P(2) ; cosz cosh z
= lim ——— = Im =%
z=kn zokn Q(2)  z-kn & (z3senzsenhz)
Resf(z) - lim coszcosh z
z =kn z-kn  372senz senh z+23(cos z senh z + sen zcosh z )
Luego:
Res . 7
ity =5 fz) | _ Fi — cgszcoshz L 33_22_,_1 E L
z=n z-n 4 (z3senzsenhz)  n3(e?"-1)
1 41 1
Res _ oAl X
k=2= oL | gy o ORI BT B oy 08 5 TR
z=2r% z-2n -3 (z3senz senhz) n3(e4"-1)
Res 1gbn, 1
k=3= oo _coszooshz__ _ 27”77 _ j 1945%10°3
z=73r z-3n & (Z3senzsenhz)  n3(e®-1)

y asi sucesivamente.

c) Residuode f(z) en z = jkr, (Polos Simples ), k=1,2,¢++-
Método 1:
En forma analoga al caso b) ,se obtiene :




4

: = lim
z = ikn zokn Q' (z) z~ikn -ﬂ(z3senz senh z]

[: Resf(z) ]= lim P(z) coszcosh z

Resflz) | 0 coszcosh z
: = 3
z = ikn z-kn 3z2senz senh z+z {cos z senh z + sen zcosh z)

Luego:
k=1 | RoM ) g,  cossooshr _ coshe _ g p37p4 10
z=in z-in -3 (z%senzsenhz)  m3senhn '
Resf(z) . h 1cosh?n - 1
k=2 = = i e O EOR . B 16 _ 4 0315x% 103
z=1n z-2ni - (z3senzsenhz)  m3senhn coshr
PO S B A o OUEROOSHE . = . 10 il
z=1i3n z-3r 3&(z3senz senhz)

y asi sucesivamente.

Evidentemente, de acuerdo con lo expuesto, se pueden evaluar las siguientes
integrales:

Res
§ golzeotez . - on [ 2) :i=2m'(3. 2372 x 1072) = 6. 4744 x 10~%ix

z3 ad
[2—n (=3 EE
Res
$ -‘iclt-"'z—",;"—*’-’idz - m[ 2) J — 27i(4. 0315 x 1073) = 8. 063 x 10~3ix
| z-2x| =3 7= R
= 0 ==
Ejempio 14
Calcule : § — (z‘f;ﬂ dz alrededor de la circunferencia | z| = 3,

recorrida en sentfdo positivo.

Solucién:
; ; Un polo doble en =z =
El integrando tiene : P _ 1=
Dos polos simplesenz = —[ +i
Todos estos polos son interiores a la trayectoria de integracion | z| = 3

como lo ilustra fa siguiente figura:




N

(Contorno : | z| =3 "
Luego, de acuerdo con el Teorema del Residuo, se tiene: ‘

ﬁ§m dz = [ Resflz),z = 0] + [Resf(z),z = -1 +i] + [Resfz),z = —1 —i] |

Célculo de los residuos: h”
Residuoen z=0 ||||'

Resflz) | 1. d[.2 e . d ezt | "il
|: z=10 ] A lzl%a-i' % 22(Z2+Z+l) h.q]g—d? (22+Z+I) = |

l: Res fz) j| - te?(2%+2z+2) —e#(2z+2) ¢ 4 |

z=10

Z0 (z"’+22+2)2 S 2
Residuoen z=-1+i: I
Res f(z)

zt
lim T e — |
z=-1+i Z— =1+ {(z+ I)zz(z+1— i)(2+1+ I)} |I|‘

[ Res } 1+i) t o I:
f&) o pm e (- ) 34‘.," (cost-i-r sent) |
z=-1+i Z 1+ ( -

il

—1+:) (2i)

Residuoen z = -1 -i: I

Res fz) ot o - |
z =—]—i z-»—l_,{(”]“)z?!(zu 1) (Z+1+i) } _zllﬂ”{zz(zn-i)} e '

Res f(z) { g i—1-i:it } ettt _ et (cost—isen 'i)
z=—1-i z—>—-1-—l (—1-)2(2i) 4

S —_
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9.4)

Por lo tanto,

ez ot et ; -l 3 ]
2mc 22(z2.21) dz—Zxr[T+ 7 (cost+1 sen t) 3 (cosr Isent)

De donde:
1 e Ny S P, -
2mcz2(z2+z+l} a‘z-Zm[ 5 tiye sent]_ ﬂ.’[e sent+i(1 :)]

CEROS DE UNA FUNCION fz) :

Definicion:

Si f(z) es analitica en un dominio D y :

a) flz) =0 enz=z,,sediceque flz) tiene un Cero Simpleen z =z,

b) Siademas:flzy) =f(zo) =f @) =f () =-++=f" ) =0
se dice que z =z, es un Cero de Orden n

Demostracion:

La serie de Taylor de la funcidon f(z), desarrollada alrededor de z =z, sera

f ( 0) f ( 0) (.. )2 _+f (zg)

(z- zo) + o

Mz) = fzy) +
Por lo tanto:
¥ (z-z,) seraun cerode orden 1siysolosi fiz,) =0y f'(z,)#0
*  (z-z,) serauncerodeorden2siysélosi fliz,) =f(z,) =0y f(z4) # 0
*  (z—z,) seraun cerode ordennsiy solo si:

(2g) =f(2g) =S ") =S o) =+ =f"Uz) =0y f(zy) %0
En conclusién, el orden del cero z,, de la funcion f(z), esigual al orden de la
derivada primera deriva no nula, evaluada en z,.

(z—24) +

9.4.1) Ejemplos Resueltos IV
Ejemplo 15
a) Lafuncién flz) = senz ,tienecerosen:z=kr, k=0,%1,42 -

) =

Obsérvese que : )
q £y = cosz|,_, =(1)f=4120

Porlo tanto, z = kr, k= 0,%£1,4+2,-.. son ceros simples.

b) Lafuncién f(z) = (z-a)3 tieneunceroen:z = a




( fa@)=0
f@=3¢z-a)}|,_,=0
M@= 6z-a)|,_,=0

\f’”(a) = 6z|z=a =6a+0

En efecto, obsérvese que :ﬁ

Por lo tanto, z = a, es un cero de orden 3.

c) Lafuncibn flz) = 1—cosz tienecerosen:z=2kr, k=0,%1,42,+--

fQRkr) =0
Obsérvese que :<X  f’(a) = sen(2kr) = 0
f" (2kr) = cos(2kr) =1 # 0

Por lo tanto, z = 2kx, es un cero de orden 3.

d) Lafuncidn fz) = —11_—2 tiene un cero simpleen 'z = o

Ejemplo 16
Determine la ubicacién y orden de los ceros de las siguientes funciones:
@) f)=z'-1 b) f)=z3cos’mz) ¢ fe) = zsin( L)

Solucion:
a) Lafuncion fiz) = z*—1 tienecerosen: z% =1, esdecir, en

4 —¢2Kkn de donde:z=e ¢ =e¢ 2, k=0,1,23

4 0
3
1 : 19 H
= =cos X +isent = i
€ 0052 1S 2

k=2 =z, =e'1T = cosz +17Senn = cosxw = —1

k=1=z,

por lo tanto: <

137

— R 005(32—;({) +1 sen(—a’l) = —

k=3 =z >

L 3

La ubicacién de estos ceros en el plano z, sera.
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0% 9

ik
( Ubicacién de los ceros: z = ¢ 2 )
Obviamente, los cuatro ceros son ceros simples.

b) Lafuncion flz) = z 2 cos*(nz) tiene ceros en: cos’(nz) = 0,

De donde:
inz
1
inz inz e e s i2nz (5
8 ;e =0 =3 e Z'Uﬂ—e _+1=0:_>3I22:_.
2 inz
. 2e
i2 im+2km:
porlotanto: e =e = 2nz=in(l+2k) k=0,41,42 -
De donde :
2k
(1+2K) Re[z] = L2 = o11,12,.
2l T =
lm[ z] =0

La ubicacién de estos ceros en el plano z, sera.

( Ubicacion de los ceros: z = Q—gikl)

Obviamente, todos estos ceros son ceros simples.




c) Lafuncion fiz) = zsen(1) tienecerosen: zsen(1) =0, |

CA= ) ‘
De donde:

sen(4) =0 :
. . 2i |
ez e 2 1 e ©

Pero:  sen(1) === - . |
g |
Luego, il

1 z z z ii2kn;

sen(1)=0=e ~ -1=0 3¢  =1=e =e  k=0,41,42,-+

Dedonde: 2 =2kr , esdecir, z= kl |
T
Luego, los ceros de la funcién dada son :

=1 k=0,41,42,:¢-

Para los distintos valores de k, se obtiene |
z*{oo TI:?E41: “'0} |

La ubicacién de estos ceros en el plano z, sera.

( Ubicacién de los ceros: z = —;3;) |
Orden de los ceros: . |

fz) = zsen( ) =f(4-)= f;sen(kzr)=0
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f(z)—sen( 1)+ zoos(£) (-2 ) =sen( &) -

COS( ) —

() = sen(k:r)+—cos(rm) =0+ Lenr=rl o
.l =1 i
Por lo tanto, f (H) +0 = z= o son Ceros Simples. |
La siguientes gréaficas de la funcion f{z) ilustran lo aqui expuesto: :
iy A iy A
: Ald v |
-2 1 \] ﬂv 1 2
X
(l‘_iﬂ%z sen(+) = 0) (limzsen(z) = 1)
—— 0'0 S
9.4.2) Ejercicios Propuestos |
9.4.2.1) Determine la ubicacion y el tipo de singularidades de las
siguientes funciones
a) flz) =cosh’(2z) b) fz)=senh(z) ¢) z*+z7!
d flz) = coshz( 5 rr) ) fz)= cosz-sen:z
9 &) =ang?( L)
9.4.2.2) Determine la ubicacion y el tipo de singularidades de las
siguientes funciones:
& A2 B ) e s Beostr) & ) = ‘;_Lj
A f)=cosh?(F) o f2)=ang?( L)
1
N fD=z2F o f=== b fo)=-"
; L, E08Z
) flo) =22
9.4.2.3) Determine el orden de cada polo y el valor del residuo

correspondiente, para cada una de las siguientes funciones:
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2z
O f-FL b f)-wh: o f)=153

d f=-t 5 f)=f

(Z | )2 z2 12 b
9.4.24) Determine el residuo enz = 0 de las siguientes funciones: \
|

a) f)=cscz b) f)=z7cos(z?) ¢ A= zcos(ﬁ)

z2

; : ) 323 +2
9.4.2.5) Determine el valor de la integral : ! mdz \

tomada en sentido positivo alrededor de:

a) |z-2| = b)

|z|=4 c) lz—3i|=2
c) |z+3i|=2 d) Iz|= %

9.4.2.6) Determine el valor de la integral : § 23(?!—24) |
C

tomada en sentido positivo alrededor de:
a) |z|=2 b |z+2|=3 o |z-3i|=2
d) |z+5|+]|z-1|=8 € |z+5|+|z+3|=4

2
9.4.2.7)  Determine el valor de la integral : %54’_—2422‘—4dz
tomada en sentido positivo alrededor de:
a) |z-i|=3 b |z-3-i|=2 ¢ |z-1-i|=2
i i . z+1
9.4.2.8) Determine el valor de la integral : {: m‘dz

C
tomada en sentido positivo alrededor de:

o |et=t b |z2=3 o |d-3
d) |z—%|=% e) [z+1|+|z—3|:6

9.4.2.9) Si C es la circunferencia | z| = 2 descrita en sentido |
positivo, determine el valor de las integrales :

d cosh( nz)
a) itanz dz b) i m C) i mdz

9.4.210)  Si C eslacircunferencia | z| = 1 descrita en sentido
positivo, determine el valor de las integrales:
a) §z‘1 e%dz b) §z"1 csczdz  ¢) §z‘2 cscz dz
&

C c




1+2°
d) §z e) § senz g 4 §

(4 C 3
: 423+8 |
g) ho §3082a ) $E g |
c c |

1
; 741 z241 ex |
7 § 2z+:dz k) §22—22dz J z dz =

C

n) {J csczdz  n) §cotz dz i) §tan( nz) dz
c 2

0) ¢ coth2zdz p) §———5-dz q) jizf*‘ dz

A °, esenz
r) § eZcotdzdz ) §tan(2:rz)dz 1) § cot( % ) dz
C { iy o4 .
senhz coshz ' (z+4)
8) i 422 +1 R P0G ] 22 _3iz dg ) i 2. 52°. 622 dz

9.4.2.11) Evalle las siguientes integrales por el método de los
Residuos. Emplée desarrollos de Laurent alrededor de los

puntos singulares donde sea necesario.
[ o}

a) § Z érdz alrededorde : | z+i| =3

c N=o0 (z- ')n_4 n
b) f';zscos(Lz) dz  alrededor de : ] z+1 +f‘ =
£7

Sen z- senh z

c) ——5——dz alrededorde | z| =1

d) alrededor de | z| = 1

[y
;f zsenh z

9.5) APLICACION DEL TEOREMA DEL RESIDUO A REGIONES MULTIPLEMETE
CONEXAS

9.5.1) Teorema3
Supongamos ahora que : z,, z,,- -+, z, polos aislados de f(z), de cualquier orden
interiores a la curva cerrada C, tal como se ilustra en la figura 9.6




v € 1

( Fig.9.6 : Polos interiores a C )

Tracemos ahora las curvas simples ceradas C,,C, - -+, C, las cuales definen, |

respectivamente, un entorno reducido de cada uno de los polos citados, tales |
que CjNCyg =9, Vj+k comose muestra a continuacion la figura 9.7

( Fig. 9.7 :Polos interiores a C y sus respectivos entornos reducidos) |
Por el Teorema de Integraciéon en Dominios Multiplemente Conexos, podemos

escribir que:

§C Rz)dz = §C1 fz)dz + §C2 f2)dz+ - » -+§Cn f2)dz .. (1)

Pero, por el Teorema del Residuo se tiene que :

. _
foydz = 2mi | VD
C4q & =27
= _
§ Az)dz = 2ni )
Ca zZ=2p
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Por lo tanto, sustituyendo estos resultados en (1), se obtiene :

§ ﬂz)dz2m‘[( Resf(z) )-I-( Resf(z) }+---+( Resf(z) ):|
> &=m zZ=1 z =2,

9.5.2) Ejemplos Resueltos V
Ejemplo 17
Evaluar las siguientes integrales
a I1=¢ (7_%)'2;?7 dz, siendo C la curva definida por :| z| = 3
C
by I= fc = siendo C la curva definida por :| z| = 4
c) = f = SOBhE Z, siendo C la curva definida por :[ z| e 4
c 7_2( z+in)3
Cos z ; i
I= dz, siendo C la curva definida por :
KA Mooy P

|z-%] = 4
Solucioén:
senz . . _
fc ZEEY) dz, siendo C la curva definida por.| z[ =3
sen z

(z+1)(z+2)
{ z=-1: Polo Simple Aislado, interior a lacurva | z| = 3

Los polos de f(z) = , son:

z=-2: Polo Simple Aislado, interior a la curva ] z| =3

A

( Curva C y polos )
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\.
Luego: §Cﬂ2)d2 = 2mi [( fe:ji) ) 4 ( fiéjz) ) } ‘I'

Calculo de los Residuos: I‘l--
i 7 |
Resfz) | _ Jim. [ __ﬁn_a_] _ lim [ﬂ] — _sen(1) |

7 =" o &) (z+1)(z+2) 72| (z+2) |

Anélogamente,

Resf(z) : sen z : senz I
oL Bl g hl, [("+2)_(z+1>(z+2_) } Jim| Ty | = sen(2) |

=

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema del Residuo en Dominios Multiplemente ”
Conexos, se obtiene :

I= fc (zjirz:ﬂ) dz = 2mif sen(2) —sen(1) ] :

— 00 — “

b I= § e_ g, siendo C la curva definida por :| z| = 4
¢ senhz

|
, son la solucién de la ecuacion: -'.'u’

Los polos de fz) = —&— '|
sen(iz) _ "\

senhz=0 = —
. dedonde: sen(iz) =0=iz=hr, k=0+1,42.-. |

Esdecir:| z= ~'ﬁ1‘~ = kni |, k=0,%£1,42 -+ porlo que, i

evidentemente, dichos polos son aislados.
zy=0
Ademas, los polos interioresa C son:< :z

(Curva Cy polos )

Orden de los polos:
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Aplicando lo expuesto en el punto 9.4), se obtiene:

0'(z) = coshz

0'(z,) = cosh(kni) 0, Vk=0,%1,42,-«-
Porlotanto, z = kri son Polos Simples de f{z). En consecuencia,

Resf(z) . P _ . ez .
[ L2 ] LY ”i‘.‘f},[mz]—l

Q@) =senhz =

[ Resflz) . P2 . sz 1. " 4
zZ=In :| ; E.'I—I{Irl*n Q'(z) zl-lpn,ln[ cosh z ] " “cosh(im) ~ cCOSm 1

- Res:ﬂz) - . P(Z) - o ez - e -im \ _1 =
z=-ix ] B Z—lrulim Q'(z) a zLu.El,n cosh z ] " cosh(-im) = cOST

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema del Residuo en Dominios Multiplemente
Conexos, se obtiene :
I=2xi[ 1+1+1] = 6mi

c) = f cosh 2 dz, siendo C la curva definida por :| z| =
T T
¢ z2( z+ir)
Los polos de f(z) = &hzm , son la solucion de la ecuacion:
3
z2( z+im)
z, =0 Polo Aislado de ordenn = 2

22(z+frr)3=0:> - '
z, = —ir, Polo Aislado de ordenn =3

Dichos polos son interiores a C

( Curva Cy polos )
por lo que :
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I=2m‘l: ( Resf(z) )+( Resf(z) ):l
z =10 z=—ix

Los valores de estos residuos seran:

Resf(z) e cosh_z == 34
z=0 1 250 dz 22( z+im) T

i Resf(z) 1 cosh z n2—6 .1
e | A G’ o |-

22( z+in)3

Conexos, se obtiene :

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema del Residuo en Dominios Multiplemente ‘
= 212
1=2m'[ -i+‘"26:|=f(4"t ) |

Cos z = . . 1 1 il
= siendo curvadefinidapor:|z— = | = =—
d I fc sen(-})(z—‘l)zdz’ iendo Cla por:|z—+| = 4 |
cos z

Los polos de f(z) =

, son la solucién de la ecuacion:

sen (4)(z-1)2
sen( »%-) =

2
son ($)(=-)P=0= 3 T |

Luego: I

% =kn, k=0, +1, +2,.-- dedonde:
sen( %) =0=< z = kin = Polos simples aislados, exceptoz = 0,

|
~

que es No Aislado y que ocurre para K =

(2-1)® = z=1: Polo Doble, aislado

La ubicacion de dichos polos en el plano complejo, se muestra a continuacion: ‘
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( Ubicacion de polos en el plano z )

Se observa que el Unico polo interior a la curva C : | z— % | 3

_ A
z=

I= 2m'l: ReM.;r) :l
z=

El valor de este residuo sera:

Por lo tanto

z = T
- () - 1 - z 1
zl”ﬁfx[ sen () T cos( %)(_Lz) T cos(4) w2
Pero: 2
. cosz | cos(1/m) m2cos(1/r)
z-um| (z-1)2 | (1-1)? (1-m)?

T = =

T
Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema del Residuo en Dominios Multiplemente

Conexos, se obtiene :
| cos (1)
I =2mi s
(1-m)

=="{J ——

| Resflz) | 1. n2cos (1/m)  cos(1/n)
Luego.li 1 :| = (1-1)2 = (1-n)2

9.5.3) Ejercicios Propuestos I
Evalle las siguientes integrales a lo largo de la curva dada en cada caso,
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9.6)

recorrida en sentido positivo:
i) La circunferencia | z] = i

a —z4 g siendo C
) i z2-3z-10 if) La circunferencia | z| = 6
_ i) La circunferencia | z| = 4
b) §cothzdz - siendo C ) ) .
ii) La circunferencia | z| =6 |
c) —e= ke | siendo C la circunferencia | z| =2
z4+1

siendo C la circunferencia |z| =2

9 i (z+1)3 ’

z2+1 . . .
e) ‘_f ) siendo C la circunferencia | z| = 1
it
) La circunferencia | z| = 0.3
z2+1 i i
f) f 2 b5 ([ 12) dz , siendo C B ) ) -
if) La circunferencia | z—1| = 0.6
(e : : :
Q) ————dz siendo C la circunferencia | z| = 2
% (z2+1)
z24z+1)" . . .
h) ( ) dz , siendo C lacircunferencia |z| =1, n=0,1,2,....

(z2+32+1 )2

0 =8

. ; ; -1 1
i) f , siendo C la circunferencia | z| = L, <as=
A (?—+a|)(?:+=.;L n=0,12,....
. . . . -l<ax<l
) i 7 |a)(z+g-) dz ,siendo C lacircunferencia | z| = 1, { I

EVALUACION DE INTEGRALES REALES

El Teorema del Residuo proporciona un metodo sencillo y muy elegante
para evaluar ciertas clases de integrales reales complicadas.

La escogencia de la trayectoria de integracion cerrada y simple mas
conveniente puede exigir a veces gran ingenio; sin embargo, en muchos
casos, el método puede hacerse rutinario. Los siguientes casos son los
mas comunes en la préctica :

9.6.1) CASO 1: Integrales de la forma / =j§” R(cos®,sen 0)do

En este caso, R es una funcién racional de sen6, cos#, o de ambos.
En general, este tipo de integrales son muy dificiles de evaluar usando los
métodos del célculo elemental. El calculo de residuos puede darnos el
resultado de una manera directa.




En efecto, la integral real dada se transforma en una integral de linea
compleja, a traves del siguiente cambio de variable:
e'o =z

cosld = 5 =i

Con lo cual: ol P
i - e
gEng= L8 - % =i_(z—

De esta forma :
( a) Integrando:
El integrando se fransforma en una funcion racional de z,
digamos, f(z)
b) Limites de Integracion:
{ Conforme @ recorre el intervalo de 0 hasta 2z, la
vafriable z recorre una vez la circunferencia unitaria |z} =1

en sentido contrario al de las agujas del reloj.
¢) Diferencial:

S RZ g1 0 = dz _ dz
. eV =z= g5 =ie = df 10 —~

Por lo que la integral dada se transforma en .

[zj'an(COSG,Sen 9)61‘9 = §R[%—(z+ %), —217( z - —;-) :I ?—;
es decir : )
I=§f2) 2

siendo C la circunferencia : |z| =1

Notese que :
a) Laintegracion se debe tomar en sentido contrario al de las agujas
del relg;.

b) Cuando @ recorre el intervalo que vade 0 a 2z, o cualquier otro
intervalo de longitud 2z, el punto que representa a la expresion
z=el® = cosf+isend recorre la circunferencia unitaria dada por
estas ecuaciones, en sentido contrario al de las agujas del reloj.
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C1Y
S

(Contorno C : | z| = 1)
c) Laintegral de contorno a lo largo de esta circunferencia se evalua
por medio de la Teoria de Residuos.
d) Obsérvese que el método falla si el integrando de la integral de contorno
tiene polos sobre la circunferencia unitaria. Esto sélo puede ocurrir si
la expresion :

I zjzﬁR(cosﬂ, sen G)dG
resulta ser una integral impropia, es decir, si el denominador de la funcion
racional R(cos,sen @) se anula en el intervalo :0 < 6 < 2z,como lo ilustra

el siguiente ejemplo:
dz

] iz ]
Sea = do = —_—e =12 o
J'“ sen 0 § 1(2-1 § Zz—ldz -

|z|=1 2;\ "z |z|=1

L 1 :

I=:2 j: G=Tiz+ 1) dz  El método falla pues el integrando
|Z| =t

posée polos sobre la contorno de integracion | z| =1

9.6.1.1) Ejemplos Resueltos VI
Ejemplo 18
Evalle la integral : J = j:’r 1_2p0%050+p2 donde p es una constante real tal que
0<p<l
Solucion:
_(2#)
cos@ = 57 o P - do _
i0 -i8
do = 4 * 1-2p (:e_'__*_ji) e
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I=
[z;fq . (2 +1) 5
= o-2p| —=|+p
2z
De donde:
=4 § Sz 2 -4 f 2 d22
! z-p(z?+1)+zp f -pz2+(p?+l)z—-p
e p(z?+1) 12]=1 (p2+1)
o] § dz
T 22 _(p2+1)z+
g © (p2+1)z+p
Pero : pz";-'—(p2 +I)z+p=0=>
_(p2) £ [(P21)%-4p%  (p241) & [pta2pei-ap?  (P2+1) [ (p2-1) .
2p - 2p B 2p
241 2_1
= (p2+ );;[p ' Ademds, 0 <p<1 = lpz—ll = 1—p2, por lo que :
_1
_ () 5§
2p Z, =p
Por lo que:
1 dz
I=—-
]ZL p(z-p)(z- 1)

El integrando tiene por lo tanto, polos simples en :

z, =%>I:>Exter1'ora |z] =1

z, =p <1 = Interiora lzl =1
Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema del Residuo:

J= _-]___ f p(z—;)z[ = J.) = —%(27:1')[ Resf(z), z :p] T
2] =1 i

Pero: [ Resflz),z=1] = ‘I-:I—Tpl:(z p) pa—p)(z- 1) ] %Ppl: p(z- 1) } -

P

Ny gl
[Resfiz), z=1] = PIT
En consecuencia, sustituyendo en (1):

r=%am{7ﬁ§]=”(fw)
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Ejemplo 19
Evaltie laintegral : 7 = [** —99__ donde p es una constante real tal que
O k+send
oulk
Solucioén:
z=¢9 = 49 = dz
Aplicando el cambio de variable antes especificado: (z _ 1)
senz = 1
Z
dz
Seobtiene: 7= § . — ff 2
1.g22. 2. -
2] =1 muﬁ{zil) (3] 22:2 1 kz—1

El integrando tiene por lo tanto, polos simples en :

=k+JK-1>1

Recordemos que k> 1 por hipétesis, Iuégo £
porlo que el polo z, es exterioralacurva | z|

b
. Z,+ 2, =— =
Ademas, sabemos que, en toda expresion cuadratica : LM 2 4
2425 = 7>
enestecaso: z, -z, =—+ =-1, porloque: ]z1|= i

|z,| >1=]z,| <1, esdecir, elpolo z, esta ubicado el interior de la
circunferencia de integracion | z| = 1.
Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema del Residuo:

2w o 2 z
I=| — - = ——dz = 2ri)| Resfiz), z=z sscndtdd

) _ I _ 2 15 2 .
Pero: [Resf(z), fT 5 ] - 21‘1{21(:(2 %l (2—21)(2— 22) :[ zl'l'{g1li (z-z,) :l,

| Res fz), ‘-‘21] (z, —z 27 - [,(—kh/_z_) (k""(_r)]

Resflz), z=z2, | = 2 = 1
L dil 2i1/k§-1 iJk2-1

En consecuencia, sustituyendo en (1):

k>1

_[>*__ do ; 1 - 25
£ Io k+sen@ o ifl|(§_-| sz_‘]’
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Ejemplo 20
i n
alGe la integral : [ = [~ —€0820 4
Evallie la integral : 7 = [ e
Solucién:

Aplicando el cambio de variable antes especificado: ¢ = z, se obtiene:

T ~2ii 2 -2 4
coszgzew.i.ez'o_z +z =(Z +1)

2 o 2 222
_ 1 (z2-1
senz = E(*—fz—)
z=¢9 = g9 = 92

iz
Por lo tanto:

§ (_22—2_) 3)21,: § ;z(z4+1] J(%) .

& _ i
|z|=1 5—(4)-21?(52{—1) 'z 12]=1 2 (5iz-22%+2

Jie § (z41) )_ § (z%+1) i =

1z]=1 % [5[2-22 +2) 2| =1 222[5iz~222+2J

4
z7+1
I= f & (2 ] dz
|2]=1 22 (-22°+5:12+2)
El integrando tiene por lo tanto :

Un polo de orden 2 en: z, =0

Un polo simple en : z2,= &

Un polo simple en: Zy= 2
El polo en el punto z, = 2i esta fuera de la circunferencia |z| =1, porlo que

no hay necesidad de tenerio en cuenta. En conecuencia :
I=2ni{[Resfi),z=z, ]+ [Resfla),z=2,] } ..()

Calculo de los residuos:

a)
Res f(z) .1 d " [24*' 1) . d (24“)
= lim o=~ z*— e Tyl et ol o
z=0 z»9 1 dz 2z [_222+5iz+2j z—0 92 | 2(-222.5iz+2)
De donde:
42°(-222.5iz+2)- (z%+1) (—42+5i) 5i
[Ret@pz= 0] z’in 0 (-222.5iz+2)? 2 ( 4 ) 8"’
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(z4+ 1 ) (z*+1 )

) Resfl) | _ T 222 = 222 =y
z=+4 Edz_(—zz2 +5iz+2) (—4z + si)
z=1 =
[Resﬂz):| ‘1(%+4 ) _ 1 = AL
£=% A5 )( =7+ %) (%)(%)

En consecuencia, sustituyendo en (1):

cos 20 = omil -84 275 = ._ 1
—J' 5 4sen9dg ~2m( BH-E“!) &7

Ejemplo 21
Evaluar las integrales:
a) I,= f & —S8MZ___4;, siendo C la curva | z| = 3, recorrida en sentido positivo.

(z+1)(z+2)
b} L= 35 SEnz g ., siendo C la curva | z| = 4, recorrida en sentido positivo.
(z—3)(z+2
Solucldn.
a) Los polos de f(z) = (Tj%'%;T) son:
z = -1 : Polo Simple Aislado, interiora C

z = -2 : Polo Simple Aislado, interior a C

La trayectoria de integracion y la ubicacion de dichos polos, se muestra a
continuacion:

(Curva C y Polos )
Como ambos polos son interiores a la curva C, el Teorema del Residuo en
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Dominios Multiplemente Conexos, establece que:

I = Zm{[ Res f(z) }+|: Res f(z) :I} ..... )
z=-1 z=-=

Calculo de los Residuos :
Resfiz) | .. sen z L senz | _-sen(1)
[ = ]a‘fﬂ%[‘””m} - Jim | 5 | - Ty - -sen)

Analogamente,

Resfz) | _ . sen z it senz | _ -sen(2)
I: 7=2 J = 2322[(Z+2) (z+1)(z+2) i’ = zl_l,rilz[: (z+1) jl - T2+ ) =sen(l)

Por lo tanto, sustituyendo estos resultados en (1), se obtiene :

I, = 2ni[ —sen(1)+sen(1)] =0

= 00 =—
sen z
(z-3)(z+2)?
z=3 : Polode Aislado, interiora C
z=-2: Polo de orden 2 Aislado, interiora C

La trayectoria de integracién y la ubicacidn de dichos polos, se muestra a
continuacion:

b) Los polos de f(z) =

( Curva Cy Polos )

Ambos polos son interiores a la curva C, por lo que, aplicando el Teorema del
Residuo en Dominios Multiplemente Conexos, se obtiene :

o 27”{[ Res f(z) ] N |: Res f(z) :|} '''' @)
z=3 z=-2

Calculo de los Residuos :
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Resflz) | . L sen z i senz | _sen(3)
L=3 }%[("' 3)(2—3)(Z+2)2:| :1:5"3[ (z+2)2j_ 2

Adicionalmente,

z=-=2

l: Res f(z) :l = sen(2) —cos(2)

Por lo tanto, sustituyendo estos resultados en (2), se obtiene :

5 = 2:::[ se;é‘"’) +sen(2) - cos(z)] = 2. 6622(ri)

Ejemplo 22
Evaluar la integral:

I= j;—"z——dz, siendo C la curva | z| = 4, recorrida en sentido positivo.

% senhz
Solucién:
z
Los polos de fiz) = —&—— son la solucién de la ecuacion: senhz = 0
senh z
Es decir : Er-~'-E—ﬂ=0 :>(iz)=k:r,k=0,il,ﬁ,---

De donde : z, = kn _ thr, con k=0,+1, 2, +-+

i
z, =0
Por lo tanto, los polos interiores a la trayectoria de integracién C son: z, =in

23 =r—T

La trayectoria de integracion y la ubicacién de dichos polos, se muestra a
continuacion:
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(Curva C y Polos )

Orden de los polos:

P(z) X Q' (z) = coshz

——— luego: =senhz 3
agz)", Ue90: 2 i { Q' (zy) = coshzy # 0, Vk

por lo tanto, z =z son polos simples. En consecuencia :

REEAZ) ). Iiml: Fz) }: lim|: Bt } -1
z=0 z-0L Q' @) z-0| coshz

Res f(z) :hm[P(z)]:limI: 8- :|=c%:ﬂ:—:—j1l_:]

o= z-irl. Q' @) z—im| cosh z

Sea: fiz) =

Il

lim[P(Z)]: im | —° |- _e™"™ _ 1 _4
= —in z——irl. Q' @ z——ir| coshz cos(im) cosm

Por lo tanto, el Teorema del Residuo en Dominios Multiplemente Conexos,
establece que :
I=2mi[ 1+1+1] = 6mi

NOTA:

Obseérvese que los residuos aqui calculados han sido determinados, por razones practicas,
usando para ello el metodo antes identificado como Método 3. Sin embargo, como se

trata de polos simples, puede también ser evaluados usando el Método identificado

como Método 2 . En efecto,

Resflz) | . e? — 7 ¥ 0
[z=0 :[i%[z'coshz}%%[(se"m)e ]"*ﬁ&
Por lo tanto, aplicando la Regla de L * Hopital, se encuentra que :

Res . i .
|: fe) :l = hm(ez 5 ) =1, tal como se obtuvo anteriormente.

5l ~ 2,0\ coshz
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En forma analoga se obtiene que :

|: Res/iz) :| = lim [(z_iﬂ) iz :I = lim [(M) ez] 3.9
z=ir Z>m senh z z-»m| \ senhz 0

Por lo tanto, aplicando la Regla de L ’ Hopital, se encuentra que :
,: Res f(z) — lim ( ez (z-in)ez ) _ ein _ cosm+isenw |

= = ] |
e Mgy coshz cosh( ) cosT

tal como se obtuvo anteriormente.

En forma analoga se obtiene: I: Resf(z) :| =-1
Z=-n

9.6.1.2) Ejercicios Propuestos Il

1°) Demuestre las siguientes identidades :
i do 2n :
a = si b
) I“ a+bsen®  [g2p?’ “z
2r cos30 o
%) fs 5-dcose .~ 12
C) 2n do = _":.LTE_
® (5-3seno) fworie
“ 48 2n :
= sl k> 1
“ I 0 k—seno K21~ |
2 do 2n ;
= ; Si a> b, b reales. '
@ IU a+bcos0 a2_b “ s |

b)) J'h—coi@——d9=%‘[:l— a :| si a>h

" a+bcos0

Ja2-b2
2n
2) [\ sen‘0do = —32“_
21 n!
S, para n>0 y par
no [Teseds=< 2 [(3)]
0, para n impar
: o do 5na .
i) = , para:a>h>0
jo (a+bsen 9)2 (falszs
: 2 do 2n :
= ; ara. a>0
J) '[" a+ sen’®  [a(atl) P “
" cos 0 _ _ 2
k) i I ———s a(azq): Pa@a real, | a| > 1
& cos0 o — _ 2ra
) [, T Ao Paaa real, | a| < 1
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P 1)

T 2r(-1)"e-ma
m) j’ cosnb g9 _ x(1)ie , para n> 0y entero,
-= cosh a+cos0 senh a
¥y a>0.
) " cosng. do = 2% para a,breales, ab > 0
T a2sen2 + b“cos20 ab

2°) Evalle las siguientes integrales :

2 do T cosf
a b 088 __ 9
) '[0 3-2cos0+ sen0 ) Iﬂ S+4cos0
5 seno 5
c) | 3 5—Zcosg % a , Sen” 6 sen(56)do
n  sen (20) T cos20
2 B rrrera R I =
) I% senZ 0
8 0 5+4c0s%0

9.6.2) CASO 2: Integrales Impropias
Se entiende por integrales impropias, aquellas en las cuales uno o
ambos limites de integracion son infinitos, es decir, cualquier expresion de la
forma:
[Frod  [C od [2 )
donde flx) es una funciénrealdex, y k es una constante real.
*  Las integrales de las dos primeras clases aqui sefialadas se definen en
terminos de integrales propias (suma de Riemann), de la siguiente manera:

[ o) dx = tim [" foo)dx
k Rooo K
jk fx) dx = lim [* flo)dx
—0 R-+an ‘Rﬂ
siempre y cuando, ambos limites axistan.

No siempre existen estas integrales impropias: Asi, por ejemplo:
a) [T—Lrde=tlim [* L dr=lim arctanx|” = lim[arctanR - arctan1] =
R-+an R-wn

1 x> 1 14x? Rosao
P 1) it o BLET ;
_[1 T =5 g =" = FEXxiste
Obsérvese que el &rea bajo la curva f{x) = : 1 > decae répidamente a
+X

cero, por lo que dicha area es finita.
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Grafica de fx) = ——

o0 . R 1 y R . @ o
=1 =] = lim (InR—1In1 = lim InR
i o ¥ ool M, =
por lo que dicha integral no existe.

Obsérvese que el area bajo la curva f(x) = & no decae répidamente a
cero, por lo que dicha area es infinita

Gréfica de flx) = +

c) jw cosx dx = lim fz cosxdx = lim ( senx) [f: = lim sen R = No existe
0 F—ven R0

R

En este caso, la representacion grafica de flix) = cosx muestra que,
a lo largo del gje x, en el intervale [0,x), el area total bajo la curva no tiene
limite:




fix)

AN/

( fx) = cosx )
Una integral impropia en donde ambos limites de integracién son infinitos,
puede definirse de dos formas distintas:

a) Unadeellases:[” fx)dr = lim _[ S+ lim j fx)dx,

mejor conocida como: " Valor Ordmarlo " de Ia Integral Impropia.
En este caso, ambos limites deben existir independientemente.

b) Una segunda forma es : jmw fx)dx = lim [RR fx)dx
. m-l

Este valor de la integral impropia, si existe, se llama : "Valor Principal
de Cauchy (VPC)".
En los calculos subsiguientes, utilizaremos el Valor Principal de Cauchy, a
menos que se indique lo contrario. Se vera también en el siguiente ejemplo
que, si existe el Valor Ordinario, éste coincide con el Valor Principal de Cauchy;
no obstante, hay casos en que existe el VPC pero no el Valor Ordinario.

Ejemplo 23

Evaluar la integral : ~ [* -9

—o {4x?

Solucion: :
Como f(x) = 3 1 2"' es una funcion par, se tiene que :
+X

s =2l = 2imfo i 2L, ] =23 -0y =«

9.6.2.1) Calculo del Valor Principal de Cauchy: VPC =j°(J fdt
_(xj

Para el calculo de _[i flx)dx utilizaremos el Teorema del Residuo, por lo que

pueden presentarse varios casos. A saber :

CASO 1:
Este primer caso se circunscribe a aquellas funciones f(x) que
cumplen las siguientes tres (3) hipotesis :

Hipétesis 1:
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Se supondra en este primer caso, que la funcidn f{x) es una

funcion racional real ( fx) = -g%—;)

Hipoétesis 2:
Se supondra ademas que el denominador Q(x) no tiene ceros en
el eje real, es decir, O(x) = 0 <> Im(z) # 0.
(O(x) puede tener raices complejas pero no reales).
Hipétesis 3:
Supondremos también que el grado de Q(x) excede al menos en
dos unidades al grado de P(x).
Bajo estas condiciones, los limites antes sefialados existen, como se vera
a continuacion.
Demostracion

Para el célculo de VPC = J’: fx)dx = gm [f fx)dx consideremos la

integral de contorno: § f(z)dz alrededor de una trayectoria C , donde C es
g
el arco de semicircunferencia §, recorrido en sentido positivo, seguido del

segmento que se extiende desde el Punto (-R,0) hasta (®,0.),como se
muestra en la figura 9.8

/6

ol

-

( Figura 9.8)

El contorno C -asi definido consta del arco S, recorrido en sentido
positivo, mas el segmento rectilineo que vade (-R+i0) a (R +1i0).
Por lo tanto :

$fe)dz = [ fyde+[" f)dz ... (1)

Pero, sobre el segmento (—R,0) a (R,0) se tiene que Im[ z] =y=20, porlo

Z=X
que:< flz) =fx) Y. enconsecuencia: [ S@)dz = [ Sx)dx
dz = dx

por lo que, sustituyendo en (1), se obtiene:
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$f@)dz = [ feydz + [" fxydx
{4
de donde : [ Sy = § fe)de~[ f@)dz ... ©)
C

Es evidente que, a objeto de transformar la integral del lado izquierdo de (2)
en Ja integral buscada, es necesario tomar el limite cuando R - «, a ambos
lados de dicha expresion, obteniéndose:

J” Sy = lim [, fx)dx = VPC = lim ]:ij(z)dz—fsf(z)dz]

donde el contorno de integracion C consta del segmento de recta:
y=0,~R<x <R ylasemicircunferencia:| z| = R,0 < argz < .

A objeto de conservar la igualdad presente en la ecuacién (2), es necesario
extender las integrales complejas del segundo miembro de dicha expresion,
a todo el semiplano superior, lo cual se logra eligiendo R lo suficientemente
grande, con lo cual el contomo C encierra todos los polos de f{z) ubicados
en el semiplano superior, que identificaremos con las siglas "sps".

Entonces, por el Teorema del Residuo se tiene que :

n
f_f(z}dz = Zirr‘l:z Resfiz), z= zj sps]
ol :

7=l
Sustituyendo este resultado en la ecuacion (2), se obtiene :

n
VPC = EﬂITRﬂx)dx= 2mi ;Resﬂz), z = zj cspsi!—gﬂfsj(z)dz wasf3)

Demostraremos a continuacién que, bajo hipétesis adecuadas : lim ]' A‘f(z)dz =0
R

Para ello, consideremos la fucién real que definen las hipotesis 1y 2 :
4oP(za _ apz"+a, 2" ieiag

19 =aa) ~ b2 b2 +.evby
Para evaluar esta integral, apllcaremos la Demgua[dad ML expuesta
anteriormente en el Capitulo |. Asi obtenemos que :

, donde :m>n

lim j Sa)dz < hm(ML), donde: | z| = R por definicién de Integral de Linea.
Ademés 3

= il - 19 -
= %%_I.nmzxﬁ = z|

1
|2

n
lim ;“Zm ‘=ljm —llm

m Z=+00

Fn, a_ AU
b |ZIITI|'I

m




En consecuencia, tomando el limite cuando R —+ o, se obtiene que

‘ Lj(z)a’zl < ML =
l |z|'““" (xlz]) = lim

R-+a0

an

b

lim
R

18
‘ Zlm—n—1

Por lo tanto ;
lim | I&j(z)dz[ =0, siysolosi:m—-n—121,

R
es decir, Em I J.Sf(z)dzl =0 para: m-n=>2 (Hipéresis 3)
En resumen, se obtiene el importante resuitadcr |
Res
lim j fx)dy = § fz)dz = 2mi Z [ f2) }
]—1 z=szS.p.S.
donde el contorno de mtegracuén C consta del segmento de recta :

y=0-R<x<R
seguido de la semicircunferencia :| z| = R ,0 < argz < = . Ello que significa

que C contiene todos los polos contenidos en el semiplano superior (s.p.s.).
En resumen :

VPC = hm _[ fx)dx = ZJIIZ [: ResA2) ]

J"_l Z—ZJCS.IJ.S.

siempre que : f{x) = 2‘;’}, Ox)#0 VxeR m-n>2

Obviamente, O(x) puede tener raices complejas, pero no reales.

9.6.2.2) Ejemplos Resueltos VII
Ejemplo 24

0 14x* 2

Demuestre que: | —9X o 1
Solucién:

Consideremos f donde C es el contorno cerrado de la

T4zt

figura, el cual cons;ste del segmento desde (-R,0) @ (R,0), mas
la semicircunferencia S recorrida en sentido positivo.
La funcién : fiz) = 1 y

1+z

de la ecuacién : 1+z% = 0. Tales puntos son :
wi 3ni ni 3ni




Sdlo los dos primeros de estos puntos se encuentran en el semiplano
superior (sps), como lo ilustra la siguiente figura:

BY%

( Ubicacion de los polos de f(z) )
Por lo tanto:

Im dx  _ 27”‘{[Resj(z), z=1z, :| + [Resﬂz), z=1z, ]} )

0 q4x?

Célculode : [Resfz), z = z, |

S3wiy
, _ P(X)' 7 _ 1 e = BT -
Resilay )= Q') |p—p 423 |Z=Z1 - xing  &° B
Calculode : [Resflz), z =z, ]
SO B
3 ——P(X} = L ——1 —‘_1.._);4 —_!.._ “IT;
Resflz,) = Q’x) |z=z 423 I;r_:z2 - 3niNe 4° Y
2 4 (eﬂz J

Sustituyendo en la expresioén (1), se obtiene :

| SULUT . 1§ fmly o _fmly
ook “om(A N o F g Y | (LY o e
J 0 q4x* (4 ) 2

De donde : ol o
J'j 1324 o P l: o T ;ie &y :| -z sen(E) - ﬂ%
tal como se queria demostrar.
- 0.0 —
Ejemplo 25
Demuestre que: [ % = %
Solucién:
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Consideremos ¢ —92_ donde C es el contorno cerrado de la

1425

figura, el cual consiste del segmento desde (—R,0) a (R,0) seguido
de la semicircunferencia § recorrida en sentido positivo.

i m2k:
de la ecuacion : 1+28 =0 = 28 = —1.de donde : 26 = ¢ '[!

i[ 7r+2k;r]
esdecir, z=¢e < : k=01,2314.35
Tales puntos son :
ni 3ri ni 5nl
z1=e?, zz=e_6-==e-2- zs=eT,
i Omi 3ni 11ni
z4=e_6_, 25=e_6_=e_2_, zZg =¢

Solo los tres primeros de estos puntos se encuentran en el semiplano
superior (sps), como lo ilustra la siguiente figura:

\

( Ubicacion de los polos de f(z) )

Por lo tanto:
3
j: 13’;5 =2mi< Y [Res flz), z=2,]} - (@M
=1

Calculo de : [ Res f(z), z = z, ]
Utilizando entonces la Regla de L'Hopital’, se encuentra que :

P : §)__1
Res fiz,) = lim [(z “) a0y ] - m%—[(z—ea)[‘:zs) J:
Z—e

5m
Resfiz,) = lim [625 ] = -;'3-
z—»e6

Calculode : [Resf(z), z =1z, |
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Ressep = g [ (=) 5] - im| (=) oy | =

5
= i ) T (P By

Resflz,) = lm%“i[ ] <
Zse 6

Célculode: Resflz), z=1z,

- P ) =5ni
Res flz,) = zlgfi’a[(z_zz)ﬁ%%] - ]m}%ﬂ\i(z—e i ) [1326] i! -

Susﬂtuyendo enla expres:én (1) se obtiene :

7 15mi 25
I ~2m( )’: I +e"'T"':| %
-0 1+z
De donde :
© oy gy dy
R e
o {47 3
* d 2 i pis oy T _ 2
iy 1+:6 ~-Z[2sen(£)+1]06) = 2(3)+1]1=45&
Pero, por ser flx) = 3 1 = una funcion par, se cumple que :
+X
© dx_ _ o [® _dx oo 12y A
fi 14x® =210 458 ' L’ 14—}(6m2(3 ) 3
tal como se queria demostrar.
== 0-0 ==
Ejemplo 26
w n
Demuestre que: [ = x2dx = I
A '[“‘” (x2a)% (x2+2x+2) 90
Solucion:
La funcién fz) = 5 22 tiene cuatro polos en la solucion de las
(z241)° (z2+22+2)
: 2241=0
ecuaciones : 5
zc+2z+2 =0
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~
s Polo de segundo orden, en el spi.

z, =—1
1 1
zZ,=1i , Polo de segunda orden, en el sps.

Tales polos son: < ]
zz =-1+i , Polode primerorden, en el sps.

=-1-1i , Polode primer orden, en el spi.

z
_ 4

Tal situacian se ilustra en la siguiente figura:

k4

( Ubicacién de los Polos )
Luego, sodlo los polos z, y z, seencuentran en el semiplano superior (sps).

Por lo tanto:

3
= o x2dx ) =2;n[2 RBSJ(Z), 4 zz_,j( (1)
j=2

- I"’" (x2+1}2(x2+2x+2

Célculode: [ Resflz), z=z, =i| (Orden n=2)

L i 1) [P 2
Resﬂzz) 11 g'l*rgz dzl:(z ) (z_i)z(z+i)2(zz+22+2) :|

. 2 9i-12
Res = lim -4 = =
fz3) 2 42 l: (z+1)?(224+22+2) :| 0

Calculode : [ Resflz), z =z; = -1 +i|  (Orden n=1)

A 7 P 1_ . 2
Res fiz;) 21-1?23[(2 za)Q(x)] z'f»"is[(z #3) (221)?(z-2,) (z-2,) ]:}

] 22 3—4i
Re =Tl _
= f: (2241)2(z+14) J 25

Sustituyendo estos resultados en la expresion (1), se obtiene :

@ x2dx J9i—-12 3-4i in
= = 2ni + = =
= (X241 )2(x2+2x+2) 100 25 ] 50
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9.6.2.3)

Ejercicios Propuestos IV

Ejercicio 1
Determinar cuales de las siguientes integrales existen

a) I: e2Xdx  b) j": e2Xdx o) _[: xe—2Xdx

i X
9) -f 0 Xx2+1 L
Ejercicio 2:
Determinar para cuales de las siguientes integrales, existe el Valor
Principal de Cauchy (VPC) :

a) j: e Xdx b) J': eXPdx ¢ _[: xe 2Xdx
d) j"” X24X dx e) !'m X1 gy

—0 X241 -0 X241
Ejercicio 3:
Emplee el Valor Principal de Cauchy para evaluar las siguientes
integrales:
o0 dx Gl x3 - )(2
a) -( ~0  X2-x+1 b) J -0 ( X2x+1)( x24x+1)

© x4 41 o (X24x+1)
Hectodcpan®il; 1D os Tt}

Ejercicio 4:

Demuestre que , cuandoa y b son positivos,
o0 dx _ T 1
Io (x2+az)(x2+b2] ~ 2ab (a+b)’

tantopara a =5 comosi a+b

Ejercicio 5:
I o _.’T_\
Demuestre que, | 13;( _ __\700/
0 x"™4+1 sen (+4)
Ejercicio 6:
Demuestre que : | ﬂ: codstﬁ — =

(Sugerencia : Haga el cambio de variable . x = e" y aplique luego

el caculo de Residuos).

Ejercicio 7:

a) Expligue a qué se debe que no podemos evaluar la integral

j: 4" : dx  por medio de un contorno semicircular en
x4+
el semiplano superior(sps) o en el semiplano inferior(spi).
b} Considere el contomo en forma de cuadrante que aparece en

la figura siguiente, y sea ', el arco de radio R > 1,
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—
iy 1
L .
ol R
Démuestre que :

R 0 =
J(: xfn dx — £ yrﬂ dx-l-é[ Zfﬂ dz = 2xij_Z1[Res( z‘ix ),zi € primer cuadmnte]

1 =

c) Tomeellimite R - o ydemuestre que :_[ F%dx = %f—
0

=" 00 ==

9.6.3) CASO 3: Integrales de laforma: [~ fx) e'®dx
Supongamos que la funcién f{z) es Meromorfa en todo el semiplano
superior (sps) y supongamos ademas que f(z) es una funcién

racional f(z) = g(é)) . P(z) y O(z) son polinomios primos entre si, y

QO(z) no tiene ceros reales, (es decir, f(z) no tiene polos sobre el eje

real).
Si el grado de (Q(z) excede al de P(z) en al menos 2 unidadesy a > 0,

entonces:
Jij{x) el@Xgy = 27{:’2 _Res[j(z)eiaz . 2j € sps]
1
zj son los polos de f2)e'@% contenidos en el semi plano superior.

NOTA: Obsérvese que fiz) y fiz)e’@ tiene los mismos polos.

Demostracion:
Sea C, la mitad superior de la circunferencia : [ z] = R y tomemos

R suficientemente grande, digamos, R > Ry comao para que todas los
polos z, de f{x) ¢'#* que estén localizados en el semiplano superior,

estén dentro de dicha semicircunferencia, tal como lo ilustra la siguiente
figura:
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Por el Teorema del Residuo, tenemos:

n
j“R f%) e1*dy + [ fiz) €82z = 271 Y, Res[f)el®2, z; e sps] (1)
) S j=1
Representemos por " d > 2" la diferencia entre el grado de Q(x) y el
grado de P(x). Bajo estas hipotesis, las condiciones del Teorema
expuesto en el llamado CASO 1 anterior, se satisfacen. De aqui que :

lim [ Az) ¢182dz = 0
R=00 S

Por lo tanto, tomando limite para R —+ « en la ecuacion (1), se obtiene:

n
. R i ) i
}:Pgo .[_R-f(x) e'Xdx = 27i JE=1 ReS[ﬂz)gIaZ: z; € sps] ..(2)
OBSERVACIONES:

1°)  Obsérvese que los polos de f(z) '@ ubicados en el semiplano

superiror, son precisamente las raices de O(z) = 0 en dicha region.
2°)  Como: e'@ = cosax+isenax, laexpresion (2), tomando

parte real y parte imagianaria, permite evaluar directamente,

integrales de la forma:

_|'_' J(x) cos(ax)dx e jm fx) sen (ax)dx

En efecto :

[* fix) e®dx = [ fix) cos(ax)dx+i[” fix) sen(ax)dx

Igulando con a expresién (2), se obtiene :

n :
Jm_n f(x) cos(ax)dx = Re{zniz Res[ flz)el@Z :]}

j=1 zf € sps

. n iaz
| m fx) sen(ax)dx = Im {m E Resl: J:zf: s ]}

J
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Ejemplos Resueltos VIil
Ejemplo 27

Evaluar: I = J.—m mfjﬁ%dx

Solucién:
Obviamente, la funcién f{z) dada por

. Plz) . 1

"Q(z)  (x2+4)(x2+9)
satisface las condiciones del Teorema arriba expuesto. Ademas, los
polos de f{z) son:

z, = 2i , polo simple contenido en el semiplano superior (sps)

z, = —2i , polo simple no contenido en el semiplano superio

z, = 3i , polo simple contenido en el semiplano superior (sps)

, = —3i , polo simple no contenido en el semiplano superior

Por lo tanto, tomandoa = 1 en la exponencial compleja ¢/@ se
obtiene

=1 (x2+4)(x2+9)
Calculo de los Residuos
Como los polos de f{z) son simples, se obtiene :

a) Res[fz)e'Z,2i] = Jimy. [(z 2i)f(z) €2 ] = Jim. m

dx = 2ri [Res(2i) + Res(3i)] (1)

Res[j(z) ez 21] 20 :

b) Res[fz)eZ,3i] = lim. [(z—3i)f(2)eiz] = lm, Tx28) (x31)

iz

Res[f(z) ¢'2,3i] = 3;'

Sustituyendo en (1):

B gix _y_ [® cosx+isenx , _ ., [e2  e3
gt > (x2+4)(x2+9)dx Lz (2 (x2+9) & il S+ %or] =
_cosxtisenx .. nl e?  e?
-[ (x2+4)(x2+9) e 5| 2 h 3 }

Tomando ahora la parte real de esta Ultima expresion, se obtiene:

L S T o [ =
e Lx (x2+4)( x2+9)dx 5|: 2 i 3 :|

y por anadidura:
= senx N
= .[_w m.}.—g)dx = |
- olo ——

Ejercicios Propuestos V
Demuestre que :

304



b)
k)

9.6.4)

—00

donde:

Demostracion:

X seén x

:@T&;ﬂj’d”% b [, R = g e 1)
j: (x4+1)dx Jin d) juﬁéi:gT)z%
R Y R
I: (x2::2)3 dx = 161::13 a>0

Im cosmxz = n3(1+ma)e_ma ,a>0, m=0
0 (x2+a?) 4a
6
o 3
f 2 5 = 5% ,a>0
0 (x4+a4) 16a
Evalle las siguientes integrales :
® sen3x
1y o [l dic oo Bnany 7 2=
(x2+4) 0 (x2+4j
)N TR b T) dx  4) jn ¥ dx
o« cOosS X « sen x
2 I—w (x2+4x+1]2 6) -[—w x4 + x2+1
@0 COS X ® sen x
N~ &

CASO 4: Integrales de laforma: [~ fix) ¢®*dy, Im(z;) + 0
Intentemos ahora extender el Teorema anterior al caso de funciones
fz) que, ademas de ser meromorfas en el semiplano superior, que

el grado del denominador Q(x) sea mayor que el grado del numerador
P(x) y que ademas, tengan polos simples sobre el eje x.

Bajo tales hlpote5|s

V.P‘C_[j(x)dxzz:rnZ[Resﬂz) z=1z ]+mZ[Resj(z) z=z]

n=

V.P.C. es el Valor Principal de Cauchy

z,, (n=0,1,2,+--k), son los polos de fiz) en el semiplano
superior (sps).
z, (j=0,1,2,++-5), son los polos simples de f(z) sobre el eje real.
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La demostracion del presente Teorema, requiere del siguiente Lema:

Sea:
Sr el arco de circunferencia centrado en "a" y de radio "r ", es decir,
Sriz=a+re'® (0, <0<86,)

Si la funcién f{z) tiene un polo simple en z = a, entonces:
lim [ flz)dz =i (0,-6:)[Resfz), z = a]
r—0 " s;

Para demostrar este Lema, consideremos lo siguiente:

Como la funcién f{z) tiene un polo simple en z = a, su serie de
Laurent expandida alrededor de "a " , sera:

R e
fay = B0 28]
donde A(z) esanaliticaen z = a.
Integrando término a término, se obtiene:

[S fiz)dz = [Res flz), z = a ] -[S %4-_[3 Az)dz  ...(1)
r T r
Como A(z) es continuaen z =a, podemos elegir "+" lo
suficientemente pequeno, tal que dado un & > 0, se verifica que.
| 42| < | Ma)| +& vz sobre Sr

Por lo tanto, como » — 0, se verifica que:
| I, 2@az| <[_|2@]| de| < [| @] +£][_ |az] =

| I @] < [| H@] +£J02-000r >0 @)

-

De las ecuaciones (1) y (2) se obtiene:

lim [ fz)dz =i 02 ~01)[Res f2), z = a]

-+

lo que establece el lema bajo estudio.

Consideremos ahora lo que ocurre en el Teorema analizado , cuando
a la funcion f(z) se le permite tener un polo simple en z = a sobre el
gje real.

Sea en este caso C el contorno definido por la semicircunferencia
Cr:z=Re'?0<6<n maselintervalo: —R < x <a-r seguido
de la semicircunferencia C, : z = a + re”’,o < 0 <&, yel segmento
rectilineo: a + r < x < R.. Dicho contorno se muestra en la siguiente
figura:
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(Contorno C)

Tomando R suficientemente grande y r suficientemente pequeiia,
podemos hacer que el contorno C encierre todos los polos de f(z)
ubicados en el semiplano superior (sps). Entonces, por el Teorema

del Residuo tenemos que :
a-r R

39 f2)dz = [ fz)dz + j f(x)dx+j f2)dz + j fde =
-R a

[ad CR Cr +r
Kk
§f(z)dz =2ni Y [Resflz), z=z2,] ...03)
c i n=1
Pero:

lim § flz)dz = 0, tal como ya se probé en el caso del Teoerma del Residuo
R=00
(&4

o0 a-T R
< ViP.E. j Sfx)dx = ]im|: _f(x)de; j ﬂx)dx] por definicion de V.P.C.
R-00

—c0 -0+ - a-+r

lim §ﬂz)dz = —i(r - 0)[Res flz), z = a] = ~in[Res flz), z = a |
\_ C

Utilizando estas tres Gltimas igualdades, se observa que , cuando R - =
y r—0, laecuacion (3) se transformaen :

« k s
V.P.C. j_f(x)afx = 2mnz::1[ Resflz), z =z, | +m’j_21[ Res fiz), z = a ]

Aplicando el resultado arriba obtenido a cada polo z; , se obtiene:

o Kk
V.P.C jj(x)dx =271 Y [ Resfle), z =z, | +mi
a0 n=1 J

s
1[ Res f(z), zzzj]




9.6.4.1) Ejemplos Resueltos IX
Ejemplo 28
o0
Evaluar la integral : 7 = j =2 dx
—00
Solucién:
o] e i
= j se:xdx: Im| VPC j erx =Im|:ni-Res(
=00 -0
eiz eiz
Pero :Res( ,0) = lim |:z ] =1
F4 Z—0 z

Sustituyendo en (1) se obtiene :
o0

Izj Se:xdx=1m|:3rf:|=ar

-0
Ejemplo 29
o0
2
Evaluar la integral : I = J =0 X
gl X
Solucién:
i 2
i I sen”x ;. _ 1-cos2x
X2 2)(2
-0
i2z
La funcién : — tiene un polo simple en z = 0, por lo que el Teorema

:?_'z2

anterior nos dice que:

o0 o

2 i2x
= I senzx dx = Re| VPC 1_82 dx zRe[m-Res(
E X o 2x
Pero :
i2z i2z i2z

Res 1_32 = lim|:z 1—e2 = lim| =8 = lim

27 20 27 2=+ 2z z-+l}

Sustituyendo en (1) se obtiene :
o

I = _.. Se:xdrsRe[Jrf( —i)]zfr

-0

1-¢e
2z

(

eiz
Z 0

i2z

—i2e
2

)]

1)

i2z

)--
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Ejemplo 30

(s o]
Evaluar la integral : I = I

3
sen” x
dx
x3
Solucién:
Aplicando la Férmula de De Moivre, se obtiene:

—h 3 H - & H g 4
sen x_(e“—e ) = gi(e’gx—3e'2xe"x+39Ixe"zx—e"sx):>

sendx = —1- 5 (2i sen3x —3(2i) senx) = 3 2sen x ~Jdsen3x

4
Por lo tanto :
(¢ 0] o0
3 3 sen x—sen3x
_fosex 1 ( )
1= [ B Xa=1 | x3 dx
-00 —00

Observémos ahora que : 3 sen x — sen3x = Im[3e X —¢ X 2]
3e 2~ e a2
Z

por lo que, la funcién : tiene un polo simple en z = 0.

En consecuencia :
o0 e o]
3 3 sen x —sen3x
I=j senxdxz-‘—]m|:VPCj ( deJ -

= x3 4 4 x3
I= T __Lid. 7 lhnl:rri-Res(—seiz_e - 0” (1)
e ; -

z_gidz _ iz_ o i32_ z_g i3z _
Pero : Res w,o = lim| z 3LIZ_EL_2- = lim M

23 z=+) 23 -} 22
Aplicando ahora la Regla de L Hopital, se obtiene .

S . r ; iz i3z_. ) P g K. ) i3z
Res 3e'“-e 2 0| = 3e“-e 2 — T 3ie “-3ie — 31im e +3e
23 2-+0 22 e} 22 2=+ 2

3e ?-e %22 (=143)
RES("'—-Zs— ) = 3 2 =3

Sustituyendo en (1), tenemos finalmente que .
2 8]

I= J S—T;—xdxz—l-lm[mﬂ]z%

00

9.6.4.2) Ejercicios Propuestos VI
Demuestre las siguientes igualdades, sin € N, y a,b,m > 0

© 2 . ®©  aCoSX+XSenx K
a) _[_Oo %dx = w(I e ?) b) J'_Oo el dx = 2me2
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4 J-oo dx _x d) jco sen mx

-0 (a+t:ux2)11 - J2a

T TR /3 © senmx ,
e) .[0 (xé_”‘b‘: 6 ), I dx = 5

00 2ax- 2b
g [ =t axx2°°5 Xdx=n(b-a) azo, 520

]-00 sen2x di =

En paticular, demuestre que : o, Z

NOTA:

Existen otros tipos de Integrales reales que no trataremos en este trabajo, pues
las mismas tienen principalmente un interés tedrico que escapa al objetivo de este
curso. Sin embargo, una demostracion de los métodos de solucion de dichas
integrales y sus aplicaciones respectivas, puede encontrarse en:

" Elements of Complex Variables”, por Louis L. Pennisi, segunda edicion, Holt

Rinehart and Winston.
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