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NTRODUSCION

Uno de los obstaculos mas fuertes para el estudiante que comienza la
carrera de Administracion y Contaduria esta en el area de la matemética, no sélo
por la preparacion previa que, por lo general, no es la adecuada, sino también por
la falta de un instrumento de apoyo durante el desarrollo de la catedra, entre otros

factores.

Este trabajo se ha desarrollado con el fin de concentrar una serie de
conceptos y ejercicios adaptados al programa de la catedra de Matematicas | de la
Escuela de Administracion y Contaduria, claro esta, no pretende ser un libro de
texto, ni sustituir la bibliografia recomendada, simplemente busca ser ese

instrumento que complementa lo visto en clase.

El principal objetivo de este trabajo es ofrecer al estudiante un material de
apoyo tedrico practico que le permita cursar con éxito la catedra de Matematicas |
en base al siguiente principio: desarrollar una capacidad de analisis a partir de una

ejercitacion de manera constante y efectiva.

Este objetivo no es facil de cumplir ya que depende en gran parte del
estudiante, su preparacion y el interés por la materia. Sin embargo, en funcion de
este principio se disefio el presente instrumento cuidando los detalles de forma y de

fondo.



Introduccion

En cuanto a forma se ofrece un material atractivo a la vista, de facil lectura y

con diversos graficos y cuadros de llamada.

En cuanto a fondo, es un material que contiene teoria, ejemplos, ejercicios y
diversos cuadros de llamada y apartados que complementan los contenidos
tedricos, entre otras funciones. En general, los cuadros se ubican bajo los siguientes

titulos:

a NOTA: son basicamente aclaratorias, recomendaciones y sugerencias al
estudiante o lector.

2 CUIDADO: son cuadros que advierten los errores mas frecuentes que se
suelen cometer.

2 RECUERDA QUE: sefala conceptos u otros aspectos que se necesita para
comprender un determinado tema y que deberia ser previamente
manejado por el estudiante o lector.

2 Sin titulo: son diversos cuadros donde se dejan preguntas al aire y

demas comentarios, con el fin de invitar al analisis y la reflexion.

En cuanto al esquema general del trabajo, este contiene 5 unidades

desarrolladas de la siguiente manera:
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a Unidad de Repaso: fue creada con el fin de contrarrestar la deficiente
preparacion en el area de matematica que, por lo general, parece ser el
problema comun de todo alumno que ingresa a esta carrera. Contiene un

breve marco teérico y mas de 240 ejercicios propuestos con respuesta.

a Unidad | a Unidad IV: son cuatro unidades que abarcan los temas de
funciones, limites, derivadas sus aplicaciones, contenido en el programa
de Matematicas |. En general se estructuran de la siguiente manera:

- BREVE MARCO TEORICO: se presenta un resumen del tema.

- EJERCICIOS RESUELTOS: se presentan como ejemplos. El fin de
estos ejemplos no es presentar un ejercicio resuelto de cada
modelo posible, sino mas bien mostrar un proceso de
razonamiento légico, dejando claro que no es mecanizar, es
analizar.

- EJERCICIOS PROPUESTOS: son variados y con su respuesta.

- MISCELANEA DE EJERCICIOS: esta situado al final de cada unidad, y
fue incluido con el objeto de relacionar la teoria vista en toda la

unidad.

Por altimo, se espera que este material sea de gran apoyo, sin embargo no

hay que olvidar que el éxito sélo se lograra con verdadera constancia y dedicacion.
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1. Numeros reales. Operaciones con numeros reales.
2.  Expresiones algebraicas y simplificacion.
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5.  Ecuaciones. Sistemas de Ecuaciones.

6. Topicos de Geometria Analitica.




UNIDAD DE HREPASO:

ALGESRA ELENENTAL ¢ GEOMETRIA ANALITICA

1. NUMEROS REALES. OPERACIONES CON NUMEROS REALES.

NUMEROS REALES: Comprende los conjuntos de nimeros racionales e

irracionales.

NUMEROS RACIONALES: son aquellos que se pueden escribir de la forma:
a/b, siendo a y b nimeros enteros y b # 0, Ejemplo: -3; 2/5; 8; 1,6. (Note que

1,6=8/5).

NUMEROS IRRACIONALES: son aquellos que no pueden ser expresados como

cociente de dos nimeros enteros. Ejemplo: +5; 3\/7—;2 |-7];e .

Luego; las relaciones entre los conjuntos que conforman al conjunto de los

numeros reales viene dado por el siguiente esquema:

Racionales

UMEROS
REALES

\rracionales



Algebra Elemental y Geometria Analitica

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES:

1.a+b b+a

2. ab ba
3. a+(b+c)=(a+b)+c
4. a(b.c)=(ab).c

5. (a*b).c ac *bc
6. (a*b)/c alc* blc

7. (ab)? aPb?

o]
~
Q
=
|
Q
©

12. Jab ¥kl

13, »
14. (a" 9 o

15. [{fa) a0’
16. §la? _a?'*
17. Y4 *¥a

18.a+0 0+a a

19.a1 la a
20.a0 0a 0
21.2° 1

Nota

La division entre cero y las
raices de indice par de
nimeros negativos no estan

definidas en el conjunto R

11
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EJERCICIOS PROPUESTOS A.

Dadas las siguientes proposiciones marque su respuesta con verdadero (V)

o falso (F) segln sea el caso:

6

1)3+3
5 2 7

2) 4°=2*
3 3
3) S (A =(2-4).

4) (4+3)*=25

5 V23 i

4 4
6) -8.(5/3) +4.(7)(2) = 4(7)(2) - 8.(5/3)
7) F+42=7°

8) 32 -1 .

W2
9) \/;:7+\/;7=x+y

10) 3(§+1) 7
3\8 2 12

11) V3+43 3
12) V16 +4/-16 0

13) 3%=2°

14) a+b

a b
+__.
ab b a
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15)6° = 18

16) ¥2+34 s

17) (a+b)*=a’+b°

18) -3/(8+5-7)+10=10-3/(5-7+8)
19) 3*-3°= 80

20) (12/4) 13 = 12/(4/3)
RESPUESTAS A.
NF, 2)V, 3)V, 4F 5V, 6)V, 7)F, 8F 9V, 10V,

11)F, 12)F; 13)F; 14)V; 15)F; 16)F; 17)F; 18)V; 19)V; 20)F.

EJERCICIOS PROPUESTOS B.

Efectle las siguientes operaciones y simplifique siempre que sea posibie:

1y 2 +2° ;(_2_]‘2 5 3142737
25 : 3 2] 2_3 R
3
3) —5% — 2%[-(7+4-3)/(-14)"] 4) 2+
‘2—+1
5+
4 1
3

-0,5 -0,25 —0,2
~125 ++/25 -3/125 6) ( 2 ] +(6_2§] +(243]

25 81 EY)



7 16.(348)%2 +(§/R)3.(\/21§—\/§)

V32445, 3245

S 37 43
1) Z={27+= 2=
) 3 +\/§ z

17) 1+ 7+ 2.3 5. 45

19) 243

12+5J§
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8) (32/472-5%/(1-1/2)2.(-7)°

10)2(2"%+1)°~5(2"2+1)2+3(2"2+1)-7

12)
+3 ! 2
+ 4
2 1+l
3 4
9 1
3

14) s1-vo 243+ 33

Y243

16) (3 —7"%).[16 +6(7)"]'?

18) 5 246.5+26 49-206

312 -8 -3/18 +427
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20) 2096 ++/2000. /3096~ 1000. 10410 + 6486 —204/5

RESPUESTAS B.

1)1/3  2)59/231  3)—24 4) 304/119 5) -5
6) 44/15 7)1245 8) -7/36 9)3 10) 3.(2)"? -5
11)18  12)90/37  13) =°2022  14)10.(3)%%+3%%1 15)37/2'®

8

18)2  17)2 18) 1 19) -8 20) 233

2. EXPRESIONES ALGEBRAICAS Y SIMPLIFICACION. (PRODUCTOS NOTABLES,

FACTORIZACION, RACIONALIZACION, OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS).

A continuaciéon se presenta un resumen de los productos notables y los

casos de factorizacion utilizados con mas frecuencia.

PRODUCTOS NOTABLES:

* Binomio al cuadrado: (a+b)?=a® + 2ab + b?

» Suma por su diferencia: (a+b)(a-b) = a? - b?

* Producto de binomios con un término comun:
(x+a)(x+b) = x? + (a+b)x + ab

* Binomio al cubo: (azb)*=a® + 3a% + 3ab? +b®
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= Binomioalan: (a+5)" a"+ ;1' a" b+ "("2'_ D yr2p2 o pr

(El desarrollo de (a — b)" es igual al anterior pero con signos alternados).
FACTORIZACION:

= Factor comin: m.a+mb=m.(a+b)

= Trinomio cuadrado perfecto: a® + 2ab +b?=(a + b)?

» Diferencia de cuadrados: a?-—b? = (a-b).(a+b)

= Trinomio de la forma x? + ax +b = (x+p).(x+q); donde p+q=a y p.g=b
= Suma de cubos: a° + b® = (a+b)(a® — ab+b?)

= Diferencia de cubos: a®-b® = (a-b)(a+ ab + b?)
EJERCICIOS PROPUESTOS C.

Efectle las siguientes operaciones desarrollando los productos notables:

1) (3x2_ 1)2 2) (x1/3 + y7/2)2
3) ""; +b:q ]{""2" +b:q 4) (10x — 2Y + 1)?
2
5) x h)® 6) ¥,
3 2

7) (x—3)°= (x +3)° 8) (3x —7)(3x +2) — (3x —14"2)(14"2 +3x)



9) (" ™Y’

11) —(a +b)(a —b) —(a —b)* —2ab

RESPUESTAS C.
1) 9x* — 6xX° +1;

2p+2q 2p-2q
3) a b ,
4 9

5) xX* = 3x*h + 3xh? - h¥

7) -18x% — 54;

9) eZX+2y + e-2x-2y -2
¥

11) —2a%
13) x4y6 ZG ]
16 4

15) —15x* - 36x% — 18x%y* — 12xy*

EJERCICIOS PROPUESTOS D.
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10) (@®> a—1)?—(a’+a +1)

12) (x=1)(x=2)(x+1) =2(x+2)(x+3) +(x+1)?

14) (€™ +e¥)? + (e* +e¥)(e'+e")

2) X2/3 +2X1/3y7/2 + y7,

4) 100x* —40xy +20x —4y +4y® +1;

8) —-15x;
10) —4a°® —4a%;

12) X* —3x% -9x —11;

14) 26 + 2e™;

Factorice las siguientes expresiones en productos de factores irreducibles.

) x*+x+a a

3) t5/2 _ 4.t1/2

2)2*—-6z22-z+6

4) X4 + X2y2 + y4



5)0,01 x*

7) e™ 2% + ¥

9) (@a+b)*—12(a+b)+ 20
11) x* — 5ax — 36a°

13) 2° — 52° + 84z

15) x%y 5

17) X% +y°

1 9) X2m+2 _ X2y2n

RESPUESTAS D.

1) (x + a)(x—a +1);

3) "t - 2)(t + 2);

5) (1110 x")(1/10 + x");
7) (€ - eV

9) (a+b—10)a+b-2);
11) (x — 9a)(x + 4a);
13)z(z  12)(z +7);

15) (xy"?+ 5"2)xy"* — 52);

17) (x + y)(x* =%a + x%a® — xa® + a*);

19) X2(x™ — y")(x™ + y");

Algebra Elemental y Geometria Analitica

6) x® - 6561

8) (x+h)® h®

10) x* + 2x% +1
12) x® + 27h*

14) 6k* ~13k +6
16) 1 — 18x* +81x*
18)2a® 8a*+3a-12

20) 10h? -~ 19h —-15

2) (z-6)z—1)z+1);

4) (0 = xy + y*)(x* + xy + y?);

6) (X" + 81)(* + 9)(x + 3)(x - 3);
8) x(x? + 3xh +3h?);

10) (¢ + 1)

12) (x + 3h)(x* —3hx +9x%);

14) (3k —2)(2k - 3);

16) (1 - 3x)*(1 + 3x)%

18) (a — 4)(2a* + 3);

20) (2h —5)(5h + 3)

18
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EJERCICIOS PROPUESTOS E.

Racionalice las siguientes expresiones (numeradores o denominadores) y

simplifique si es posible:

1) ‘/5_2“12_)‘ 2 P+8x? x
x“ -9
2
3 9+5x+4x° 3 4 x+1
6x> +3 +3x
\/;—\/g x-16
5) 6)
x-2
t 8 p* 1024
2 L2 _
9 * —x+26 x“+2x-3 10) n
x° —4x+3
RESPUESTAS E.
1) 2 8x?
(x+3 x+ 12-x (x3 +8x2)2 6 4855 4 52
3 5+4x 6x2 +3-3x .
9+5x+4x2 +3 =3(x-1)
6) [ +2)vx +4);

V o

1
7 ; 8)
)3w/t2 +2%/—t—+4 (p+32 p*° +2p¥° +ap¥° +8p"% +16



9)
(t x( —x+6+ x2+2x—3)

Algebra Elemental y Geometria Analitica

10) (a+b+c)n2+(ab+ac+bc)n+abc
n+b )2 +n +n?
EJERCICIOS PROPUESTOS F.
Simpilifique las siguientes expresiones:
2 —_—
1) 2x 2) 3y—-6x
4x% —4xy 2mx —my —2nx + ny
22 4_ 4.3
3) x3 y3 4) 3z 422+1
xT y (2_1)

3 2
5) 8y -3y +17y

2y3+2y
7) x x—a«/a—
a x—x«/a—
ix\/§+\/§x iﬁx—ﬁx
9) 5 5 5 5
24348
11) (a+b a’ =2ab+b?
(a—b a? +2ab+b?

13) a’ a’-l+a

a*+1-a° a

15 YMrx-Y1-x
)
1+x—+1-x

6) T+ x)1+2x)1+3x)-1

2 b2
8 a
) a’ -6b—ab+6a
5
10) V2 -4
Yax -2
12y 1A
1+h+h

4_5 2.2 4
14) x"-2m°x° +m

4 3

4
X -—mx m3x+m

12—x-3x
2x-3 19-5x

16)

20



3 _ _ 2
17) 3x" —12x—x"y+4y

x* —5x3 —14x?

W@ a™ (a ;b)
a

19)
(asz)m Vo' Yz a+b

RESPUESTAS F.

2x-2y’

. X+y
3y, ,
x“+xy+y

3

5 8y2 -3y+7.

x2+ax+a a X+X\/—L;

7
x x+a\/—c;

9) x /2,

a’ +b? |

e (a+b)2 ,

2
13) a2 -1 :

a” +1
15) x+1+\[1“x

(-x)+ 1 2%+ (1-x)

(x—2x3x— )
17) xz(x—7)y '

(a+b)”2 )
a33p1'? ’

19)

Algebra Elemental y Geometria Analitica

-1 7 -2
18) Pqg NP Q\/—P-P gp \/; %/?q-
Pq\/;

20) xx—yXx+y)+ X2 +xy+y x-y)

xy (et - %)

4) 32%+2z+1;

6) 6+11x+6x>;

8) a+b;
a 6

10) 7

x+2  2x? +2Y4x +4];
12) (1-h)(1-h+h?);

(x+m)

x% +mx+m?

14)

-8x-12 19-5x

16
) (4x+57 Bx+412-x

1 8) p11/2/q1/3;

11/6
20) Y
P (x+y x2+y

21
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EJERCICIOS PROPUESTOS G.

Efectle las siguientes operaciones y simplifique a su minima expresion.

o Az z? z
) 3 3 2
z° -4z z° 3z°+2z
x? 5_
2) 21 x1
4
-1
x+1
3)
rP+s® s riast+s
4 l+a 1 a B | 4 1)
Vi4a— 1 a 1 g2 -l+q
5) a 1 a 2 a+6
a> 4 a a 6 a*-5a+6
6 47 1 743 (z+1)
222 8 z 2 z?44z+4
7)x+3y+ 3y
y+x x*-y? y-x
8) 1 a+l1

2 3 (a-2)3-a)" (2-a)1-a)

9) x2-x-6 x> +x?
x2-3x  x+2

100 ' o+ 3 2
x2-4 x-2 x+2
11) x*+3x x*-2x

x2+4x+3 x+1
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12y X4 ¥
x> 9 x*+6x+9 x+3
x+3 x 5+2x2+30

13)
5 x x+5 x*=25

14) 22 8 227 +8 22 +22%
z+2 73 4z 73 +222 +4z
15) a’ +2ab+b> a’ +3ab+2b*
a’ b? a® 3ab+2b*
x4+ x?-12x 3x% 10x+3

16) X o
x° =3x 3x° +11x—-4

17) nt+n  4n® —4n+1 2n° +5n 12
2 +7n 4 20% n 3 2m® n?

a® 27 a*+2ab+b* @ a’b+ab?

a’ 9 a+b3 a®+ab

18)



r4/3 +8rl/3s
2/3 /3
2 ~23rs + 45

24)

Algebra Elemental y Geometria Analitica

—3rs

25) [(x x+y\/;X\/;+\/;)_l +3\/5T/2

RESPUESTAS G.

|
1 ;
)z+2

25) X1/2+y1/2

2) x+2;

1-x

3a® +19

%) (a—2)(a+2)(a—3)’

a+3

8 (3—a)(2 a)(l a)'

1
g ;
)x 2

2’ +4
z+2

14)
17) 1/n;
20) xX*+2;

23)

NP

6z° +27z+22
20z 2)z+2)°

9) X(x+1);

3(x + 9)

(c+3)2(x—3)"

a 2b,
a+2b’

12)

15)

2
18) a +3a+9;
a+3

21) x;

24) r*;

24
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3. INECUACIONES.

DESIGUALDAD: es una expresiéon matematica que indica si un valor es mayor

0 menor que otro.

Luego: a>b si a-b es positivo,

a<b si a-b es negativo.

PROPIEDADES: Dado a, b, ¢ € R, podemos enumerar algunas propiedades de

la desigualdad:
1) a<b<& b>a
2) a>byb>c & a>c; igualmentesi a<b y b<c <& a<c
3) a>b<<>a+c>b+c; deigualforma: a<b<>a+c<b+c
4) a>bY) yc>0 = ac>bc

>

a<b —> a.c<b.c

5) a>b) y c<0 = ac<b.c

a<b —> a.c>b.c

6) a>b<> 1/a<1/b, analogamente a<b <= 1/a>1/b

- > +
7) Sia>0yb>0yne Z Evite este error:
. o Sia<0y/ob<0,lapropiedad 7
Entonces: a>b = a'>b NO SE CUMPLE

a<b =D>a"<b"
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INTERVALOS: son subconjuntos de los niimeros reales. Estos pueden ser:

= CERRADOS: contienen a los extremos del mismo.

Es decir: A={xeR/a<x<b}=]ab]
Graficamente:

a b
O bien: &

a

= ABIERTOS: no contienen a los extremos del mismo.

Es decir: A={xeR/a<x<b}=(ab)=]abl.
Graficamente:

a
O bien:

a b

=  SEMI-CERRADOS O SEMI-ABIERTOS: contienen sélo un extremo.

Es decir: A={xeR/as<x<b}=[ab)=][ab]
Graficamente:

a
O bien:

26
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B={xcR/a<xs<b}=(ab]=]ab]

Graficamente:

»  EXTENDIDOS: uno de los extremos es +o0 ; 6 -0 .

Es decir: A={xe */x<a}

Graficamente:

B={xeR/x>a}

Graficamente:

INECUACIONES: son desigualdades con una o mas variables. Su solucion

consiste en determinar los valores de la variable que satisface a la inecuacion.

Para resolver inecuaciones algebraicas en general:

1. Se agrupan todos los términos en el primer miembro, obteniendo una

inecuacion de la forma P(x) < 0, P(x) > 0, P(x) <0 6 P(x) < 0.
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2. Se factoriza P(x) para determinar sus raices reales.

3. Se ubican las raices en la recta real.

4. Determine el signo de cada intervalo, ubicado en la recta real, que se
obtiene al sustituir un valor cualquiera del intervalo en P(x).
Los signos del intervalo se alternan, a menos que alguna raiz sea de
multiplicidad par.

5. Launién de los intervalos que satisfacen la inecuacion obtenida en (1) es

la solucion.

Si P(x) y Q(x) son polinomios y P(x)/Q(x) < 0, P(x}/Q(x) > 0, P(x)/Q(x) <0, 6

P(x)/Q(x) > 0

1. Se determinan las raices reales del numerador y del denominador.

2. Se ubican las raices en la recta real.

3. Se determina el signo de cada intervalo sustituyendo un valor del mismo
en el COCIENTE P(x)/Q(xX).

4. La solucion es la unién de los intervalos que satisfacen la inecuacion.

Nota
Las raices de Q(x) N
deben ser incluidas en la
solucién ya que no esta
definida la divisién entre cero.




Algebra Elemental y Geometria Analitica 29

Sin entonces:

CASO 1:

n es impar (" T > (0(x))" y <(0(x))” ya que no hay
restriccion.
CAso 2:
nes par = 1. Debe considerar P(x) > 0, ya que no esta definida la
raiz par de valores negativos.
2. Antes de eliminar la raiz debe considerar cuando los

miembros de la inecuacion sean NO NEGATIVOS
INECUACIONES DOBLES: Son aquellas que tienen dos signos de desigualdad.
Para resolver P(x) < Q(x) <R(x), por ejemplo:

Se separan en dos inecuaciones simples y se halla la interseccion de las
soluciones de ambas. Es decir:
n P(x) < Q(x)

TotaL = St N Sy

(I QX =RX

SISTEMAS DE INECUACIONES: son conjuntos de n inecuaciones cuya solucién

es la interseccion las soluciones de cada inecuacion.



EJERCICIOS PROPUESTOS H.

2 2
1)Bx +(x 1) Ssz+x+1
2 2 4

3)8x°+4x* 2x-1>0

3
5) (x+3) > x° +9;2 +1

7) 2x+3<2
3x-1

7x x 6

X

9) x°>

11) (x+2)3(x+1)(x 3)20

(x 1)( 2)
13) x a <x+a;siendo a<0
x 2a x
15) 1 3x+10 )
x+7
2 1 3 1
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2)12x°-4x* <3x 1

4)x*—6x+10<0

6)x* 7>0
X 4x

8

) 2 4x 5
x

10 <

)x2 1 =x

1 x+1

12) £>a;siend0 a<0
a x

14) bx+a<1;siendoa<—b<0
ax+b x

16) 3<2 <3
x+2

18) xsa+bx<1;siendo b<0<a< b
ax+b x

20) 1 1>0

22) +2

24) {

x +40>x+4

2+ x+2<L2

30
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24 x<l?2 (x—lx3+2)<x4 x*
25) 1" 26) {5y -1
x° x>2 >x 2
L 3
x x2>x(x2+x 3) (x2~4>0
27) x*+2x+1>0 28) <x*+2>0
2 +xt+1> \x—2<0

X

29) A continuacién se resuelve la inecuacion:

x* 2x+1

x+4

>2 =

= x¥ 4x 7>0

x* 2x+1>2x+8

Rp:(z Jﬁ;2+\/i—f)

¢ Es correcta la solucién?. Justifique su respuesta.

30) La solucién de

x 4f <(e+1)

2

x 4<x+1 es:

= x 4d<x?+2x+1

= x x 5<0 = x2+x+5>0 Rp:xeR

¢ Es correcta la solucion?. Justifique su respuesta.

RESPUESTAS H.

1) [1/5,00);
3) {-1/2} U [1/2, o0);
5) [-19/5,00);

7) (-0,1/3) U (5/4, 0);

2) (-00,-1/2) U (1/3,1/2);
4) &;
6) (-00,-(7)"*] U [(7)"?, );

8)[-2,-1) U [0,2] U (5, ©0);

31



9) [-2,-1]1 v [3, o0];

11) (-0,-2) v [-1,1] v (1,2) L [3, W);
13) (2a,0);
15) (-3/2,4);

17) (11/3,15/2);

19) [3.7];
21) (0,1);
23) 1.} f}u(l,“f}

25) (-4,-1) v (2,3);
27) &,

29) Incorrecto;

4. VALOR ABSOLUTO.

DEFINICION: Sea la funcion f(x):

PROPIEDADES:
1. | =+x?

2. |x+ ¥ <[ +5]
3. y=zd-]y

4, lx.y| = |x||y|

Algebra Elemental y Geometria Analitica

12) (-o0,a] v (0,-a];

14) (-00,-1] v (0,-b/a) L [1, ©);
16) (-00,-7] L [-1, 0);

18) [-00,-1] L {1};

20) (2, ),

22) [4, 0);
24) {2);

26) (-5/2,1);
28) (-00,-2);

30) Incorrecto.

si x=0

f(x)=|x]— ’ x<0

X Si

32
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x

5. ) I)’I

6. |x<a esequivalentea -a<x<a

7. |x>a esequivalentea x<-a 6 x>a

EJERCICIOS PROPUESTOS |.

Resuelva las siguientes ecuaciones:

1))2x| =5 2) |3x+5] = 1

3)|x-3|=x-3 4) [x-3|=4

5) [x*-6x+8| = 3 6) [2x-1| =5

7YX = [x-1] 8) |Ix+1]+2| = 2

9) [x—4] = -5 10) 271 5

x+1

x2+x-3

11) 12) [2x+1] = -x

1 x

13) 1 3% 14) [[x+3]-2] = 3

x 2x+5

15) |x-2| + |x-1] =x -3

16) [3—x] - [x+2| = 5

RESPUESTAS I.

1) x = +£5/2; 2)x=-4/3, x = -2;
3) [3, ), 4)x=5,x=1;
5Yx=1,x=5; 6) x = -3/4, x = 13/4;

7)x = 1/2;

8) X - -1;

33
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9)No tiene solucion en R 10) x = -4, x = -2/5;

11) x = +(3/2)"?, x = 3/2; 12) x = -1/3, x = -1;

13)x=5i§\/§; 14)x = -8, x = 2;
15) No tiene solucion en R 16) (-00,-2)

EJERCICIOS PROPUESTOS J

Resuelva las siguientes inecuaciones:

1) 3x-1| <2 2) |12x-1] < |x+1]
2
3) © Y Ox0 4) [x-1] > |xH[
| - x
5) 2Jx| +x > 0 6) 2 <y
+2x
n KA 8) [IxI-2] < 1
l2x 1-4" -
9) [2x-5] < [x+4| 10) x-1] > 4]x+2] -8x
lx + ll
1) <2 12) |2x-1] < 3 < [x+3|
X

13) [x-1] + |x+1] < 8

15) ||x-2]-x+3| < 5

17) (|x-4))"% + x> 2

14 <
)|2x2+x+ll |x l|(2x 1)

16) x| + |x+1] + [x-4] + |x-6] < 100

18) (|x2+x-2])""2 < 2

34
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19) ;‘+Z >Z siendo—1<a<0  20) {ﬁ xzx|3;3 x+9
RESPUESTAS J.
1) [-1/3,1]; 2)[0,2]; 3)[3.-1) v (1,2];
4) (0, -y2] U [¥2 0); 5)R-{0}; 6) (-00,-5/6] L [-2/11, %0);
7) (-3/2,5/2); 8) [-3,-1] u [1,3]; 9) [1/3,9};
10) [9/5, o0); 11) (-00,1/3] U [3, 0); 12) (0,2];
13) [-4.4]; 14) (1/2, ) - {1}; 15) (0, ©);
16) (-91/4,109/8); 17) (0,4) U (4, ); 18) (-3,2);
19) (<00 , a*+a+/2 ) u (0, o0) — {-a}; 20) [3, 9/2].

6. ECUACIONES. SISTEMAS DE ECUACIONES.

ECUACION: es una igualdad que se satisface para determinados valores de la
variable. Para resolverlos es necesario hallar los valores de la incognita que

satisface la ecuacion.

SISTEMA DE ECUACIONES: se requiere encontrar los valores de todas las

incognitas que satisfacen al conjunto de ecuaciones.



datos.
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Sugerencias para resolver problemas:

36

» Lea el problema con cuidado, hasta tener claro lo que se pregunta y los

> Asigne letras a las cantidades desconocidas e identifique cuales son

datos y cuales son incognitas.

» Construya la ecuacién o ecuaciones segun las restricciones que el

problema da a la incognita.

> Resuelva la ecuacion hallando los valores de la incognita. Esta seria la

respuesta.

> Analice si la respuesta es razonable. (Por ejemplo: si su incognita se

refiere a tiempo y el resultado es negativo debe sospechar que puede haber un

error).

EJERCICIOS PROPUESTOS K.

Resuelva las siguientes ecuaciones en R.

4 7 3
+
x 1 2 x x+1

1)
3) x*+3x°+4x%+3x+1 =0

5 5 25 4Jx-1 2 0

t 2 t 2 2t 5

7) + -
t2+8t+7 tP—61 7 t?-49

12 3x 3

4
)16 x5

6) 3x-1 1

8) 1
33(x 1 7

7

X2 +7x+12 2x+6 6x+24



9) 2 3x+1 2x 4x+5

RESPUESTAS K.
1) 5/13; 2)7,;
6) 39/8; 7)5;

EJERCICIOS PROPUESTOS L.

Algebra Elemental y Geometria Analitica

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones:

Tx+2y 1
y 4x+7

2s 3t -10
S5s+6t 29

9) X2 +y*—2x 4y-4-0
5x+5y 12 0

10) x 2
2x 7
4)1; 5) 137/16;
8) (7/3)¥%+1; 9)1; 10) 8.
2) x y 14
x+y 2
Y4 oxo
4) x
y x* 2x
y 2_
x
7 x+1
1
8 Exy 6

37
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‘/;“L\/;:‘/; Xy %xy
11 12
)J§+\/;:1 ) s
axdx  2a x“+y Exy
(4x y+2z 2 2x+3y+4z -6
13)<-3x+y 4z 1 14) <—-x+4y 6z 6
x+5z 1 3x 2y+2z-2
3x-2y+z 2
18) <4x+3y-5z-5
Sx—5y+3z- 4

RESPUESTAS L.

1) (1,3); 2) (6,-8); 3) (1,4);

4) (2,0), (-2,8); 5) (¥12,32), (Y12 ,-3/2)  6) (-3,3/2);

7) (112,113); 8) (4.,3), (3,4); 9) (14/5,-2/5), (-7/5,19/5);
10) (1,-2); 11) (a,0); 12) (-2,-4), (4.2), (0,0);
13) (1,2,0); 14) (4/3,-2/3,-5/3); 15) (-1,-2,-3).

EJERCICIOS PROPUESTOS M.

Para cada uno de los siguientes problemas plantee y resuelva la ecuaciéon

correspondiente:

1) Una fabrica de chocolates elabora una barra de chocolate con caramelo que
mide 10 cm de largo, 5 cm de ancho y 2 cm de alto. Al incrementar los costos de

elaboracién, la empresa decide recortar el volumen de la barra en un 28%
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manteniendo la misma altura y reduciendo el largo y el ancho en cantidades iguales.

¢ Cual sera el largo y el ancho de la nueva barra?.

2) Una firma posee 70 apartamentos, los cuales alquila a $250 mensuales. La
empresa ha determinado que por cada aumento de $10 en el precio del alquiler se
generan 2 vacantes sin posibilidades de ser cubiertas. La compaiia necesita
garantizar un ingreso mensual de $17980 por concepto de rentas. ;A cuanto debera

alquilar cada apartamento?.

3) Rodrigo vendi6é dos automéviles recibiendo $13000, si recibié $1400 mas por

uno que por otro, ¢ cual fue el precio de venta de cada uno?

4) Encuentre dos nimeros cuya suma sea 1/3 y su diferencia sea 3.

5) Se utilizb un pedazo de cartdbn cuadrado para construir una bandeja,
cortando 2 pulgadas cuadradas en cada esquina y doblando después las pestafias.
Encuentre el tamafo del cuadrado original si la bandeja tiene un volumen de 128

pulgadas cibicas.

6) Al hacer compras para su tienda, Lourdes pag6é $4800 por unos vestidos y
unos abrigos. Pag6d $40 por cada vestido y $100 por cada abrigo. Vendio los
vestidos con una ganancia del 20% y los abrigos con una ganancia del 50%. En
total sus ganancias ascendieron a $1800. ¢Cuantos vestidos y cuantos abrigos

compro?.
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7) Un rectangulo tiene un perimetro de 26 y un area de 30. Encuentre sus
dimensiones.
8) La asistencia a un juego de Béisbol Profesional Venezolano fue 45000

personas, y el dinero recaudado en la entrada fue Bs. 375000. Si cada persona
compré un boleto de Bs. 10000 o un boleto de Bs. 15000, ¢ cuantos boletos de cada

tipo se vendieron?. (Problema de introduccion de esta unidad)

RESPUESTAS M.

1) 9cm, 4cm; 2)$310 6 $290;

3) $7200, $5800; 4) 5/3, -4/3;

5) 12x12 pulgadas; 6) 28 abrigos, 50 vestidos;
7)3x10 u; 8) 36000y 9000

6. ALGUNOS TOPICOS DE GEOMETRIA ANALITICA.

» Plano Cartesiano: sistema de coordenadas rectangulares formado
por dos rectas perpendiculares. Sus elementos se muestran en la

siguiente figura:
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EJEY
0 Y PRIMER
EJE DE LAS " | CUADRANTE
ORDENADAS c ¢
P (x1,y1)
X
; 0(0,0
JE
Q (x2,Y-) o
l ........ Yoy EJE DE LAS
IV, ABSCISAS
¢
=Y

Dados los puntos P (X1,y1) Y Q (X2,¥2), se tiene que:

> Distancia entre dos puntos:

Se deduce aplicando el
PQ- (x,-x)’ +(y, »)° Teorema de Pitagoras

> Punto Medio:

Pm(xl +X, Y '*’)h)

2 2
> Pendiente:
m Y2 N
X, — X,
> Ecuacion de la Recta:
= Forma Punto y Pendiente: y -y1 =m(x - x4)

* Forma Reducida: y=mx+b
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»  Forma General. Ax+By+C=0

> Paralelismo y Perpendicularidad:
Suponga que se tiene la recta R; con pendiente m, y la recta R, con
pendiente m,, luego:
Sim;=m, entonces las rectas R, y R, son paralelas.

Si my.my=-1 entonces las rectas R; y R, son perpendiculares.

> Distancia de un punto a una recta:

d—lel + By, +C|
A* + B?

EJERCICIOS PROPUESTOS N.

1) Demuestre mediante pendientes que:

a) Los cuatro puntos (0,0); (-2,1); (3,4) y (5,3) son vértices de un
paralelogramo.

b) Los tres puntos (3,1); (6,0) y (4,4) son vértices de un triangulo
rectangulo, y calcule su area.

c) Los cuatro puntos (-6,1); (-4,6); (4,-3) y (6,2) son vértices de un
rectangulo.

d) Los cuatro puntos (-4,-1); (3,8/3); (8,-4) y (2,-9) son los vértices de un

trapecio.
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Dadas las rectas: Li:Ax 3y+B A=0
L, 2Ax—-3By +5=0
Encuentre los valores de A y B tales que :
a) L pasa por(3,5)y L, pasa por (-1,0).
b) L;yL,seintersectan en el punto (1,3).
c) L,esperpendicularal,yl,es paralelaay=4x- 10.
3) Demuestre que los segmentos que unen los puntos medios de cualquier

cuadrilatero forman un paralelogramo.

4) Demuestre que el segmento que unen los puntos medios de dos lados de

cualquier triangulo es paralelo al tercer lado e igual a su mitad.

5) Hallar el valor de k para que la recta 4x — ky = 7 tenga pendiente igual a 3.

6) Una recta que pasa por A(2,1) y es perpendicular a 3x + 4y — 12 = 0; sen

qué punto corta al eje x?.

7) ¢, Cudl es el area del triangulo que tiene por vértices a (0,2); (5,3) y (-5,8)7.

8) Halle la ecuacion de la recta perpendicular al segmento A(1,-3), B(3,5) en su

punto medio.
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9) El punto P equidista de A (-1,9); B (5,3) y C (3,-3). Halle sus coordenadas.

10)  Hallar las coordenadas del punto en el cual la mediatriz del segmento (-2,6)

(-4,2) cotaax+5=0.

11)  Determine un punto del eje x que equidista de (-1,0) y (-2,-3).

12)  Hallar k para que los puntos A (1,3); B(5,7); C (2,k) sean colineales.

13)  Los puntos medios de los lados de un triangulo son M(5,3); N(1,5); P(-1,-1).

Halle las coordenadas de sus vértices.

14)  Halle las ecuaciones de las diagonales de un rectangulo, tres de cuyos

vértices son A (-2, 5/2); B(3,-5/2); C(7,3/2).

15) Larecta L pasa por P(1,3) y forma con los ejes coordenados un triangulo de

area 6 u®. Halle su ecuacion.

16) Demuestre que las diagonales de cualquier rombo son perpendiculares y se

cortan en su punto medio.

17)  Hallar la distanciaentre las rectas 4y =3x+ 8 y 8y=6x+ 5.
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18)  Se dan las rectas 4x — 3y + 12 =0 y y = 0. Hallar la ecuacion de la recta

simétrica a la primera con respecto a la segunda.

19)  Los extremos de la diagonal de un rectangulo son A (1,1) y C (9,5). Hallar los

otros dos vértices.

20)  La compaiiia ABC producen plumas que venden a $ 20 la pieza. El material
y la mano de obra para hacer una pluma cuesta $ 16 y la compaiiia tiene gastos
fijos anuales (alquileres, impuestos, etc.) de $ 8500. Escriba la ecuacion para la
ganancia P de la compafiia para un afio en que produce y vende x plumas. ;Cual es
la ganancia si produce y venden 2000 plumas al afio?. (Ganancia es la diferencia

entre ingreso y costo.)

RESPUESTAS N.

2)a)A=5/2,B=10; b)A=38;,B=9; ¢c)A=-3/4;B=-1/8;

5)K=4/3; 6) (5/4,0); 7)75/12 u%
8)x+4y-6=0; 9) P (-2,2); 10) (-5,5);

11) (-6,0); 12) k=4 13) (7,9); (-5,1); (3,-3);
14) 2x-18y-41=0; 8x+2y-49; 18) y = -3x+6 17) 11/10;

18) 4x+3y-12=0; 19) (3,7); (7,-1) 20) P(x)=4x-8500; -$500



El sefior Andrés es dueho de un edificio
ubicado en el centro de la ciudad. Cuenta
con 10 pisos y 6 apartamentos por piso,
disponibles para alquilar. El puede alquilar
todos los apartamentos si fija una cuota
mensual de Bs. 200000 de alquiler.

Con un alquiler mas alto algunos
apartamentos quedaran vacios. En
promedio por cada aumento de Bs. 10000
en la cuota de alquiler, un apartamento
quedara vacio sin posﬁbilidad de
alquilarse.

¢Cual es la cuota de alquiler mensual
que deberia fijar el senor Andrés para
obtener el maximo ingreso?
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UMIDAD |:

FEUNCIONES Y GRAFICAS

1.1 DEFINICIONES:

FUNCION UNIFORME: es una regla que asigna a cada valor de una variable X,
un valor, y solo uno, de otra variable Y. Se denota f(x), aunque también suelen

utilizarse otras letras, por ejemplo: g(x), r(t), h(x), etc.

Si f es funcidn entonces:

f={(xy) /'y = f(x)}
donde y = f(x) se lee “y es funcion de X', siendo y la variable dependiente y x la

variable independiente.

DoMINIO: es el conjunto de todos los valores posibles de x. Se denota Domf.

RANGO: es el conjunto de todos los valores correspondientes a y. Se denota

Rgo f.

FUNCIONES DE VALORES REALES DE VARIABLE REAL: son funciones cuyos

dominios y rangos pertenecen al conjunto de los nUmeros reales.



Funciones y Gréficas

CLASIFICACION GENERAL DE LAS FUNCIONES:

FUNCIONES

d) f(h-x),

Algebraicas
Trigonométricas
y sus inversas
NOTA Ejemplo 1:
2
Para resolver estos x° -1 .
gjercicios basta con Dado f(x) 42’ hallar.
sustituir la variable
1 valor indicad
sore r\;;lci)zralrn 1ca1acs> a)f(0), b)f(-1), c) f(3x),
operaciones segun el co L
caso. Solucion:
0 1 1
a 0 - -
) 7O 0*+2 2
(-1 -1
b )= =
Gx?* 1 9x* 1
c 3
) TBD gihn sixten
(h—-x)* 1
d h—x

Exponenciales

Trascendentes

Logaritmicas

e) f(1/x),  f) fd

n

Evite estos errores:
f(3x) 7 3f(x)

2 2
(3x)4 1 3 * 1
(3x) +2
f(h-x) £ h-f(x)
(h—x)2 -1 £ h x? -1
(h-x)* +2 xt 42
f(1/x) = 1/f(x)

Es decir: .
x"+2

Es decir:

)2"1 x*t+2
* 2

x) +2  x0 1

(%) # [f(x)]°

4 1¢(xj 1
(xz) +2 \x"+2

Es decir:

Es decir:

48

Hiperbdlicas y
sus inversas



at+4 _ at-S - ( a4__ a-S)' f(t)

e) f() ) L4 2pt
OE
X
) _(xz)z 1_x4—1
LAC )—(x2)4+2_x8+2
Ejemplo 2:

Si f(t) = &', para todo a € R. Demostrar
a) f(t+4) —f(t-3) = (@a*—a™). f(t)

flt+2)

°) fit 7)

f(9)

c) f(t+5).f(t-1) =a* f(2t)

Solucion:

a) f(t+4) —f(t-3) = (a*-a™). f(t)

ala*-ala’=(a'-a?d. f(t)

t+2

ata”’
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RECUERDA QUE...
Para demostrar una igualdad no se deben
realizar operaciones entre los miembros
de la ecuacion, mas bien se deben
trabajar cada miembro de forma

independiente.

Se sustituye en la funcién por la variable indicada

~ad)=(a*- Observe que f(t) = a'

f(t+2)
°) f(t—7) @)

t

a'.a?

a® f(9)
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) f(t+5).f(t-1) = a* f(2t)

a™®.a"" = a* f(2t)
No confundas la notaciéon funcional
a'.a’ala’= a”a" = a*f(2t) con un producto.
Es decir:
f(t+5).1(t-1) = f(t).£(5).1(t).f(-1)

Ejemplo 3:

Sea f(x) = x* + 3x —5. Evaluar:

a) f(x-2)—f(x), b) f(x+a) + f(x-a), C) floc+ hh)_ flx) ,h=0
Solucién:
- — = - 2 + - - —_ 2 —_
a) f(x-2)—f(x) L(x 2)° +3(x-2) 15 (x* + 3x-5)
f(x-2) f(x)
Desarrollando los productos ) )
y simplificando... =X -4x+4+3x-6-5-Xx"-3x+5=-4x-2

b) f(x+a) + f(x-a)= \(x+a)2 +3(x+a)-5 - [(x-a)* + 3(x-a) — 5 = 4ax + 6a
v

f(x+a) f(x-a)

NOTA Desarrollando los

Queda de parte del productos y simplificando,
estudiante comprobar los se obtiene el resultado.

resultados realizando las
operaciones necesarias.

fix+h)-f(x) _(x h)*+3(x h)-5 (x*+3x-5)
h

©) 2x+h+3



1)

2)

3)

4)

o)

6)

7)
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EJERCICIOS PROPUESTOS [.A.

Dado g(x) 22 1,determinar:

X" +

(h+3)

1), -3), 5x), (d) 9
(@ g(1), (b)g(-3), (c)g(5~x), (d) o)

Dado f(t)= 5t 4, determinar:

@)f( 52 4), (b)f:i), () [+0-10

Sih(x) = a**!, paratodo a, k € R , demuestre que:

h(x+1) _x 2
, b) h(x-k).h(x+k) = [h ,
(a) hx 1) a (b) h(x-k).h(x+k) = [h(X)]°, () h(kx + 2)
En la funcién f(x)= x + 1/x, demostrar que:
(a) [fO))°= f(x?) + 2, (b) f(t) = f(1/)
Siy=3x* 2x+5 x=3t—1,  hallar y=f(t).
2
Siy 5)i +10 y x 2 2, hallar y=A(t)
X" +3

siy TP halarx = fy)

cx+d

h(kx 2) _
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. o1
8) Siu 4 4 hallar t = f(u)

9) Dada f(x) = x> - 1, hallar (f(a) — f(b)) / (a-b),

10) Dadoz=f(t)=(t+ 1)/ (t-1), hallar:

(@) f(t?); (b) [fH (c) 3f(t);
(d) f(3t), (e) f(t/3); (f) f(t) 13
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azb

11) Sif(t)=(a+a®) vy g(t) = (a-a"), demuestre que f(p)f(q)*+g(p)g(a)=f(p+q)

12) Si f(b) = ab*+a’b, demuestre que f(a)f(b)=2a"b(b+a)

RESPUESTAS LA

2
1) @1,  (b)1/5, ORI

2) (@) 25t2 24, (b) tZ:?t“ )

5) y=27t*—24t+5, 6)y y
b dy
cy a’

EJZ © 33

t2 +1
10) (a) 2 1 (b)(,[*1 1

. (d)

h? +1

() (h+3)2+1

25h +t

5h+t)> 4+ 5t 4

J5t

412 +7

8) t *4u* +1 9) a’+ab +b?

3t+1 t+3 t+1

st 10 @ g Mg g
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RESTRICCIONES EN LAS FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL.

DETERMINACION DEL CAMPO DE EXISTENCIA.

PARA HALLAR EL DOMINIO:

Al definir funciones se deben considerar dos restricciones, (existe una
tercera restriccibn que sera considerada mas adelante, al estudiar la funcidn

logaritmica).:

Evitar la division por cero:
Es decir, toda funciéon en el cual el denominador esta contenida la
variable, se debera excluir del dominio los valores de x para los cuales el

denominador se hace cero.

o En el caso de raices de indice par, la variable no debe tomar valores

que producen resultados negativos dentro de la raiz.

Ejemplo 4:

Hallar el dominio de f(x) = S+
2x 1

Solucién:

Debemos hallar los valores de x que hacen cero al denominador:

2x-1=0 x=%



Funciones y Graficas 54

Luego, Dom f={x/x eR, x # ¥4}

Otra forma de expresar dominio:

Dom: x € R— {4},

o bien,
Dom: x € (-0, %) U (2, ©)
Ejemplo 5:
2
Hallar el dominiode y- oX ) 1
X 2x° 35x

Solucién
Para hallar los valores de x que hacen el denominador cero, es necesario
factorizar:

x*-2x% = 35x = x(x- 7)(x +5)=0

Luego, las raices son:

x=0, x=7 y x=-5

El dominio son todos los valores de x excluyendo, por supuesto, las raices

del denominador:

xe " —-{50,7}
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Ejemplo 6:
#
Hallar el dominiode y *x* 4. Evite este error:
X2 4>0> XX>4 = x>2
No debe extraer raices pares en una
inecuacion.
Solucioén:

Se debe resolver la inecuacion

X} —4>0 = (x—2).(x+2)>0

Ubicamos las raices x =2 y x = -2 en la recta real y estudiamos el signo de

cada intervalo:
++++++ ++++++

Al sustituir cualquier nimero de un intervalo, por ejemplo x = 0 en [-2, 2], en

la inecuacion observamos que:

(0-2).(0+2)<0 (Resultado negativo)

Luego, cualquier valor x e (-2, 2) producird un resultado negativo. Asi

mismo, cualquier valor x & (-2, 2) producira resultados mayores o iguales a cero.

El dominio, entonces, es Dom: x € (-0, -2] U [2, ©)
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Ejemplo 7:

Hallar el dominio de y

Solucion:

En este caso se debe considerar ambas restricciones:

X*~9>0e= (x-3).(x+3)>0

Ubicamos x = 3y x = -3 en la recta real:

o o T e+t

La solucion que satisface la inecuacioén es el dominio:

Dom: xe€ (—0,-3)uU(3,00)

Ejemplo 8:
. x 1
Hallar el dominiode vy
X+1
Solucion:
. . X 1
Se resuelve la inecuacién =0
X +1

Obtenemos las raices del numerador: x = 1 y denominador: x = -1
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y los ubicamos en la recta real,

o o o + 4+ ++

Observe que x=-1 hace j

cero al denominador. Por Dom: x € (-0 ,~1)U[l, )
lo tanto no puede ser

incluido en el dominio.

Ejemplo 9:

Xx+2 1
+.._._..
X 5 2

Hallar el dominio de y
Solucioén:

El dominio, en este caso, es la interseccion de los dominios de cada término:

X+ 2
>

>0 2x#= 0
X 5 y

+++ - ++++
Luego,

Dom: x € (-0 ,-2]U (5, o)
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Ejemplo 10:

x2+x 2

Hallar el dominio de
y x2 +x2 12x

Solucioén:

Resolvemos la inecuacion ya factorizada:

x = -2, x=1 (Numerador)

G 2)0c 1) >0 Yy ubicamos las raices —0. x=-4. x=3 (D inad
X(x+4)(x 3) x=0, x=-4, x=3 (Denominador)

Dom: x e (—4,-2]uU (0, 1]u (3, «©)

PARA HALLAR EL RANGO:

No siempre es posible hallar el rango de una funcién, pues para ello lo ideal

es despejar x en funcién de y.

Ejemplo 11:

Hallar el rango de y = 4-5x
2x 1
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4+y

Despejamos x en funciéon de y 4 s
v+

Luego, observamos el denominador y excluimos del rango los valores de y

que dan como resultado cero en el denominador.

De esta manera: y=# -5/2 o> Rango: R {-5/2}

Ejemplo 12:

Hallar el rango de y= 5x — x* + 6

Aplicamos Resolvente de
una Ecuacién Cuadratica

Para obtener x en funcién de y: x> -5x+y—-6=0

5+ 49-4
% ) Y donde 49-4y > 0
Resolviendo la inecuacion se obtiene el rango: (- o , 49/4;
Ejemplo 13:

Hallar elrangode xy2 + 3y2-x+ 1 =0

3y? 1

Se obtiene x en funcidn de y, luego se factoriza:  x
" (y D+

Se excluye los valores que dan como resultado cero en el denominador:

Rango: R {1, 1}
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EJERCICIOS PROPUESTOS |.B.

Determine el dominio de las siguientes funciones:

X x2 x 2x%2 11x+5
1 2 3 -
)y x 1 )y x2+x 12 )y 3x? 2x 8
3x 4 3x2-12 x? -6x+9
4) y— 5) y- 6) y-—
)y x? 7 )y x® —2x® )y 2x® +12x2 - x -6

Determine el dominio de las funciones y = f(x):

)x2—xy+1=0 8) X*+ 2xy + y* —2x-2y-1=0

9) X’y —x*~y=0 10) xy* + 3y°—-x+1=0

RESPUESTAS 1.B.

(1) (~0,0]U(1,o) (2) (-0, —4) U [0,1]U (3, 00)
(3) (=0,—4/3)U[1/2,2)U[5,0) @) [43,TYU (T, 0)

(5) (-, 231U 243, ) 6)R- {L,—l—,s}

(7) = —={0} (8)R

Q) °-{1,1 (10) (—o0,-3)U[1,0)
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EJERCICIOS PROPUESTOS I.C.

Determine el rango:

x? 4x-5 x%-x-2
Dy + 2)y 2x -2 3y X +x-2
4) x2+2xy+y?-2x-2y-1=0 5)y? (x*-4)=x4 6)xy-2y+4 0

RESPUESTAS I.C.

1)[0.1); 2) (-0,0)U(0,1/2]U[2,0); 3)R-{1}; 4)(~c0,-0.26]U[2.26,00);

5) (-o0,-4]U[4,); 6) R-{0}
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1.2 GRAFICAS DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL Y OTRAS CURVAS

La gréfica de una funcion real en el plano cartesiano es el conjunto de puntos

de dicho plano cuyos pares ordenados satisfacen la ecuacion de la funcion.

REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION REAL:

El célculo nos proporciona valiosas herramientas para realizar una buena
representacion grafica de una funcion. Estas herramientas seran conocidas a
medida que avancemos en el curso. Sin embargo, ahora es (til seguir los siguientes

pasos para esbozar la grafica de una funcion:

> Hallar el dominio de la funcién y el rango si es posible.

> Realizar una tabla de valores que satisfacen la funcién: para seleccionar

estos valores se recomienda;

= Buscar los puntos de corte con los ejes coordenados,
haciendox=0ey=0.

»  Buscar puntos cerca del origen.

= Buscar puntos en los extremos del dominio, cuando es

posible.
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> Verifique si la curva es SIMETRICA:
= Sif(x) = f(-x) es simétrica con respecto al eje y.

Es decir:

y Se obtiene la misma imagen y
a partir de x y de x

=  Sif(x) = -f(x) es simétrica con respecto al eje x.

Es decir: A partir de una variable x se
obtienen dos imagenes y e --.

Note que estas curvas no son
funciones uniformes

= Sif(x) = -f(-x) es simétrica con respecto al origen.

Es decir:

Para (x,y) existe un punto
simétrico (-X,-y)
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ASINTOTAS DE UNA CURVA: son rectas tangentes a la curva en el infinito.

Pueden ser verticales, horizontales u oblicuas.

> Asintotas verticales: son de la forma x = k., siendo k las raices del

denominador. Una funcion puede tener varias asintotas verticales.

> Asintotas horizontales: son de la forma y = k. Para obtenerla se despeja

x en funcién de y, luego k es la raiz del denominador.

En caso de no ser posible despejar x en funcion de y, en una funcién racional,

tome en cuenta lo siguiente:

n nl
Sea f(x)—P(x)— a,x" +a, x 1+...+ a, .y ademas P(x) o es
Qx) b,x" +b, x"" +..+b, Q0(x)
simplificable, entonces
(i) Sin>m no hay asintotas horizontales.
(i) Sin=m entonces y= ap/bn es asintota horizontal.
(ii) Sin<m entonces y=0 es asintota horizontal.
NoTA
> Asintotas oblicuas: son de laformay = mx + b. La justificacién matematica se

considerard en el estudio de
limites, al igual que Ila
obtencion de asintotas
oblicuas.
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Ejemplo 14:

Hallar la graficadey = 3x + 4

Solucion:
NoOTA

Toda funcion representada por una
ecuacion lineal tiene como grafica

(1) Buscamos los puntos de corte: una RECTA.

x=0 y=4 (0, 4) En este caso basterl solo dos puntos
para realizar la grafica.

y=0 x=-4/3 (-4/3, 0)
(2) Dominio: xe R

(3) No hay simetria con el eje y ni con el origen.

Y.

y=3x+4

(4) Tabla: (0,4)

Y.

-4/3 0

,
&
‘.

Ejemplo 15:

Esbozar la graficade y

Solucion:

(1) Buscando puntos de corte con los ejes:
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x=0 y=% (0,%)
y=0 x4 No hay valores de x paray = 0
(2) Dominio: x € R-{2}

(3) No hay simetria con el eje y ni con el origen.

i
i
(4) Tabla: :
i
X E
i
1/4 E
0, %) i
1/3 ~ o,
1/2
-3
4 '
!
172 ’
NOTA
Observe que x 2 esta fuera del
dominio e y 0 estd fuera del
rango, por lo tanto la curva no
toma esos valores.
Ejemplo 16:
Esbozar la gréficade y= -4
Solucién:

(1) Puntos de corte:
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x=0 y7 Nocortaalejey.
y=0 x=4 (4,0)
NOTA
(2) Dominio: x € [ 4, ©) Observe que para x < 4 no hay
’ funcién, por lo tanto no hay
grafica.
(3) No hay simetria con el eje y ni con el origen.
(4) Tabla: ¥
XY
y = X'4 1/2
4,0)
1 0 <
Ejemplo 17:

Esbozar la graficade X’y 4y =8

Solucion:

(1) Puntos de corte con los ejes coordenados: (0, 2)

(2) Dominio: y Dt ) ; luego, X€ R-{2,2}
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(3) Rango:
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8+4y

+ ; luego, el rango es ( - o, -2] U (0, o)

(4) Simetria: con el eje y

(5) Asintotas:

(6) Tabla:

2/3
8/5

-8/3

-8/3
8/5

2/3

Asintotas Verticales: X=2;x=-2

Asintota Horizontal: y=0

Observa la simetria en los
valores de la tabla

Para facilitar el esbozo de la gréafica
primero ubica las asintotas y los
puntos de la tabla.
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‘FUNCION -

LINEAL

CUADRATICA

POLINOMICAS
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ALGUNAS FUNCIONES NOTABLES Y SUS GRAFICAS:

"ECUACION. DOMINIO

y=mx+b x eR

Y=ax +bx+tc xeR
o bien
y=a(x-h)?+k

(a=0)

y=P(x)
donde P(x)

es

xeR

polinomio.

'"GRAFICA

y=mqx + by
m1>0

X

y=max + b,
m2<0

y=x

y=X y=x
y=x’

5
y=x
y=x’

y=x

OBSERVACIONES,
e Basta dos punf(;ss.' ;ara
graficar.
* m es pendiente
RZER7 ’
X2 %4
m>0, recta creciente
m<0 , recta decreciente
m=0 , recta horizontal.
e b es ordenada en el
origen.
¢ Dos rectas notables:
y=b Funcion constante
y=x Funcion identidad
o Vértice (h,k)
* Simetria con x=h.
* Si a>0 abierta hacia
arriba.
e Si a<0 abierta hacia

abajo.

Casos Particulares:
y=x""

+ Simetria con respecto
alejey.

e 2p>0 la curva se hace
“mas cerradd’.

y=x2p+1

Simetria con respecto al

origen.



“FUNCION ~ -ECUACION: ‘DOMINIO:
y=P(x)/ Q(x) x tal que
donde P(x)y Q(x)#0

Q(x) son

polinomios.

RACIONAL

x-h>0

Raiz
CUADRADA
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Y
y =1/x
\ x
Y
y = 1/x?
X
Y

(O,a/p Y= l(x*+b)

X

y_____X1/2

OBSERVACIONES
Generalmente poseen

asintotas.

Casos Particulares:
y=1/x

Simetria con respecto

al origen.

Asintotas: los ejes

coordenados.

y= 1%
Simetria con respecto
al ejey.
Asintotas: los ejes

coordenados.

y=al(x’+b)
Simetria con respecto
al ejey.
Asintota: eje x.
Punto de corte en el
ejey: (0, ab)

Es semiparabola de

eje horizontal.



Funciones y Graficas 71

FUNCION' {ECUACION :: :DOMINIO. ‘GRAFICA OBSERVACIONES
y=[x] xe R e Por definicion, si k es
PARTE ENTERA entero y se cumple
. Y ue
(MAXIMO y=[x] a
® k<x<kt=[x]=k

ENTERO
®—O [uego,elrangoes Z

X (Ei:[1.,51=1;[3.81=3;
[-2,6] —-3; [-0.1] =-1;

CONTENIDO EN)

*—
y=Ix xeR
y=|x| e Por definicion
VALOR
ABSOLUTO X, six>0
x|= .=
i x M X, six<0
/
/
Ejemplo: Segln Del Ejemplo:
— 2 Son funciones cuya
f(X) Y=x Y=x y
imagen varia segun el
x* si x<0 intervalo del eje x que se
) fx)- 3 six=0 considere.
FUNCION POR X six>0

INTERVALOS
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TRANSFORMACIONES DE UNA FUNCION:

La funcién y = f(x) puede sufrir los siguientes cambios en su estructura:

y=f(x  h)

(h ¢ R)

y=f(x) + k

(k e R)

y=af(x)

(aeR)

y=f(ax)

(aeR)

e Se traslada h unidades

72

Y
horizontalmente:
) . y=f(x+h) y=f(x)
Si h>0, hacia la derecha 0 . y=f(x-h)
Si h<0, hacia la izquierda .
<+— —p X
-h h
e Se traslada k unidades v
verticalmente: y=Ff(x)+k
Si k >0, hacia arriba
Si k <0 , hacia abajo Tk
-k X
y=f(x)-k
e Si Ja] > se expande
verticalmente. Y
y=af(x)
e« Si Jaj <1 se contrae
verticalmente. la] >1
X
e Si ja] > se expande
horizontalmente. Y
e Si Ja] <1 se contrae
horizontalmente.
] X
y=f(ax)

la] >1
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» La gréafica se refleja con

respecto al eje x. Y
(Es simétrica a f(x) con y= -f(x)
y= -f(x) respecto al eje x)
X
s La parte negativa (por
debajo del eje x) de la
gréfica se refleja por
encima del eje x.
Y= [f(x)]

£ Y=|f(x)|

03
R



EJERCICIOS PROPUESTOS I.D.
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Esbozar la grafica de cada una de las siguientes funciones.

(Sugerencia: observe si la funcion es una funcién notable con algunas

transformaciones, halle puntos de corte con los ejes coordenados, dominio, rango,

simetria, asintotas (si las hay) y elabore una tabla con valores cercanos a los

valores hallados de x.)

1)y=-3x+6x 4

3)y=-(x+2)° -1

5 =
)y x 1)
3
7 =
)Y x2 42
x2 x 6
9 =
)y < 3

1M)y=|x®+4ax+1]

13)y=[x]-x
4x 5
15)y =
)y 2x2 2
17)y= =
I
19)y =

4)y = 4
)y « 3t
X 2
6)v =
)y x? 3x-4
X+ 1
8 =
)y x2 x 2
10)y = X+1
12)y=[x-1]
14)y= |1/x+1|
N
18)y =
)y <2 1
18)y =
)y x2 8x+16
20)y = +2
N
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RESPUESTAS I.D.

1) . 2) 3)
4) 5) Y _ 6)
X X
7) 8) 9)
(3.5)

1,-1/3) X

10) 11) 12)
X

13) 14) 15)
Y Y
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16) 17) 18)

19) . 20)
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1.3 OPERACIONES CON FUNCIONES Y COMPOSICION DE FUNCIONES.
OPERACIONES CON FUNCIONES:

Suponga que f(x) y g(x) son dos funciones con dominios Dom f y Dom g

respectivamente. Se definen, entonces, las siguientes funciones:

Suma: (f+ g)(x) = f(x) + g(x)
Diferencia:  (f—g)(x) = f(x) — g(x)
Producto: (f.g)(x) = f(x).g(x)

Cociente: (flg)(x) = f(x)/g(x) ; gx)=0
El dominio en los 3 primeros casos es Dom f ~» Dom g.

En el caso del cociente, ademas de intersectar los dominios es necesario

excluir los valores de x donde g(x) = 0.

Ejemplo 18:

Seafp)= 'y 9(")=Jxlj

Hallar las siguientes funciones y sus dominios:

(@) (Fg)(x);  (b)F-g)x);  (e)(f.g)x).
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Solucion:

1 1 _ x-1+x+2

(@) (Fg)(x) =f(x) +g(x) =~ + I
Dom(f+g) = Dom f ~ Dom g
Domf= xeR-{2} Domg= xe(l,x)
Luego:

Dom(f+g) = Dom f n Dom g = (1,2) U (2, »)

_ = _ - 1 _ 1 =\/:—x—2
® F0 =109 -o= ! - L=

Luego:

Dom(f-g) = Dom(f+g) = (1,2) u (2, »)

1

(c) (f.9)(x) = e o N

Luego:

Dom(f.g) = Dom(f-g) = Dom(f+g) = (1,2) U (2, »)

Ejemplo 19:

Seah(x)= Vx+4 ; gX)= x 4
Hallar las siguientes funciones y sus dominios:

(a) (frg)(x);  (O)F-g)x);  (c)f.g)x);  (d)(f/g)(x);

78
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Solucion:

(@ (f(+g)(x)= vx+4 + x 4
Domf=[-4, ©) Dom g = (-»,-2] U [2, »)

* Dom (f+g) = [-4,-2] U [2, »)

(b) (F-g)(X) = Vx+4 - x> 4

©) (fQ) = x+4)(x*-4)

* Observe que para las tres operaciones anteriores Dom(f.g) = Dom(f-g) =

Dom(f+g) = Dom f n Dom g = [-4,-2] U [2, )

) (Fgpy= V¥+t = Vrrd
x 4 x=2)(x+2)
Es decir, excluimos los
DomfnDomg—{xeR/ x*> 4 =0} valores de x tal que g(x) =0

—~—

Luego, el dominio es:

[-4,-2] U[2, 0)—{-2,2} =[-4,-2) U (2, »)

Vx2-4

(e) (g/)(x) = Jira

DomfnDomg—{xeR/ x+4 =0}
Luego, el dominio es:

[[4,-2] U[2, ) —{-4} = (-4,-2] U[2, ©)
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EJERCICIOS PROPUESTOS L.E

Para las siguientes funciones hallar: (a) (f+g)(x), (b) (f-g)(x); (¢) (f.g)(x);

(d)(f/g)(x) y sus respectivos dominios.

1) f(x) = x-5 ; g(x) = x* = 1 2)f(x)=x%; g(x) = x* + 1

3) f(x) = (x-3) *; g(x)= (x-4) ' 4) () = x*+ 1; g(x) = 3x-2
5)f(x)=x" ; g(x) = x*~1 6) f(x) = (x+1) 15 g(x) = x/ (x-2)
7)f(x) = 0c+1) 1 (x-1) 5 g = 1/ % 8)f(x)=1/(x°~1);g(x)=x*
9) f(x) = x * - x; g(x) = x+5 10) f(x) = (1+x) *; g(x) = (*-1) *

RESPUESTAS L.E.

1) Dom f A Dom g = R ; (@) X*+x-6; (b) =*+x-4 ; (c) x>-5x%-x+5; (d) (x-5) / (x>-1)
Dom(f/g) = R — {-1;1}.

2) Domfn~ Domg=][0, »); (a) x”* + x*1; (b) x * - x>1; (c) x % ( x*+1);
(d) x */( x*+1); Dom(f/g) = [0, ).

1) Dom f ~ Dom g = [34) U (4, «) ; (a) [(x3)" (x4) + 1] / (x4);
(b) [(x-3)" (x-4) - 11/ (x-4) ; (c) (x-3)"*/ (x-4) ; (d) (x-3)"* (x-4).

2) Domf~Domg=R ;(a) x*+3x-1; (b) x-3x+3 ; (c) 3x°-2x*+3x-2 ; (d)(x*+1)/(3x-2)
Dom(fig) =R {2/3}.

3) Dom f~ Dom g=[0, »); (a) x "2 +x%-1; (b) x 2= X+ 1; (c) x “(x*1) ; (d) x %/(x*1);
Dom(fig) = [0, 1) U (1, «).

6) Domf~Domg=R -{1,2}; (@) 0+2x-2)/(x*x-2);(b) (-x*2)/(x*-x-2); (c) X/(x*-x-2);

(d) (x-2)/x(x+1).
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7) Dom f A~ Dom g =R -{0,1};@)0* +2x-1)/(x%-x);(b) x*+1)/(x*-x); (C) (x+1)/(x*-x);
(d) x(x+1)/(x-1) .

8) DomfnDomg=[0, 1)u (1, »).; (a) [1+ x "2(3-1)]/(x31); (b1 - x "20-1)1/(3-1);
(©) x Y21 (x3-1); (d) 1/ x 2 (x3-1).

9) Domf~Domg=R;(a)x*+5, (b) x-2x-5; (C) x* + 4x? —5x; (d) (x*-X) / (x+5).

10) Dom f n Dom g = {-1} U [1, «); () (1+x)" + (E-1); (b) (1™ - (<P*1); (c)

(1+x)(x=1) 7 ; (d) 1/(x-1) %.

COMPOSICION DE FUNCIONES

Definicion: Sean f y g funciones reales. La funcion (fog)(x) (se lee f
compuesta con g) es la funcion real cuyo dominio esta formado por los elementos

de x e Dom g tales que g(x) e Dom f, regla de correspondencia:

(fog)(x) = f(g(x))

Ejemplo 20:
Dado f(x) = vx; g(x) =x*+1; h(x) = 1/x

Hallar: (a) (f.g)(x);  (b) (9o0)(X);  (€) (fogoh)(x)

Solucioén:
(@) (g)(x) =flgx) = gx =

(b) (goN(x) = g(f(x)) = (f(x))* + 1= (Vx )+ 1= x+ 1
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(©) (fogoh)(x) = f(g(h(x))) = f(g(1/x)) = f(1/x* + 1) = %cz +1

En ocasiones es conveniente reconocer cuando una funcién es composicion

de dos o mas funciones, ya que esto nos puede facilitar su andlisis.

Ejemplo 21:
2 .

Descomponer h(x) = *~ en 2 funciones tal que h(x) = f(g(x

(x) 45x-3 q ) = f(9(x))
Solucion:

NoTA

hix) = x+2)* Existen muchas formas de
(x) = x-3 descomponer las funciones.

Debemos considerar la mas

2 conveniente segun el caso.

Seaf(x)=x" vy gx)=*"
x-3

+2 +2)"*
Luego f(g(x))=f(x—J = (x )
x=3 x=3
Sin embargo, es necesario destacar una observacién importante con el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 22:
Dado f(x) = 1/(* - 1);  g(x) =x™*
Hallar: (a) (fag)(x)  (b) (gof)(X)

Solucion:

(£,9)(x) = f(g(x)) = 1/(x - 1) (b) (goNX) =

x° 1

Dominio: x € (0,1) u (1, ») Dominio: X € (- ,-1) U (1,)
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OBSERVACION:  {f,g)(X) = (gof)(X); ¥y sus dominios también son distintos. Por
lo tanto la composicion de funciones NO ES CONMUTATIVA. Sin embargo, existe

un caso particular donde f,g = g.f que se considera en el siguiente punto.

EJERCICIOS PROPUESTOS I.F

Hallar las funciones compuestas:

(@) (g)(x); (b)) (@N(X);  (©) (9og)(X),

a partir de las siguientes funciones:

1)109 = x; g0 = ("
2)f(x) =x+1; g(x) = 1/x
3) f(x) = (x + 1)"; g(x)=x*-1
9= ©@—(x-17)2; g =x-9
59= " g =x+ 1

RESPUESTAS I.F.

@ x; (b)x; (¢) ()™

2) (@) (1 +x)/x;  (b) 1/(x+1); (c)x
3)(@)x%; b)x2+2x; (c)(x*—1)"—1

4)(@[9-(x* 103"; b)2x-1; (c)(x*-9)>-9

2_
x+3 (b x°=3x+6

; ; c)x+2
(x-1? x? —4x+4 (©)

5) (a)
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Determine las funciones que componen la funcién dada segln se requiera en

cada caso.

1) h(x) = (3x + 1)*; h(x) = (f.9)(x)

k)= (2-ax+7] 5 KX) = (heGel)(X)

o= -(] () = ()0
4 k() = ( 2x41) k() = (hagoN)(X)
5)k(x)= {1+ 2x-11] ; k(X) = (hogof)(X)

RESPUESTAS I.G
1) f(x) = x*; g(x) = 3x+1

3)f(x)=-x°; g(x) =3/ (x-1)

2) f(x) = X*-4x+7 ; g(x) = x> ; h(x) = -x *

5) f(x) = 2x -11; g(x) = 1 —x %; h(x) = x*

EJERCICIOS PROPUESTOS I.H
Hallar f(x) :

1) (gof) () =5-3x+x*;

2) (@) =1/(+1);

3) (@f) =% 3x*+3x—1;

4) (fo@)(x) = 9x" - 3x —1;

gx)=x*+x+3
g(x) = x* + 1
g(x) =x°
g(x)=3x+4

4) f(x) = 2x+1; g(x) = x *; h(x) = x°
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5 (@M= " : g(x) = x/ (C + 1)

2x2+2,
RESPUESTAS I.H
x-2;1-x 2) 1 /x 3)x-1
4) x* - 9x +19 5% 1;1/0¢ 1)

1.4. FUNCION INVERSA

Para el estudio de estas funciones es necesario aclarar antes el concepto de

funcién biyectiva:

Funcion Bi ectiva: es aquella que a cada valor del rango le corresponde un

valor de su dominio solo uno.

Es Biyectiva No es Biyectiva
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Para reconocer si la grafica de una funcién corresponde a una funcion
biyectiva, basta con trazar una recta horizontal. Esta debe cortar a la grafica una
sola vez.

Luego, solo las funciones biyectivas son las que poseen inversa, aunque en
ocasiones es necesario restringir el dominio de la funcién para que esta sea

biyectiva.

Ejemplo 23:

Sea f(x) = x°. Se puede considerar biyectiva solo si:
Dom f=x e [0, )

O bien,

Domf=Xx e {-x, 0]

Pero el dominio no debe ser todos los reales, pues dejara de ser biyectiva.

Definicion de Funcién Inversa:

Dos funciones f y g son inversas si y solo si:
a) Para cada x que pertenece al dominio de f, f(x) esta en el dominio de

gy (gof)(x) =x.

b) Para cada x que pertenece al dominio de g, g(x) esta en el dominio

de fy (fog)(x) = x.

8 @

La Funcion Inversa de f(x) se denota f (x). Evite este error:

£(x) = 1 /f(x)
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Para hallar la inversa de una funcién y = f(x) se despeja x en funciéon de y,

luego se intercambian las variables.

Ejemplo 24:

Hallar la funcion inversa de y = x®+ 1, compruebe que (f,f")(x)=(f'.H(x)=x.

Solucion:
Despejamos x en funcion de y: x=(y-1n"
Intercambiamos las variables: y=(x-1)"

De esta manera:
f(x) = x>+ 1 f(x) = (x - 1)"3
Si hallamos (f.f")(x):

(BF ) = [(x-1)"°P+ 1 = x
Si hallamos (f'.f)(x): (foF ) 00=(F ) (x)=x

(FTofx) = (¢ + 1-1)" =x

Grafica de la Funcion Inversa:

Esta se obtiene reflejando la gréafica de f(x) respecto a la recta y=x.
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Tomando como ejemplo la curva anterior se tiene:

f(x)

EJERCICIOS PROPUESTOS L.I.

Determine la inversa de cada funcién y compruebe que (fof")(x) = (f *f)(x)=x.

Halle la grafica de la funcion y de su inversa.

1)y = (x-5)° 2)y=1/(x1)
3)y=-(x+2)° 4hy= 5
5)y = ;+ x i 6)y = (1-x) / (14x)
RESPUESTAS L.l
1)x "™ +5; 2)(1+x)/x; 3)—x" -2

4) (13" 5) 32 — X + 1; 6) (1-x) / (14%)
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1.5 FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

DEFINICION DE FUNCION EXPONENCIAL:
Funcion Exponencial es toda funcion de la forma
f(x) = a*

dondea>0,a#1,y x € R

Graficamente:
Analicemos la gréafica de f(x) = 2%; g(x) = 5%; h(x) = 3%, donde a > 1.
Estas graficas tienen en comun las siguientes caracteristicas:

Dominio: x € R y=5% y=3"
y=2"

Punto de corte: (0,1)

Simetria: No hay

Asintota™ y =0

Y hallamos algunos valores:

(0,1)
3* 5.
119 1/25
13 1/5 NotaA

Observe que a medida
que la base aumenta la
funcion crece mas
rapido

" Se analizara en la Unidad II: Limites y Continuidad

89
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Sin embargo, si consideramos una base 0 <a < 1:

Ejemplos: analicemos las graficas de f(x) = (1/2)*; g(x) = (1/3)*; h(x) = (1/5)".
Caracteristicas comunes: y=(1/3)° y=(115)"
Dominio: x € R y=(1/2)* y
Punto de corte: (0,1)

Simetria: no hay

Asintota:y =0

Tabla de datos:

NoOTA
La grafica de f(x) = a” es

Crecientesi a>1
Decrecientesi 0<a<1

Ejemplo 25:

Estudie y realice la grafica de f(x) = 2 %3 - 1

Solucion:

Dominio: x € R

Puntos de corte: (0,7) y (-3, 0)
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Simetria: no hay
Asintota: y= -1

Tabla: ,
y=2¢

Otra forma de esbozar la gréfica es analizar y = 2* y las transformaciones tal
como se explico en el punto 1.2, trasladando la curva 3 unidades hacia la izquierda y

1 unidad hacia abajo.

EJERCICIOS PROPUESTOS I.J.

1. Halle el valor de x:

a) (125" 25=0 by 3%~ 4 ¢) 339" -3x g

2x-3
d)9*-44/33*"+1=0 )32 2,9X¥1_27 3 _245

3¥+37% 40
3¥-3 ¥ 41
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2. Estudiar y esbozar la gréafica las siguientes funciones:

a)f(x)=37-3;, b)fx)=2Mygx)=-2M  c)fix)= 3 x?

RESPUESTAS l.J.

1.

a)x=3/2; b)x=2;x=-2; c)x=1;x=-2/3; d)x=%,x=-%;
e)x=3/2; fix=2

2.

a) b)
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DEFINICION DE FUNCION LOGARITMICA:
Es la funcién inversa de la funcion exponencial. Es de la forma

f(x) = logpx

La grafica se obtiene reflejando y = a* con respecto a la rectay = x.

Cuando b > 1 Cuando 0 <b <1
Y =b* =p* VY
y Y=hb
Y=x Y = x
Y = logyx
X X

Y = logyx

Pro iedadesdefx 0 px:

A partir de la grafica podemos notar algunas propiedades comunes:
» Dominio: x € (0, « ). Los nimeros negativos y el cero no tienen
logaritmo.

> Parab > 1 es creciente, para 0 <b < 1 es decreciente.

> Tiene asintota vertical.
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Pro iedades de los Lo aritmos:

Para trabajar con logaritmos debemos dominar su forma exponencial:

Y -lo

Observa que un logaritmo no es mas que el exponente que al elevar cierta

base, genera un resultado.

Ejemplo 26: Llevar a la forma exponencial las siguientes expresiones:
a)logs25=2 5% =25

b) log 636 " = -2 6 2=1/36

Luego, si M y N son nimeros positivos, b > 0 y b # 1, entonces podemos

enumerar las siguientes propiedades :

1. logpyb MN=log,M+log, N

& &

2. logpbM/N=log,M-log, N

3. logyM¥=klog, M 1. log », (M+N) #log , M.log , N
2. logp(M-N)=logpyM/log, N

4. logob =1 g ( ) Jb Jb
3. logsM* = (log , M)

5. logp,1=0

" Se invita al estudiante/lector a demostrar estas propiedades.
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Cambio de Base: paraN>0,a>0,b>0,a=1yb =1, se tiene que:

logy N
log, b

LOg s N=
Ejemplo 27: Halle el valor de x en la siguiente expresion:
logg (x—6)+logg(x+6)=2
Solucion:
Aplicando las propiedades se tiene que:  logs(x* — 36) = 2

Luego: X*-36=8" —  (x+10)(x—-10)=0

Resulta x=10 ‘/ y X= -10.7(

Observa que no son validas las dos soluciones,  si sustituimos x = -10 en la
expresion planteada inicialmente, obtendremos logaritmos de nimeros negativos, los

cuales no existen.

Ejemplo 28:

Esboce la grafica de y = lo _
g y ds X -2 y X=

-0.6¢

Dominio: L 5 >0, luegox € (2, x) -0.86
X

Puntos de corte: (3, 0)

Asintota: x =2
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EJERCICIOS PROPUESTOS LK

1. Calcule el valor de x en las siguientes expresiones:
a) logiex +log ((x—4) — 7 b) log(3-x) -log(12-x) — -1
c)logyx+ 10g%(5x— 28) — 2 d) Iog,}l’z.x2 - logJ;(ZOx -9)—~ 2
e) logs(8x2+1)-logs (4x2-2x+1)=2
2. Demuestre que log,M.N log.M + log,N
3. Demuestre que logsM* — klogsM
4. Explique por quélogsb  1vylogs1=0
5. Halle el dominio, las asintotas, puntos de corte (si los hay) y esboce
la gréfica de:
a)y logbx3 b)y logd + c) y — loga(x?+x)-logax
6. Despeje x de las siguientes expresiones:
a) logx=-+[log(m + n) + log(m — n) — 3log(p + q) — 2log(p — ¢))
b) log.x — +[3log,a - 2log, bl+2log,c -2
c)logzx  +[3log,a + 1]-+[1 +log,3]
d) logzx=+[31log,(a — b) + log,(a + b) — 2log,a]
7. Sean las funciones f:R. - R/fix) logx (a>1)
g:Ry » Rig(x) logyx (0<b<1l)
Probar que para todo nimero real x, positivo y distinto de 1, se cumple que:

S0 -8 _

96



RESPUESTAS LK
1.2)8,b)2,¢)7,d) 4,4, e)4

5.a)y loggx3

by +Flog,(x+1)

o)y log,(x?+x)—log,x

_ (m+n)(m n)
R ) L

c)x

J6

P2a d) x

a ¢
b " m?

(a—b)}(a+b)
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FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS NATURALES:

Son funciones exponenciales y logaritmicas que tienen como base el nimero

g,esdecirr f(x)=e* y g(x)=logx=Inx (selee“ logaritmo neperiano de X')

RECUERDA QUE:

e es un ndmero irracional. Se obtiene de la

n
expresién 1+——] cuandon —
n

e= 271828182

Graficamente:

(0,1) Y=Inx

(1,0) X

Sus propiedades son las mismas descritas en funcion exponencial y
logaritmica. Sin embargo, existen infinidad de aplicaciones en las ciencias sociales,
econdmicas y naturales donde interviene el riimero e y la funcibn exponencial.

Algunas seran consideradas en el punto 1.6
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EJERCICIOS PROPUESTOS L.L

1. Esboce la grafica de las siguientes funciones:

a) h(x) = e*2 b)y e c)gx)=1-e~

dfx) In(x-4)  e)fx) =Inx

2. Calcule el dominio de:

a)y In(x+2) b)y 1+Inx c)y 4 *
d)y=In(x - e)y n(1*r)” Ny e +Ines T
1-x
_ al 2 3x
Y @+ 1) h)y — ekl +In(

3. Halle el valor de x:

a) en(i-x) =2x b) Ine~T 3
c) In(x?-4)-In(x+2)=0 d) In(x?2+x-2) = Inx + In(x-1)
X 4
4. Demuestre que In{ o =-In(x+ x —4)

5.Sif(x) e, demuestre que T h) - e2( eh -

99
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RESPUESTAS I.L

l.a)y e*? b) y =~
gy=l-e* d)y log,(x 4)
,
N
e)y — log x*

19
-5 L%*ﬁ

2.a)xe (=2,00) b)(0) R, e)(-1,1)  H[0,»)
-5y {1 b))

304, B8, 03, Dl
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1.6 APLICACIONES DE LAS FUNCIONES: MODELOS FUNCIONALES.

En la practica se utilizan las funciones para representar una aproximacion a

una situacion real, lo que resulta Gtil para la solucién de problemas.

En realidad, estas funciones son muy complejas por todas las variables que
implican, por ello es preferible elaborar modelos que involucren lo esencial: modelos

idealizados.

Antes de presentar algunos ejemplos de modelos es necesario definir los

siguientes conceptos:

0 BIENES: conjunto de dinero, fincas, inmuebles, valores mobiliarios, maquinaria,

etc., que posee una persona, institucion o empresa.

0 MERCADO: conjunto de los consumidores y productores de un producto o linea

de productos.

0 FUNCION DE DEMANDA (D(P)): relacién entre el precio de un bien o producto y la

cantidad que el consumidor esta dispuesto a adquirir a cada nivel de precio.
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Si consideramos el precio p de un bien y la demanda g del mismo, en un

sistema de coordenadas, la curva de demanda sera, por lo general, decreciente:

q (cantidad)

q = D(p)

NoTA

Observa que es decreciente, ya que
a medida que aumenta el precio de
un bien disminuyen las cantidades
demandadas. Légico, jno?

a FUNCION DE OFERTA (S(P)): relacion entre el precio de un bien o producto y la

cantidad ofrecida por los proveedores a cada nivel de precio.

Si consideramos el precio p de un bien y la cantidad ofrecida q del mismo, en

un sistema de coordenadas, la curva de oferta sera, por lo general, creciente:

q (cantidad)

Nora

Los proveedores pueden ofrecer
su producto a un  precio
determinado. Si el precio aumenta,
la cantidad ofrecida también
aumentara.
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0 EQUILIBRIO DE MERCADO (O PUNTO DE EQUILIBRIO): es el punto donde la cantidad
demandada es exactamente igual a la cantidad ofrecida a un mismo precio.

Graficamente es la interseccion de las curvas de oferta y demanda.

q =S(p) NoTa
q (cantidad)

La demanda y oferta son
dependientes del precio, sin
Exceso de Oferta embargo, en Economia es comin
" Escase =D encontrar los ejes invertidos. Es
qr - Beoeeereeeneeer P = D(p) decir, p en el eje vertical y q en el

eje horizontal.

P p (precio)

La demanda y la oferta determinan
conjuntamente el precio p* vy la

cantidad q* de equilibrio que se s :
intercambia en el mercado. - Antes del punto de equilibrio la cantida

demandada supera a la cantidad ofrecida,
por lo que hay ESCASEZ

Observando la gréfica se puede notar que:

- Después del punto de equilibrio la
cantidad ofrecida supera a la demandada,
por lo que hay EXCESO DE OFERTA

o INGRESO (I) : es el dinero que recibe la empresa por la venta de su producto.
Ingreso = (cantidad vendida)x(precio unitario)

I=qxp

a CosTos FIos (CF): no depende del nivel de produccidon. Este puede ser por

concepto de alquileres, maquinarias, etc.
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o COSTOS VARIABLES (CV): Son los que dependen del nivel de produccion. Es por
ello que cuando se habla de los mismos se debe especificar a que nivel de
produccién se hace referencia.

Costo Variable (x) = (cantidad de factor variable)x(costo unitario)

Cv=qgxc

a CosTO TOTAL (C): es la suma de los costos fijos mas los costos variables.

C=Cf+Cv

a BENEFICIO (B): es la ganancia de la empresa.
Beneficio = Ingreso - Costo

B=1-C

El productor estaria en equilibrio cuando el ingreso es igual al costo,

incluyendo en los costos el costo de oportunidad. Es decir, | = C cuando B =0

Las graficas de todas las funciones
economicas se analizan en el primer

cuadrante. ;Por qué?...

Ejemplo 29:

Las funciones de oferta y demanda de determinado articulo son
S(p)=4p+200 y D(p) = -3p + 480 respectivamente. Calcule el precio de equilibrio y
las cantidades de oferta y demanda correspondiente. Realice una representacion

grafica.
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Solucion:
Para hallar el punto de equilibrio se intersecan las funciones de Oferta y

Demanda. Simplemente igualando tenemos que:

q S (p)=D (p)
S(p)

4p + 200 = -3p + 480

480 p = 40, luego g= 360

(40, 360)
200
D(p)
160 p
Ejemplo 30:

Un fabricante puede vender cierto producto a $110 ¢/ u. El costo total esta
formado por costos indirectos fijos de $7000 y costos variables a $60 por c/u.
a) ¢Cuantas unidades debe vender para alcanzar el punto de equilibrio del
productor?
b) Sivenden 100 unidades, ; cual sera su beneficio?

c) ¢Cuantas unidades debe vender si desea una ganancia de $15007?

Solucion:

a) I(q) = 110q C(q) = 60q + 7000

= precio x cantidad
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Igualando Ingreso y Costo se obtiene el punto de equilibrio:
110q = 60q + 7000

q = 140 unidades

b) La utilidad o beneficio viene dado esta vez en funcidon de las cantidades,
ya que asi estan expresados el ingreso y el costo.
B(q)=1(q)-C(q)
B(q) = 110q — (60q + 7000)
B(q) = 50q — 7000

Cuando q = 100 unidades, B(100) = -$2000 Pérdida

c) Para obtener un beneficio de $1500:
B(q) = 1500 = 50q — 7000

g =170 unidades que debe vender.

Ejemplo 31:

A la Empresa Pativen le cuesta $ 8 producir una patineta. Ademas tienen
$200 diarios en gastos fijos.

a) Calcule el costo total de producir x patinetas

b) Calcule el ingreso por vender x patinetas diarias a $16.

c) Grafique y halle el punto de equilibrio del productor, e interprete.

d) ¢Cual es el beneficio de vender diariamente 20 unidades, 25 unidades y

40 unidades?. ; Qué relacién tiene con el punto (c)?
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Solucioén;

a) Costo = C(x) = 8x + 200 Costo por unidad + Costo fijo

b) Ingreso = | (x) = 16x

c)
p (precio) I(x) = C(x)
I(x)
C(x) 16x = 8x + 200
GANANCIA
x =25
200 (25, 400)
PERDIDA I(x) = C(x) = 400
X

Es necesario vender 25 unidades diarias para obtener el mismo ingreso que

costo. Es decir, en equilibrio.

d) B(x)=I(x)— C(x)
B(x) = 16x — 8x - 200 = 8x — 200
Parax=20 B(x)=-40 Pérdida: el costo esta por encima del ingreso.
(Observe en la grafica que esta antes del punto

de equilibrio)

Parax=25 BX)=0 En equilibrio.
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Parax=40 B(x)=120 Ganancia: el ingreso esta por encima del costo.
(Observe en la grafica que estd después del

punto de equilibrio)

Ejemplo 32:
Chocolates Savy vende cajas de bombones a Bs. 2000 cada una. Si x es el
nuamero de cajas producidas semanalmente (en miles), los costos vienen dado por

C(x)=100x* + 1300x +1000 en Bs. Determine el punto de equilibrio del productor.

Solucioén:
I(x) = 2000x vy C(x) = 100x? + 1300x +1000
Luego
1(x) = C(X) —> 2000x = 100x? + 1300x +1000
(x-2)(x-5)=0
X =2 o) x=5
Es decir, si la compafiia produce 2000 cajas semanales o 5000 cajas

semanales esta en equilibrio.

Ejemplo 33:

Toshobi Electronics produce radios grabadores a $2 por unidad y los vende a
$5 por unidad. Segln un estudio estadistico los consumidores compraran 4000
radios al mes a ese precio. Se estima que la demanda disminuira en 400 radios al

mes por cada aumento de $1.



Funciones y Gréficas 109

a) ¢Cual es el beneficio en funcion del precio de venta?
b) ¢A qué precio se obtendra el beneficio maximo?

c) ¢Cudl es el intervalo de precio en el que puede vender el producto?

Solucion:
a) Si consideramos x = nuevo precio de venta, p = precio de venta

actual y ¢ = costo de produccioén unitario, tenemos que:

B(x) = (nimero de radios)x(precio — costo)

Sin embargo seria un grave error escribir directamente:
B(x) = x(p-c)
Ya que estas variables dependen de ciertas situaciones que debemos analizar.

Luego, analizando cada factor:

Numero de radios = 4000 — 400.(x-5)

Representa el aumento
de precio a partirde $ 5
Precio — costo = x -2

B(x) = [4000 400(x-5)].(x-2)

B(x) = - 400 (x-2)(x-15) —>  B(x) = - 400x* + 6800x — 12000
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b) B(x) = - 400x2 + 6800x — 12000 es una funcién cuadratica cuya grafica

es una parabola.

Para hallar el precio que maximiza la utilidad es
B(x)

necesario hallar el punto maximo (mas alto) de

la curva, en este caso el vértice de la parabola.

El precio que da el beneficio maximo es $ 8,5.

Antes y después de este precio los beneficic

2 15 y Sonmenores (observe la gréafica).

c) Como la parabola corta en x = 2 y x = 15, el precio debe estar en el
intervalo 2 < x < 15, ya que fuera de ese intervalo no existe grafica en el

primer cuadrante. Matematicamente B(x) es negativa.

Ejemplo 34:

Movilven Telefonia Celular cobra a los consumidores una tarifa de Bs. 200
por minuto para los primeros 50 minutos y Bs. 150 por minuto para cantidades que
exceden los 50 minutos. Determine la funcidon costo en funcién de x minutos.

Calcule el costo para 40 min. y para 60 min.

*Este concepto se ampliara en la Unidad 1V
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Solucion:

Como esta funcion varia para x < 50 y para x > 50, es una funcidn por partes.

Para x <50 C(x) = 200x
Para x > 50 Cx)=C1+C2
e C1 es el costo de los 50
primeros minutos (x = 50).
e (2 es el costo de los minutos
que exceden a 50 (x-50)
Luego,

C(x) = 200.50 + 150 (x — 50)
C(x) = 2500 + 150x
Entonces,

200x si x<50
2500 + 150x si x>50

C(x) ={
Parax =40, C(x) =200 . 40 = Bs. 8000

Parax =60, C(x)=2500+ 150.60 = Bs.11500

Ejemplo 35:

Una caja de base cuadrada debe tener un volumen de 250 cm®. Para la base
y la tapa se utiliza un material que cuesta Bs. 2 por cm?, y para los lados cuesta Bs.
1 por cm?.

a) Exprese el costo en funcién de la longitud de la base.
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b) Si se dispone de Bs. 450 para cada caja, ¢se podra construir cajas de

100 cm? de base?

Solucion:

Es necesario hacer un dibujo que nos permita analizar el problema con

mayor claridad:

F—< —

— x —

Numero de lados 17 C-:-oé-to—pa? mZ

a) V=250=x%y y =250/ x?

C=2 2 x*+4 1. Y
W

/

i uales el i

C(x) = 4 X2 + 1000/x

c) C(10) = 4.10* + 1000/10 = Bs. 500

Necesita mas de Bs. 450 para construir cajas de ese tamaiio.

Ejemplo 36:

La suma de $100 son invertidos a un interés compuesto de 6 % anual.

¢ Cuanto tardara en incrementar la inversion a $150? NoTA:

Solucion:
Aplicando la ecuacioén:

P = Po(1+r)"

Interés Compuesto: P = Po (1+r1)"

Donde:
P = Capital
Po = Capital inicial
R = Intereses
n = n° de periodos (tiempo)

Se invita al estudiante a investigar
sobre esta ecuacion.
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150=100(1+0,06)"
n =log1,5/10g1,06 = 6,96

Es necesario, aproximadamente 7 afios para obtener $150

Ejemplo 37:
La curva de demanda para cierto articulo es 5p + 2q = 200 y la curva de
oferta es p=4/5q + 10.
a) Determine el precio y la cantidad de equilibrio.
b) ¢Cual sera el precio después de fijar un impuesto de Bs.6 por unidad?.
Determine el incremento en el precio y la disminuciéon en la cantidad

demandada referente al punto de equilibrio.

Solucién:
a) Demanda: 5p +2q =200 Oferta: p=4/5q + 10
Luego,
5(4/5q + 10) + 2q = 200 g =25y porlo tanto, p=30

b) El impuesto es pagado por el proveedor, por lo que debe ser considerado en la

funcion de oferta y la funcién de demanda permanece igual:

p—-6=4/5g+10 5p +2q = 200

se intersecan para hallar el nuevo punto de equilibrio, resultando
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C

q=20 y p=32

Entonces p aumenta Bs. 2 y q disminuye 5 unidades.

Ejemplo 38: (Problema de introduccion de esta Unidad )
El sefior Andrés es duefio de un edificio ubicado en el centro de la ciudad.
Cuenta con 10 pisos y 6 apartamentos por piso, disponibles para alquilar. El puede

alquilar todos los apartamentos si fija una cuota mensual de Bs. 200000 de alquiler.

Con un alquiler mas alto algunos apartamentos quedaran vacios. En
promedio se estima que por cada aumento de Bs. 10000 en el alquiler, un
apartamento quedara vacio sin posibilidad de alquilarse. ;Cual serd la cuota
mensual de alquiler que el sefior Andrés debera fijarse para obtener el maximo

ingreso?.

Solucion:
Designamos a x = n° de apartamentos vacios.
Ingreso = (alquiler)x(n° de apartamentos alquilados)
[(x) = (200000+10000x). (60-x)

I(x) = 10000.(60 — x) (20 + x) = 10000 (120 + 40x — x°)

Observa que la funcion ingreso resultd ser una parabola abierta hacia abajo,
cuyo vértice seria el punto maximo, que representaria el ingreso maximo en funcién

del nUmero de apartamentos que dejaran de alquilarse.
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V (20, 8000000) ,
es decir, quedarian x = 20 apartamentos sin alquilarse, y se obtendria un ingreso de

Bs. 8000000. (Se sugiere realizar la grafica y analizar en ella este resultado)

EJERCICIOS PROPUESTOS I.M

Resuelva los problemas que se plantean a continuacion:

1. Plastiven C.A. elabora un producto cuyo precio es de $ 25 por unidad. Cada
unidad le cuesta a la compariia $ 18 en gastos varios, y los costos fijos anuales son
de $250000. Si x es el numero de unidades producidas y vendidas durante el afio:
a) Halle la funcion de costo total.

b) Halle la funcion de ingreso total

c) Halle la funcién utilidad.

d) ¢Cual sera la utilidad anual si se producen y venden 100000 unidades al afio?

e) ¢Qué nivel de produccion lleva al punto de equilibrio?

2. El Instituto Paz y Alegria planea una rifa para recaudar $10000. Venderan 500
boletos para la rifa de un automovil que costara $12000. ;Cuéanto debera costar

cada boleto si se aspira obtener una utilidad neta de $100007?

3. Una agencia esta disefiando una campaiia publicitaria por television. Los costos

de desarrollo (costos fijos) son 150000 doélares y la agencia pagara 15000 dolares
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por minuto en cada spot de television. La agencia estima que, por cada minuto de

publicidad, se obtendrad un aumento de 70000 délares en las ventas. De esa cifra,

47000 dolares se utilizaran para cubrir costos de produccion de los articulos a

vender, y 15000 dolares es para pagar el minuto de publicidad. El resto es la

contribucion al costo y a la utilidad.

a) ¢Cuantos minutos de publicidad se necesitan para recuperar los costos de
desarrollo de la campafia publicitaria?

b) Si la compariia se sirve de 15 spots de 1 minuto de duracion, determine el
ingreso total, los costos totales (produccion y publicidad) y la utilidad (o pérdida)

total gue resultan de esta campafa.

4. La compania Venezuela Software tiene una computadora que utiliza para varios
fines. Uno de los principales costos es el desarrollo de software para llevar la
contabilidad de restaurantes y afines. El vicepresidente de sistemas de informacion
desea evaluar si es menos costoso tener a su propio personal de programacion o
hacer que los programas los prepare otra empresa especializada. Estima que los
costos de escritura de los programas seran de $1,25 por linea de codigo. Ademas,
los costos anuales indirectos del apoyo a los programadores ascienden a $ 15000.
El software preparado fuera de la empresa cuesta, en promedio, $2 por linea de
codigo.

a) ¢Cuantas lineas de coddigo por afio hacen iguales los costos de las dos

opciones?
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b) Si las necesidades de programacion se estiman en 30000 lineas por afio,
¢ cuales son los costos de ambas opciones?
c) Enla parte (b), ¢ cudl debe ser el costo por linea de codigo de los programas en

la empresa para que cuesten lo mismo?

5. Una empresa de equipo electrénico de alta tecnologia necesita un
microprocesador especial para emplearto en una microcomputadora que fabrica. Se
han descubierto varias opciones para satisfacer sus necesidades. Puede adquirir los
microprocesadores a un proveedor de $10 cada uno . También puede comprar dos
equipos automatizados y fabricar los microprocesadores. Un equipo cuesta $80000
y tendra costos variables de $8 por microprocesador. Un equipo mas automatizado
tiene un precio de $120000 y genera costos variables de $5 por unidad. Determine

las opciones de costo minimo para varios niveles de produccion.

6. Inversiones D’lokura C.A. estd estudiando la compra de un equipo que utilizara en
la elaboracion de un nuevo producto. Esta analizando tres maquinas. La maquina 1
tiene un precio de $100000, y el costo de fabricacion de cada producto se estima en
$25. La méaquina 2 cuesta $150000, con un costo de fabricacion de $22,50 por cada
unidad. La maquina 3 tiene un precio de $180000 y un costo de fabricacion de $21
por cada unidad. Determine los niveles de produccion en que cada maquina seré la
alternativa de menor costo. (Sugerencia: puede orientar su analisis a través de una

grafica de las tres funciones de costo).
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7. Un envase cilindrico puede contener 4n pulgadas clbicas de helado de

mantecado. El costo de construccion de una pulgada cuadrada de la tapa y base
metélica equivale al doble del costo del lateral en cartén. Exprese el costo de
construccion del envase en funcién del radio, si el costo del lado es 0,02 centavos

por pulgada cuadrada.

8. El Club Pequefio Libano busca recaudar dinero con fines benéficos recolectando
botellas usadas para entregarlas a una compafiia que las recicla. Desde que
comenz6 el proyecto, hace 80 dias, el club ha recogido 24000 kg. de vidrio. La
compafiia ofrece actualmente Bs. 1 por kg. Sin embargo, como las botellas se
acumulan con mas rapidez de lo que pueden reciclarse, la compaiiia planea reducir
en Bs. 1 cada dia el precio que pagara por 100 kg de vidrio. Suponiendo que el club
pueda seguir recogiendo botellas al mismo ritmo y que los costos de transporte
imposibiliten a la compafiia a hacer mas de un viaje, exprese los ingresos que el
club obtiene de su proyecto de reciclaje como una funcion del nimero de dias
adicionales que. dure este proyecto. Dibuje la grafica y calcule cuando deberia el

club terminar el proyecto de entrega para maximizar sus ingresos.

9. La compaiiia Inversiones D’lokura ha recibido un pedido del departamento de
recreacion de la ciudad para fabricar 8000 tablas de plastico para su programa de
natacion. La compaiiia posee varias maquinas, cada una de las cuales puede

producir 30 tablas por hora.
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El costo de poner en marcha las maquinas para producir estas tablas es de $20 por
maquina. Una vez que las maquinas se ponen en funcionamiento, la operacion es
automatizada y requiere de un solo supervisor de produccion que gana $4,80 por
hora. Exprese el costo de produccion de las 8000 tablas como una funcién de la
cantidad de maquinas empleadas que la compania debe utilizar para minimizar el

costo.

10. La afiliacién a un club privado de tenis cuesta $1000 por afio y da derecho al
socio a utilizar los campos de juego por una cuota de $3 por hora. En el club de la
competencia, la afiliacién cuesta $800 por afio y el uso de los campos cuesta $4 por

hora. Si s6lo se basa en el aspecto financiero, ¢a qué club se asociaria?

11. Las funciones de oferta y demanda para cierto articulo son S(p)=p-10 y

D(p)=5600/p, respectivamente.

a) Encontrar el precio de equilibrio y la cantidad correspondiente de unidades
ofrecidas y demandadas.

b) Dibujar las curvas de oferta y demanda en el mismo eje

c) ¢(Dénde corta la curva de demanda el eje p?, ¢cudl es la interpretacion

econdémica de ese punto?

12. Al enfrentar una fuerte sequia en cierta region, el gobernador fij6 drasticos
aumentos de la tarifa del agua para evitar su desperdicio. La tarifa mensual para

una familia promedio (de 4 miembros) fue de $1,22 por cada 100 litros de agua para
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los primeros 1200 litros; $10 por cada 100 litros de agua para los siguientes 1200
litros y $50 por cada 100 litros de agua de alli en adelante. Exprese el valor de una
factura mensual del agua para una familia como una funcién de la cantidad de agua

consumida.

13. Un comerciante puede vender 200 unidades de cierto articulo al dia a Bs.30 por
unidad y 250 unidades a Bs. 27 por unidad. La ecuacion de oferta para ese articulo
es 6p = x + 48.

a) Determine la ecuacion de la demanda para el articulo, suponiendo que es lineal.

b) Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio.

c) Determine el precio y la cantidad de equilibrio si se ha fijado un impuesto de
Bs.3,40 sobre el articulo. ¢ Cual es el incremento en el precio y la disminucion en
la cantidad demandada?

d) ¢Qué subsidio por unidad incrementaria la demanda en 24 unidades?.

e) ¢Con que impuesto adicional por unidad debe gravarse el articulo de modo que

el precio de equilibrio por unidad se incremente por Bs.1,08?

14. Si, para cierto producto, el precio por unidad es de $4, los consumidores
compraran 10000 unidades por mes. Luego, si el precio se incrementa a $5 por
unidad los consumidores comprarian 9000 unidades por mes. Con base en ello:

a) Suponiendo que la curva de demanda es lineal, encuentre su ecuacion.
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b) La ecuacioén de la oferta es:

32+ J si0 < q< 6000
2000

54 9 si6000 < q
5000

Encuentre el punto de equilibrio y la cantidad total gastada por los consumidores en

ese producto con el precio de equilibrio.

15. Motores Venezuela compra bandas importadas para el ventilador de su
automovil SkyVen al precio de $2,50 cada una. El gerente estd considerando la
posibilidad de fabricar sus propias bandas con costos fijos de $6000 al afio y un
costo unitario de $1,30. ;Cuantas bandas debera requerir al afio para justificar su

fabricacion por la empresa misma?.

16. Se lanza una nueva camara de video al mercado. Si su precio es de $1700 o
mas, no tendrd demanda. Por cada disminucion de $100 en el precio, la demanda
se incrementara en 200 unidades. El fabricante no esta dispuesto a considerar un
precio unitario de $500 o menos y ofrecera 1400 camaras al precio de $850 cada
una. Determine las ecuaciones de oferta y demanda suponiendo que son lineales.

¢ Cual es el precio y la cantidad de equilibrio?.

17. La agencia de viajes Vacaciones Inolvidables ofrece un paquete vacacional de
$500 por persona, en Orlando durante una semana, para grupos de seis 0 mas

personas, con un descuento del 10% de este precio a partir de la persona namero



O

Funciones y Graficas 122

12 en el grupo. Construya la funcién C(x) dando el costo promedio por persona en

un grupo de tamafo x.

18. Un granjero tiene 500 m de cerca con la cuél delimitard un corral rectangular.

¢ Cudl es el area maxima que puede cercar?.

19. Se observo que la razén de aumento de precio de cierta accién cambid entre el
principio de 1982 y 1987 de acuerdo a la formula R = 4(1,2)!, donde t es el tiempo en
anos a partir de 1982. ; Cual era el valor de la razén en 1987 (t = 5)?. Suponiendo

que se mantiene el incremento, ¢ cuando alcanzara la razén el valor de 20?.

20. Los costos fijos semanales de la empresa CKL por su producto son de $200 y el
costo variable por unidad es de $0,70. La empresa puede vender x unidades a $p
por unidad en donde 2p = 5 - 0,01x. ;Cuantas unidades deberan producirse y
venderse a la semana de modo que obtenga: a) ingresos maximos, b) beneficio

maximo?.

RESPUESTAS I.M.
1. a) C = 18x+250000, b) | = 25x, c) B = 7x-250000, d) $450000, e) 35714,28
unidades.
2. %44
3. a) 20, b) -$37500.

4. a) 20000, b) $52500, $60000, c) $1,5.
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5. Si la produccién es menor a 24 unidades se debe comprar a $10 por unidad. Si es
mayor a 24 unidades compre equipo mas automatizado.

6. Maquina 1 si x < 20000, maquina 3 si x > 20000.

7.C=0,08n (r* + 2r)

8. I = (240+3t)(1+0,01t); 10 dias.

9. C= 20x + 1280/x, 8 maquinas.

10. Asociarse al segundo club si se juegan menos de 200 horas de tenis, o al
primero si son mas de 200 horas anuales.

11. a) p = $80, q = 70 unidades., ¢) S(10) = 0, los fabricantes no suministraran

unidades a menos que el precio del mercado sea mayor a $10.

122x O0<x<12
12. ¢(x) <10x-105.36 12<x<24
50x -1065,36 X>24

13.a) p=42-0.06x;b) x = 150, p = 33; ¢) p; = Bs. 33,90, x4 = 135; d) Bs. 5,44;
e) Bs. 4,08.

14.a)p =14 —q/1000; b) q = 7500, p = $6,50

15. Debe requerir mas de 5000 bandas.

16. Demanda: p = 1700 - x/2, oferta: p = 500 + x/4; p = $900, x = 1600.

500 siB<x<12
17. ex) 450 + 00 six >12
X
18. 15625 m?
19. 9,95;t=8,8

20. a) 250 unidades; b) 180 unidades.
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1.7 MISCELANEA DE EJERCICIOS.

A continuacioén se ofrece una serie de ejercicios de repaso de esta unidad.

M Indique si los siguientes planteamientos son Verdadero o Falso. Justifique su

respuesta.

1. Si el rango de una funcién consta de un solo namero, su dominio también
consta de un solo nimero.

2. Lafunciéninversadey=f(x)=3esx=-3

3. Sif(x) y g(x) tienen el mismo dominio, entonces f(x) /g(x) tiene también ese

dominio.

i1

4. Elrangode y=e"" " es todos los reales.

o. Si la grafica de y = f(x) intersecta al eje x en x=c, entonces la grafica de

y=f(x+h) intersecta al eje x en x = c-h.

M Dado f(x) y g(x)

x?-3 )
si x<-3
|2x+1]+x
f(x):J'xz.}_Sl si -3<x<2 y g(x)z\/—)z.}_i
In(x -3) si 2<x<4
\C% s x2>4
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hallar, siempre que sea posible, las siguientes expresiones:
6. f(3); f(-1); /(0); f(7); f(e)
7. f(x+h); f(x*-a)
8. (fog)(x) ; (gog™)(x)
9. f'(x) en el intervalo (5, » )
10. [g(x+h)-g(x)] /h

11. (gof")(x) en el intervalo [2,4)

M Hallar el dominio de:

12.y = log [1-log(x*-3x+12)] + (x-1)"

[ 2+3 s x<-1
4 si x=-1
3. y= 1 ;
13. ¥y =1 s1 -l<x<?2
2X - +1
ex% si x=>2

M Analice las siguientes expresiones y esboce su grafica.

14. |x* -2x+7| < 3x ~- 8

15.y = Yo+ (x>~ 4)"* y su inversa.
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2x+1

x+3
3 si -2<x<0

sl x<-2

16. y \x2-3 si 0<x<3

x-2 si 3<x<5

In(x - 5) si x>5

.

M Resuelva los siguientes problemas:

17. Un fabricante produce réplicas pequefias de la Estatua de la Libertad. El
determina que el costo diario, en dolares, al producir n estatuas esta expresado por
C = n® - 120n + 4200. ;Cuantas estatuas debe producir cada dia para tener costos
minimos?. ;,Cual sera ese costo minimo?.

18. La compafia CKL tiene costos fijos totales de Bs. 100000000 y costos
variables totales igual al 80% de las ventas totales. ;A cuanto debe ascender las
ventas totales para obtener una ganancia de Bs. 40000000~.

19. Se va a utilizar una lamina cuadrada de hojalata para formar una caja sin
tapa cortando cuadrados de 5 cm en cada esquina y doblando los lados hacia
arriba. El volumen de la caja debe ser de 300 cm®. Cual es el area del cuadrado
original?.

20. Un empresario adquiere una maquina por Bs. 36500000, la maquina gasta
en promedio Bs. 6000 en mantenimiento y combustible. El operador que la maneja
cobra Bs. 9500 por hora y a los clientes se les carga Bs. 25000 por hora.

a) Halle las ecuaciones de Ingreso y de costo en funcién de t horas.

b) ¢En qué momento esta en equilibrio el servicio de la maquinaria?



La poblacion (en miles) de una
colonia de bacterias, t minutos después
de la introducciéon de una toxina, esta
dada por la funcioén:

2+7 t<5
f(t) =
8t+72 t>5

¢Cuando morira la colonia?

¢Por qué la poblacion debe ser de 10000
en algun momento, entre t=1 y t=7?
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2.1. DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION.

Antes de definir Limites aclararemos algunos conceptos:

a ENTORNO DE UN NUMERO
El entorno de un punto “a” es un intervalo abierto que puede contener a ese
punto.
En general, el entorno se representa como un intervalo:
N(a)=(a-05,a+ )

Donde 5 (delta) es un nimero positivo casi siempre muy pequeio.

El entorno se puede expresar en tres formas:
> Intervalo: N(@)=(a §6;a+ d)

> Desigualdad: N(@)a-d<x<a+3d
> Modulo N(@): [x—a] <d

Interpretaciéon Grafica en la Recta Real:

a-0 a a+o

A 7
~"

Entorno de a




@
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Entorno reducido: excluye al punto“a’.
Luego, el entorno reducido se define como:

N'(@)={x/a-86<x<a+35;xFa}
@ NOCION INTUITIVA DE LiMITE:

Cuando se habla de limite de una funcién en Célculo se refiere al valor que
toma esa funcién cuando la variable tiende a un valor, se acerca pero no toma ese

valor.

Ejemplo 1:

Consideremos la siguiente funcion:

2
x“—4x-12
f(x)=
x-6

No esta definida para x = 6, pero si buscamos los valores de f(x) para un

entorno reducido de x = 6, tenemos que:

6.1 8.
6.01 8.01
6.001 8.001
6.0001 8.0001
Si x tiende a 6 por la izquierda, Si x tiende a 6 por la derecha,

f(x) tiende a 8 f(x) tiende a 8
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Es decir, el verdadero valor de f(x) es 8 cuando x tiende a 6. Esto nos lleva a

la definiciéon de limite:

DEFINICION DE LIMITE:

Se dice que y = f(x) tiende al limite “L” cuando la variable x se acerca a“a”, si

a cada entorno N(L) le corresponde un entorno reducido N'(a), tal que:

limf(x) =L f(x) € N(L) x € N'(a)
X>a

[f(x)—L| <€ 0<|xal<d

donde € (epsilon) y ) (delta) son muy pequefios.

Volviendo al ejemplo 1, la interpretacion grafica seria:

X2 4x 12 (x—-6)(x+2)

f(x) =
) x 6 x 6

(6,8)
Luego: f(x) = x +2; x £ 6
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2.2. TEOREMAS SOBRE LIMITES.

a) limk=k parak = constante
X >a

b) lim (f(x) £ g(x) £ h(x))=Ilimf(x) £ limg(x) £ lim h(x)
X >a X >a X >a X >a

c) lim[f(x).g(x)]=Ilimf(x). limg(x)
X >a X>a Xx>a

d) lim f(x) / g(x) = lim f(x) / lim g(x)
X >a X >a X >a

e) limk . f(x) = k lim f(x)
X >a X >a

f) lim [f(x)] N= [limf(x) ] " paran € R. (Sin=1/kyk es par, lim f(x) > 0)
X>a X> a X>a

g) Si f(x) < g(x) para todo x en un intervalo abierto que contiene a a
(probablemente excepto en a), y los limites de f y g existen cuando x
tiende a a, entonces:

lim f(x) < lim g(x)
X>a x> a

h) Si f(x) < g(x) < h(x) para todo x en un intervalo que contiene a a,

(probablemente excepto en a) y lim f(x) = lim h(x) = L, entonces limg(x)=L.

X>a X>a X>a
(Este teorema se conoce como Teorema del EMPAREDADO)
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Valores infinitos e infinitésimos:

En Célculo, a menudo, se manejan valores que “tienden &’ cero o a infinito. Si

consideramos k como cualquier nimero real, se cumple que:

K+ o=+ K-oo=-w
K. =c(sik>0) K.ow =-0(sik<0)
00, 0 @, (-0) — ©
a0 + 60 = 0 /0 0y 1/0=c0

Algunas operaciones pueden resultar indeterminadas. Destacaremos los

siguientes casos de indeterminacion:

2.3. RESOLUCION DE LiMITES INDETERMINADOS:

Se presentan varios casos, segln la indeterminacion:

CAsO 1: Limite de la forma 0/0. (Verdadero valor)

Si x - a, existe en el numerador y denominador un factor (x-a) = 0.

¢, Cémo resolverlo? — Factorice y simplifique (x-a)
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CASO 2: Limite de la forma oo / .

Si lim

X —>

presentar tres casos:

1.m>n

2.m<n

3.m=n

1
ax" +a,x" " +a;x"

byx" +b,x"" +b,x"? +...

L 5o
L=0
L=a1/b1

2.

L donde m, n € R, se puede

¢, Cémo resolverlo? - Divida el
numerador y denominador entre le
variable x elevada a la potencia mayor.

CASO 3: Limite de la forma oo — o0,

¢ Como resolverlo? —

llévese a la forma 0/0 o o0 /o0 con aplicaciones de

algebra sencillas. Por ejemplo: multiplicar por la conjugada, si fuera el caso.

CASO 4: Limite de la forma (..

¢ Como resolverlo? — Llévese a la forma 0/0 o0 « / 0 , mediante operaciones

convenientes.
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CASO 5: Limite de la forma 1%.

ANTES DEBES SABER QUE...

¢ Como resolverlo? — kx P
et = Iim(1 + lim(1+ x)x
X—>0 X x—0
Sif(x) = 1y g(x) = « cuando x = a, entonces
im[£00)-1] g (x)
lim ) 199 = tim b+ (f(x) - )19 = tim (0900~ geoa
X—a X—>a X—>a

; : . x?2+3x 10
Ejemplo 2: Resolver lxl_gl . ix 6

Solucidn:
Primero se debe sustituir x por 2, para asi saber si es indeterminado
y de que forma:

.o x2+3x 10 _ 4+6-10 0
]jle x +x-6 + 0

Como es 0/ 0, factorizamos buscando simplificar (x-2):
. x243x 10 (x-2)(x+5) 7
Iy x-6 (-2)(x+3)

: . o 5x3 3xZ+1
Ejemplo 3: Resolver 11412 3x oy

Solucion:
Verificamos que es de la forma /0y que el mayor exponente es 3.

Luego dividimos numeradory denominador por x3.

1
lim 5x33x 3’5;+ =lim * o x 3xx Observa que £ - 0 (c es constante)
e me 5y AT

2633_ 3x2+1



(@)

Limites y Continuidad de Funciones

Entonces: 3 .
5 + , .
lim 3%} 3x*+ © - ®© -% — Este resultado es facil de
X~+0 3x 2x -2 4+ ©

obtener directamente. Basta con

analizar donde predomina la variable, pues alli predominara el .

3
Ejemplo 4: Resolver  lim . x
x—+1

Solucion:
Al sustituir x por 1 observamos que es de la forma 0/0.

Racionalizamos para factorizar:

T 3x +3 + 3x
paty 37 + 437 x+ +3x
—Ox2 -
lim (4x +5—9x?) + +3 lim Ox+5)(x-1) + +3 7

ol 2x+7 9) x4+ +3x  x 2x-1) x+ +3x

2
+1 +
Ejemplo 5: Resolver: lim 1x>
X~00 +

Solucion:

Note que el mayor exponente no esta explicito, debe considerar

el indice de la raiz.

Luego, se divide entre x?, con especial cuidado por las potencias:

135
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Al ser una potencia al cuadrado, x2= (x)2

2
X 1 X
(ET*ET*T) _ (TFO + 1)
%;Jr;l(;

lim
X000

4

Al ser raiz cubica, X2 ¥x®

Ejemplo6: lim «x

X000

+ ax X X

Solucidn:

Como es de la forma o« — oo, debemos llevarlo a la forma /0 0 0/0.

Multiplicamos por la conjugada:

lim ( x +ax x).(x+ax+x g

X—00

2 2
lim x4 +ax—x%+ bx
oo (0 + 4 x

8|8

(x+ax+x X

Ejemplo7: Resolver lim x2(x L + Ll )

Solucion:

Es de la forma 0.0, se lleva a o/ 0 0/0.

1£m x2(x2 +xl +x12 -1 )

8|8

lim 2x*

X—¥00

136
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Ejemplo 8: Resolver li x—23)*
jemp v m (m

Solucion:

ki x-=2 3x _ lim[%—-—l—%——l].&c _ limj-a_il-.h . 9
_ (£51)7 == e =€

EJERCICIOS PROPUESTOS LA

Calcule el valor de los siguientes limites

1. hm xﬁ aﬁ 2. lim ax + xX+a
R L ] - X+ xX+c
. x3+x2-21x-45 : )
3:1:25 x +6x +0x 41)(133) (x x +1 x%)
. + 2 . x a x+a
5. Iim 6. lim
x5 x-a
7.1im (ax" bx"1!) 8. lim
X—00 x—=3 X
9lim ¢ TTR WL 30.5im (¢ +2x
70 a+n e X
JT+=x
11, 1i 1 _ ) 12. 1i
pt (1_—x 1 im0
13.1im x( : +71r) 14. lim C+D(5%5 - 224)
X —00
+  + T
15.1im . 16. lim ( (n+a)(n+b)(n+c) n)
o0 n-0
17.lim *~ 16 18.1im ( n =n -n )
x—+16 [_2 n—0

137
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-2
19. lim 1 20. lim T
Z—00 + 27 p—32 p 1024
1+z+ T1=2
. 2 2)% . Q+h3 273
21lim & X 22.1
s (3 12x+16) 2D
: X T : 1 1
23'}:31 X+ 24. l,f(} (7?)( + 1)
) 3 _ 43 r 2
25 lim XA’ -X 2. 1im "
h-0 8
- n? 3n n3  2n? - 4
27'1,2,10(11 +4n T 4n +8n 5) 28'1:?21(S s 4)
29 1im X Xx+6 x +2x 3 30, 1im 2n 3m 4n  3n +1
X3 x Ax+3 noo 167 3n +4n -1
31. lim + 32, lim (L Fm0)" = )"
$—00 x-0
. w24 _ +x -3/Ix =3
33. lim ( %CX‘L 3 ) 1 34. Iim | log, x *
%0 X2 x+6  2y3x
JE+l
2 + x—1
35.1im log © 36. lim ( oo )
x-0 3X+ 2 X—00 3x2+ 2x
. REES (_2)x . +3 x+3
37.lim * 57 38. lim (££9)
- . x2=5x+6
39. 1;2)1 + 40. 1)3?21 5 1x + 20

41.lim x +4x x 8x+3 ] 2. imx( x +1 x)

X0 X0

. . X +
43.1 + 4 44. 1

fim [ x x ] m s

.2 - 3x2 44 P
45. lim 49 46. lim e
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47. lim x%=
x—1

49 tim 3
x-00 +1

51. lim (x — 1) =2

x-2
53.1im ( +x ~x)
55.5m T T°

x-0 +
57.1im  (x+2)(x 3) -x]
59.1im 213 ]"“

X0

RESPUESTA LA

1)3a, 2) EZ 23% ,
4)%, 5y 1

7, 8%

10)1, 11)co,

13)2, 14)a b,
16)¢t+b+c 17)32,

19)co, 20) |
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48. lim [ 213" ]jlr

x-0
s0.tm 127
521112‘/)7[ +x —x]
54. lim tx -3

56. lim ( x +1 x )

. 2x 2x
38. }gg[ + ]

60. lim xoqa

x—=a
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22)
25)3x2,

28) 4,

31)eo,
34)log, 34
37)10,
40) L,

43) - 2,
46)e 7,
49)1,

52) — oo,
55) %

58)e2,

23)- &,
26) 1

29) %,
3) mn(n m)
35)0,
38)e?,
41)6,
44) 1,
47)e2,
50) %,
53) %,

56)0,

59)e,

Limites y Continuidad de Funciones
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2.4. LiMITES UNILATERALES

En ocasiones podemos encontrar una funciéon que tiende a valores distintos
por la izquierda y por la derecha del valor a al que tiende la variable, e incluso puede
no existir el limite por uno de los lados.

Graficamente, se interpreta de la siguiente manera:

f(x) f(x)

lim f(x) = L limf(x)=1L

x—>a x—>a’

La relacion entre los limites laterales y el limite de una funcion vienen dada
por el siguiente teorema:

Suponga que un intervalo abierto contiene al punto a y que una funcion f esta

definida en todo el intervalo excepto, posiblemente, en a. Entonces:

lImf(x) =L < limf(x) =limf(x) =L
x—>a x—a  x—a’
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Ejemplo 9:  Averigue si existe el limite de f(x) cuando x tiende
a 1 por la derecha.

Solucion:

Observa que 1">1, por lo tanto
y " x-1>0
y el limite existe.

Si buscamos el limite cuando x tiende a 1 por la izquierda notamos que

1 <1 x-1<0 lim 7

x-1-

Luego

Ejemplo 10:  Suponga que f(x) = Iél— sixx0yf(0) 1.

a) Demuestre que lim Ij’ﬁl— 1 vy lim Ij’ﬁl 1

x-0* x—-0~

b) ¢ Cuél es el lim %l ?

x-0

Solucion:
a) Se debe analizar lo que sucede cuando x > 0 y cuando x < 0:

* Cuandox>0 = bl x - ) F 1

Luego, lim flx) 1

x—+0*



L@

Limites y Continuidad de Funciones 143

*

Cuandox<0 © k| —x - ) -1

Luego, lim f{x) — ~1

x-0~

b) Como lim f{x) #lim f{x), entonces lim f{x) A

X0+ x-0~ x-0

Graficamente podemos observar que son limites distintos:

x3+1 x <1
x+1 x>1

x-1

Ejemplo 11:  Calcular 1lim flx) si  f(x) {

Solucion:

En estos casos es necesario hallar el limite por la izquierda y por la derecha:

imx3+1-2 y limx3+1 2 = limx3+1-2
x-1- x=1+ x—1
3x 2 x < 3
Ejemplo 12: Calcular i si f(x)—
jemp hm /) M= 2 ni10 x>3

Solucion:

im =2 7y lim (2 -2x+10) 13

x3- x-3*
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Luego, lim f{x) #lim f{x) = lim flx) 3
x—=3~

x-3* x—3

Ejemplo 13: Calcule los limitescuandox - 0 , x - 0*,x - 1 ,x - 1%

x - 27,x » 2% etc. de f(x) = [x]

Solucion:

Si observamos la grafica de la funcion parte entera podemos notar que los

l[imites son distintos:

Iim [x] — -1 lim [x] O

x-0" x-0+

Calculamos los limites laterales... ~ m [x] 0 11}111 [x] 1
lim [x] 1 lim [x] 2
x-2- o2t
-1 x< 1
Ejemplo 14: Dada la funcion f(x) x2-1 1<x<2
7 2x x=>2

grafique y calcule a)lim flx), b) lim f{x)
x~2

x——1

Solucion:

2

144
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En la grafica podemos observar que no siempre existe el limite de una

funcion en un punto:

]im E::a: 3
£

b 2

Al calcular el limite debemos considerar el comportamiento de la funcién

tanto por la izquierda como por la derecha del valor al que tiende |a variable.

lim x2 -1 -3

lim -1 1
x——1- . x-2- :
) fmax 1 0 mf)2 b) Y7 g 3 ¢ IMAD 3
PR x-2+
x+a x < -1
Ejemplo 15: Si f(x) 2ax +b -1<x<1
b 3x x>1

Calcule los valores de a y b para que los limites cuando x—» -1 y x— 1 de f(x)

existan.

Solucion:

Recuerda que el limite en un determinado valor existe so6lo si son iguales

los limites laterales:
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Iim x+a -l1+a

x——1"

im 2ax+b —2a+b (= lta--2a+b= 0

x—-—-1%

im 2ax+b6 2a+5b

x—1-

limb 3x b 3 =2a+b b 3= ()

x—1*

Intersectando las ecuaciones (1) y (II) obtenemos:

a —% yb———lzl—

Ejemplo 16:  Calcule los limites laterales de f(x) 3 +2471r enx -0.
Solucioén:
2 2 Observa que 0" implica valores negativos de x
lim =lim

o0- 3+4F% - 344 3 Iuego,T}_— -

) Asi mismo 0" implica valores positivos de x
li =li 0
cor 3447 TG0 344e luego, O% o

EJERcICIOS PROPUESTOS ii.B

Para cada una de las siguientes funciones calcule el limite, si existe,
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cuando la variable tiende al valor indicado.

2. f(x)

3 x< 3
3. 1(x) X -3<x<3 x> 3 oy 3

x 1 x >3

X — x <5
4. (x) x> 64 5<x<8 x-5 y x-8

-16 x 8

2r+3 r<l
5 r 1 X
7 2r r>1

5. 1(r)

x2 4 x<?2
4 X 2 x = 2
4 x? x>2

6. f(x)

147
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2x+3 x<1
7. f(x) 4 x 1 x
x2+2 x> 1
b — 1] x< 1
8. f(x) 0 x 1 x—- 1
1 x| x> -1
x+1 x< 1
9. f(x) x? -1<x<1 x—--1 y x
1 x x> 1
X x<=-3
10. f(x) 9 x -3<x<3 x--3 y x-3
x +9 x>3
1. f(x) = [x] —x, x> 4
12f(x x x—0
2x +x
13f(X) 2% — x [x]a x—->0
14/x) [x]+[4 «x], x—-2
15.f(x) =3 + [2x 4|, x =2

2x+ 1+ [2x+1 +2x+1 . i

16 /(x) +

148



RESPUESTAS II.B

1) no existe 2) no existe, 3+
5)5 6) 0
9) no existe 10) 0, no existe

13) no existe 14) 3,

EJERCICIOS PROPUESTOS II.C
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3) 3, no existe 4) no existe, -16

7) no existe 8)2
11) -1 12) 0
15) 3 16) no existe.

Calcule los valores de k, a y b para que los siguientes limites existan en los

valores indicados.

x2—-1 x<3

1. f(x) — o 1 x>3 X-> 3
4x+k x<0

2ﬂx)_{kx2+2 x>0 70
2x—-a x<1

3. f(x) Bax+b 1<x<3 X—
4 b x>3

RESPUESTAS II.C

13, 2)2, 3)a -%bp -¢
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2.5 LIMITES Y ASINTOTAS: RECUERDA QUE

Una curva puede
tener varias asintotas

i verticales. (Revisa lo
0 LIMITES INFINITOS. ASINTOTAS VERTICALES: visto en la Unidad I)

Cuando se tiene que el lim f(x) = 0 implica que f(x) crece o decrece al
X —C

infinito cuando x se acerca a c¢. Luego, x = ¢ es una asintota vertical.

Silim f(x) =+ 6 limf(x) =- <, entonces f
X —>C X —C

tiene una asintota vertical de ramas conver entes:

Silimf(x)=+c ylimf(x)=-0 o
' X ¢ X ¢’

: viceversa), entonces f tiene una

asintota vertical de ramas diver entes.

Nota
Al trazar la grafica es
conveniente estudiar si
la funcién se aproxima a
la asintota por encima o

, por debajo de ésta.
0 LIMITES EN EL INFINITO. ASINTOTAS HORIZONTALES:

Cuando x — % o0, el limite de f(x) es L. Luego, y = L es asintota horizontal.

O LIMITES INFINITOS EN EL INFINITO. ASINTOTAS OBLICUAS:

Es de la forma y = mx + b donde: NOTA
Una curva puede cortar a
£(x) las asintotas horizontales
m=lim —— b =lim (f(x)—mx) Y oblicuas.

X —>+00 X X —>+0



Ejemplo 17:

Solucion:

Hallar las asintotas de y

Limites y Continuidad de Funciones

x?2+1

Analicemos todas las asintotas que tiene la grafica.

Asintotas Verticales: estas vienen dada por las raices del denominador:

x2 +1

Y ¢ D@E+D

x -1
{ X 1 son posibles asintotas.

Calculamos los limites laterales de la funcidon cuando x tiende al valor de

las raices:

: x2+1
D e+ 1)

: x2+1
Im ) e 1)

: x2+1
o D) e

- x2+1
Imoe D+

Observa que -1"+1=0",

+00 . " .
luego, el cociente es positivo , tiende a +w
Observa que -1%+1=0-,
—00
entonces el cociente es negativo , tiende a - ©
Observa que 17-1=0-,
(e 0]

el cociente es negativo , tiende a -

Observa que 17-1=0+,
el cociente es positivo , tiende a +

{
{
{
{

Asintotas Horizontales: hallamos el limite cuando x - oo de f(x).
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2 4] . Debe analizar si el cociente tiende a 1
por encima o por debajo de este valor.

2+l Cuandox — —0y X — o,
la curva es asintotica a y=1 por encima de ésta.

Asintotas Oblicuas: hallamos el valorde my b

: 1 x2+1 _
moim ey 0P
. T x2+1 _qo) =
fim () =) <lim (32 -0) =1
Luego, y 0x+1 1 eslamisma asintota horizontal.

Al estudiar la asintota cuando x— —w hallamos tambien el resultado y =1.

Entonces la Asintota Horizontal es una Asintota Oblicua de pendiente 0

xy-y x> 1-0
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x— 1

x— 2"

X ~0

Limites y Continuidad de Funciones

En la grafica puede notar que:

x 1yx -1son asintotas verticales de ramas divergentes

y 1 es asintota horizontal

Ejemplo 18:  Hallar las asintotas dey xix 2 5
Solucion:
Asintotas Verticales:
-1
x xi;.z_ 2 _x;)(x2+ 1) { xx , Posibles asintotas

Hallamos los limites laterales y analizamos el signo del resultado:

xz 2 _ : x2 -2
x DE+1) xl“_‘h ¢ D+ 7
x2 2 _ . x2 2
¢ Do) I e
Luego, asintotas verticales: x -1yx 2

Asintotas Horizontales:

x x 2 oo X

Luego. asintota horizontal: 'y 1

Asintotas Oblicuas:  en esta curva no hay asintota oblicua.
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Observa que la asintota horizontal corta a la curva en el punto (0,1).

¢, CoOmo es ese punto?.

Ejemplo 19  Hallar las asintotas de y — ;2xi—1

Solucion:
Asintotas Verticales:

3 x 1
Y ¢ Da+D) {x—l

. x3 _ : x3 _
ﬁf- Da+1) 7 ﬁﬁ-@-n@+u
: %3 L ) %3
M- Desn 7 e D+
Asintotas verticales: x--1yx-—1

Asintotas Horizontales:

e ]
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. 3 ) 3 3
xlir_noo x Dkx+1) ® }gg x D&+D ®

No hay asintotas horizontales

Asintotas Oblicuas:

Cuando x— o«

T 1 3
m =l Mo e ! b
b =lim (f{x) — mx) =lim (xx3 x) —lim (x3;)-c_3+x) -0
Cuando x— —w
. L 3 ~
m = lim im0 ” gy 71 b
b =lim (f(x) — mx) =lim ( x3 x) —lim (x3x X3 +x ) -0
Asintota oblicua: y X

y X

X

154

¢, Qué sucede en el origen de coordenadas

con la curva y la asintota.



EJERCICIOS PROPUESTOS II.D

Limites y Continuidad de Funciones

Hallar las asintotas de las siguientes curvas. (Esboce la grafica)

1. yx2=1
4.4
4.y —1 7

24
(O >

10y (x+3)4

138,y

x ~1

RESPUESTAS II.D

1. yx2=1

R T T

2.yx? +yx-2y x?

i

2.yx?2 +yx -2y - x2

.......

3.y x?
4
(x 2)3 6.y X +x-2
—4x 2
x +4 9.y x 2)
x2+2x~1 12,y x2—-6x+3
2% 15,y x2+x-10
Asintotasx 0,y 0
Asintotasx 1,x -2,y 1
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(x-2)°

c————

g

e m——
&

——

T —————

——————
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Asintotas: X—-2,Xx 2

Asintotas: x 0,y 1

Asintotas: x 2,y O

Asintotas: x=1,x -2,y 0

Asintotas: x 1,y 1



8.y

9.y

12.y

"“4x /""F
x +4
2
(x-2)
l {
I
;|
(x+3)* Doy
i
.
x242x 1
x2 6x+3
X
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Asintotas:y - 0

-
-

\ ;/” Asintotas: y 0,x-2
Vo
a
i
)
Vo
Asintotas: x -3,y O
/,x' / Asintotas: x—-0,y—-x+2
A
}.-" Asintotas: x 3,y x-3



Oy

13.y
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N )
Asintotas: X
Asintotas:
/”’——\\
>) ! - i
-~ Asintotas:x

. mmemc———

2
y X+7

1 1 3
T, Y Tx+ 7
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2.6. CONTINUIDAD DE UNA FUNCGION:

Continuidad, en un lenguaje coloquial, se interpreta como “sin interrupciones”.

Si observamos cada una de las siguientes graficas:

A y B) En A) lim f{x) ¥ lim fgx)
) y x>c X>C

EnB) limf(x)A4, fc) 7
X=>cC

) D

EnC) f(c)# lim f(x)
X ¢

EnD) f(c)= lim f(x) :
X —C L

La Gnica grafica que puede ser trazada de manera continua es la (D).

Entonces, para que una funcion sea continua debe evitarse los casos (A), (B) y (C).

o CONTINUIDAD EN UN PUNTO:

(1) f(c) esta definido

Sea f una funcion définida en un (2) Existe lim f(x)
X—>C
(3) lim f(x) =f (c)

X—C

.

intervalo que contiene a c.

Es continua en x=c si se verifica que:
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u CONTINUIDAD EN UN INTERVALO:

Una funcién es continua en un intervalo (a,b) si lo es en todos los puntos de

ese intervalo.

Una funcioén es continua en un intervalo [a,b] cuando lo es en el intervalo (a,b)

y ademas es continua por la izquierda en a y por la derecha en b.

Ejemplo 20: Determinesiy es continua en (0,3)

Solucion:

Observa que en el dominio x = 0.

<
= r—
.
.

Hallando limiteenx 0 - lim 7% — . Sin embargo, x 0 ¢(0,3).

x-0
Entonces, si es continua en ese intervalo.

Ejemplo 21:  Determine si f(x) );2 4 en el intervalo (1,3)

Solucién:
Como x 2 no esta definida en f(x) hallamos el limite para saber a que valor
tiende:

. 2
lim )gc 4
x—2

im CTDEED 4 pero f(2) 2

x+2
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4

y ’;2 4 : No es continua en (1,3)
1 3.
1
2
X - si x=1
Ejemplo 22: Determine si f(x) % i enx 1
3 si x 1

Para que sea continua debe ocurrir que lim f{x) = f{1) y ademas exista.
x—1

Enfonces:

);3_ —lim (x2+x+Dx-1) 3

y A1) 3

lim

x—1 x—1

Es continua en ese punto.

Graficamente:

x3 1 .
) {3x S.l X+ 1

Si x 1

Observa que el salto que se tiene cuando x+ 1 queda "cubierto” cuando f(1) = 3

161
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4 DISCONTINUIDADES DE UNA FUNCION. TIPOS:

Si una funcion es discontinua en x = ¢, entonces su grafica tiene un salto o
ruptura en ese punto. Sin embargo, el tipo de discontinuidad puede variar segun la

condicion que se deja de cumplir para que sea continua. (Véase la definicion de

continuidad).

Discontinuidad Evitable:

Se presenta cuando lim f(x) existe y f(c) no existe. Es evitable porque se
X »C

puede redefinir la funcion dandole el valor del limite: verdadero valor.

2
Ejemplo 23: Determine el verdadero valor de la funcién f(x) X 24 para
X

que sea continua en x = 2.

Solucion:

Es facil observar que en x = 2 no esta definida f(x)

Calculamos el limite de la funcién en x = 2:

2
iim X 4 _ lim(x 2)(x+2)

4 Para que sea continua se define f(2) = 4
x=2 X 2 X2 X



(@
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Discontinuidad No Evitable:

Puede ser de dos formas:

Discontinuidad de 1° Especie:

Existe lim f(x) y f(c)
lim f(x) = f(c)

X —=>C

Ejemplo 24: Determine si f(x) es continua en x = 1.

X 2 X =1 . . .
f(x)= 3 . 1 Observa que existe hrq f(x) y existe f(1)pero

limf(x) limx-2 -1

x->1 x—1
1£3
f(1)=3
Discontinuidad de 2° Especie: puede ser de dos formas
Con salto finito: » Existe lim f(x) y existe lim f(x)
X =>C X >¢"
e limf(x)= lim f(x)
X oC X —C
Con salto infinito: No existe lim f(x)
X —=C
y/o

No existe lim f(x)

+
X =C
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Ejemplo 25:  Analice la continuidad de f(x) { 3 « > 1

Solucién:
Debemos analizar la continuidad en x 1 donde probablemente no se
cumplan todas las condiciones:

lim2 2 lim3 3 luego:  lim flx) #lim f(x)
x~1"

x-1- x=1* x=1-

pero ambos existen.

Ademas, f(1) = 3.

Graficamente:

En este caso es discontinuidad de 2° especie, con salto finito.

Ejemplo 26: Analice la continuidad de f(x) — 'll—x

Solucion:
Esta funcion presenta una discontinuidad en x 1, ya que anula al
denominador.

Es evidente que f(1) 2 pero ¢ que sucede a la izquierda y derecha de x=17?
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Como no existen los limites, entonces es discontinuidad de 2° especie con

salto infinito.

Observa la grafica:

1 El salto es infinito ya que
7 x 1 es asintota

Ejemplo 27:  Estudie la continuidad de f(x) x2x 6)‘9+ 9

Solucion:

Factorizamos el numerador y denominador y buscamos las raices donde

posiblemente hay discontinuidad:

2 6x+9 x 3)? x 3
fog  * X9+ (x 3)(x+3) = {x 3

Analizamos si se cumplen las tres condiciones para que la funciéon sea

continua en cada raiz del denominador:
Enx 3 f(3)%

Buscamos el limite cuando x = 3
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, (x —3)2 . (x 3) Discontinuidad evitable
lim =lim 0 = .
=3 (x 3Dx+3) =3 (x+3) ya que el limite existe

Redefinimos la funcion dando a f(3) el valor del limite:  f(3)=0

Enx -3
Calculamos los limites laterales:

2 2
i x 3) . (x 3)
— (x E+3) 7 m e R+ )

Es discontinuidad no evitable de 2° especie con salto infinito.

2 3t t<?2

Ejemplo 28:  Estudie la continuidad de A(¢) 5 t 2
8—5¢ t>2

en t=2
Solucidn:

Estudiamos los limites laterales en t=2:

El limite es -2 pero h(2)=5

lim2 3¢t 2 lim8 5 -2 entonces, lim A(f) = h(2)
2

=2 2+

En ese caso se debe redefinir la funcion - h(2) -2
Asi, para que h(t) sea continua se reescribe

2 -3t t<?2
h(t) 2 t 2
8 5t r>2

Ejemplo 29:  ;Para qué valores de a y b es continua la funcion f(x) ?
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( x+1 x <1
f(x) < ax+b l1<x<2
L 3x X>2

Solucion:

Para que sea continua debe existir el limite cuando x - 1 y cuando x —» 2,

ademas de seriguales a f(1) y f(2) respectivamente.

f(x)

Cuandox— 1

mx+1 2 limax+b a+b a+b 2 ()

x=1- x~1*

Cuando x - 2

lim ax+b 2a+b lim 3x 6 = 2a+b 6 (I

X2 x=27*

Resolvemos el sistema de ecuaciones (1) y (II) y obtenemos que

a 4 y b -2

Pero ademas debemos hallar f(1) y f(2)

x+1 x <1

A1)

167
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4x 2 1 <x<?2 son iguales a sus limites.

f2) 6

3x X>2
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= CONTINUIDAD DE FUNCIONES COMPUESTAS

Teorema del Limite de la Com osicién de Funciones:

Si el lim g(x) = L y f(x) es continua entonces:
X —=C

_ Nora lim flg(x)] = fllim g(x)] = f(L)
Se invita a investigar X ¢
la demostracicn de
este teorema.

X —»¢C

Si g(x) es continua en c y f(x) es continua en g(c) entonces (fog)(x) es
continua en c.
Ejemplo 30: Demuestre que h(x) = [x? 3x + 6| es continua para todo
numero real.
Solucion:

Podemos escribir h(x) conmo una composicion de f(x)  |x] y g(x)
x2 3x+6,

como ambas son continuas para todo R , h(x) tambien lo sera.
Ejemplo 31:  Dado f(x)=x2 2x3+ 1x5yg(x) -

calcule el limite, si existe, cuando x 3 de (fog)(x).

Solucién:
Sabemos que f(x) es continua en todo R ya que es un polinomio, por lo tanto

no tiene restricciones. Debemos hallar el limite de g(x) cuando x — 3 :
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lin; Es de la forma 0/0, aplicando doble conjugada:
e+ 2x+2)( + 3

lim Vi

»3 (Bx—4x+3)( x+ +

Aplicando el teorema

limflg®)]  lmegl) | =A3) (3 -23V++EF) -

Ejemplo 32:  Estudie la continuidad de (fog)(x) siendo

1 0<x<5
f(x) : L>5 glx) 3x-1

Solucion:
f(x) y g(x) son continuas, por lo tanto, (fog)(x) deberia ser continua.

Demostrémoslo:
-1 0<3x 1<5 -1 5 <x<2
(fog)(x) { 1 3 155 (09K { 1 x>2

Hallamos los limites laterales cuando x - 2

lim -1 1 lim 1 1 luego, es continua

x-2- x-2*

Ejemplo 33:  Realice el bosquejo de la grafica de una funcidn con
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las siguientes caracteristicas:
a) Dominio en [-2, 2]

b) f(-2) =f(-1) =f(1) = f(2) 1
c¢) Discontinuaen -1y 1

d) Continua en -1+ y 1

Solucién: (Es necesario aclarar que existen muchas gréaficas con las

mismas caracteristicas.)

Delimitamos el dominio (a) en el plano
¥

-2 -1

Ubicamos los puntos (b)

Como es discontinua en -1y 1 (¢) ubicamos otras posibles imagenes

para esas abscisas

170
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Finalmente trazamos las curvas considerando especialmente donde hay

continuidad (d)

EJERCICIOS PROPUESTOS Il.E

Estudie la continuidad de las siguientes funciones.

(En caso de discontinuidad indique de que tipo es):

x2~-2x-3
x+2 x+3
3. f(x) 3x— 10 4 f(x) { 3 . 3
X x<1
4 8
5.6x) < 5 x 1 6/0x) { x x*l
2 3 x 2
X x> 1

2
7.£(x) { T x#0 8.g(t) [t+ 4]
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x 1 x<0
6.1 {m(r 1) t< 1 0 -2 x 0
) el t>1 : 3x2+1 0< x<l
—x+5 x> 1

11. f(x) E};—[ilﬁ 2/ [x-1]

Halle los valores de a, b y ¢ para que las siguientes funciones sean

continuas:
2 x< 1
13. f(x) ax+b < x<3
-2 x >3

16. f(x)
17. f(x)

18. f(x)

X x <1
15. f(x) ax+b l<x<4
2x x>4
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Limites y Continuidad de Funciones

ax?+x+2 x<1

f(X) bx X 1

l<x<4

Estudie la continuidad de h(x) = (fog)(x)

f(x) = x? g(x) = x-1

fx) =t ;g x2+5

f(x) = x? ;ogx)— o+

) & 5 g
0 x<0

f(x) ! >0 glx) x 1
3 x<3

f(x) 3 x> 3 glx) - 2x-4

Esboce la grafica de una funciéon que satisfaga las condiciones dadas:
Continua en (-0,2] y [2,00); limite cuando x tiende a 0 es 4,
limite cuando x tiende a 2- es -3, limite cuando x tiende a 2+ es oo;

limite cuando x tiende a 5 es 0.

Continua en (- o0, 0) y [0,00); limite cuaando x tiende a -4 es 0,

limite cuando x tiende a 0+ es 3, limite cuando x tiende a 0~ es -3;
limite cuando x tiende a 4 es 2.

Continua en (-,-3], (-3,3) y [3,); limite cuando x tiende a -5 es 2;

limite cuando x tiende a -3- es 0, limite cuando x tiende a -3+ es 4,
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limite cuando x tiende a 0 es 1; limite cuando x tiende a 3~ es 0;

limite cuando x tiende a 3+ es -5; limite cuando x tiende a 4 es 0.

RESPUESTAS IILE

1. Discontinuidad de 2° especieen x 1

2. Continua

3. discontinuidad evitable en x 0 -2, de 2° especieenx 5
4. Discontinuidad evitableenx 3

5. Redefinir la funcioén: f(1) = 1

6. Redefinir la funcion: f(2) = 4

7. Redefinir la funcion: f(0) = 1

9. Discontinuidad de 2° especie en x — 1

10. Discontinuidad de 2° especie en X - 0

11. Discontinuidad de 2° especieen x 1

13.a -1,b 1 14.a - -7
15.a -3,b 4 16. No existe
17.a 4,b -3 18.a -3
20.R 21.R

22. [-1,00) 23. (3, «)

24. Discontinua enx 1 25.R - {:27_
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2.7. TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO (O EL TEOREMA DE DARBOUX):

Si f(x) es continua en [a,b] y k es cualquier nimero comprendido entre f(a) y

f(b), existe al menos un numero c en [a,b] para que f(c) = k.

En otras palabras, este teorema asegura la existencia de al menos un namero
c en el intervalo [a,b]. De hecho, una funcidn continua pasa de un valor a otro

tomando todos los intermedios, sin saltos.

Por ejemplo:
y
f es continua en [a,b].
Para k existe mas de unac
k
en ese intervalo.
a b X

ClS Cz.

f no es continua en [a,b]. k —n\

Para k no existe ¢ en ese intervalo
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Ejemplo 34:  Enlafuncién fix) x* x?+x 2, demuestre que existe

f(c) = 4 en el intervalo [0,3]. Si es posible, halle el valor de c.

Solucion:

Como es un polinomio, sabemos que es continuo en el intervalo dado.
Aplicando el teorema del valor intermedio, hallamos f(0) y f(3):

A0) 03 02+0 2 2 A3) 3 32+3 2 19

Como f(c)=4 € [-2, 19], entonces existe.

Para hallar c:

fley ¢ 2+c 2 4 cd-ct+c 6 0 c-2

Ejemplo 35:  Enlafuncion flx) ff +tX | demuestre si es aplicable

el teotrema de valor intermedio para hallar c tal que f(c) = 7, en el intervalo [0,4].
Solucién:
La funcion f(x) X2 +x es discontinuaen x=1,yx 1¢€][0,4]

Por lo tanto, no es aplicable el teorema de valor intermedio para demostrar la

existencia de f(c) =7 en [0,4]
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Ejemplo 36: (Problema de introduccién de la unidad)

La poblacién (en miles) de una colonia de bacteria, t minutos después de la

introduccidon de una toxina, esta dada por la funcion:
2 +7 t<5
S -8t+72 t>5

a) ¢ Cuando morira la colonia?

b) Explique por qué la poblacién debe ser 10000 en algin momento entre

t 1yt 7.

Solucion:

a) Se debe hallar t para que f(t) = 0.
Cuandot<5 - 2+7 0 t A

Cuandot> 5 ~-8tr+72 0 t 9

b) Para utilizar el teorema de valor intermedio, es necesario verificar que f(t)

es continua en [1,7]:

lim 2 +7 32 lim -8¢+72 32

5" 15+
Luego, hallamos f(1) y f(7)

A 12+7 8 A7) -8x7+72~-16  (en miles)

Como 10 € [8, 16] entonces, debe haber 10000 en algin momento.
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EJERCICIOS PROPUESTOS IILF

A continuacién se indica una funcién f y un intervalo cerrado [a,b]. Determine
si el teorema de valor intermedio es valido para el valor k dado. Si se cumple

halle c tal que f(c) k

1./x) 2+x x* e [0,3] , k1
2.f(x) 25 en -+,3] ., k 3
4 . |
3. f(x) N en [-3,1] , k—
4. f Xt -4 2sx<l 2,3 ko1
(X) xz_l 15)(:53 en [_s] 3
Resolver :

5. Juan Carlos pesa 75,3 kg. a la edad de 20 afios. Utilice el teorema del valor
intermedio para demostrar que en algin momento pesé exactamente 55 kg.
6. Demuestre que la ecuacion x> —4x3 3x+1 0 tiene, al menos, una solucion

entrex 2yx=3.

RESPUESTAS II.F

1.¢c +(1+J/5) 2. ¢ 4

3. Discontinuaenx -2 4. Discontinuaen x 1.
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2.8 MISCELANEA DE EJERCICIOS.

M Indique si los siguientes planteamientos son verdadero o falso. Justifique s

respuesta.

1. Si p(x) es una funcion polinomial, entonces el lim p(x) p(c)
X=C
2. Si el lim [f{x) + g(x)] existe, entonces existen lim fix) y ellim g(x)
X~C xX—-C X—=C

3. Si f(x) < k para toda x y existe lim f{x), entonces lim f{x) < k

X=C X=C
4. Sif(x) = g(x) en toda x, entonces lim f{x) + lim g(x)
X=C X—=C
5. Si f es continua y positiva en [a,b], entonces 71— puede tomar todo valor

1 1
fiay ¥ fib)

comprendido entre

M Resolver:

6. De ejemplos de funciones tales que :

a) No exista ninguno de los limites Iaterales en x= 2

b) Existe el limite por la derecha de x — 2, pero no por la izquierda.
7. Demuestre que en x — 0, f(x) 3 x4 tiene una discontinuidad evitable.
8. Demuestre que si f(x) es continua en [a,b] , ¢ es cualquier nUmero de ese

intervalo y f(c) < 0, entonces existe un nimero k > 0 tal que siempre que

c-k<x<c+kentoncesf(x) <0



Limites y Continuidad de Funciones 180

x2+1
9. Calcule, razonadamente, el siguiente limite:  lim [ 4{4‘; 6x? ]

X—C0

10. Halle la relacién entre a y b para que:

lim [ 2X+a )™ gim [1- 3 ™

X=00 X—=00 +

11. Una funcién definida en toda la recta real es estrictamente creciente. ; Puede
deducirse que su limite en +x es +wo ?. Si la respuesta es negativa, justifique con
un ejemplo.

12. Demuestre que ax3+bx?+cx+d 0 tiene, al menos, una raiz real. (Utilice

el teorema del valor intermedio).

13. Trace la gréafica de una funcion que satisfaga las siguientes condiciones:
- f es continua en (-,-2) , [-2,1), [1,3] ¥ (3, )

-lim flx) 0; lim f{x) 4owo; lim fix) O0; im fix) -3; lim flx) o0;
x=0 x-1-

Xt X2 X2

lim flx) 2; lim f{ix) 4; lim flx) -1;lim f{x) O.
x—3- X3 x-5

x—=1*

14. Trace la gréficade fsifilx) - [1 x?]yxe [-2, 2]

a) ¢ Existe lim f{x)?

x-0
b) ¢ Es f continua en 07?
15. Un convenio laboral garantiza un incremento salarial del 9% durante 5 afios.

Para un salario inicial de $ 28500, el salario viene dado por S 28500 (1.09),

donde t O corresponde a 1995. Esboce la grafica de la funcién y estudie su
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continuidad.
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16. Una conferencia telefonica cuesta Bs. 1040 los 2 primeros minutos y Bs. 360

cada minuto adicional o fraccion. Escriba la funcion costo de una llamada en

funcién de t minutos y analice su continuidad.

17. El nimero de unidades en el almacén de una empresa es
N(t) = 25.(2[ 52 ]-1)
donde t es meses. Esbozar la grafica de la funcion y estudiar su continuidad.

¢ Cada cuanto tiempo debe reponerse la mercancia?.

18. Seaflx) x*—5x?+7x-9. Demuestre que existe un numero real a tal que
f(a) 100

I — 3] :
19. Seaf(x) { )lc_ sz. x ¢33 ¢ Es f continua en 37?. Explique.
St X

20. El costo en dolares para el gobierno, de aprehender un x por 100 de cierta

droga ilegal, a su entrada por la frontera, viene dado por C 52% 5;%800

cuando 0 < x < 100.
1) Calcular el costo para 25%, 50%, y 75%.

b) ¢ A cuanto asciende el costo si tiende al 100%7?.
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UNIDAD I

DERIVADAS

3.1. DEFINICION DE DERIVADA:

Antes de definir Derivada analizaremos el concepto de Recta Tangente:

Recta Tangente:

Es aquella que toca a la curva en un sélo  unto.

En la circunferencia:

Pero en una curva la pendiente de la recta tangente varia en cada punto.

P2 12 f(X)

L
Py

Observa que:

= | apendiente de la recta es constante en cualquier punto.
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= La pendiente de un punto P(x,y) de la curva varia y viene dado por la

recta tangente en ese unto.

LLa PENDIENTE es la direccion de la RECTA TANGENTE, a la curva.

Para hallarlo:
i( Si acercamos Q a P lo mas
y posible, la curva PQ se
y; aproxima a una recta.
X;l X2 X

Luego: PQ ~ Recta y su pendiente es

_ Ya=N
Mpq =
Xy X

Pero x,—x; = 0, es una variacibn muy pequefia, entonces:
Yo — Y =AY y Xa X1 = AX, luego m = Ay [ AXx.

Si AX -0 Ay — 0, entonces m= jim &
Ax—0 Ax

¢ Como hallar Ay en f(x)?

y = f(x); AY =Y2 Y4 Vo o e e
Ay

Ay = f(xz) — f(x1) 4

Ay = f(x + Ax) — f(x) CtAx .

Al sustituir queda:
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Ejemplo 1:

Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) = x* + 1, en cualquier

punto y en los puntos (0,1), (-1,2) y (1,2).

Solucién:
m= lim S+ 8x)=£(x) y f(x) =x*+1, entonces;
Ax—>0 Ax
2 2 2
S fle+raxf +1 22+ i XX AT
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
f(x)
En (0,1) m=2(0)=0,
m -1 m 1
En (-1.2) m=2.(1)=-2, 12) 2
m 0

En (1,2) m-2(1)=2

Ejemplo 2:

Hallar la pendiente de f(x) = 3x + 1

Solucion:

S 3(x+Ax)+1 (3x+1)___3

Ax—0 Ax

Es CONSTANTE, note que es una RECTA.
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DEEINICION DE DERIVADAS:

La derivada de una funcién en x viene dada por

P =m= fim /)= 70
Ax—0 Ax

Una funcién es derivable en x si existe su derivada en ese punto, y es

derivable en un intervalo (a,b) si es derivable en todos los puntos del intervalo.

NOTACION:  La derivada de y = f(x) se escribe de varias formas:

y‘=f(x) se lee “f prima de X’

dy / dx se lee “derivada de y con respecto a X’
O también:

d[f(x)]/dx Dily]
Ejemplo 3:

Halle la primera derivada de y = x* + 1:

Solucioén:

Aplicando la definicion queda: Desarrollamos el producto y
simplificamos

2 2 2 2
y = lim (x+Ax)"+1 (x"+1) _A +2xAx + Ax” + »

Ax—->0 Ax Ax
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Sin embargo, el proceso de derivacion por definicion suele ser largo y a

veces tedioso, por lo que es necesario conocer las reglas de la derivada.
3.2. REGLAS DE DERIVACION:

A continuacion se presentan las reglas que nos permiten derivar sin recurrir a
la definicion. (Estas provienen de la definicion de derivada, por lo que su

fundamento matematico es solido y se pueden demostrar.)

Siy = f(x), m es un numero racional y k es constante:
1. y=x" = y=mx™
2. y=k, = y=0
3. y=kx™" = y =mkx™
4. Siy=fx)xg(x)th(x) = [f(x)£gx)+xh(X)] =f(x)+gx)=+h(x)
5. Derivada de un producto:
y=u.v, siendou=f(x) y v=gx) = y=u.v+Vv.u

6. Derivada de un cociente:

y=" siendou=f(x) y v=g(x) = y =
v

Ejemplo 4:

Demuestre quey =u.v=y =U.v+Vv.u, siendo u =f(x) y v=g(x).
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Solucion:

Aplicamos la definicidn:

f(x + Ax).g(x + Ax)— f(x).g(x)

y= AleTO Ax Sumamos y restamos este
término para poder factorizar y
obtener una expresion similar a
la definicion
y = gim UG+ 80)gler ax) = glel e+ Ax)]+ [2(e) s+ Ax)— r(x)g )]
Ax—0 Ax
Factorizamos
v o i T Al 82)- () gl o+ 5)- (0]
Ax—0 Ax
Separamos las fracciones
o o+ a0)-g()], Lo+ ax)- 1)
= lind o T I LA

y = flx)g' x)+glx)/ (x)

Por definicion se obtiene
g’'(x) y f(x)



Ejemplo 5:

v'v Vu
1

2
v

u ,
Demuestre que y - = y=

A4
Solucién:

De nuevo aplicamos la definicién:

u(x + Ax) _ u(x)

y = lim v(x+ /\x) v(x)

Ax—0 Ax
v()aax + Ax) - u(x)v(x + Ax)
y' = lim v(x)v(x + Ax)
Ax—>0 Ax
y= lim (o + Ax)v(x) - u(e)v(x + Ax)

Ax—0 Axv(x)v(x + Ax)]

y = lim [u(x + Ax)v(x) - u(x)v(x)]— [u(x).v(x + Ax) - u(x).v(x)]

Ax—0 Ax[v(x)v(x + Ax)]

y = lim v(x)[u (x+ Ax) - u(x)] - u(x)[v(x + Ax) - v(x)]
e Ay{e)o(x -+ Ax)]

w(x) [ + Ax) - u(x)] u(x) [(x + Ax) - v(x)]
y = lim Ax Ax
a0 vxv(x + Ax)

. v(x).u'(x)—u(x).v’ (x)
’ b
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Ejemplo 6:

Hallar y’ si

(a+b)x"  a®+b?

p+q 2

b) y = (x+4)(x 95)

x> 5x+6
c) y=
x 3

Solucion:

Aplicando las reglas de la derivada segun el caso:

5

_la+bp" a*+b’

pPtq

a)

- n(a+b)x,,1
p+q

. (2x 5Kx 3)- x
x 3

\f

Derivadas
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Ejemplo 7:

Deducir una regla para la derivada de y = fx

Solucion

3.3. DERIVADA DE FUNCIONES COMPUESTAS (REGLA DE LA CADENA)

Siy =f(u)y u=g(x) entoncesy =f(g(x)) vy suderivada es

v , . dy dy du
=f1’(g(x)).g'(x), o bien = =
y' =f'(g(x)).g'(x) — d
Ejemplo 8:
u® 1
Siy 7, .y u=(*+2)", hallar dy/dx
u® +1
-2 04l LY
Solucion: ‘
d_y d_yﬂ 2u v 1(x2+2)_2/3‘(2x)
dx  du’ dx (u2+1)2 3

191
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dy 8 x*+2
@ como x?+ 2 =15 entonces

dx 3 (u2 +1)2

dy 8 ¥ x +2 8 X

de 3 2 2 3 2
(3 x2+2)+1) (3x +2)z x+2 (3 x2+2)+

Ejemplo 9:

Dadas las siguientes funciones, halle y’:
a)y - (x°+2)®

b)y - x*(x + 1)**

3x* 1
2x% +1

c) y-
Solucion:

Aplicamos la regla de la cadena:

a) y=(¢+2)%

y =203 +2)"°  =60x3(x* +2)"

3

Se derivay = u® y luego se multiplica por u

b) y - X2(X3 + 1)1/3
y = 2x(3 + 1)+ 1/30¢ + 1)%° 3x%.x°

yr - 2X(X3 + 1)1/3 + X4(X3 + 1)-2/3

192
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3¢ 1 Se deriva como un cociente sin olvidar |z
c) y= derivada interna

2 +1)-4x 1
(2x? +1f ol af 3

c_ 18x* +9x7 12x* +4x _ 6x* +9x% +4x

220 +1f 3x* 1 20x2+1f 327 1

3.4. DERIVACION IMPLICITA:

Cuando no es posible obtener y = f(x), o simplemente no es conveniente, se

puede obtener la derivada por medio de la Regla de la Cadena.

Ejempio 10:

Dada x®*—y?*+y*+1=0, halley:

Solucion:

Derivamos sin olvidar que x es variable independiente e y es una funcién de

3 2yy +3y°y =0
Despejamos y':

Y =-3x*/ (3y?- 2y)
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3.5. DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS:

Para hallar las formulas de derivacion de estas funciones debemos partir de

la definiciéon del nimero e:

RECUERDA QUE:
Derivada lo aritmica:
e lim 1+
n—yo n
Si y = Inx entonces y =
X
u'
Si y =Inu donde u - f(x), entonces y =
u
Derivada ex onencial:
Si y=¢e" entonces y =¢*
Si y=¢" entonces y =u.e"

Se  sugiere al  estudiante
investigar sobre la demostracion
de estas férmulas de derivacion.

Cuando la base es distinta al nUmero e:

Si y = logaX entonces y =1/ xlna

X

Si y=a entonces y =a’lna

Si y =x* entonces y' = X1 + Inx)
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Ejemplo 11:
Demuestre quesi y log.,x entonces v YI%{

Solucién:

Es apropiado realizar un cambio de base para obtener la funcion en base e:

Luego :
y log.x 113—2‘
y ml—a(lnx)’
] 1 1 1
Y Ta¥ xma
Ejemplo12: Dada y ¥ 24y 1 halle y':
Solucion:

Simplemente aplicamos las reglas de derivacion:

y ey In(x? 1)% e 2x 4 L In(x? - 1)

es derivada de x2-1

y/ (6)6 _ 2) e3x-2x + _%_ B 2x {

es derivada de 3x2-2x
Ejemplo 13: Dada y x>0 halley’”
Solucion:
Cuando tenemos una funcion elevada a otra funcion resulta mas practico

aplicar logaritmos neperianos:
y x2x+l

In y Inx2x+1
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Aplicando propiedades de los logaritmos

Iny (2x + 1)Inx

es un producto y debe ser derivado como producto.

Derivando en forma implicita:
!

L 2x+ 2+ DE

Pero y xx+l

Yy [2x+x+1)4 ]y

¥ [20nx+ Qx4 1) ]z

EJERCICIOS PROPUESTOS LA

Derive y simplifique utilizando las reglas de derivacion. (Si es conveniente

derive en formaa implicita)

1.

y  (x2+D)(x2-1)*

196



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Xy +3

(@ x)x
X

Xy?+x?ly 4

xPyd o1

X2 -xy+y? 6
(x+y)(2x-3y) 1

y X-2/x+2In(l+ /x)

y In[(1+e)? 1]-I[(1+e)7 +1]
y In + +x}
+x

y 4 lIn(x? a2)+~2q;ln(§+g

x2-xy+y? 4
ty y oy

e x+y

X’ y*

RespPUESTA lILLA

1.y

3.y

5Y

Gxd—x)(x? 1) * 2.y

a2

(@ x?)

1 6.y 4 y

Derivadas
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7.y Zi:?’

9.y —- 3)5226;2++93)T
wy 3
13,y Zx‘ﬁ
15y 11{;%

17.y —2(x +a2)*

19.y' y“_zj
21.y x+)1/—

14.y

16.y’

18.y

20.y

22,y

Derivadas

x(3a — 4x)
2b[(a - x)x]*

(1+e) 2

px—q
X —a

T1- x+y(4dy+2)

y(xIny - y)
x(yInx — x)

198
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3.6. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR:

Si se halla la primera derivada de una funcién y = f(x), y luego, la derivada de

la derivada, si ésta existe, se obtienen las derivadas de orden superior.

Se denota:
d
12 derivada y=fx)=
dx
d2
22 derivada y'=f'(x) =
dx
d3
3% derivada y'=1"(x) = f
dx
] ) div
42 derivada y'=fY(x) = P i}
* CulbADO
No confunda las
notaciones de
derivada y potencia:
dloy n) n
102 derivada Y19 = f10)x) = f(x) = f"(x)

dxlo r

derivada
potencia

n-ésima derivada y™ = f0(x) = ‘; f
X



Ejemplo 14:
Solucion:

y x2+x7?

Ejemplo 15:

todoordenenx b

Solucion:

Obtenga y”

de
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x2+1

Y x?
y 2x 2x3
y? 2+6x*  Derivandoy
Yy =24x73 Derivando y”

Demuestre que

Derivando sucesivamente

Ejemplo 16:

Solucion:
fx) Fx3
£t
Ejemplo 17:

Solucion:

Analice las derivadas sucesivas de f(x)

enx O
enx O
Hallar y  de

y — ax® + bx? + ¢cx + d tiene derivadas de

v 3ax?+2bx+c
Yy’ 6ax +2b
ylll . 6a
, A partir de aqui todas
ylv O

las derivadas son cerc

x3 enx O.

- f(O) 0

4

T 2

—

7'(0)

y 1
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Resulta mas practico expresarla como
y (1 )7
Derivando

yoo=ha 277 (-2)

—_——

derivada
interna

Yy EDE)A - 260)7(-2)?

Y =(-1)(2)(-3) (1-2x) ~* (-2)°

Observa como se relacionan los factores con el orden de la derivada:

—(n+1)
——

Y =(=1)(=2)(=3) (1 -2x) (2%

(-1)"n!
Luego,

y(”) (—1)"71!(1 _zx)—(n+l)(_2)n

EJERCICIOS PROPUESTOS lII.B

Halle la segunda derivada de:
Co1.h(s) s!Y3+2s2 2.g(z) — 3z+ 1)
v 38y x24x? - 4y (x2+9)2

SAH w1 62

6.Daday x2*73)  naar yw

Obtenga la derivada n-ésima de

201
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7.y + 8.y %ﬂ

— X

9.Daday” 4y/+3y 0  halleelvalordekparaque y e+ la
satisfaga.

10. Demuestre que y  (a + bx)e® satisface a y” — 2ky! + k2y — 0

11. Sea f(x) un polinomio de grado n. Demuestre que f®(x) 0 para k > n.

RESPUESTA lII.B

- _ =3/2
1) 27 415 207() G+ D
3" 2+6x* 47 9(x? +9)32
5.0 2(+2)(1 -1 6y —48(1 x)S

7.y® _ (=1D)plx-1 8y 2m!(1 —x)™!
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3.7. DERIVADAS DE FUNCIONES PARAMETRICAS:

Si las variables x e y dependen de una tercera variable, estamos en
presencia de dos funciones paramétricas, donde la tercera variable es un
parametro. Es decir, x = f(t) e y = g(t) son funciones paramétricas que dependen

del parametro t.
Si
x = f(t)

y=g(

Las derivadas vienen dada por:

Primera derivada

& Y
dx %t

Segunda derivada

dzy_ d dy du
dx*  du dx dx
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1
JE

Ejemplo 18: Hallar la ecuacion de la recta tangentex  J7,y ¢

en el punto dondet 4.

Solucioén:
Recuerda que la primera derivada es la pendiente de la recta tangente a la
curva.

Hallamos la primera derivada:

Luego

dy dyldt 27 + 71_

Hallamos los valores de x e y ademas de las derivadas ent 4:

EJERCICIOS PROPUESTOS lIl.C

Hallar la primera derivada de y con respecto a x:

1 1 2
1. A y (z+l)
2. X + Jf y ¥t
3 X e’ y e

3as 3as?
4. X 1+s Y +



u 1
+

Derivadas

Hallar la segunda derivada de y con respecto a x en el punto indicado.

6.  x—In(1+t2)

7. X

3+ 3t+1

ResPUESTAIIL.C

1. b
3. b
5 @
6.

y

y

t2

t3-3t+1

ent-0

ent 1

dy 1 J7)
(1 yi)t

dy  s(2-s3)
dx

1-2s

205
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3.8. DIFERENCIALES. APROXIMACIONES POR DIFERENCIALES.

Consideremos la funcién y = f(x). Por lo general, a una variacion pequefa de

la variable x le corresponde una variaciéon de y.

Es decir:
y Recordando la definicion de derivada:
y y = f(x)
T e o AN &
L Ay fix)= lim > -
A0 Ay dx
y2 .. PN
AX
: Es decir,
X4q X3 X
&y ~ & si Ax=0
Ax  dx
Asi surge la siguiente definicion:
Sea y = f(x) donde f es derivable y sea Ax un pequefio incremento arbitrario de
x. Entonces:
() La diferencial dy esta dada por dy = f ’(x).Ax
) La diferencial dx esta dada por dx = Ax
Observa que dy =f’(x) .dx
dy/dx=1f’(x)

La derivada se puede
expresar como el cociente

de dos diferenciales.
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Ademas, en las diferenciales se aplican las reglas de derivacion:

Seau =1f(x) y v=g(x), uyvsonderivables y c es constante. Entonces:

= d[cu]l=c.du
= dlutv]=du+dv
= d[u.v]~-udv+vdu

* d[u/v]=(vdu—udv)/V*

Por medio de diferenciales podemos calcular valores aproximados, errores

en mediciones y cambios porcentuales:

Ejemplo 19:

E! costo total, en miles de Bs., para fabricar g unidades de un determinado
articulo viene dado por C(q) = 4 g3 — 0,3 g° + 5q + 5000. Si el nivel actual de
produccidén es 57 unidades, estime cdmo cambiara el costo total si se aumenta el

nivel de produccién a 57,5 unidades.

Solucioén:

Segun nuestros datos
C(q)=4q%3-0,3qg%+5q+5000;q=57yAq=dq=0,5.

Luego:

d [C(q)] = C'(q).dq
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d[C(@]~(49® 06q+5).dq
Sustituyendo q y dq:

d [C(q)] = (4 (57)*~ 0,6 (57) + 5). (0,5)

d [C(q)] = 6483,4
Representa el cambio en

el costo si q aumenta 0,5

Comparemos esta respuesta con el resultado real de AC = C(57,5) — C(57)

C(57,5) = 257774,79 C(57) = 251234,30

AC = C(57,5) — C(57) = 6540,50

El resultado real se aproxima al

obtenido con el diferencial.

Ejemplo 20:
La medida del lado de un cuadrado da 15 cm. Aproxime el porcentaje de

error cometido al calcular su area, si el posible error en la medida del lado es

0,05cm. El error relativo estimado de un
medicion es
Error relativo=dy/y
Solucion:
I=15cm dl=0,05cm vy A=
Entonces:

Error relativo = dA/ A

A= (15cm)®= 225 cm® dA = 2.1.dl = 2.(15 cm).(0,05 cm) = 1,5 cm?
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Luego:
Error relativo = dA / A = (1,5 cm?) / 225 cm? = 0,0067

% de Error relativo = 0,67 %

Ejemplo 21:
La produccion de una industria es P(k) = 400 k" unidades, donde k
representa la inversion de capital. Estime el incremento porcentual que se generara

en la produccion a partir de un aumento del 1% en la inversién de capital.

El cambio porcentual estimado es

Solucion: Cambio porcentual = (dy / y) *100
Se tiene

P(k) = 400 .k"? dk = 0,01k
Luego:

Cambio porcentual de P = (dP / P)*100

dP = 200.k™"?.dc = 200 k*2.0.01k = 2. k"2 P=400.k"%

(dP /P)*100 = 0,5 %

Ejemplo 22:

La produccién diaria, en cierta fabrica, es Q(l) = 600 . 1 '

unidades, donde |
representa el tamano de la fuerza laboral en cientos de horas — hombre. Si
actualmente se tienen 900 horas — hombre, ;qué cantidad adicional sera necesaria

para incrementar la produccion en 8 unidades diarias?
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Solucién:
Se tiene

Q()=6001";1=9; dQ=8 ;dl=7?
Luego:

dQ=3001""dl dl = dQ/ (300173
dl = 0,08 Necesita un aumento diario
de 8 horas hombre.

EJERCICIOS PROPUESTOS D

Se calcula que el radio de un disco circular es aproximadamente 8 cm con
un error en la medicidbn de 0,06 cm. Use diferenciales para estimar el
maximo error obtenido al calcular el area de uno de los lados del disco.

Use diferenciales para estimar el crecimiento del volumen de un cubo si cada
lado cambia de 10 a 10,1 cm. ;Cudl es el valor exacto del incremento del
volumen?.

El costo total para un fabricante es C(q) = 0,1 g° - 0,5 g + 500 q + 200 miles
de Bs. cuando el nivel de produccion es q unidades. Si el nivel de produccion
aumenta de 4 a 4,1 unidades, ¢cual sera el cambio en el costo total?
Suponga que mide el radio de un circulo y resulta 12 cm. Si la medicion tiene
un margen de error del 3% ¢ qué tan exacto es el calculo del area?

Los registros indican que x ainos después de 1998, el impuesto medio sobre

la propiedad de una casa de 120 m’? en cierta zona de Caracas sera



10.
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T(x)=60x>? + 40x + 1200 Bs. Calcule el porcentaje en el cual se incrementaré
el impuesto sobre la propiedad durante la primera mitad de 2002.

Estime qué le sucedera al volumen de un cubo si la longitud de cada lado se
disminuye en un 2%.

Estime qué le sucedera al volumen de una esfera si el radio se incrementa
en un 1%.

Si la produccion es Q(x) = 400k"? unidades, donde k representa la inversion
de capital de la empresa. Estime qué incremento porcentual se generara en
la produccién a partir de un aumento del 1% en la inversion de capital.
Estime el mayor error porcentual que puede permitirse en [a medicion del
radio de una esfera, si se desea que el error en el calculo del volumen no
exceda el 8%.

(Problema de infroduccion de esta unidad). Se proyecta que, dentro de t
afios, la circulacion de un periddico local serd C(t) = 1002 + 400t + 5000.
Calcule la cantidad en la que aumentara la circulacion durante los préximos

6 meses.

RESPUESTAS D

1.1,5% 2.0,301 cm® 3. 50080 Bs.
4. 27,14 cm? 5. 6% 6. —6%
7. 3% 8.0,5% 9.+2,67%

10. 200
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3.9. MISCELANEA DE EJERCICIOS.

M Indique si los siguientes planteamientos son verdadero o falso.

Justifique su respuesta.

1. La pendiente de la tangente a la curva y = xX* + x es diferente en cada
punto de la curva.

2. La derivada de un producto es igual al producto de las derivadas.

3. Siy=x° entoncesy = 51"

4. Siexiste f(c) entonces f es continua en c.

5. Sif(x) = g'(x) para toda x, entonces f(x) = g(x) para toda x.

 Resolver

6. Demuestre que si x.y = k, donde k es una constante distinta de cero,

d’y d’x _ 4
a* dyt ok

entonces

7. La ecuacion de la demanda de cierto tipo de caramelo es px+x+20p=3000,
donde la demanda es 1000 unidades por semana cuando el precio unitario es p Bs.
Si el precio actual es de Bs. 25 y aumenta a razén de Bs. 2,5 por semana, ¢ cual

sera el cambio en la demanda?.
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8. Suponga que f(x) - 3x + | x| y g(x)=x/4-]|x|/3. Demuestre que no

existe f’(0) ni g'(0) pero si existe (fog) (0).

9. Sea f(x) = 2x® + x* —x + 1y g(x) = x° + 4x* + 2x. Use diferenciales para

estimar el incremento de (gof)(x) cuando x cambia de -1 a —1,01.

10. Dado f(x) = 2/ (1-x) , halle f"(x) para todo n entero y positivo.

11. Sea f(x) = X*  x*-5x + 2.
a) Encuentre las abscisas de todos los puntos sobre la grafica de
f tales que la tangente que pase por cada uno de ellos sea paralela a la
recta A (-3, 2) y B(1, 14).

b) Encuentre los valores de f'(x) en los ceros de f(x).

12. Se calcula que dentro de t meses la poblacién de cierta ciudad sera
P(t)=3t + 5t + 6000. ,A qué razén porcentual cambiara la poblacién con respecto

al tiempo dentro de 4 meses?

13. En determinada fabrica se elabora q(f) = t* + 50t unidades
aproximadamente durante las primeras t horas de una jornada de produccion. El
costo total de fabricar q unidades es C(q) = 0,1g* + 10q + 400 miles de Bs. Halle la
tasa a la cual cambia el costo de fabricacion con respecto al tiempo, dos horas

después de iniciada la produccion.
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14. Se estima que dentro de t afos la poblacién de cierta comunidad sera
P(t) = 10 — 20 /(t+1)* en miles. Un estudio ambiental revela que el nivel del
monoxido de carbono en el aire sera M(p) = 0,8 ( p2 + p + 139)"? unidades cuando
la poblacion sea p miles. ;A qué razdn porcentual variara el nivel de monodxido de

carbono con respecto al tiempo dentro de t afos?

15. Hallary” de y-—xln2<x+ l+x2)—2 1+x? ln<x+ l+x2)+2x

16. Hallary’” en (1,1) de x* + 2xy + y? —4x + 2y -2 =0

12

17. La media geométrica de x y x + n es g = [x(x+n)]"“ y la media aritmética

esa=[x+(x+n)]/2 Demuestrequedg/dx=al/g

18. Encuentre un polinomio f(x) de grado 2 tal que f(1) = 5, f(1) = 3 y
' (x)= -4.
19. Dibuje la graficade f(x) =4 - | x-2 |
a) ¢Esfcontinuaenx=27?
b) ¢Es fderivable en x =27

20. Dibuje la gréfica de f(x) si

x> +4x+2 X <-2

1- 4x - x° X >-2

o |

a) ¢Es fcontinuaenx=-2?

b) ¢Es f derivable en x = -2?
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UNIDAD 1Y:

APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

4.1. EXTREMOS EN UN INTERVALO:

La grafica de f(x) definida en el intervalo [a,b] puede tener varias
caracteristicas: intervalos donde es creciente y decreciente, puntos donde alcanza
el valor mas alto y donde alcanza el valor mas bajo, etc. Estos puntos son

precisamente los extremos de la funcion en ese intervalo.

Se define como Extremos
RECUERDA QUE... (C1 , f(cl))

El teorema de Valor
Intermedio  (unidad
1), garantiza la
existencia de f(c) =k
para c en [a,b] si f
es continua.

Relativos en un intervalo si:
y f(x) a)f(cy) es el maximo de fen [a,b] si

f (c4) > f(x) para todo x en [a,b]
| (c2 ’ f(cZ))

. | b)f(c,) es el minimo de f en [a,b] si
a 4 ¢, b

f(c,) < f(x) para todo x en [a,b]

A partir de lo anterior podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1: Teorema del Valor Extremo:

Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza un valor

maximo y un valor minimo en ese intervalo.
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Si observa la gréafica anterior puede notar que las rectas tangentes a f(x) en

los extremos son paralelas al eje x. Es decir, su pendiente es cero.

RECUERDA QUE...
Por lo tanto: Q

La pendiente de f(x) es f * (x).

Teorema 2:

Si f tiene un extremo relativo en ¢, entonces f’ (¢) = 0 6 f’ (¢) no existe.

El valor que toma x, es decir X = ¢, donde la funcion tiene un extremo se

conoce como numero critico. Luego:

¢ es Namero critico si existe f(c) y f(c) = 0 0 no existe.

Son extremos relativos porque

puede existir un valor de f(x) mas alto o Maximo
relativo

ma&s bajo en el intervalo, o en todo su

{ y - ()
dominio. :

[

Min'mo{

Si es el maximo valor o el minimo relagivo;
a ¢ 'ea'es € b X

valor, es un extremo absoluto
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Ejemplo 1: Hallar los extremos absolutos de y = f(x) en el intervalo dado
para
a)y=f(x)=x>-3x+1 en [-3/2,3/2]
b)y =|x| en  [3,3]
Solucioén:
7
(-1, 3) Max. +
a) y=f(x)=x>-3x+1 (372, 17/8)

- Hallamos los numeros criticos,
es decir, donde f* (x) =0
y =3x*-3=0
3(x-1)(x+1)=0
X1=-1 y x=1
- Hallamos f(xq) y f(x2):
f(xq) =f(-1) =3 f(xz) = f(1) = -1

Hallamos f(a) y f(b) ya que es probable

(1, -1) Min.

(3/2, -1/8)

Légicamente, el maximo y e minimo lo
identificamos con el mayor y menor valor de f(x)
en el intervalo, incluyendo los extremos del
mismo.

Sin embargo, para identificar correctamente los
puntos maximos y minimos necesitamos el
la segunda derivada,

criterio de que se

considerara mas adelante.

Jue los extremos absolutos estén en los extremos del intervalo.

f(-3/2)=-1/8 f(3/2)=171/8



b) y=|x en[-1, 1]

En la grafica se puede observar que

el extremo de la funcion esta en x =0,

pero si hallamos la derivada en x =0

vemos que no existe, ya que los

limites laterales no coinciden:

jim 10O M
X

x—0" X

En conclusién:

£(c)=0

0
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im TOO=10) |4
x—0% X 0

=~ Sif‘(c) = 0 entonces x = c es un
numero critico. (fig. Ay B)

~ Sif ‘(c)ﬁ entonces x = C s un

numero critico. (fig. Cy D)
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Para hallar los extremos en un intervalo cerrado [a,b]:

Halla los nameros criticos en el intervalo (donde f'(x) = 0 0 no existe).

Halla los valores de f(x) en los nimeros criticos.

Halla f(a) y f(b).

Compara los valores de f(x) obtenidos. Por lo general, el mayor valor es el

maximo, y el menor es el minimo.

Conociendo la definicibn de extremos relativos podemos enunciar los

siguientes teoremas:

4.2. TEOREMA DE ROLLE, TEOREMA DE LAGRANGE Y TEOREMA DE CAUCHY:

NoTA

0 TEOREMA DE ROLLE: Se invita al estudiante a
investigar sobre la demostracion

Si f(x) es: de estos teoremas.

(i) Continua en [a,b]

(i) Derivable en (a,b)

(iii) f(a) = f(b)

Entonces, existe ¢ que esta en (a,b) tal que f ‘(c) = 0.
J
F(c)=0:. Es decir, existe al menos un punto

........ f(a) = f(b
(@) = 1(b) en (a,b) de f(x) en el que la tangente es

1o 1g
b, paralela al eje x.
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Ejemplo 2: Razona si es aplicable el teorema de Rolle en

f(xX)=x? 4x+1 en [1, 3]

Solucion:

f(xX)=x2 4x+1 en [1,3]
Evaluamos si se cumplen las condiciones:
(i) Es continua, ya que todo polinomio es continuo en todos los reales.
(i 1x)y 2x 4 y existe en [1, 3]
(i) f(1) 2 f(3)

Luego, debe existirf'(c)=0 - fx) 2x-4 0 x 2

Observa lo que sucede en x  2:

Tangente horizontal

221



Aplicaciones de las derivadas 222

Ejemplo 3:  Aplicando el teorema de Rolle, determine todos los valores

de x en f(x) = (x - 1)(x - 2)(x - 3) en [1, 3], tales que la tangente a esos puntos

sean paralelos al eje de las abscisas.

Solucién:
(i) f(x) es continua en [1, 3].
(i) F(x) = 3x2 - 12x + 11,  existe en [1, 3]
(iii) (1) = (3) = 0

Luego, hallamos x para f(x) O:

3x2-12x+11 O - X2 6+ ~ 2,57, X1

En la gréfica:

fx) vy (x Dxx-2)*xx-3)

fixly=0
15 33

fix2)=10

En los puntos criticos, la tangente es horizontal.

~ 1,42
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L  TEOREMA DE LAGRANGE O TEOREMA DEL VALOR MEDIO (PARA DERIVADAS):

Es una generalizacion del teorema de Rolle:

Si f(x) es continua en [a,b] y derivable en (a, b), existe al menos un ¢ en (a,b)

tal que:
Es decir, existe al menos un punto y
Tangente
en ¢, en el que la recta tangente es
I Secante
paralela a la cuerda que pasa por los I |
I
|
puntos (a,f(a)) y (b,f(b)). l
b X
Ejemplo 4: Decida si el teorema de Valor Medio es aplicable en las

funciones dadas. Si es asi, halle todos los valores de ¢ en donde se cumple el

teorema.

a)f(x)=x*/3 en [2,2]

b)g(t)=t+ 1/t en -1, %]
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Solucion:

a) f(x)=x%/3 en [2,2]

Como es polinomio es continua y derivable en todo los reales.

Hallamos f'(x) : £ (x) = X2

Sustituimos los valores correspondientes en la expresion:

8 8
. f(b)-f(a) 2 3 3 4
f'(c —» X
©) b a 2 (=2) 3
Luego, x=2/3" o x=-2/3"
b)g(t) =t + 1/t en [-1,%]

g(t) no es continua en t = 0. Sin embargo, supongamos que no nos damos

cuenta de esta condicion y procedemos a aplicar el teorema:

gb)-g@ 1 T o 2

g'(©) b a t2 2 5

Luego, t no existe en el conjunto de los nimeros reales.
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Ejemplo 5:
José viajé 180 Km en 2 horas y asegur6 que nuinca excedio el limite de 80

km/h. Demuestre que mintié, usando el teorema de valor medio.

Solucién:

Tomamos como f(t) la distancia recorrida en el tiempo t, en el intervalo de 0
a 2 horas:

Luego:

H2)-10) iy 189K o6 kmin

fi(t
® 2 0 2h

En algdn momento debid exceder los 80 km/h.
o TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE CAUCHY:
Es una generalizacion del teorema de Valor Medio:

Consideremos dos funciones f(x) y g(x) continuas y derivables en [a, b]. Por

el teorema de Valor Medio se tiene que:

Enla,b] existe c, ela,b] talque f(c,) f(bb)—;(a)
En[a,b] existe c, e[a,b] talque g'(c,) g(bb)—g(a)

Luego, dividiendo miembro a miembro obtenemos :

Este teorema es de especial

f(c,) f(b)-f(a) importancia para la demostracion de
, ! la Regla de L’Hépital que facilita el
g'(c,) g(b)-g(a) célculo de limites indeterminados.

(Se estudiaré en el siguiente punto)
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EJERCICIOS PROPUESTOS IV.A

A continuacion explique por qué no se puede aplicar el teorema de Rolle a la
funcion en el intervalo dado:

1.fx) 2,% en [3,0]

2. f(x) x—zxg—l en [-1,1]

3.f(x) kx—2l+2 en [0,4]

En los siguientes ejercicios determine si es aplicable el teorema de Rolle a f
en el intervalo dado. Si no es aplicable indique por qué. Si es aplicable, halle
todos los valores de ¢ en el que se cumple el teorema.

4. f(x)=x2-2x en [0, 2]

5fx)=x| 1 en [-1,1]

6.f) ¥ T3 en [1,3]

En los siguientes ejercicios determine si es aplicable el teorema de Valor
Medio en el intervalo dado. Si es aplicable, halle todos los valores de ¢ en el

que se cumple el teorema.

7.6) T3 en  [1,4]

8.9x) T en [-+.2]



Aplicaciones de las derivadas

Resolver:
9. Sea p(x) = Ax? + Bx + C. Demuestre que para cualquier intervalo [a, b], el

valor ¢ segun el teorema de Valor Medio es el punto medio del intervalo.

10. Dada la funcion f(x) . Demuestre que en [2, 6] no existe ningun

numero tal que f'(c) 6) — 2) . Analice si contradice el teorema de Valor

Medio y razone su respuesta.

RESPUESTAS IV.A

1. Discontinua en x -2, ademas f(-3) = f(0).
2. Discontinuaenx 0O
3. No derivable en x 2.

4.7 (1)=0

)]

.No derivableenx 0

6. (-2+/5) 0

7. Discontinuaent 3

A7) =3

s}

227
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4.3. REGLA DE L'HOPITAL:

En la Unidad Il hemos visto como calcular algunos limites indeterminados,
sin embargo, hasta ahora no es posible calcular una importante cantidad de ellos, o
son calculados mediante procedimientos complicados. La regla de L Hopital resulta

una herramienta muy util, para calcular estos limites con mucha sencillez.

Luego:

Re la de L'HG ital:

Sean f y g dos funciones que cumplen con las condiciones del teorema de

Cauchy. Entonces:

Siexiste lim f(x) también existe lim f'(x) y ademas
Xx—>a g(x) x-a g (x)
Solo sies de la fim F(x) — lim f"(x) L
forma x>ag(x) x»ag'(x)

0/0 o o0 /oo

Esto se cumple ya que, cuando un limite del tipo f(x) / g(x) existe significa
que la relacion entre las ordenadas de las curvas y = f(x) e y = g(x) tiende a
estabilizarse. Igualmente, si existe el limite de f(x) / g’(x) , entonces, la relacion

entre sus pendientes tiende a estabilizarse.
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Recuerda que los limites indeterminados son de la siguiente forma

; ;0.0 17 0° 0

0
0

Pero la regla de L'Hépital s6lo es aplicable en las dos primeras formas que s
presentan. Para poder aplicar esta regla en otros limites es necesario llevarlos a la

formas 0/0 6 « /o por medio de algunos artificios algebraicos.

Ejemplo 6: Resuelva el siguiente limite:
lim *° 3x*+9% 27
x—+3 X 9
Solucion:
Debemos analizar la forma que tiene el limite:
x*-3x2+9x 27 0
2

)
ity 9

Antes resolviamos este limite factorizando y eliminando (x - 3), ya que
producia la indeterminacion. Ahora derivaremos numerador y denominador de

forma independiente
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Evita el siquiente error:
g lim x3-3x2+9x—-27 —lim
x-3 X 9 x-3

3x2 6x+9

im T iy 1)
Cagx) <o g(x)

No es derivar como un

COCIENTE

Revisamos si no hay mas indeterminacion y buscamos el resultado:

Nota:
Si la indeterminacién continua, se

lim 3¥* 6x+9 _16& 3 debera seguir derivando hasta que
%3 desaparezca la indeterminacion.

Pero suponga que olvidamos revisar si la indeterminacion se anulé
y seguimos aplicando la regla de L'Hopital:

lim 3x2 —6x+9 =lim

x-3 x—3

6x—6 12 6
=

Obtendremos un resultado FALSO.

Ejemplo 7:  Resuelva el limite:

lim e o e—bx
x>0

Solucion:

Revisamos la forma del limite y procedemos a derivar sies § 0 2 :

. ax —bx . —qp—ax —bx
lim € e _lim —ae ™+ be

x-0 x-0

230
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Como todavia existe la indeterminacioén, seguimos aplicando la regla:

lim —@e™™ +be™™ _. a*e™™ ble™ o’ b?

x-+0 x-0

Observa que en este caso donde el cociente esta formado por una
funcién exponencial y un polinomio, fue necesario derivar hasta reducir el
polinomio a una constante. Quizas es comodo tomar en cuenta este detalle
para agilizar la resolucion del ejercicio, pero no en todos los cocientes se

deben derivar hasta encontrar la constante (revisa el ejemplo 6).

Ejemplo 8: Resuelva el siguiente limite:

lim x(a* 1)

X—00

Solucion:

Este limite es de la forma « x 0, por o que debemos llevarlo a § o .

1)

1
. . ax
lim x(a* 1) =lim ( &
X—00 X—00 T
——
$-0
Luego, aplicamos la regla:
|
fm @D gy werMa
X-+00 T X—0 ;2—

Otra forma de resolverlo es aplicando un cambio de variable a partir

de Ia transformacion:

231
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im @ D
X~—+00 T
Sea t vlr SiXx> o , t=0 fuego:
t t {
lim @ =lim @=L _jim @lna _ 5,
-0 -0 t-0

Ejemplo 9: Resuelva el siguiente limite:
lim € te™
x-+0

Solucion:

Analizamos la forma del limite y encontramos que no hay

indeterminacion:

0 1

e’ + =
lim eX+e”* e 2
x—0

Pero, si olvidamos revisar la indeterminacién y aplicamos la regla:

0 1
e’ + =

. X -X . X X . X —X .

lim € 7€ =lim € € =lim ¢ t¢ =lim € 2

x—0 x—0 x-+0 x—0

Obtendremos un resultado FALSO.

Ejemplo 10: Resuelva el siguiente limite:

lim (x5 my)

x-+1*

Solucion:

Observa que es de la forma « — 0. Sumando las fracciones:

232
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: X 1 _yim XInx x+1 0
i GE o we) Py 8
Aplicamos la regla:
xlnx—-x+1 _y; lnx+ler—1

lim =lim
wie (0 Dinx s Inx+ (0 D)y

. . Inx + x4 . 1 1
lim xlnx =lim X =lim DX+ +
s X AXEX w1t Inx+xy +1 o BXT T
Ejemplo 11:  Resuelva el limite:

2
lim (x +e*) X

X020

Solucién:
Recuerda que por propiedad de los logaritmos y de los limites,

podemos expresar el limite de la siguiente forma:

2 2 . .2
lim (x + €)% =lim elnGe) ¥ ehn e X plim & InGeve)

X—0 X—00

Debemos resolver el limite del exponente. Es de la forma 2

o0

) . In(x+e¥) . liﬁi
lim % In(x+e*) 2 lim 2 lim *
X—00 X0 X—=00
- 1+e*r oy e* _opn er
M xrer A 4 e 2

Luego, el resultado es:

lim x+eX) X €2

X0



Aplicaciones de las derivadas 234

Si el limite es de la forma 00, 1® 6 ?

se puede reducira 3 o 2 considerandc sus logaritmos neperianos

EJERCICIOS PROPUESTOS IV.B

Calcule los siguientes limites aplicando la Regla de L’'Hopital:

1.lim +(1 x)

x-0

2.1im ( 4x +3x 1 2x)

X—00

3 3

. T —ax

3. lim X7 —47
x—a X7 azr

2x —x X

4. lim ¥

x—1

5. im x2e*

X——00

6. lim (1+7lr)x

X—00

7. lim x*
x—0+

8. lim ¥~ %%
xma JT — J@
. ax _ bx

o -

x—1

10. lim (£4)"

X—00

11. lim ( X +3x —x)

X—00

12. lim (3x+1)~*

x-0
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13. lim ¥
x—-0
14. lim x>
x—~1-
15.1im ¢ te*—~2x
x—0 X
16. lim (2 X)eT-x-2
x—0
17.lim | 1+
) x—0
18. lim @ —b*
x-0
~ 1
19'{31111 <e" e "’m)
20. lim 10(1 +4%)
x-0
RESPUESTAS IV.B
1 3
1) & 27
In(a/b) 5
D ineray  10¢
16)-+ 171

18)Ina —Inb

Aplicaciones de las derivadas

DL8),2%,

14)e 12 15)1

235
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4.4, CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO.

La pendiente de una curva esta dada por la primera derivada. Al comienzo de
esta unidad vimos como los extremos de una funcién se obtienen mediante la
primera derivada. Es decir, los extremos de f(x) estan en f(x) = 0 o en donde no

existe f(x).

Sin embargo, ¢qué sucede si f(x) existe y es distinta de cero?. Observa en la

siguiente gréfica:
REDUERDA QUE...

ro) lim, i};

£(x)>0
£ (x)<0

Luego, si definimos un intervalo (a,b) donde f(x) es continua y derivable se

tiene que:

» Sif(x) >0 para toda x en (a,b) es porque y crece cuando X crece.
Entonces f(x) es CRECIENTE en (a,b)

» Sif(x) <0 paratoda x en (a,b) es porque y decrece cuando x crece.
Entonces f(x) es DECRECIENTE en (a,b)

» Sif(x)=0 paratoda xen (a,b) entonces f(x) es CONSTANTE en (a,b).
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Para hallar estos intervalos se sugiere:

Hallar los nimeros criticos (donde f(x) = 0 o no existe.)

5

Definir los intervalos en la recta real, limitados por los nimeros criticos.

Estudiar el signo de f(x) en esos intervalos.

Ejemplo 12: Identifique los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

f(x) =y = x4 - 3x.

Solucidn
Hallamos f(x): f(x)=%x*-3
Buscamos los nimeros criticos: f(x) = 0; X=-2yx=2

Definimos los intervalos y hallamos el signo de f(x) en cada uno. Es

apropiado hacer una tabla para facilitar el analisis.

Intervalo f(x)  Conclusiéon De f(x) solo interesa el
I ‘ ' . signo, o si esigual a 0
(-0, -2) Creciente £ <0
£(x) >0 y(") L P(x) >0
——————————— o e
(-2,2) Decreciente = : . :

(2, ) Creciente

Tomamos cualquier valor
de prueba del intervalo

Observa que f(-2)=f(2)=0.
;Qué sucedeenx - -2y x =27
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Ejemplo 13: : Identifique los intervalos de crecimiento y decrecimiento

de f(x) =y = x*/ (x-1).

Solucion
Debes revisar todas las posibilidades:

Hallamos f(x) y los nimeros criticos: Cuando y’ = 0 y cuando y’ no existe.

Y =x(x2)/ (x-1* = y=0 —> X=0;x=2
—> VY no existe —> X=1
Luego, creamos la tabla en base a los intervalos dados por los nameros
criticos:
Intervalo _ x  f(x) Conclusién

(-0, 0) Creciente

) Observa que el numero
0,1) 0,5 Decreciente criticox =1esla
asintota vertical.

(1, 2) 1,5 Decreciente
(2, 0) Creciente
f(x) <0
=
Observa que £(0) =f(2) = 0. f(x)>0 f(x) > 0
¢ Qué sucede en esos
puntos?

f(x)<0
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Ejemplo 14: Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

f) =y=x"+ 1
Solucion
Hallamos y’ = 5x* Intervalo . ‘F(x) Conclusion
Cuandoy’ = 0; x=0. (-0, 0) Creciente
Creando la tabla obtenemos: ]
(0, ) Creciente

f(x) >0
a5
2 Es estrictamente creciente.
4 . .
Si una curva es estrictamente
f(x) > 0 creciente o estrictamente decreciente

entones es MONOTONA

Segun nuestro analisis, x = 0 es un punto critico.
Pero no es un extremo relativo, stendra alguna

otra propiedad?



EJERCICIOS PROPUESTOS IV.C:
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Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes

curvas:

1.y=2x"+3x2 - 12x

3.y=x+x"

5.y=2x(1+x) !

7. y=x(x* 6x 16)"

9.y=(x*"+1)x ?

RESPUESTAS IV.C.

Creciente en todos los reales.

4.y=0E=2x+1)x+1)"

6.y =In|1—x

8.y = 2"

10.y= (¢ 4)*°

Creciente en (-0, -2) y (1, ) ; decreciente en (-2, 1)

Creciente en (-w0,-1) y (1, «0 ) ; decreciente en (-1, 0) y (0, 1)
Creciente en (-, -3) y (1, «) ; decreciente en (-3, -1) y (-1, 1)

Creciente en (-, -1) y (1, © ) ; decreciente en (-1, 1)
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6. Creciente en (-1, 0) ; decreciente en (0,1)

7. Cecreciente en (-, -2) ; (-2,8) y (8, ©)
8. Creciente en (2, =) ; decreciente en (-0, 2)
9. Creciente en (-1, 0) y (1, ) ; decreciente en (-0, -1) y (0,1)

10. Creciente en (-2, ©) y (2, o) ; decreciente en (-0, -2) y (0, 2)

4.5. CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA. CONCAVIDAD.

Observa las siguientes graficas:
A.

£(x) >0

P> En los graficos Ay B las

curvas son crecientes.

Enlos graficos Cy D las £(x)<0

curvas son decrecientes.
Px)<0

Pero existe una diferencia importante en A'y B, a pesar de que ambas son
crecientes, lo mismo podemos decir de C y D. Esta diferencia esta dada por la

CONCAVIDAD, es decir, “sila curva estéa abierta hacia arriba o hacia abajo”.
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La CONCAVIDAD viene dada por la segunda derivada. Luego, en una

funcién f(x) continua en [a,b] y derivable en (a, b) se cumple que:

» Sif’(x) > 0 para toda x en (a,b) es Céncava hacia arriba.
» Sif’(x) <0 para toda x en (a,b) es Céncava hacia abao.

» Sif’(x)=0enx=c, es Cambio de Concavidad.

En este caso el punto donde se produce el cambio de concavidad se conoce

como Punto de Inflexion. Luego:

Punto de Inflexién:
Sea f(x) una funcién con una recta tangente en el punto (c, f(c) ), este es un
punto de inflexion si la concavidad cambia en ese punto. Con respecto a f’(c) puede

no existir o ser 0.

Para estudiar la concavidad de f se sugiere (de manera analoga a los
intervalos de crecimiento y decrecimiento):
- Hallar x = c donde f’(c) = 0 0 no existe.
- Definir los intervalos en la recta real, limitados por los puntos de inflexion.

- Estudiar el signo de f'(x) en esos intervalos.
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Ejemplo 15: Determine los puntos de inflexién y estudie la concavidad de

y=-x+3x* 2
Solucion:
Calcula ademas los extremos
Hallamos las dos primeras derivadas: relativos y analiza como es la
concavidad en cada uno.
y=-x>+3x* -2 f£2°(x) >0
y = -3x% + 6X
¥
y'=-6x+6 .

Cuandoy’ =0 o= Xx=1

Utilizando una tabla tenemos que: ‘ 3
i
(-0, 1) Céncava hacia .,
arriba f°(x)<0
(1, ) Concava hacia
abajo
Ejemplo 16: Determine los puntos de inflexion y estudie la concavidad
de y=0E+1)/(x*-1)
Solucion: RECUERDA QUE

Es conveniente simplificar fa primera
derivada antes de seguir derivando.
Hallamos las dos primeras derivadas.
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x2 +1

x? 1
y 2x(x?  1)=2x(x% +1) 4x
(x* 1) (x2 1)

4x2 12 2(x? 1).(2x).(-4x) 12x*+4

4 (x2 1 (x2 1)
¢Notaste que x =1y x=-1s0
valores que no pertenecen al
Observa que: dominio?, ;y que ademas sorn

. 1 i ?
Cuando y” no existe x=-1yx=1 asintotas verticales?.

No hay valores de x en los reales donde y’ = 0.

Creando la tabla tenemos que:

h €a o
o B

(~e0, -1) Céncava hacia
arriba
-1, 1D Céncava hacia
abajo
(1, ) Céncava hacia
arriba YS
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Ejemplo 17: Determine los puntos de inflexion y estudie la concavidad

3x° +40x°® +135x

de
270
Solucion
Antes de comenzar a derivar es conveniente simplificar la funcion,
obteniendo:

y=-x/90+4x3/27+x/2

Derivando:

y=x'/18+4X/9+ % y’ =-2x%/9 + 8 x/9
Cuandoy’ =0 X=0;x=-2yx=2

En la tabla:

Coéncava hacia
arriba

(-2,0) Codncava hacia
abajo

0,2 Céncava hacia concavidad y los extremos relativos.?
arriba

(2, ) Coéncava hacia
cabajo

Analiza, ;qué relacion habra entre la

NoTta

Los cambios de concavidad los
produce un punto de inflexion, pero
no todos los puntos de inflexion
generan cambio de concavidad.

Estudia como ejemplo y = x*
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Cuando se estudiaron los extremos relativos, se expresé la necesidad de
utilizar la segunda derivada para identificar de una forma mas segura los puntos

maximos y minimos. Ahora tenemos que:

Sif'(x)=0 y f” (x) <0 es Maximo relativo.

Tangente Horizontal y
concava hacia abajo

Tangente Horizontal y
concava hacia arriba

Sif'(x)=0 vy f"(x) >0 es Minimo Relativo.

Sif'x)=0 y f'"x)=0 es Inflexion horizontal.

Tangente Horizontal y
cambio de concavidad.

Sif’(x) no existe y f ’(x) no existe es, probablemente, Inflexion vertical.

Tangente  Vertical vy
cambio de concavidad.

NoTA

En este caso puede existir
una asintota vertical.

Esta informacién resulta muy atil para el estudio com leto de curvas que se

analizara en el siguiente punto.
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EJERCICIOS PROPUESOS IV. D

Halle los puntos de inflexion y estudie la concavidad de las siguientes curvas:

1. ¥y +12y-24=0 S 2 y=xt—12x% + 48x% — 64x
3. y=-3x"+5% 4. y=x*¥x-5)

5. y=x4nx ~6. y+xy—-x=0

7. 2xy—y—-x*+1=0 8. y=4(x-5)"+20(x-1)*
9. y=x(x+1)" 10.y = (1 + x°)e*

RESPUESTA IV. D.:
1. Cébncava hacia arriba en (-0 , -12"?) y (12" , »); céncava hacia abajo en
(-12"2,12'2)
2. Coébncava hacia arriba en (-0, 2) y (4, o); concava hacia abajo en (2, 4)
3. Coéncava hacia arriba en (-0 , -27%%) y (0, 2"); concava hacia abajo en (-272,0)
y (2%, )

4. Cobncava hacia arriba en (-1, 0) y (0, o); concava hacia abajo en (-0 , -1)

-3/2 -3/2)

5. Coéncava hacia arriba en (™, «); concava hacia abajo en (0, e

6. Concava hacia arriba en (-3, 0) y (3'2, »); concava hacia abajo en (- , -3"?)
y (0, 3"%)

7. Concava hacia arriba en (-0, -5/8) y (1/2 , ); concava hacia abajo en (-5/8,1/2)

8. Concava hacia arriba en (-0 , -12"%) y (122 | »); coéncava hacia abajo en
(-12'2,12"?)

9. Coéncava hacia arriba en (-1, )

10. Céncava hacia arriba en (-0, -3) y (-1, «); cdncava hacia abajo en (-3, -1)
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4.6. ESTUDIO COMPLETO DE CURVAS:

En la unidad | se analizaron graficas de curvas, pero en ese momento no se
tenfan todas las herramientas para realizar trazos de curvas mas precisos, por lo
que teniamos que conformarnos con bosquejos aproximados. Ahora es posible
hallar las asintotas oblicuas y profundizar en el estudio de las asintotas en general
(con la ayuda de limites visto en la unidad Il ), los extremos de una funcidn en un
intervalo, o en todo su dominio, y otras caracteristicas como su concavidad, por

medio de las derivadas.

Para realizar el estudio completo de una curva es apropiado hallar los

siguientes elementos:

o Extension. (Dominio y Rango).

0 Puntos de corte con Ios\ ejes de coordenadas.
o Simetria.

0 Asintotas.

O Puntos criticos.

a Gréafica.

También resulta util crear una tabla donde se pueda resumir, por intervalos,

las caracteristicas de la curva.
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Ejemplo 18: Realice el estudio completo de X%y —2x2 -y =0.
Solucién

Hallamos todos los elementos:

- Dominio:

Expresamos la curva como y = 2x?/ (x*-1) Todos estos elementos fan

sido estudiados anteriormente,

Luego, Dom:x e R—{-1,1} por lo que no se hace énfasis
en el procedimiento. Se
- Rango: recomienda repasar la teoria
anterior si se tienen dudas.
Y - Y 50 > Rgo:(-oo,O]u(z,oo)
y 2 y 2

- Puntos de corte con los ejes de coordenadas: (0, 0)
Simetria: con el ejey.

- Asintotas: ¢Coémo es la curva con
respecto a las asintotas?
A.V.x=1; x=-1 .
Calcula los limites
A.H:y=2 laterales y hacia * «.

- Puntos criticos:

2 Hallamos la primera y segunda derivada, y los valores
2x Yy Seg y
SO
X1 para los cuales no existe o es cero:
, 4x =0 si x=0 ; ynoexistesix=1,x=-1
y y
(x> 1?
o 12x%+4 y" = 0 para ningun valor de x ; y” no existe six=1;
(x2 1)3
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- Creamos una tabla con los intervalos limitados por los nimeros criticos:

o,

&gggﬁ%.usﬁﬁ"ég%

R TR
Creciente,

-1) 8/3 concava hacia arriba

No existe No existe Asintota vertical

Creciente,

- -1 -
(-1,0) /2 3/2 concava hacia abajo

Maximo
(0, 1) Y2 -3/2
No existe No existe No existe

(1,0) 8/3

Es importante conocer qué sucede
en los nimeros criticos.

- Gréfica:

Ubica las asintotas, puntos de corte, puntos criticos y toma en cuenta la

extension y simetria.

NOTA

o>

Debe existir concordancia
entre la grafica, la tabla y los
elementos hallados.
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Ejemplo 19: Realice el estudio completo de x?y +y - x*+ =’

Solucion:

- Dominio: xe R

- Rango: [-1, 1]

- Puntos de corte: (0, -1);(-1,0)y (1, 0)
- Simetria:  con el ejey.

- Asintotas: y=1

- Puntos criticos:

X 1 . 4x . 11247
2107 x+? 4 **+1)°
Luego, y =0 si x=0.
y’=0 si x=12" x=-12"
Tabla:

Decreciente.
Cocava hacia abajo
Decreciente
Inflexion
Decreciente
Coéncava hacia arriba
Minimo
Creciente
Coéncava hacia arriba
Creciente |
Inflexion 2
Creciente

Coéncava hacia abajo

(-0, ~1N12)
112 -11/13

(-1412,0) -1/10 -99/101

(0,1412) 1/10 -99/101
112 -11/13

(112, )

Identifica los puntos de
inflexién y observa los
cambios de concavidad.



Ejemplo 20:

Solucion:

y:

Dominio: x € R

Rango: yeR

Puntos de corte: (0, 16) .

Simetria: no tiene.
Asintotas: no tiene.
Puntos criticos:

3% 203+16

Luego, y =0 si

y'=0 si

y = 15x* — 60x°
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Realice el estudio completo de y = 3x° — 20x* + 16

(Corta varias veces a efe x pero, en este
efemplo, no es posible hallar estos valores sin la
ayuda de wuna calculadora. Tampoco es
necesario).

y’ = 60x® — 120x

x=0 , X=-2, X=2

x=0 , x =-1,41 x=1,41

- Tabla:

-2) 173

(-2;-1,41) -1,5 60,7
-1,41 55,6

(-1,41;0)

(0;1,41)
1,41 -23,6

(1,41;2) 15 -287

(2, 0) 205

Creciente
Coéncava hacia abajo
Maximo
Decreciente
Cédncava hacia abajo
Decreciente
Inflexion
Decreciente
Concava hacia arriba
Inflexién horizontal
Decreciente
Concava hacia abajo
Decreciente
Inflexion
Decreciente
Concava hacia arriba
Minimo
Creciente
Concava hacia arriba

200

100

-100

-200
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Ejemplo 21: Realice el estudio completo de x? —4y — 2x* =0

Solucion

Dominio: x e R {2, 2}.
Rango: yeR

Puntos de corte: (0, 0)

Simetria: con el origen.

Asintotas: x =2, x=-2,y=2x.

Puntos criticos:

y 2x® y 2x*  24x?
x* 4 (x? —4)?
Luego, y =0 si
Yy’ no existe  si
y’=0 si
y” no existe si
- Tabla:
(~o0; -3,46) -10,7
-3,46 -10,4
(-3,46; -2) -10,8
No existe No existe
(-2, 0) 0,7
(0;2) -0,7
No existe No existe
(2; 3,46) 10,8
3,46 10,4
(3.46; ) 10,7

3

. 16x3 +192x
(x? -4y
X =-3,46; X = 3,46
X=-2; X=2
x=0
X=-2, x=2

No existe

No existe

Creciente, concava hacia abajo
Maximo
Decreciente, concava hacia abajo
Asintota vertical
Decreciente, céncava hacia arriba
Inflexion horizontal
Decreciente, concava hacia abajo
Asintota vertical
Decrreciente, concava hacia arriba
Minimo
Creciente, concava hagia arina
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s
4 A
A4
! £
I s |
I , ,
4 2 | 2 4y
| s
| 2 J
1o
| Fs
4 ¢Has notado que la curva corta a
/‘I la asintota oblicua en (0, 0)?
1

Ejemplo 22: Realice el estudio completo de la curva y = 2x*®  5x*?

Solucion:

- Dominio: xeR

Rango: yeR

Puntos de cortes: (0, 0); (125/8 , 0)

Simetria: no tiene.

Asintotas: no tiene.

Puntos criticos:

y=2x" 5x*; y' = 10x*%/3 — 20x"%/3; y* =20x2%9  20x™%9
Luego, y =0 si x=0;x=8
y'=0 si x=1

Yy’ no existe si x=0



Tabla:

INTERVALD"
(=0, 0)

o, % -14

(1, 8) 6,2
-16
(8,x)
2

-5

10

-15

-20
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Creciente, concava hacia abajo
No existe Maximo
Decreciente, concava hacia abajo
Decreciente, inflexiéon
Decreciente, concava hacia arriba
Minimo
Creciente, concava hacia arriba

10

¢Coémo es la
concavidad en (0, 0)?.

Es decir, existe
maximos 'y minimo
cuya concavidad no
esta definida.

EJERCICIOS PROPUESTOS IV.E.

Realice el estudio completo de las siguientes curvas:

1.y°=x%6 x)
3y=x(C+7)"
5 X —xy+1=0
7.y (x*-4)-x*=0
9. xy—-2x+8

11.3x% +xy—2x+3=0

2.y?=x/(x-2)
4. -xy+4=0
6. y’=x.(x 3)?
8. xXy+y—4=0
10. y? = x> + 1

12.y=x* 2x°+ 1



13.y =3x* 6x?

15.y =x*/ (2x* - 8)

10.

13.

RESPUESTAS IV. E.

11.

14.

14. y=3x?® - 2x

Aplicaciones de las derivadas

12.

15.

256
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4.7. OPTIMIZACION:

Una de las aplicaciones mas importantes de las derivadas es el poder hallar
los valores maximos y minimos de una funcion. Esto es especialmente util si la
funcion tiene algun significado y se aplica a diversas como la fisica y la economia.

No hay una serie de pasos eficaces para resolver todos los problemas de

Recuerde los problemas

optimizacion, pero en general se sugiere: practicados en la unidad |

> Asignar nombres y simbolos a todos los datos e incognitas. Realice un
grafico si es posible.

> Plantee la ecuacion a optimizar. (A maximizar o minimizar).

> Determine el dominio de la ecuacion sujeto a las condiciones del
problema.

> Aplique los criterios de la primera y segunda derivada para hallar los
valores maximos y / o minimos. (Recuerde hallar el valor de la funcion en

los extremos del intervalo. Quizas el valor maximo o minimo esté alli).

Ejemplo 23
Encuentre dos nimeros reales positivos cuyo producto sea 100 y la suma de

sus cuadrados sea minima.

Solucioén:
Debemos asignar letras a nuestras incognitas: x e y por ejemplo.

Luego, x e y tienen una condicién: x.y = 100
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Y la ecuacion a minimizar:

x*+y*=M Donde M debe ser el minimo valor posible.

Pero ¢derivamos M en funcidon de x e y?. A este nivel no se tienen las

herramientas para ello. Entonces:

M= x% + y? e y=100/x

Sustituimos la condicion en la ecuacion a optimizar, para expresarlo en
funcion de una variable:

M = x2 + 10000/ x?

M =2x 20000/x® : M =0 si x=100 x=-10

Hallamos la segunda derivada para saber que extremo relativo es:

M” =2 + 60000 / x* observa que M” > 0 para cualquier valor de x.

10

Entonces, x=10; )
y ¢cPorqué se descarta

la solucién x =-10?
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Ejemplo 24

Demuestre que el rectangulo de perimetro P que abarca el area maxima es

s

un cuadrado.

Solucién:
Aqui conviene realizar un grafico, pero
T debemos demostrar que el resultado obtenido
y
J— sera un cuadrado.
X oo
En las demostraciones no debe asumir el
resultado pues se comete el error de asignar las
Conocemos el perimetro: variables de manera errénea, y no seria véalida la
demostracion.
P =2x+ 2y

Por ejemplo, si dibujamos un cuadrado, en vez
de considerar una variable para cada lado
diferente, se asignaria una sola variable y ya no
se justifica la demostracion.

Debemos optimizar el
area:
A=xy; y=P/2 X
Sustituyendo en el area:
A =x.P[2-x

A =P/2-2x ; A =0 si x=P/4

¢, Qué sucede con la segunda derivada?

A’ =-2 A” <0 para cualquier valor de x.

Entonces, x = P/4 ; y =P/4 Son iguales, es un cuadrado
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Ejemplo 25
Un campesino quiere cercar su terreno y delimitar alli dos corrales, uno
adyacente al otro, de 900 m? cada uno, como se muestra en la figura. ; Cuanto debe

medir x e y para utilizar la minima cantidad de cerca posible?

Solucioén:
Y
Los datos que se tienen se refiere a
area y la funcién a optimizar es el perimetro.
Como son dos corrales iguales:

Area: A=2.900m?=2x.y

L- 2x es la base del
rectangulo completo, al

Simplificando: x.y = 900 sumar las dos &reas.

La funcién a optimizar es:

Debes sumar Poxrdy

todos los lados

En funcién de una variable:
y =900/ x P =4x+2700/x
Derivamos:
P'=4-2700/x* P=0 si x=15(3)"
P” = 5400/ x° P” > 0 para cualquier valor de x > 0.
RECUERDA QUE...

Entonces, x=15(3)"* , y= 20.(3)1/2 X no puede tomar cualquier valor

en todos los problemas. Si se
refiere a distancia, siempre seran
valores positivos.
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Ejemplo 26
Una ventana gética consta de un semicirculo montado sobre un rectangulo.
Si el perimetro debe ser P, ¢ cuanto debe medir la base de la ventana y la altura del

rectangulo para que la entrada de luz sea maxima?

Solucion
Es conveniente expresar todos los datos en
funcion del radio del semicirculo y la altura del
rectangulo.
RECUERDA QUE:
h Luego, ]
En el circulo:
P=2h+2r+ar Perimetro; P =2nr
Area: A=qr?
2r A=nr?/2+2rh

Como se debe maximizar el area, lo expresamos en funcion de una variable:
h=P/2—-2+n)r/2
Luego,
A= /2+Pr—(2+n)rP=-2+n/2)? +Pr

A=-(4+m)r+P ; A=0si r=pP/(4+n)

Verificamos que sea el valor que maximiza el area:

A"=-4-7<0 No depende de x.

Entonces, r=P/(4+n) ;i h=P/(4+n)
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Ejemplo 27
Demuestre que, de todos los paralelepipedos de base cuadrada y volumen

conocido, el de menor superficie es el cubo.

Solucion
El volumen: V =x%
Area: A = 2x° + 4xy
y
Luego, el area en funcion de una variable (x):
P ¢ Obtendremos el mismo resultado
\( X si expresamos el area en funcién
de la otra variable (y)?.
x — — o2
A=2x+4V/x Compruébelo.
A =4x 4V /X A=0 si x-V"
Si halla A” observara que es un minimo.
Entonces, x = VB3 y=Vv" Es un CUBO

Ejemplo 28

Se va a construir una caja abierta (sin tapa ) con una pieza rectangular de
carton de dimensiones 2m y 3 m, cortando esquinas cuadradas iguales y doblando
los lados hacia arriba. Hallar las dimensiones de la caja de maximo volumen que se

puede construir.

Solucién
A diferencia del ejemplo anterior, debemos maximizar el volumen. Pero antes

es necesario ilustrar el problema:
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=X+
X
2 Doblando los lados hacia
arriba se tiene...
3m
El volumen es V- (B-2x)(2 2x)x=4x>—-10x?+ 6x
V' =12x*~20x+6 ; V=0si q=(5+7"%)/6 6 x,=(5-7"%91/6

Como se tienen dos posibles resultados, se debe verificar cual maximiza el

volumen:

V” =24x -~ 20 V>0 si x,=(5+7"%)/6 Minimo
V' <0 si x,=(5-7"%)/6 Méximo
Luego, las dimensiones son:

5+7"%16 ; @4+7"%13 ; (1+7"%13

Ejemplo 29

Dos postes de 15m y 20m de alto estan separados por una distancia de 21m
y se quiere unir sus extremos por un cable que debe tocar el suelo en un punto
entre los postes. Ubique el punto en donde el cable debe tocar el piso para que su

longitud sea minima.

Solucion

Realizamos un dibujo esquematico del problema:
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Sea L la longitud a minimizar,

entonces:
b L +b
=a
15 a 20
24 A L - (XZ + 152)1/2 + [(21_X)2+202]1/2
Al derivar se obtiene;
- X x 21 L'=0 si x=9 6 x=-63

x2+15% (21 x)? +20?
Comprueba si realmente
es el valor minimo.

Se descarta la respuesta negativa, y la longitud se minimiza si el cable toca

el suelo a 9 m del poste de 15m.

EJERCICIOS PROPUESTOS IV. F

1. Un fabricante de cajas debe fabricar una caja cerrada con una capacidad de
288 cm® y la base debe tener una longitud tres veces mayor a su anchura.
Determine la caja de dimensiones mas econémicas suponiendo que el material

utilizado para la base, tapa y lados tienen el mismo costo por cm?.

2. Se desea descomponer el numero 20 en dos partes tales que el producto del
cuadrado de la parte menor por el cubo de la parte mayor sea maximo.  Cémo debe

hacerse la descomposicion?.
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3. Se desea inscribir un rectangulo en una circunferencia de radio r, de tal

manera que su area sea maxima. ¢, Cuales seran las dimensiones?

4. Un tridngulo rectangulo, cuya hipotenusa mide 6 cm, gira alrededor de su
cateto vertical dando como resultado un cono de revolucién, (es decir, un cono
recto). ;Cudl debe ser la longitud del cateto horizontal para obtener el volumen

maximo?.

5. ¢Cuadl debe ser la superficie total de un tambor cilindrico de metal, sin tapa,

que debe contener 3140 m® de agua, para que el gasto en material sea minimo?

6. En los laboratorios se hacen filtros conicos plegando un papel de filtro

circular. Si el radio es R, calcule la altura del cono que maximiza en volumen.

7. Una péagina se escribe con un texto de area impresa de 54 cm® Se dejan
margenes de 2 cm en la parte superior e inferior de la hoja, y de 3 cm a la izquierda

y derecha. ; Cuales son las dimensiones de la hoja mas econbmica?.

8. ¢Cbomo debe cortarse un alambre de longitud L para que un trozo forme un
cuadrado y el otro una circunferencia, y la suma de las areas de ambos sea

maxima?.
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9. En una hacienda existe un muro de 100 m, y parte de él se va a usar para
formar un corral con 260 m adicionales de cerca para [os otros tres lados. Haliar ias

dimensiones para lograr el area maxima. 4 Cual es esta area?.

10. Un ganadero desea cercar un prado rectangular adyacente al rio. El prado
debe abarcar 180000 m?. ;Qué dimensiones debe tener el prado para utilizar la

menor cantidad de cerca posible, considerando innecesario cercar el lado del rio?

11. Un triangulo esta formado por los semiejes positivos y una recta que pasa

por el punto (2, 3). Halliar los vértice de modo que su area sea maxima.

12. Un paquete enviado por correo puede tener un perimetro a io iargo de la

linea de trazos, segln la figura, de 108 cm. Hallar las dimensiones del paquete de

X
maximo volumen, si la seccion transversal es un cuadrado. X
Vo y
RESPUESTAS IV.F.
1. 4,6,12 2. 12y8 3.2r
4.2(6)"2 5.942 m? 6. r/3"
7. 15¢cm x 10cm 8. 4L/(4+m); =L/ (4 +n)
9. 8000 m? 10. 6m x 3m 11.(0,0), (4,0), (0,6)

12. 18cm x 18cm x 36 cm
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4.8. APLICACIONES A LA CIENCIA ECONOMICA

o Mas sobre optimizaciéon

Para la economia es ideal obtener resultados o6ptimos de los modelos

economicos. Es decir, los comerciantes buscan el beneficio maximo, los fabricantes

buscan el costo minimo, efc.

El uso del calculo resulta fundamental para obtener estos valores éptimos y

aun mas, el célculo es imprescindible para formalizar el estudio del anélisis marginal

(que se considerard mas adelante) y que constituye un aspecto importante de la

teoria microecondmica.
NoTA

Existen diversos modelos
funcionales y no es posible dar un
ejemplo de cada uno, por ello a
continuaciéon solo se presenta una
muestra para aclarar, mas que el
modelo, el proceso de resolucién
del problema. (Si considera
necesario, repasa los problemas
de las unidades anteriores)

A continuacion se mostraran algunos
ejemplos de optimizacibn de funciones
aplicadas a la economia. Baéasicamente se
requiere hallar la funcién a optimizar y hallar las
derivadas correspondientes para obtener los

extremos relativos.

Ejemplo 30 (Problema de introduccién de ésta unidad)

La Empresa C.K.L. lanzé al mercado una nueva marca de jugos con dos

sabores, en botellas de 2 litros. La gerencia estima que la demanda de su producto

varia con su precio, siendo la funcién de demanda semanal q = 180000 250p
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donde q es el nimero de unidades demandadas y p el precio en Bs. El costo total

de producir g unidades se estima con la funcion:

C = 350000 + 300q + 0,001g2

¢ Qué cantidad se debe producir semanalmente para maximizar las

ganancias?. ¢ Cual sera el precio unitario y l[a ganancia maxima?.

Solucion

Se requiere q para maximizar la utiidad semanal. Entonces, la funcién a

maximizar es:
Utilidad =Ingreso Costo

U=p.qg (350000 + 300q + 0,001g%)

La funcién de demanda es g = 180000 — 250p

Luego: p =720 -0,004q
Se sustituye: U= @Oq — 0,00492 — 350000 — 300q - 0,00132

D4 Y

/ /

Obtenida la funcion a optimizar, derivamos para hallar los puntos criticos:

U =-0,005q° + 420q — 350000
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U =-0,01q +420 U =0 si q=42000

Es decir, se deben producir semanalmente 42000 unidades para obtener la

utilidad maxima.

E! precio de cada uno: p=720 0,004.(42000) = 552.

Bs. 552 cada unidad.

Y la utilidad semanal sera: U - -0,005(42000)? + 420.(42000) — 350000

U - Bs. 8470000 por semana.

Ejemplo 31

La compania Inversiones A.C.R. es la representante, en Venezuela, de la
motocicleta Excalibur de 250 cc. La gerencia estima que la demanda de estas
motocicletas es de 10000 unidades al aino y que se venderan en una razén uniforme
durante todo el afio. El costo de cada pedido de embarque es de $10000 y el costo

anual de almacenamiento de cada motocicleta es de $ 200.

La gerencia tiene el siguiente problema: si ordena demasiadas unidades se
incrementan innecesariamente los costos de almacenamiento. Pero si se hacen
pedidos pequefios con frecuencia (para no almacenar), se incrementa los costos por

realizacion de pedidos. ¢ De qué tamafio debe ser cada pedido y con qué frecuencia
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deben realizarse de modo que los costos de surtido y almacenamiento sean

minimos®?.

Solucion:
Identificamos los datos:
Demanda = 10000 unidades al afo
Costo de cada pedido (Cp) = $10000
Costo anual por almacenamiento (Ca) = $200 cada unidad.

X = numero de unidades por pedido
La funcién a optimizar es el costo:
Costo total = Costo por pedidos + Costo por almacenamiento
Analizando cada costo:
Costo por pedidos = Cp . (Numero de pedidos al afio)
Costo por pedidos = 10000 (10000 / x)
Namero de pedidos al afio es la cantidad
demandada en el afio entre el nimero de

unidades por pedido.

Es razonable, ;no?



Aplicaciones de las derivadas

Costo por almacenamiento = Ca . (x/2)

Costo por almacenamiento = 200. (x / 2)

Si el inventario es x el nivel promedio es x/2.
En la grafica:
Como la venta es
uniforme, al terminar cada

A . lote llega uno nuevo.

t
(Esto es demuestra con el célculo integral)

Luego,

C =100000000/ x + 100 x

C’ =-100000000 /x* + 100 ; C =0 si x=1000 6 x=-1000

Comprobamos que x = 1000 es el valor que minimiza el costo:

C” = 20000000/ x* C’>0paratodo x>0

Entonces, debe realizar 10 pedidos de 1000 unidades cada uno.

Ejemplo 32

271

Los gastos generales mensuales de fabricar mesas de plastico para

exteriores, ascienden a Bs. 60000000, y el costo de material es de Bs.1000 por

unidad. Si se fabrican al mes no mas de 450000 unidades, el costo de la mano de
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obra es de Bs. 400 por unidad, pero por cada unidad extra, el fabricante tiene que
pagar una unidad y media por mano de obra. El fabricante puede vender 400000
unidades al mes a Bs. 7000 por unidad y estima que las ventas mensuales
aumentarian en 10000 unidades por cada reduccion del precio de Bs. 100. Hallar:

a) La funcion de costo total

b) Lafuncion de demanda

c) El nimero de unidades que se debe producir para obtener la maxima

utilidad.

Solucion

a) Six es el niumero de unidades, el costo total es:

C(x) = 60000000 + 1000x + Costo por mano de obra

Costo de material
Gasto general mensual:

) por unidad
no depende del nivel de
produccion Este varia segun el nivel de produccién,
Esto nos lleva a una funcion por partes.
Luego:

60000000 + 1000x + 400X  si x < 450000
C(x) =
60000000 + 1000x si x > 450000
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La funcién costo entonces queda como:

60000000 + 1400x i X < 450000
Clx) =
60000000 + 1600x si x > 450000

b) Se requiere la funcién de demanda:
Se sabe que X = 400000 unidades cuando p = Bs. 7000

Ax = 10000 cuando Ap =-100

Luego:
p — 7000 =-100/ 10000 .(x — 400000)

p= _0’01)( + 11000 Recuerda que...

La funcién de demanda es
de pendiente negativa.

c) Lafuncién a optimizar es la de utilidad:

Uu-1 C e | = p.x =-0,01x% + 11000x
Entonces:

-0,01x% + 11000x - 60000000 - 1400x Si X < 450000
U(x)
-0,01x* + 11000x - 60000000 - 1600x Si X > 450000

-0,01x?% + 9600x - 60000000 si X < 450000
U(x) = B
-0,01x% + 9400x 600000000 si X > 450000
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Para hallar el valor maximo, derivamos:  Reslice Ia gréfica de la funcién
utiiidad y observe el resultado.

En x < 450000 U'(x)=-0,02x+9600 ; U =0 six=480000

En x > 450000 U'(x)=-0,02x+ 9400 ; U =0six=470000

Descartamos x = 480000 por estar fuera del dominio. Entonces debe

producir 470000 unidades mensuales para maximizar su utilidad.

Ejemplo 33

Suponga que en un monopolio la ecuacién de demanda de cierta mercancia
importada viene dada por p = 4 — 0,0002x donde x es el nimero de unidades
importadas diariamente y p délares es el precio de cada uno. Si el costo total por
importar la mercancia es (600 + 3x) vy la utilidad debe ser maxima, determine:

a) Numero de unidades que maximiza {a utilidad.

b) Precio unitario

¢) Utilidad maxima

d) Si el gobierno exige un impuesto de $0,20 por cada unidad importada,

i cudl seria la utilidad maxima?, ;v el precio por unidad?
é e

Solucién
a) Lafuncién utilidad es:

U = Ingreso — Costo = (4 — 0,0002x).x — 600 — 3x = -0,0002x> + x — 600
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Hallamos los niimeros criticos:

U’ = -0,0004x + 1 U -0 si x=2500 unidades

Verificamos que x = 2500 unidades maximiza la utilidad:

U’ =-0,0004 ; U” < 0 para cualquier valor de x.

b) El precio unitario es:

p=4 0,0002(2500)=3,5 ; $3,5 cada unidad

c ) La utilidad obtenida es:

U =-0,0002(2500)* + 2500 — 600 = 650 $650 es la utilidad maxima

c) Si se considera un impuesto de $0,20 por unidad importada la funcién
utilidad cambia:
U=1-C=(4-0,0002x) x — (600 + 3x)
Se resta de las utilidades,
ipor qué?
Luego,

U =-0,0002x> + 0,80x — 600
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U’ =-0,0004x + 0,80 ; U =0 si x=2000 unidades

Calculamos la utilidad maxima y el precio unitario:

U = $200 p=2%$3,6 ¢Ha notado que con el impuesto disminuye

el nimero de unidades?.

¢, Qué otras observaciones podria realizarse
con respecto a la utilidad y el precio?.

Analice los resultados.

Ejemplo 34

Una compainia petrolera planea construir un oleoducto para llevar petroleo
crudo desde un pozo hasta un punto donde se embarcaran en tanques y seran
transportados a las refinerias. En la figura se presentan las posiciones relativas al
sitio de perforacion A y el punto de destino B. Los puntos A y B se hallan en lados
opuestos de un rio que tiene 20 millas de ancho. El punto C se encuentra a 200
millas al sur de A a lo largo del rio. Los costos de construccion son de Bs. 500000
por milla en tierra y Bs. 1000000 por milla bajo el agua. ;Cual seria la ruta que

reduce el costo de construccién al minimo?. ;Cual es ese costo?.
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Solucién

En la figura se puede observar tres rutas posibles:

1. Enlinearectade Aa B s =
T 2. DeAaC,luegoCaB:--------
20 millas
3. De A hasta un punto X, luego

deXaB: N e W

200 millas

Si tomamos la ruta 1, todo el oleoducto debe pasar por debajo del agua. Si
bien es la ruta mas corta, no necesariamente es la mas econdomica, ya que el costo

por debajo del agua es mucho mayor que por tierra.
La ruta 2 utiliza la menor distancia posible por debajo del agua pero es la
mayor por tierra, y probablemente no sea la mas economica, aunque no deja de ser

una opcion.

La ruta 3 consiste en ubicar un punto X ideal que minimice el costo. Para

hallar este punto es necesario hallar Costo total en funcién de la distancia x.

C(x) = 1000000_x2 + 409 +500000(200 — x)
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Derivamos:

c(x) 1000000X  5h0000: ) =0 si x= 11,54 millas

x? + 400

Desde elpunto A: 200 x= 188,46 millas.

Es decir, debe pasar por 188,46 millas por tierra desde A, y luego por agua

hasta B.

El Costo del oleoducto resulta ser:

C(x) = 1000000 [ (11,46)%+ 400]"? + 500000. (188,46)

C = Bs. 117320508

EJERCICIOS PROPUESTOS IV. G

1. Un club de excursionistas de la universidad esta organizando un viaje a una isla
del Caribe. El precio del viaje es de $ 100 si 50 o menos personas es inscriben para
la excursion. Por cada excursionista después de 50, el precio que se cobra a todos
disminuye en $1. Por ejemplo, si se inscriben 51 personas, cada persona pagara

$99. Sea x el nUmero de excursionistas después de 50:

a) Determine la funcion que expresa el precio por persona p en funcion de x.



Aplicaciones de las derivadas 279

b) En la parte (a) ¢ existe restriccion en el dominio?.

c) Formule la funciéon | = h(x) que exprese el ingreso total en funcién de x.

d) ¢Cuantos excursionistas se deben inscribir para obtener el ingreso maximo?
e) ¢Cual es el ingreso maximo?

f) ¢ Qué precio por boleto produce el ingreso maximo?

g) ¢Podria el club generar mas ingresos aceptando 50 o menos personas?

2. El departamento de policia PTN compra nuevos carros de patrulla a $22000. El
departamento estima que los costos promedio de capital y operacion son una
funcion de x, el nimero de millas que recorrera el carro de patrulla. El valor de
recuperacion de una unidad (en ddblares) se expresa por medio de la funcion
S(x)=19000 — 0,12x. El costo promedio de operacién, expresado en ddlares por

‘milla, se estima mediante la funciéon C(x) = 0,0000006x + 0,18.

a) Determine cuantas millas debera recorrer el carro de patrullas antes de su
sustitucion si el objetivo es minimizar los costos promedio de capital y de
operacion por milla.

b) ¢Cual es el costo minimo por milla?

c) ¢Cual se espera que sea el valor de recuperacion?

3. Un fabricante de raquetas de tenis ha determinado que el costo total (en miles
de Bs.) por la producciéon de x raquetas por dia esta dado por C(x) = 400 + 4x +

0,0001x%. Cada raqueta debe venderse a un precio de p (en miles de Bs.) donde p
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se relaciona con x mediante la ecuacion de demanda p = 10  0,0004x. Si es
posible vender todas las raquetas fabricadas, ¢cual es el nivel diario de produccion

que rinde la ganancia maxima para el fabricante?

4. El valor presente de una propiedad adquirida por un inversionista estad dado por

la funcién P(t) = 80000e¥/20% 0 <t <8, P(t) se mide en dolares y t es el
tiempo en afios desde el presente. Determine el tiempo optimo para que el

inversionista venda {a propiedad. ;Cual es el valor presente 6ptimo de la propiedad?

5. La compafiia C.K.L. produce y vende mermeladas marca Rik. Se espera
embotellar y vender 200000 frascos con 500cc de mermelada. La compaiiia solicita
los frascos a la compaiiia A.C.R. quien los importa y distribuye. El costo por solicitar
un embarque de frascos es de Bs. 20000 y el costo de almacenamiento de cada
frasco vacio por un afio es de Bs.40. Determine cuantos pedidos debe Realizar
C.K.L. y cuantos frascos deben ilegar en cada embarque si hay que minimizar los
costos de surtido y almacenamiento. (Suponga que cada embarque se utiliza por

completo antes de llegar el siguiente)

6. Las autoridades de transito de una ciudad operan con una linea de metro
subterranea que atraviesa toda la ciudad de este a oeste. En la actualidad un
promedio de 6000 pasajeros utilizan el metro entre las 6:00 a.m y las 8:00 a.m.
diariamente, pagando una tarifa de Bs. 300 por viaje. Las autoridades estan

pensando en un aumento de tarifa a Bs.350 para obtener mayores ingresos y
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solicitan un estudio a una empresa consultora. Segin esta empresa, por cada
aumento de Bs.50 en la tarifa, la cantidad de pasajeros en ege horario se reducira a

s

1000 por dia. ¢, Cual seria enionces la recomendacion de la empresa?

7. Se construird una cisterna con capacidad de 324 m® de agua. Debera tener una
base cuadrada con cuatro lados verticales, todos fabricados con concreto, y una
tapa superior de acero. Si la unidad de area de acero cuesta el doble que la de
concreto, determine las dimensiones de la cisterna que minimizan el costo fotal de

construccion.

8. La funcién de costo total de una fabrica esta dada por C(x)=10 + 28x — 5x* + x%/3
y la demanda del producto estad dada por p = 2750 — 5x, donde p y x denotan el
precio en dolares y la cantidad respectiva se grava con $222 de impuesto para cada
unidad producida, que el fabricante afiade a su costo. Determine el nivel de
produccion (después de creado el impuesto) necesario para maximizar las
utilidades. Muestre que la produccion después del impuesto es menor que la

produccién antes del impuesto que maximiza las utilidades.

9. Un material se demanda a una tasa de 10000 unidades por afo; el precio al
costo del material es de $2 por unidad; el costo de volver a llenar el almacén del
material por orden, sin importar el tamano de la orden (x) es de $40 por orden, el

costo de almacenar el material por un ano es del 10% del valor de las existencias
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(x/2). C es el costo anual de acomodar y tener almacenado el material. Encuentre el

tamano econémico del lote.

10. Un banco quiere recortar sus costos laborales reduciendo el nimero de sus
cajeros pero espera una pérdida de negocios debido al descontento de los clientes
por el tiempo de espera. Supongamos que el salario de los cajeros es de $80 diarios
y la pérdida de utilidad por tener Gnicamente n cajeros es 5000 / (n + 1) délares
diarios. Determine el valor de n que minimiza la suma de sus pérdidas mas el costo

del salario.

11. La cantidad x de un articulo que puede venderse al mes a un precio p esta dada
por x = 100(5 p). La cantidad que los proveedores ofreceran a un precio p; €s
X4=200(p; — 1). Si existe un impuesto t por cada articulo (de modo que p; = p — t),
determine la cantidad x que se vende al mes si el mercado esta en equilibrio.

Encuentre el valor de t que da el maximo impuesto total por mes al gobierno.

12. Una compaiiia de electricidad requiere pasar un cableado de alta tension desde
un centro de investigaciones marinas, situado mar adentro, hasta una central que se
construye en la costa cercana. La distancia del centro de investigacion al punto mas
cercano P sobre la costa es de 20 km y la distancia a lo largo de la costa de P hasta
la central es de 50 km. El costo por km bajo el agua es tres veces mayor que por

tierra. ;Qué distancia debe pasar el cable por tierra para minimizar los costos?
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13. Un minorista en computadoras vende 30000 modelos personales anualmente. El
costo de cada nuevo pedido es de $1200 sin importar su tamafo y el costo de
almacenaje de cada computadora es de $2 anuales. Mas alin, solamente se puede
almacenar 5000 computadoras a la vez. ;Cuantas veces al afio debe reordenar

para minimizar su costo total?.

14. Para reunir dinero, el club Pequefo Libano organizé una campafia para recoger
botellas de vidrio para reciclar y destinar los fondos a un hogar para nifios
abandonados. Como el proyecto comenz6 hace 80 dias, el club ha recolectado
24000 kg de vidrio. La companiia ofrece en la actualidad Bs1 por kg, pero como las
botellas se acumulan con mayor rapidez de lo que puede reciclarse, la compaiiia
planea reducir en Bs. 1 cada dia el precio que pagara por 100Kg de vidrio. Suponga
que el club puede continuar la recoleccién de botellas al mismo ritmo y que los
costos de transporte impiden que la compafiia haga mas de un viaje. ;Cual es el
momento mas indicado para que el club culmine su proyecto y entregue las

botellas?

15. La empresa C.K.L. ha recibido un pedido para fabricar 10000 sillas de plastico
para un colegio que lo utilizara en su auditorio. La empresa dispone de 15
maquinas, cada una disefada para producir 8 sillas por hora. El costo para poner en
funcionamiento cada maquina es de Bs. 20000, una vez funcionando, sélo requiere
de un supervisor que vigile el proceso de fabricaciébn que es automatizado, a este

supervisor se le paga Bs. 1600 por hora.
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a) ¢Cuantas maquinas seran necesarias utilizar para mantener un costo
minimo?

b) ¢Cuanto ganara el supervisor en este proceso si se usa el nimero éptimo de
maquinas?

c) ¢ Cual es el costo de poner en marcha el nimero 6ptimo de maquinas?

16. La fabrica de lamparas Luz Bella vende lamparas a un precio de $6 cada una. A
éste precio, los consumidores han comprado 3000 lamparas por mes. La fabrica
desea aumentar el precio y estima que por cada incremento de $1 en el precio,
vendera 1000 lamparas menos cada mes. Si el costo de producir las lamparas es de
$4 cada uno, ;a qué precio debera vender las lamparas para generar la maxima

utilidad posible?.

17. La empresa C.K.L. ha recibido un pedido de un organismo internacional, para
fabricar 400000 medallas conmemorativas del aniversario de la llegada del hombre
a la Luna. La empresa posee 20 maquinas disefiadas para producir 200 medallas
por hora, el costo de poner en marcha es de $80 por maquina, y el costo total de
operacién es de $5,76 por hora. ;Cuantas maquinas se necesitaran para minimizar

los costos de produccion?

18. Inversiones A.C.R. produce dos tipos de carritos de juguete a control remoto,
uno costoso (Super Todo Terreno 4x4) y uno mas econdmico (Deportivo) en

unidades de y cientos y x cientos respectivamente. Se conoce que los niveles de
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produccion x e y estan relacionados de manera que y = (82 — 10x) / (10 — x) para
0<x<8 y que la fabrica recibe por la venta del Stper Todo Terreno 4x4 el doble de lo
que recibe por la venta del Deportivo. Hallar el nivel de produccién de ambos

juguetes que maximiza el ingreso, suponiendo que se vende toda la produccion.

19. Una empresa competitiva recibe un precio p por cada unidad de su produccion,
paga un precio w por cada unidad de su Gnica materia prima, y tiene unos costos

fijos de Cf. Su produccién cuando usa x unidades de materia prima es f(x) = x"%

a) Hallar la funcién ingreso, costo total y beneficio de la empresa.
b) ¢Cual seria el nivel de producciéon que maximiza el beneficio?
c) Compruebe si realmente el beneficio se hace maximo segun b)

d) ¢Cémo cambiarian los resultados si f(x) = x*?

20. La compaiia Inversiones AloK-2 fabrica abrigos a un costo mensual de
C(x)=200+4x-0,01x y los vende al precio de p(x) = 10 — 0,0001x dolares, siendo x el
nimero de abrigos fabricados cada mes. En estas condiciones su produccion
maxima es de 300 unidades, pero la demanda para exportacién ha aumentado por
lo que decide invertir mas recursos para aumentar el nivel de produccién a 450
unidades al mes. Con esta cantidad, su costo cambia a C(x) = 800 + 3x — 0,01x?

para 300 < x < 450. ;Cuél seria el nivel de produccién que maximiza la utilidad?
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RESPUESTAS IV.G.

1.(@)p=100 x, (b)0<x<100, (c)l=5000+50x x*, (d)75,
(f) $75, (g) no;

2. (a)70710,68 millas , (b)$0,385 , (c) $10514,72;

3. 6000 raquetas; 4.t=7,72 anos; $160,208;
5. 45; 44,721, 6. No aumentar

7. émx6mx9m; 8. X =50;

9. X - 2000; 10. n=7;

11. X =200(4 —t)/3; t = 2; 12. X=42,9 km

13. 6 veces; 14. Dentro de 10 dias;

15.(a)10 maquinas, (b) Bs. 200000, (c) Bs. 200000.
16. $6,50 por lampara; 17. 12 maquinas;

18. 400 Deportivoy 700 Super Todo Terreno ;

19. (@)l =px", C=wx+Cf, B=px"?—wx-Cf, (b)x=pZ4w?,

(d) No tiene maximo.

0,009%? + 6x - 200 si 0 < x <300
20. U(x) =
0,009x* + 7x — 800 si 300 < x <450

Utilidad maxima: U(450) = $4172,50

(e) $5625 ,

(c)B <0,
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0 Andlisis Marginal

En la unidad lll se analiz6 la definicion de la derivada, basicamente, como

una pendiente entre dos puntos de la curva que se hacen muy proximos.

Es decir, si f'(x) Iim Ay _d_y

, podemos interpretar a la
Ax—0 AX ax

derivada como una medida de la variacién que afecta a y por una pequefia variacion

en x. Porlo que se conoce también como tasa de cambio o razén de cambio.

Entonces:

Razén de cambio : f(x) =dy/dx

La derivada vista como una razén de cambio tiene infinidad de aplicaciones
en diversas ciencias como la fisica y la ciencia econoémica. En economia, la razéon
de cambio nos permite medir, de manera aproximada, como varia una funcién por

un pequefio cambio en su variable.

El ANALISIS MARGINAL es el estudio de la razdén de cambio de cantidades

econémicas, cuando varia en una unidad.

Veamos entonces el significado de los siguientes términos:
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» Costo marginal. es el costo extra ocasionado al producir una unidad adicional.

Es decir,

C'(q)~C(q + 1) - C(q) = AC

\

Es aproximado ya que al derivar estamos
considerando un Ag—>0, y segun la

definicion de la funcidon marginal, Aq = 1
> Ingreso Marginal: es el ingreso extra que se obtiene al vender una unidad

adicional.

I(q) = (q+1) - I(q) = Al
» Beneficio Marginal: es el beneficio extra logrado al vender una unidad adicional.
B'(q)~B(q+1)-B(q) = AB

Ejemplo 36
La compania C.K.L. produce televisores de 19". Suponga que su costo
semanal, en délares, es C(x) = 8000 + 200x — 0,2x? , para una produccion maxima
de 400 televisores por semana.
a) ¢Cual es la razén de cambio del costo total con respecto a x, cuando
x=2507?

b) ¢Cual es el costo real de la produccion del televisor 2517
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Solucién
a) La razén de cambio viene dada por la derivada de C(x):

C'(x) = 200 — 0,4x

Six=250; C’ (250) =200 - 0,4(250) =100, C =$100

b) El costo real de producir el televisor 251 viene dado por
C(251) — C(250) =

8000 + 200(251) — 0.2(251)> = 8000  200(250) + 0,2(250)? = 99,8

Luego, C(251) — C(250) = $99,8

Observa que la diferencia entre el
¢Por qué habra una pequena
costo real y el costo marginal es de apenas diferencia entre el costo marginal

$0,2 ; por lo que bien vale la pena utilizar la y el costo real?. Analice.

razén de cambio para este analisis.

NoTtAa

¢ Ya observaste que el adjetivo marginal para

los economistas, es sinénimo de derivada de?
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Ademas es util conocer el siguiente término:

» Costo Promedio: es el costo medio por unidad.

C{x)=C(x)/x

» Ingreso Promedio: es el ingreso medio por unidad.

I(x) =1(x) / x

Ejemplo 36
La compania C.K.L. mencionada en el ejemplo 35, decidid aumentar su
produccién por lo que su costo total por semana cambia a
C(x) = 5000 + 40x — 0,08x* +0,0001x°,
se desea averiguar: o 0000 dop - Oen

a) ¢En qué nivel de produccién el costo medio es minimo?

b) ¢En qué nivel de produccion el costo medio es igual al costo marginal?

Solucion
a) Hallamos el costo medio:

C(x) = 50000/ x + 100 + 0,2x
Luego,

C'(x) = - 50000 / % + 0,2 C'(x)=0 Si X = 500

El nivel de produccién que minimiza el costo promedio por unidad es 500.



Aplicaciones de las derivadas 291

b) Para hallar el nivel de produccién donde el costo medio es igual al
marginal:
C(x) = C'(x)
50000/ x + 100 + 0,2x = 100 + 0,4x

x =500 ¢No te parece curioso que el nivel
de produccién coman para el costo
medio y marginal sea el que
minimice el costo medio?.

I . . ; Sera casualidad?
Si ubicamos en los mismos ejes el costo ¢

medio y el costo marginal:

C’(x) C(x)

Para x = 500, el costo medio es
minimo, y justo alli, el costo marginal
corta a la curva de costo medio.

C’(x)
(500 , 300)
C(x)
X
Entonces,

El costo medio es minimo en el mismo nivel de produccién donde el costo

medio es igual al costo marginal.

¢ Esta afirmacion siempre se cumple?, demuéstrelo derivando C(x) = C(x)/x y

hallando los nimeros criticos.
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Ejercicio 37
Si la compania C.K.L. vende los televisores a un precio de p = 1000 0,4x,
siendo el costo total de produccién C(x) = 50000 + 100x + 0,2x*. Determine el nivel

de produccidén que genera la maxima utilidad.

Solucion
Se sabe que
I(x) = p.x = 1000x - 0,4%°> vy C(x) = 50000 + 100x + 0,2x>

Ademas, U(x) = I(x) — C(x)

Anteriormente se han resuelto este tipo de problemas, hallando U(x) y

derivando, pero veamos qué sucede si derivamos a partir de U(x) = I(x) — C(x):

U(x) = I'(x) - Cx)
U®=0 si I(x)=CK)

Entonces, la utilidad es

L maxima cuando el ingreso
uego,

marginal y el costo marginal
') = C(x) son iguales.

1000 - 0,8x= 100 + 0,4x

x = 750 unidades.

Para que sea un maximo: U” (x) <0, esdecir: 1"(x) < C’(x), lo que se

cumple en este ejemplo.
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Entonces,
La utilidad es méaxima cuando el ingreso marginal es igual al costo marginzl y
ademas, la derivada del ingreso marginal es menor que la derivada del costo

marginal.

o Elasticidad precio de la demanda

Suponga que se desea averiguar lo que sucede con la demanda de carne y
huevos si su precio varia y que, segun ciertos estudios, al aumentar el kg de carne
en Bs.100, disminuye su demanda en 5 kg por afo. Asi mismo, al disminuir el
precio de la docena de huevos en Bs. 10 su demanda aumenta en % docena al afio.

¢ Cual es mas sensible a la variacion de precios?, ¢la carne o los huevos?.

No es facil conocer la respuesta ya que estos productos se miden en
unidades distintas. Por ello los economistas han desarrollado el concepto de
ELASTICIDAD, que nos permite medir el cambio de una variable en funcién de un

cambio de la variable independiente, sin necesidad de utilizar las unidades.

Existen muchas aplicaciones de la elasticidad, sin embargo, aqui sélo

consideraremos la elasticidad precio de la demanda.
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Elasticidad recio de la demanda:

Si g representa cantidad demandada y p el precio unitario entonces

cambio porcentualdeq dq/q

Elasticidad precio de la demanda : 1| = _
cambio porcentualdep dp/p

RECUERDA QUE...
Cambio porcentual = dy / y .(100)

(véase Unidad Ill)

Luego, M (se lee eta) indica el cambio porcentual en la cantidad demandada

por una variacién del 1% en el precio. Tl siempre es negativa ya que la cantidad

demandada disminuye si el precio aumenta.

Por ello se toma el valor absoluto.

También se puede expresar como

dq

1’]=ﬂ£ o bien n-= dp
dp q

funcién marginal
funcion promedio

Ahora bien, considere la funcién de demanda q = mp + b, siendo q la

cantidad demandada y p el precio entre 0 <p <-b/2m.

Ademas, dg/dp=m vy g/p=m+b/p
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Entonces:

(0,b) n<-1
(-b/2m , b/2)
M >-1

(-b/m , 0) P

-Sip=-b2m, N|=1—> Flasticidad Unitaria: el cambio porcentua
en el precio y la cantidad demandada son

aproximadamente iguales.

-Sip <-bi2m, |N|<1—> Elastica: el cambio de 1% en el precio
hace que el cambio en la cantidad

demandada sea notable.

-Sip>-b/2m, N|>1——> |neldstica: el cambio de 1% en el preci
hace que el cambio en la cantidad

demandada sea poco significativa.

¢Por qué 1) = -1 en el punto medio del

intervalo de precio?

(Considere la funcion de demanda lineal)
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Ejemplo 38
Suponga que la ecuacién de demanda de cierto articulo es q = 120 — 0,1p?
para 0 < p < 1200"2.
a) Determine a qué precio la demanda es elastica, inelastica y de
elasticidad unitaria.
b)  ¢Qué sucede con la cantidad demandada sip =10, p=20y p = 307
c) Halle la funcion ingreso y el precio que maximiza el ingreso.

d) ¢Qué relacion existe entre los resultados de (a), (b) y (c)?

Solucion

a) Hallamos la elasticidad :

g i 0,1p*
Igualando la elasticidad a —1, y despejando p resulta que
Mml=1si p=20

Luego, Ml<1 si 0=<p<20. Es inelastica

IMI>1 si  20<p<1200". Es Eléstica

b) Analizamos qué sucede en cada nivel de precio:

Sip=10 M =-0,2(10)(10)/(120 0,1(10)) = -0,18

Por cada aumento del 1% en el precio, la cantidad demandada

disminuye en 0,18%, a este nivel de precio.
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Sip=20 T=-1

Por cada aumento del 1% en el precio, la demanda disminuye

de la misma manera.

Si p=30 M =-0,2(30)(30) / (120 — 0,1(30)%) = 6

Por cada aumento del 1% en el precio, la cantidad demandada

disminuye 6%, a ese nivel de precio.

c) Elingreso es: I (p)=(120 0,1p%) p=120p—0,1p°
Para hallar el precio que maximiza el ingreso:

I'(p) = 120 — 0,3p?; I'(p)=0 si p=20

c) Elingreso es maximo cuando la elasticidad es unitaria.
Si 0 < p < 20, donde la demanda es inelastica,

I'(p) >0, el ingreso es creciente.

Si 20 < p < 1200 , donde la demanda es elastica,

I'(p) <0, el ingreso es decreciente.

¢ Tiene sentido estos resultados?
;Por qué?

(Sugerencia: realice la grafica de I(p)?
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EJERCICIOS PROPUESTOS IV.H

1. Las funciones costo e ingreso totales de un producto vienen dado por:

I(q) = 100q — 0,01¢* y C(q) = 25000 + 40q + 0,005¢°

a) A partir del analisis marginal determine el nivel de produccién que

maximiza la utilidad.

b) ¢Cual es la utilidad maxima?

2. Para la empresa A.K.L., el costo total de fabricar cartuchos de tinta para

impresoras es C(x) = 1000000 + 15000x + 2,5x* en Bs., por semana.

a) Determine el nivel de produccién que minimiza el costo promedio.
b) ¢ Cual es el costo minimo por unidad?

c) ¢Cual es el costo total?

3. Una funcién de demanda se define mediante p(x) = 20 + 4x — x%/3.

a) Hallar el ingreso total y el ingreso marginal.

b) ¢En qué intervalo aumenta el ingreso total?

c) ¢Para qué nivel de produccién es maximo el ingreso marginal?
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4. El costo total, en miles de Bs., por producir x franelas viene dado por
C(x)=0,001x*+ 100x + 4000. Encuentre el nivel de produccién que minimice el costo

promedio.

5. La empresa C.K.L. produce frascos de pasta de tomate de 500cc. El costo

total, en miles de Bs, viene dado por C(x)=0,000002x® + 5x + 400. Calcule:

a) El nivel de produccién que minimiza el costo promedio.
b) El nivel de produccién donde el costo promedio es igual al costo marginal.

¢) Interprete los resultados de (a) y (b).

6. Suponga que el ingreso total por vender software para empresas, viene dado

por I(x) = 2x* + 68x - 128 , en miles de Bs.

a) ¢En qué nivel de ventas el ingreso medio es igual al ingreso marginal?
b) Analice lo que sucede con el ingreso cuando el nivel de ventas es mayor y

cuando es menor al resultado en (a).

7. La ecuacién de demanda de cierto articulo es q = 200 — 2p® (para 0 < p < 10).

a) ¢En qué nivel de produccién la elasticidad es unitaria?.

b) Si p =6, ¢qué sucede con la elasticidad precio de la demanda?,;y con el

ingreso?.
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8. El precio al que puede venderse x miles de unidades de lamparas de jardin

viene dado por p = 1,0625 — 0,0025, y el costo total es C(x) = (x* + 1) / (x + 3).

a) Determine en qué nivel de produccion se maximiza la utilidad.
b) Determine en qué nivel de produccibn se minimiza el costo medio por

unidad.

9. Suponga que el ingreso total, en Bs., que se obtiene por la venta de
computadoras personales, es I(x) = -2x* + 68x 10, donde x es cientos de
unidades. Su costo total de produccidon es C(x) = 110 + 47x — 9x* + 0,09x° , en miles
de Bs.

a) ¢En qué nivel de produccion se minimiza el costo promedio?

b) ¢En qué nivel de produccion se maximiza la utilidad?

10. La compaiiia C.K.L. importa y vende maquinarias para la fabricacion de

articulos de plastico. La ecuacién de demanda de es p = 600 — 2q° .

a) Exprese la elasticidad de la demanda en funcion de las unidades (q) y
determine en qué nivel es elastica, inelastica y de elasticidad unitaria.
b) ¢Cuantas unidades debe vender para maximizar el ingreso?.

c) ¢Qué relacion hay entre las respuestas (a) y (b)?.
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RESPUESTA IV.H

1. a) 2000 unidades, b) $35000;

2. a) 20000 unidades, b) Bs. 16000, c) Bs. 32000000;
3. b) (0, 10), c) 4 unidades;

4. 4. 2000 unidades;

5. a) 464 unidades, b) 464 unidades;

6. 8 unidades;

7.a)5,77;b)|1n| > 1, el ingreso disminuye.

8.a) 17300, b) 1387;

©

. a) 647, b) 640;

10.a)g=10para|n|=1; b)g=10
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4.9 MISCELANEA DE EJERCICIOS

M Indique si los siguientes planteamientos son verdadero o falso. Justifique

Su respuesta.

1. Una funcion continua definida en un intervalo cerrado alcanza un valor

maximo en ese intervalo.

2. Una funcién cuadratica no tiene punto de inflexion.

3.Sif(0) =0y f’(0)> 0 para x> 0 entonces f es creciente en [0, » )

4. La grafica de y = (3x% + 2x) / x tiene una asintota oblicua eny = 3x + 2

5. Si f(x) = 0 para toda (a,b) entonces f es creciente en (a,b).

M Resolver

6. Halle los extremos relativos de

1/4(x2 + 6x + 8) Si —2<x<0
f(x) = en[-2, 2]
-1/6(x2+4x 12)  si 0<x<2
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7. Esboce la grafica de una funcion f con las siguientes caracteristicas: f es

continua, f(-2) = 3; f(2) =-1,f(x) = 0enx> 2, f’(x) <0 parax < 2.

8. Realice el estudio completo de la curva f(x) = (x-1) / (1 + 3x°)

9. Realice el estudio completo de la curva f(x) = |x°  3x* + 2x

10. Una agencia de viajes promociona una excursion en avion a una isla del
Caribe. Ha cotizado un precio de $500 por persona si 100 6 menos se inscriben en
la excursion. Por cada persona que exceda de 100 el precio que se cobra a todos

disminuye en $5. Si x es el nUmero de personas que exceden de 100:

a) Determine la funcidon que exprese el precio por persona p en términos de

X.
b) ¢ Existe restriccion en el dominio?
¢) ¢Cuantas personas se deben inscribir para obtener el ingreso maximo?
d) ¢A qué precio se debe vender cada boleto para obtener el ingreso
maximo?

e) ¢Cual es el ingreso maximo?

11. La funcion de costo para un producto es C(x) = ax? + bx + ¢, donde x es

el nimero de unidades producidas y vendidas y C es Bs.
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a) Determine la funcion utilidad.
b) Determine x que maximiza la utilidad.

i

c) ¢Qué restricciones aseguran que x maximiza la utilidad?

12. El alcalde de esta ciudad esta planeando construir una instalacion para el
tratamiento de desperdicios soélidos. Para ello necesita un pozo cilindrico con
capacidad de 2 millones de metros clbicos. Los costos de construcciéon para la
base se estiman en Bs. 30000 por m® y las paredes en Bs. 50000 por m®. ;Qué

dimensiones debe tener el pozo para que el costo de construccion sea minimo?

13. Un fabricante ofrece un plan de incentivo salarial a los empleados que
trabajan con un producto en particular. El tiempo promedio para elaborar cada
unidad es de 15 horas. A los empleados se les paga Bs. 1200 por hora hasta un
maximo de 15 horas, por unidad trabajada. Existe un incentivo para los empleados
que terminen una unidad en menos de 15 horas, por cada hora de ahorro el sueldo
aumenta en Bs. 300. Si x es el nimero de horas para elaborar una unidad,

determine:

a) Lafuncion S = f(x), donde S es el sueldo por hora, en Bs.

b) El tiempo, en horas, que maximiza el sueldo de un empleado, al elaborar
una unidad.

c) El sueldo maximo por hora.

d) El sueldo maximo por unidad.
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e) Compare la respuesta (d) con el sueldo de los que elaboran una unidad

en 15 horas o mas.

14. ElI costo total de fabricar q wunidades mensuales es
C=1000000+15000q+2,5q° y la capacidad maxima de produccion es 1000 unidades

por mes. Calcular:

a) ¢ Cuantas unidades minimizan el costo promedio?
b) ¢Cual es el costo promedio minimo?
c) ¢Cudl es el costo total en el nivel de produccidon que minimiza el costo

promedio?

15. El costo de inventario depende del pedido y almacenamiento segun la
siguiente funcion: C = (Q / x). s + (x / 2). r, donde Q es el nimero de unidades
vendidas, r es el costo por almacenar cada unidad, s es el costo de cada pedido y x
es el nimero de unidades por pedido. Determine el tamario del pedido que hace

minimo al costo suponiendo que las ventas se producen a un ritmo constante.

16. El costo de produccion de x unidades es C(x) = x¥4 + 62x + 125, y la

funcién de demanda es p = 75 ~ x/3. Determine:

a) El niGmero de unidades que maximiza el beneficio.

b) El nimero de unidades que minimiza el costo.
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c) El nivel de produccién para que la demanda sea elastica, inelastica y de

elasticidad unitaria.

17. La cantidad de relojes de pulso Rolay, demandada por mes se relaciona
con el precio mediante p = 50 / (0,01x* + 1) para 0 < x < 20, donde p es miles de

Bs., y x es miles de unidades.

a) Obtenga el Ingreso medio y el ingreso marginal.
b) ;Para qué numero de unidades el ingreso medio es igual al ingreso
marginal?

c) Halle el ingreso marginal para 2000 relojes e interprete.

18. La demanda semanal de televisores 25 a color marca Acmy es
p - 600-0,05x para 0 < x < 12000, donde p es precio al mayor, en §, y x es la

cantidad demandada. El costo es C(x) = 0, 0000002x*> — 0,03x” + 400x + 80000.

a) ¢Cual es la funcion ingreso y la funcion utilidad?

b) ¢ Cuales son los ingresos, costos y utilidades marginales?

c) Calcule C'(2000), I'(2000) y U’(2000) e interprete.

d) Trace la grafica de C(x), I(X) y U(x) sobre el mismo sistema de
coordenadas, e interprete.

e) Halle el costo promedio por unidad.

f)Calcule el costo promedio para 5000 y 10000 unidades e interprete.
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19. Una plantacion de naranjas tiene una produccion promedio de 36
guacales de 25 naranjas cada uno por arbol, si la densidad de arboles es 22 por
4000 m?. Por cada aumento unitario en la densidad de arboles, la produccién se
reduce a 2 guacales por arbol. ; Cuantos arboles se deben plantar para maximizar la

produccidon?.

20. La fabrica de galletas C.K.L. vende sus galletas surtidas Delys en
envases de 1Kg., la demanda estimada es de 1000000 de unidades. El costo por
iniciar una nueva produccion es de Bs. 500000 y el de fabricacion es de Bs. 500 por
caja. El costo de almacenamiento es de Bs. 400 por caja durante un aho. Si la
demanda es uniforme y la produccion es instantanea, jcuantas cajas deben

producirse cada vez para minimizar les costos?
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