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PREFACIO

Cuando entré a trabajar en el postgrado de economia de la

Universidad Catdélica "Andres Bello", se me asignd dictar el curso
d Técnicas Cuantitativas para los estudiantes del postagrado de
etonomia. La principal dificultad que encontré fue la hallar un
texto apropiado tanto en nivel como en contenido para el curso.
S1 bién existian libros que fueran una buena aproximacidn, no
existia uno que se adaptara en 100%4. Los profesores que me prece-
dieron dictando esta materia no tenian un texto basica por el
cual guiaban todo el contenido. De alli surge la idea de escribir
unas notas para los estudiantes que cumplan con este propdésito.

Esta materia tiene el objetivo de dar al estudiante las
herramientas matemdticas basicas para tomar un cursc econometria
con un nivel equivalente al contenido en el libro de Johnston vy

el de curscs de economia con orientacidn de economia matematica a

ufd nivel intermedio de dificultad matematica. En cuanto al nivel

matematico se refiere, su contenido es de matematicas tradiciona-
les a nivel intermedio y no se hacen aplicaciones en areas afines
d gran utilidad en la economia como las probabilidades y la

estadistica. Las notas contienen una cantidad de tdpicos hete-
rogéneocs, aunque, en lo posible, se ha tratado de mantener una
unidad en cuantc a su contenido y su hilacidn. Asi, si bién se ha
priccurado  escribir aplicacicnes de todos los temas matematicos
gque se tratan, el objetivo de las notas no son el de hacer un
tjxto de tecoria econdmica o economia matematica, sinc el de
escribir un texto de matemdticas para los interesados en estudiar
econamia con un enfogue matematico. Una vez aprobado este cursao,

el| estudiante debe tener el nivel matematico adecuado para leer




unpa gran cantidad de papers corrientemente publicados en revistas
econdmicas especializadas tales como American Economie Review,
Eronometrica o el Journal of Political Economy.

Las notas tienen como requisito haber realizada un curso de
cﬁlculo en una y varias variables y, preferiblemente aunque no
indispensable, haber tomado cursos introductorios de teoria macro
y| microeconémica. E1 primer capitulo es dedicada al Algebra

Lineal. En €l se estudian los espacios lineales, el algebra de

matrices y sus operaciones elementales, determinantes, las

transformaciones lineales, los autovalores y autovectores. Si

bién en este primer capitulo no se haceh aplicaciocnes econdmicas,
resulta bdsico para otros temas del texto Y para los cursos de
econometria. El segunda capitulo, dedicado a las leyes de creci-—

miento, se estudia la ley exponencial y se estudian dos aplica-
clones; la primera el modelo de la deuda publica y el ingresc de
Domar y la segunda al modelo de crecimienta de Harrod-Damar. Por
ultimo se estudia el algebra basica de los numeros comple jos.

El capitula 3 se introducen las ecuaciones diferenciales vy
s2 hacen dos aplicaciones a la tecria de crecimiento: el modelo
dg Harrod-Domar y el modele de Solaw. En el capitulo 4 se intra-

ducen las ecuaciones en diferencia finita ¥y se muestra como
aplicacidén el clasico modelo de Samuelson de interdependencia
entre el multiplicador y el principio del acelerador. El capitula
S | se introduce el tema de la estabilidad de las ecuaciones Yy en
ell tema 6, los sistema de ecuacicnes simultaneas; en este dltima
8@ muestra como aplicacidn el sistema de equilibric general de

Lepntief conocido como el modela de insumc-producto, perc en  un




CAPITULD 1

ALGERRA LINEAL

CCION 1.1: ESPACIOS LINEALES

DEFINICION: Sea §f un conjunto de nameros. Diremos que £ es  un

cuerpo o campo Si es cerrado bajo las operaciones de suma, resta

multiplicacidn y divisidn (exceptoa por cera).

EJEMPLO: 1) Los nameros reales son un cuerpo.

2) Los nameros complejos son un CUBYpo.

3) Los enteros, los naturales e irracionales no  son
Cuerpaos.

DEFINICION: Sea f un cuerpo. Defino un vector coma un  conjunto

ordenado de elementos de f. El ndmero de elementos del vector se

llama "Orden del Vector".

DEFINICION: Sea v = (ayy @pye.ey ap) un conjunto sabre un  cuerpo

¥y los elementos a; se llaman componentes y los elementos de §F,
eicalares.

S5i los componentes se escriben en forma de fila, el wvector
s% llama vector fila. Si son escritos en forma de columna, se
llama vector cclumna.

DEFINICION: Un vector cuyocs elementos son todos cero se  llama

vjctor cerao.

D

FINICION: Un vector que tiene un 1 en la i-ésima posicidn vy
caro en las demas se llama vector unidad y de denota por e;.

EJEMFLO: El vector (Q, O, 0) es un vector cero y e, = (0, 1, 0).

DEFINICION: Sea v = (ayy @azy.-..y, a,?; el escalar que se encuentra

en la i-ésima posicidn se llama i—-ésima componente o 1-ésima
coordenada.

DEFINICION: Sean Vy; = (a3, Agyecsy @) ¥ Vo = (by, boy..., by




ds

m

DE

ns vectores. Defino la suma 31 + 02 oMo

\_/1 + G;a = (a1+b1, 32+b1,..., an+bn).

EJEMPLO: Si vy = (1, 2, 3) y V5 = (4, 5, &), entonces

Vy + Vp = (1+4, 245, 3+6) = (5, 7, 9.

EFINICION: Sea Vv = (ayy 854--.4 ap) un vector. Definc la multi-

plicacidén de un vector vV por un escalar k como

m

)EFINICION: Sean vy = (&1, @gy.esy a) Y Vo = (by, boy,...y by?

kv = (kay, kasy..., kagd.

EJEMPLO: Si Vv = (1, 2, 3) y k = 4, entonces

V= (4-1, 4-2, 4-3) = (4, 8, 12).

n

dds vectores del mismo orden. Defino el producta escalar o inte-

riar ¢1~§2 Camo

.\71“;2 = albl + 32b2 et anbn.

DEFINICION: Sea Vv un vector, se define la norma de v como,

|Vl = ;1";2-

DEFINICION: Un vector de norma uno se dice que esta normalizado.

EJEMPLO: Si vy = (1, 2, 3) V¥ 32 = {4, 5, &), entonces

31-32 = 1-4 + 2-5 + 3-6 = 4 + 10 + 18 = 32.

Consideremos un cuerpo f. Defino un espacio lineal o vectorial V

L)

ca%o un conjunto de vectores del mismo orden sobre §f tales que si

Vi V2 € Vy k € f, entonces

Vy + Vo € V; 2) k-V4 € V.

Esto quiere decir que un conjunto de vectores cerrados bajo

laF operaciones de suma y multiplicacién por escalar es un espa-

c1

vectores {(Vy, Vaoseesay V

o vectorial.

EFINICION: Diremos que el vector VvV es combinacidn lineal de los

V.Y si existen escalares {ky, kao,..., kp?

n n




n

v

d

d

o todos nulos tales que

V = kyVy + koVo + .0 + kKoV,.

Observe que si vV es una combinacidén lineal de {(Vy, Vs,...,

n}y entonces podemos escribir V = k;Vy o+ kaVo + Lo+ kv,

onde los k; son escalares no todos nulos, por lo tanto podemos
#cir que existen escalares, no todos nulos tales que

AV .+ AiVy * @aVe + ase ¥ AV =0
s g | R n'n

donde a = 1, a; = “Kyy «uey aq = ~kn+ Esto nos induce a realizar
li siguiente definicidn:
DEFINICION: Diremos que un conjunto de vectores {Viy Vayeeey Vpi

san linealmente dependientes si existen escalares kg, Kgye.., K

n

g todos nulos tales que

H1V1 s k2V2 L AR knqn = Q,

EJEMPLO: 8i Vy = (1, 2, 3) y v5 = (2, 4, 6) entonces Vi ¥ Vo> son

1

0

&

d

E

inegalmente dependientes ya que
GI - %32 =.¢(1, 2, 3) ~- %4(2, 4, 6) = 0.
Observe asimismo que Gl es una combinacidén lineal de 32 ya

We 31 = v,

FINICION: Divemos que {Vy, Vo,..., V,} son conjunto de vectores

inealmente independientes-si no son linealmente dependientes, es
ecir si

KyVy + koVo + oo + KnVqa = © == ky = ko = su. = k, = 0.
JEMPLO: 8i vy = (1, 4, I, Vo = (2, 3, 1) y Vg = (-1, 1, 2)
ntonces

i
il
W

(ky+2ko~kog, 4ki+3kotka, 3k +ko+2Zkn) = O

> ky+2k

i
e}

=kg = O} 4k +3kotkg = 0O 3k +kot2kg)

-
=

fi
il
“

K = roRye - g - mkey - POF 10 tanto, si  ky

il
-




entonces kg, = kg = -1y Vy =V, = Vg =0y {vy, V,,
vectores linealmente dependientes.
EJEMPLO: Si 31 =l i, 15 32 = (0, 1, 2) ¥y 03 = (1,

ehtonces klvl + k2;2 + kSV3 = 0
== k1+k3 = Q, k1+k2+2k3 = 0, k1+|.;,_ = 0,

== k1=k2=k3=0-

VS} san

Por lo tanto los vectores son linealmente independientes.

DEFINICION: Defino el espacio generado por los vectores {Vl,

V:!'--., v

nty L, como el conjunto de todas las combinaciones

lineales {Gi, 02,..., Vn}; A este conjunto lo denctaremos por L =

g+n{vl, s s

TEOREMA: El espacio generado par los vectores {(Vi, Vo,..., Vo) es

un espaciao lineal.

priueba: Tenemos que ver que si U, V € L = gend{Vy, Vo,..., Vi,
entonces kU€L para todo k€Ff, ya que si u€l, entonces a klvl +
kadVo + oo + KoV, ¥ ki = kkyVy + kkovs + ... + kk,v,, donde

cada kki es un escalar.

+ KV ¥y Vo= kTP vy + K''oVo + su. + k' v entonces

G o the? U120V * e ¥ ARG+ KT N,
i
=] kyVy *+ koVo + ... # knVnr donde los k; son escalares;

t%nto a4+ VvV € Ly L es un espacic lineal.

Ahora si ky; = k'; + k'’;, entonces k; es un escalar

Por otra parte, U + V € L, ya que si 0 = k";¥; + k'5Vy + ...

<
£l
+
<l

por lo

DEFINICION: Sea V un espacio lineal. Diremos que el conjunto de

vectores {Vy, Vo,..., V,} @5 una base de V si

1) V = gendVy, Voyauey Vo I;




2) ¥y Voypeany Gn} es un conjunto linealmente
independiente.

: Sea V un espacio lineal y @ = {Vy, Va,.c.y Vo) una

ase para V. Defino la dimensidén de V como el nuamero de vectores
e la base . Denctaremos a dimensidén de V por dim(V). Asi, en
ste caso, dim(V) = n.
SECCION 1.2: MATRICES

Se puede definir una matriz M come un conjunto ardenado de
vectores del mismo orden. Sean

Vi = (agyy ajzr ay3),

i

-\;2 (E\Zl, 6\22, 323), <.

vy = (agy, agps azay)
vectores del mismo orden, entonces
- | g
e ¢ LI - L
H =1 %210 820, 855

S311 839, @y

es una matriz donde cada fila es un vector.

Considere ahora los vectores \

3
—
I

(ag1s 829 2312,

£
m
l

(B12y 822, @320,

wi = (a3, az3y aga)y

entonces la matriz M esta escrita como un conjunto ordenado de

columnas. Cada columna de M es un vector.

DEFINICION: Si una matriz M tiene m filas y n columnas diremos

que M es una matriz de orden mxn y se denocta por men‘ Sim= n

se dice gque la matriz es cuadrada.

cn




También se denota la matriz M por [aij]mxn' donde ajj es el
lemento que estd en la i—ésima fila y la j-ésima columna.

]

EFINICION: Sean A = taijlmxn y B = [bij]mxn dos matfices del

orden, entonces defino la suma de matrices A + B como una

atriz C = EC;J]mxn tal que Cij T A4 5 i je
8i
A = R y B = g 6 entonces,
3 4 A
k. J
cC = L2 + R = 8
3.9 7 8 10 32
L. J

DEFINICION: Sea A = [aij]mxn una matriz, defino la multiplicacidén
de una matriz por un escalar k como k-A = [k'aijlmxn'
EJEMPLO: 8i
A = y - y k = 2, entonces
< S
kA = 1 @2 = 2 4
3 4 & 8

DEFINICION: Sea A = [aijlmxr y B = Ebijjrxn' Defino la multipli-

cacidén o el producto de matrices AXB como una matriz C tal que

r
C = A;B = [ I aikka ]mxn-
k=1
EJEMPLO: Si
A = : B~ S £ B = |-1 4 entonces,
4 95 6 25
I B
L= 13- 22 g0 Lo = ek o 36 14 12
C = =
RO Yo e e d 44 = 55 + 66 24 27




Observe que, en general, AXB # BxA. Compruebe ésto calcu-—
ando  BxA en este ejemplo. Ma% aun, puede ser gque para dos
atrices cualesquiera A Yy B; el ﬁroducto A%XB no existe porque el
uamero de columnas de A es distinto al niamerc de filas de B.

] una matriz tal que a; ; = 0O para todo

EFINICION: Sea A = [a; .

ij- " mxn

i, Jj, entonces diremos que A es la matriz cero de orden mxn y es
enotada por O.
Observe que A + 0 = 0 + A = A, para toda matriz A.
DEFINICION: Una matriz identidad es aquella que tiene la forma
I

= [&; ;1

n > 1 e 1
donde Sij = 1 s1 i1 = jvy Sij = 0 si i"# j. E1l término Sij se
llama Delta de Kronecker. Observe que A-I = I-A = A, para toda

matriz A.
DEFINICION: Una matriz escalar es una matriz de la forma I,
donde 7 es un namero real.

EJEMPLG:

DEFINICION: Una matriz cuadrada cuyos elementos de la diagonal
son escalares cualesquiera y los demds son todos ceros se llama
Matriz Diagonzl. 8i dnicos elementos no nulos estan ordenados
como bloques de submatrices cuadradas a las largo de la diagonal
principal, se dice que la matriz es diagonal a blaoques.
EJEMPLO: 5 1

|

D = O
DEFINICION: La traza de una matriz cuadrada A es la suma de laos

N O

elementos de su diagonal principal y se denota tr (A).

TEOREMA: tr (A + B) = tr(A) + tr(B) v tr(ABCY = tr(CAB) = tr (BCA).




ueba: ejercicio.

DEFINICION: Una matriz es triangular superior (inferior) si todos

los elementos por debajo (encima) de la diagonal son cero.
EFINICION: La matriz traspuesta de A, denotada por AF, es agque-—
la que se obtiene al intercambiar filas por columnas, es decir,

i A= [a, entonces At = ( 1

i jimxn’ 2ji‘nxm*

JEMPLO:
z =3
4 |, entonces 2: 9

Observe que la multiplicacién de matrices cumple con 1la
propiedad asociativa, es decir
Ax (BXC) = (AXB)xC.
DEFINICION. Una matriz A cuadrada simétrica es definida positiva
si para cualquier vector V # 0, se tiene que V-A-V 2 0, y se
dice que es definida negativa si V-A-V £ 0.
SECCION 1.3: OPERACIONES ELEMENTALES
Considere una matriz A = (Vy, Vo, «uny Vn)t como un conjunto

de vectores fila. Llamaremos operaciones elewentales a las si-—

gquientes:

1) Intercambiar dos filas. Asi = - - L
bt | vy
Vi1 % 1Yy
: H
M i
e i L. J

Observe que esta operacidén no altera la dimensidén del espa-—

cio generado por las filas.

2) La multiplicacién de una fila por un escalar no nulo. Asi




s -2
:’1 b |
¥y 4% [ kv
VJ Vi
vI"l UI'|

L - L 4

Esta operacién tampoco altera la dimensidén del espacio
enerado por los vectores fila de la matriz (Vy, Vo,..., V3.

) Sumar a una fila el resultado de multiplicar otra fila por un

scalar k (k # Q). Asi

b | ¥4
Vi R Vl + I{VJ‘
i vYn Vi

Esta operacidén tampoco altera la dimensidén del espacio

generado por los vectores fila.

Considere la siguiente matriz:

=

fl
- L) -

|
Ll 71 O
N o=

Tratemos de convertir a la matriz A en la identidad mediante
operaciones elementales. Asi, primeroc sumamos la 12 y la 32 fila
y la colaocamos en la 32 fila, y multiplicamos la 18 por -3, la

sumamos & la 28 fila y la colocamos en la 22 fila, obtenemos

1 4 3
0-=135 ~8
0 o

luega, multiplicanda la 28 fila por —-1/15 se tiene




:
l

odemcos ahora multiplicar la 22 fila por -5, sumarla a la 38 fila

3
-8713
S

o o
e 5

dejar el resultado en la 32 fila, y luego multiplicar la 28
ila por -4, sumarla a la 12 fila y dejar el resultado en la 18

ila. Esto nos da

por daltimo, multiplico la 32 fila por 3/7, luego multiplico la 382
fila por -8/15, la sumo a la 22 fila y lo dejo en la 22 fila, vy
multiplico la 32 fila por —-13/15, lo sumo a la 12 fila y lo dejao
en la 12 fila cbtenemos la matriz identidad.

Es facil ver que los vectores . fila de la matriz (1, 4, 3),
3, -2, 1) y (-1, 1, 2) son linealmente independientes.

Sea

-
N o=

:

se puede comprobar que los vectores fila son linealmente depen-—
dientes. §8i tratamos de llevar a la matriz A a 1la identidad

mediante operaciones elementales obtendremos

g 0D 0
Al = s 21740
s s R |
En este casao la matriz no puede llegar a la identidad. Esto

10




os induce a hacer las siguiente definicidn:

EFINICION: Dada una matriz cuadrada A y tratemos de reducirla,

ediante operaciones elementales, a una matriz.de la forma:
) Cada elemento por encima de la diagonal principal es ceroj
) cada elemento de la diagonal es cero o unoj
) ®i los elementos de la diagonal son nulos, toda la fila es
nul a;
4) S8i el elemento que pertenece a la diagonal es uno, el resto de
la columna es cero.
La matriz puesta de esta forma a partir de la matriz A se
llama forma canénica de Hermite o forma hermitica.
En los dos ejemplos antericores, las matrices fueron reduci-

das a su forma hermitica.

DEFINICION: Definc el rango o caracteristica de una matriz como

el nimero maximo de vectores fila linealmente independientes.

De manera gue la métriz A tiene el mismo rango de su matriz
Hermitica H y el rango de H es el numero de filas no nulas.

El método mediante el cual se convierte una matriz A en su
- forma hermitica H se llama método de Gauss—Jordan.

Matrices Inversas.

DEFINICION: Sea A una matriz cuadrada. Defino la inversa de A

coma wuna matriz B tal que AB = BA = I. A la inversa de A se
denaota por a1,

El métcodo de Gauss—-Jordan también sirve para encontrar 1la
inversa de una matriz. Para hallar A"l hacemos 1lo siquiente:
escribimos una matriz ampliada EA[I] y tratamos llevamos A a su

farma hermitica, y las mismas operaciones que aplicamos a A las




apliramos a I. 8i A tiene inversa al final obtendremos la matriz

EI|A”1J. Sea

A = e |
4 2
r
ntonces
A = 2 3 1 . © = -1/4 3/8 s RN 2
4 2 3 I | i72 —-1/4 5 S

El lector podré& comprobar que

al = |-1/4 ass
172 ~1/4

L
DEFINICION: Si la matriz A tiene inversa, entonces se dice que A

es una matriz no singular.

Equivalencia.

DEFINICfDN: A es una matriz elemental si se puede obtener

mediante operaciones elementales a partir de la identidad, es
decir, si su forma hermitica es la identidad.

Analicemos las operaciones elementales y veamos que éstas se
pueden escribir como producto de matrices elementales. La primera

operacion elemental es el intercambio de dis filas, por ejemplo

A= Vi & 3
4 1

1 =+
3 7
Observe que la matriz

Eg Wil 4 4

[y
<

’

se abtiene de la identidad intercambiando filas, por la tanto es




a matriz elemental. Observe también que

r 1 T 1 % |
E,;A= [0 1 {-|1 2|=1]3 4
1 oJ 3 4 1

Asi la operacion elemental de intercambiar filas equivale

]

a

ultiplicar la matriz A por una matriz como E; por la izquierda.
1 lector puede comprobar gque si multiplica A por E;y por la

derecha, entonces el resultado es el de interambiar columnas.

La segunda operacidén elemental, multiplicar una fila por una

constantes, se puede expresar también como una multiplicacidn de

matrices elementales. Veamos. Si
|

1 - entonces k. 2k
3 4 |
i

resulta de multiplicar la primara fila por k.
|

La matriz

E, = | k ©
- S

’
"es elemental porque resulta de la multiplicacidén de la identidad
|

por k. Pero,
|

EE-A =

) =

k-0 Sls
5 e |
For 1o tanto la operacidén de multiplicar una fila de A por

una constante puede verse coma la multiplicacidn por la izquierda
|

de una matriz elemental.
La dltima operacidn elemental consiste en sumar a una fila,
|

otra por k. Asi, si
|

el resultado de multiplicar




2 entonces A = 143k Z+4k
4

3
3 3 4
Si
Eq = : B
6 e |
L4
ntonces Eq se obtiene de la identidad multiplicando la 28 fila

or k y sumando el resultado a la 12 fila. For lo tanto E; es una
atriz elemental. Pero

Eg-A=| 1 k [-| 1 2| =] 143k 2+4k
e 3 4 2 - W

por lo tanto, la 32 operacién elemental se puede ocbtener mediante

la multiplicacidén de una matriz elemental.

De esta manera, hemos visto que si H es la forma hermitica

de A, entonces H puede expresarse como el productao por la iz-

quierda de A, de un namero finitc de matrices elementales. Asi,
€nEney - "Ez-E;-A = H.

Si hacemos B = En-En_i----Ez-El, entonces B es

elemental y B-A = H, daonde B es una matriz no singular.

una matriz

DEFINICION: Diremos que dos matrices A y B son equivalentes si

existen matrices elementales P y @ tales que
P-A-8 = B.

SECCION 1.4: DETERMINANTES.

En esta seccién nos limitaremos a explicar algunos métadas

para calcular determinantes.

DEFINICION: Sea




uma matriz cuadrada de orden 2, defino el determinante de A como

det(A) = ad - bc.

EJEMFLO:
: [ - = 4-]1 - 2-3 = ~2.
3 4
EFINICION: Sea
A= a b c
d e f
g h =k

efino el determinante de A como

det(A) = aei + cdh + bfg — ceg - bdi - afh.

EJEMFLO:

= 1-5-
-1

det (A) = o B
T

N R
(s I N
O ;W

2-7-6 + 3-4-8 - 3-5-7 - 2-4-9
= 0.

Considere el determinante de tercer aorden

.Sy %3y 10 %15
s W
831 %a2 a5
se define por Menor Complementario del Elemento S ERL al determi-

nante que se obtiene al suprimir en la matriz A, la fila i y 1la

columna j. El1 mencor complementaric de a; j se denota por |Aij|'

EJEMPLO:
&2 3
|A31] = = 83383 ~ 813855,
azy azn
B e ¢ i
|Azz| = = aj1ag3 — a13334-
é31 433
£ &i11 212 &
jProg| = = ayqd@gz — 812831
a31 %32

DEFINICION: Se define el a&adjunto del Elemento &;; Y se denata por

15
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i3 L

EJEMPLO:
Agy = 103 jag | = |Agy| = ajpaz3 - ayzagys
App = (-10FMF A5 = |Agy| = agjagg - ajgagyi
Ayz = (~102%F|Ag| = —|Ayg| = ajzagy - ayjags

Por dltimo, se puede demostrar, aunque no lo haremos, que un

eterminante se puede calcular utilizando ' sus adjuntos. FPor
jempla, considere el determinante de la matriz A, en el ejemplo
nterior. Se puede verificar que este es la suma de los elementos
de una fila cualquiera de la matriz multiplicados por sus respec-—

tivos adjuntos.

EJEMPLO:

det(A) =

N A -
WM
oW

ittt 25 1Ma| Y-F (Mg

=1-15 6] - Z-|4 6
8 9 7 9

ol B
7 ol
= (45 ~ 48) - 2(36 -42) + 3(32 - 35) = 0.
Por Gltimo, enunciaremos un teorema sobre determinantes: el
determinante de un producto de matrices es igual al producto de

los determinantes de las matrices, es decir |ABC| = |A|-|B|-|C|.

Aplicacién de los Determinantes. Los determinantes son una herra-

mienta dtil para saber si un sistema de ecuaciones homogéneo
tiene una solucidén no trivial.

8i AXx = 0 un sistema de ecuaciones homogénec, tendrd una
solucidén dnica si det(A) = O.

Este teorema nos resulta de mucha utilidad para saber si un
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adj(a; ;) coma Ay = (~1)i+J,AiJ|, es decir, mencs uno




conjunto de vectores son linealmente independientes. jPorque?.

g
| 2X + 3Y = 0
<
I 4X + &Y = 0
\
2 3 X = 0
4 6 N
A =

[ ST ] entonces det(A) = 2-6 - 3-4 = Q.
4 6

Far la tanto el sistema tiene infinitas soluciones.

TRANSFORMACIONES LINEALES.

SECCION 1.5:
una

DEFINICION: Sea A una matriz de orden mxn. Sea T:IR™-->IRM,

Diremos que T es una transformacidén lineal si es de la

funcidén.

forma T% = %A, donde %X es un vector fila de orden m.

EJEMPLO: &1
2 31 =r| 2% + 4),»'-I

L|4 6 J L 3x + By J

T = [x y)

Si T:IRM—=>IRM es una transformacién lineal entonces

TEOREMA:

1) T(rx) = T'TE; oY TIR &+ ;) w TE & T;.
prueba: T(rX) = (rX)-A = v(xA) = ~-TX.

Ademas, T(X + ¥) = (X + Y)A = %A + YA = T% + Ty.

SECCION 1.6: AUTOVALORES Y AUTOVECTORES.

DEFINICION: Sea Tx =

(v #0), es un autovector,

%A una transformacién lineal, T:IR"—->IR",

Se dice que VEIRD, vector propic o

vector caracteristico de T (o de A) si existe v€IR tal que
T(V) = v-V o V-A = v-V.,

T se le llama autovalar, valor propio, valor

Al escal ar




caracteristico o raiz caracteristica de T (o de A).
OREMA: Sea TX = %A una transformacién lineal, entonces v es
autovalor de A si y solo si det(A - vI) = Q.
rueba: Si v es una autovalor de T entonces existe GEIﬁh tal que
VA = v ==> VA - 1v =0
1) ==)> V(A - 7vI) = 0.
Fero (1) tiene solucién Gnica si det(A — 7I) # 0 y en este
asa v # 0. FPor lo tanto, para que existe un autovector es una
condicién necesaria y suficiente que det(A - vI) = 0.
Dado que Tx = XA, los autovalores de A podemos encontrar-—
los resolviendo la ecuacidén det(A - 1) = O.
La ecuacién det(A - 7vI) = 0 se llama ecuacidén caracteris—

tica.

EJEMFLDO: Sea

==3 det(A — 7vI) = (2132 - 9 = 72 - 4y - 5 = 0, es la ecuacién

caracteristica y 165 autovalores son vy = -1 y 75 = 5. 2
Existe un teorema muy importante, el Teorema de Cayley-—

Hamilton, el cual dice que toda matriz A satisface su polinomio

caracteristico. Asi, en el ejemplo anterior tendriamos que

A< - 4A - SI = O.

For 1o tanto




Veamos ahora coma encontrar los autovectores. Si

r
A = A O I |
: [ LN
1 =1 &
|
u ecuacidén caracteristica es
‘A - TI' =2 (1 = A2 = I3 — T) = 0.
las raices caracteristicas vy =1, 75 = 2, 7vg = 3. Veamos
uales son los autovectres para vy = 1. Tenemos que
(A - T11)§ = : M o R S L = (o]
1 =0 ) y O
1 —~1 "2 = (8]

Fuesto que det(A — vI) = O, % tiene infinitos posibles

valaores. Resolviendo el sistema tenemos que
% = -z, y = z.
For lo tantoc, si hacemos z = t, tenemos que y = ¢, x = -t,
oy O, Ve mY omol=t, ) wm R0, 15020

Asi, el vector (-1, 1, 1) es una base del espacio de auto-
vectores con autovalor 7y.

Analogamente podemos encontrar una base para los autovecto-

res con autovalor v, = 2 y 79 = 3. Asi

Ty =1 ==> Yy o= &1, 1, 1)

]

i

T3 = 3 ==> Vg = td1, 1, 1.

la matriz de los autovectores, ordenados por columna. A la matriz

P se le llama Matriz Modal de A.




CION: Diremos que dos matrices Ay B son sempejantes si
ekigste una matriz no singular P tal que
P l-A-P = B.
EOREMA: Si A v B son seme jantes entonces tienen el mismo polino-
io caracteristico y los mismos autovalores.

rueba: Sea P l-A-P = B, donde P es no singular, entonces

|B - vI| = |PL-A-P - v1| = |P7l.A-Pp - vP7l.1-P|
= |P7lA - vDP| = |P7L|-|A - xI|-|P| = |A - 71|-|P"lP|

|A 4 TII.
Por 1lo tanto B vy P l.A-P tienen en mismo polinomic carac-—
teristico y los mismos autovalores.
TEOREMA: Si B es semanjante a A entonces det(B) = det (A).
prueba: 8Si P l.a-p = B, donde P es no singular, entonces
B = (BT AR & (PTA| S| = [A]C (PTIP) = (4]
TEOREMA: Sea A una matriz cuadrada de orden n, entonces A es
semajante a D, la matrii diagonal que contiene los autovalares de
A en la diagonal. Ademas, si P es la matriz modal de A, entonces
Pl-A-P = D.
prueba: Sea P = (Vy, Voy.eay V) la matriz modal de A, entonces
LA~ xlovy = 0 y AV; = 7;V; para todo i€{1,..,nJ.
Si D es la matriz diagonal de los autovalores, entonces
D= (1981, ToBoyeuey T

nen)'

Asi P-D = (1y-P-8;, T5°P-85,...y 7-P-8 ), pero P-8; = Vi, V¥

asi PD = ('\'1‘\—/1, '\"2‘;2,---, Tn"gn)-
Por otra parte, AP = A(Vy, Vo,.cey Vo) = (Avy, AVo, ..., Avy)
pero Av; = T;V;, asi AP = (T;-Vy, T3 Voyeeay T V).

== PD = AP ==> D= P l-a-P.




L) =

z .9
i1
I ~1
biamos visto que los autovalores son vy =1, T4 =2, T3 = 3y
1

1
1

P = |-1
1
1

O - -

s la matvriz modal. For el método de Gauss—Jardan podemos ver que

Pl = (-4 % o
o 1 -1
% % 1
L 4
de esta forma

p=pPlaPp=|2 0 1 [=|~ 0 O
B RN 0T, O
1 <1- 3 0 0 rq

A es una matriz de orden n y {Ty{yewey TR¥ son sus

TEOREMA: 8i

autovalores, entonces det (A)
Sea D la matriz diagonal de los autovalores de Ay P la

ol Bl sl

prueba:

matriz maodal, entonces

P7l-a-P =D ==> detP"l-a-P) = det(A) = det(D) = 7 -7, - 7.

EJEMPLO: En el ejemplo anterior, el lector pusde probar que

det (A) = T ¥a Ty ™ 6.

Transformaciones Ortogonales.

DEFINICION: Una matriz A es artogonal si At-a = A-at = I, es
decir si A™1 = At
TEOREMA: Si A es una matriz ortogonal entonces la norma de cual-—
quier vector fila es uno.

vector

prueba: Si A es ortogonal entonces a-at = 1. Considere el




fila v, entonces el elemento a;; de A-At es el producto escalar

1 i—-ésimo vector fila de A, Vv, por el i—-ésimo vector columna
t v 1 = ey == ol 2 = = v o=
A¥, v. Asi a4 S Iy' 1 # |v| 1.

Si A es una matriz ortogonal entonces el producto esca-

A es ortogonal entonces A-AY = I. Asi si i#j, el

- Gl‘v‘] = Q.

= Al y que es idempoten-—

érminao aj j de A-AY es cera, pero aj j

EFINICION: Una matriz es simétrica si A

e s1 AA = 1.

EOREMA: Sea

vector es uno y el producto escalar de dos filas distintas cua-

A una matriz cuadrada tal que la norma de cada

lesquiera es cero, entonces A es ortogonal.

rueba: Sea A = (Vi, Voseeny Gn)t una matriz de orden n tal
que cada vector fila tiene norma uno y el producto escalar de dos
V:;~"Vv: = 1, para

filas distintas es cero, entonces: 1) |Gi| Ny Yy

toda 13 27 Gi'vj = 0 g8i i#j. Por lo tanto A-at =(61J), donde
§;; es la delta de Kronecker. Por lo tanto, A-at = 1,
TEOREMA:

Suponga que A es una matriz real y simétrica, entonces

la matriz modal P, una vez normalizada, es ortogonal si todos los

autovectores de A son distintos.

prueba: Sean ;i y VJ dos vectores distintas de P, entonces

AVi - '\'Gi = Q N Av = TVJ‘ = Q.

J
ahora vV, ¥ = (AVIET; = T AN = U, YAT (A simétricad
t_

] v t— = 3 _.t—_. == ” — - ""t__ -
par lo tanto vvy Vj 'rJ(v1 VJ) > {7y qj)vl v 0.

tenemos que Vitvj

= Y

como las filas de P estan normalizadas,

pt = p-l y P es una matriz artogonal.

For lo ftanto




EJEMPLO: Sea

AR R |
1~ O3
= %%-A-X ==> |A-7I| =701l -T)@E - 7T)=0
> Wy 1, 75 =3, Tg9 = 0 son los autovalores de A. Los
ectores caracteristicos son
1y =1 =smd G,to= 0, ~1;, 1
o =3 =md T¥ =2 1, 1
T =0 ==> Vgt = (-1, 1, 1.
Asi, la matriz modal es
P = Q5 2y
= - 3
e ket =

Normalizando los vectores fila obtenemos
¥t = «0, ~1/2%, 1/2%

(2/6%, 1/6%, 1/6'%)

<
m
1t

Vot = t=173%, (/3% 41/3%.
y la matriz modal ortogonal que buscamos es
P=|0 2/6% —1/3%

~i 728  1r6% ar3t
1/2'% 1/s8% 1/3%

Compruebe el lector que Pt-a-p = D, donde D es la matriz de
las autovectores.
TEOREMA: Una matriz cuadrada simétrica es definida positiva si vy
solo si1 todos suslautovalores son positivos y es definida negati-
va si y saolo si todos sus autovales son negativos.

prueba: Sea AL, una matriz definida positiva y M., una matriz
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de rango m. Si y un vector de dimensién n, entonces My es un
vector de dimensién m y por lo tanto M taMy) 2 0, es defini-
da positiva. Ahora, artamy) = ytamtamy, y asi ytamtamy
también es definido positivo. Como y es un vector cualquiera,
htAM es una matriz definida positiva..

En particular, si M es la matriz modal, entonces Mtam = D,
la matriz de los autovectores, es definida positiva. 5i el auto-
vector v ubicado en la i-ésima fila y la i—ésima columna de D es
negative, entonces EitDEi es negativo y D no‘ seria definida

positiva (contradiccién). Por lo tanto, todos los autovalores son

no negativos.

For otra parte, si todos los autovectores son no negativos,
entonces EitDéi 2 0 para todo i, y como {Ei} es una base,
entances para cualquier vector Vv, VitDGi : 0y A= M'DM es
definida positiva.

PROBLEMAS.

Considere las siguientes matrices:

&0 0 ] F—l 7 14
A = o T e © e B = i-3 4 |3
) IR G J 1 S R o
-
Sl 50 ) —fea
c = S 4 -B |5 D = + e T S
G =15 =f . 2
L
15 10 0 M e )
E = 3 14 18 |3 F = ol s R T
1 S 14 2 e |
a .61 ] 2.7 1
G = & 1=l s H = | A~ S S o
1=t j 1 4 r3




ordinaria es una funcidn y = f{t) que contiene a todas las salu-—
ciones posibles de dicha ecuacidén.

Por ejemplo, si y’' = 2t entonces y = t2 + C es una solucidén
general, mientras que y = t2 + 1 es la sclucidén particular gque
ocurre si C = 1. Observe que para que ocurra esta solucidn parti-
cular basta que se dén un ndmero de condiciones suficientes para
determinar las constantes de cardcter general que aparecen en la
solucidn. En el ejemplo que presentamos basta presentar la condi-
cién y(0) = 1. Este tipo de condiciones se llaman condiciones
iniciales.

En este tema solo estudiaremos los siguientes tipos de
ecuaciones:

1) ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y primer
grado;

Z) ecuaciones diferenciales ordinaria lineales de primer ordeng
3) Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes

conStantes

SECCION 3.1: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES DE
PRIMER ORDEN Y PRIMER GRADO

Estas son ecuaciones que pueden escribirse de la siguiente
formas

dy

€1 s am FAar.ot)

dt

Método de Separacién de Variables

Si F(y, t) puede escribirse de la forma F(y, t) = ftyl)/agiy),

entonces

e B B & AT AT G o




(y)edy = f(t)edt

K2) == qQlyl=dy = Jf(ti=dt + C,
donde C es una constante arbitraria. La expresidn (2> nos da una
Loluciﬁn general de la ecuacidn (1),

EJEMPLO 1: (t2 + 4)ey’ = ty

dy t dy t
T dt ==> —= | ——— dt
y t2 + 4 Y tz + 4
==3> InCy) = 4ln(t2 + 4) + C,
==> ln(y) - 1nCtz + 4)% - 1n<C) = 0, donde C, = 1n(C), C > O;
y y
==> 1n(————————— =) = 0 ==> —me—m———me— = 1
Cetz + 4% Cetz + 4)

=2 y = C(t2 + 4% es la solucidn general.

PROBLEMAS:
1.— Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales por el

método de variables separables:

a) yy' = t b) y' = (t2 + 2)/3y?

c) (2 + t)y' = 2y d) ty’ =y

e) yy' = sen t £) (1 - 4t2)%yr = 1

a) yy' - et = 0; ywr = 4 hy % + y8y7 = 05 ye1) = 4
iyt # 1)+ y?! =05 y(1) = 4 J) tyy? - 1ln €t = 0 y(1) = O
k) (1 + t2)y’ — (1 + y2) = O 1) (1 - £2)y? - (1 - y2)% = 0
m) dP — kPdt = 0; F(O) = P, n) dT +k(T — 70)dt = O

Ecuaciones Con Coeficientes Homogéneos
Suponga que la ecuacidn diferencial
(3 fyCt, y)edt + fo(t, y)edy = 0O

tiene coeficientes homogeéeneos del mismo orden, es decir que
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fqlrt, TYy) = T"fl(t, vl Y folrt, ryd) = Tnfzft, o ) B
entonces mediante el cambio de variables y = vt, podemos conver-—
tir a la ecuacidén (3) en una ecuacidn que puede ser resuelta por
2l método de variables separables.

Si y = vt entonces dy = vedt + te=dv, por lo tanto

fy(t, vtiedt + fo(t, vt)elvedt + t=dv) =0

£ 06, viD
e I + v)dt + t=dv = O
folt, vt)
R _
(4) ==) (mmmm—mm——e + vidt + te=dv = 0.
foC1, V)

La ecuacién (5) se puede se puede resolver por el método de
variables separables.

EJEMPLD Z2: Si t2 + Ztyy' — y2 = 0 entonces, reagrupandc obtene-
mos que (t2 - y2idt + Ztys=dy = 0.

8i hacemos f (t, y) = t& -~ y2 y {,(t, y) = 2ty

podemcs observar que f; y fo, son funciones homogéneas de grado 2.
Veamos, fi(rt, ry) = (7¢I — (ry)? = ¥R (t2 ~ yR) = x2f, (%, y)}

y ademas fo(rt, Ty) = 2rtry = 722ty = v2ef (L, y).

Si hacemos y = vt, dy = (vedt + t=dv) y sustituimos, obtene-
mos

(t2 = v2g2)dt + 2Zvte2e(vedt + tedv) = 0O

dt dt
===} ——— e P e e e e e =
t 1 + v2
dt [ dv
== R S J 2V ———— e = 0
;- 1 + vt
==3> 1nCt) + 1ndl + v2) = C1
==3> 1nCtC(l+v2)] = C1 ==5> t(1+v2) = aCl = 2

e

t = C2/(1+v2),
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Sustituyendoe v = y/t y haciendo C = 1/C2 cbtenemos que la
Folucién general es

t3 + ty2 = t2cC.

PROBLEMAS:

1.— Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de coefi-

cientes homogéneos:

a) Zty! =t + y b) yy' = 2t + y
c) 2tyy’ = t2 + y? d) ¢t + yly! =t -y
@) (t2 - y2)y' = ty f) tedy = (3t + 2y)edt

g) tedy - (2te™Y/%+ yidt = 0 h) -y2dt + t(t+yddy = O
i) Lt sec(t/y) + yldt — t=dy = 0; y(1) = 0.
Ecuaciones Diferenciales Exactas
Dada una funcidn de dos variables F = F(t, y), su diferen-—
cial total es
5F 5F
dF & —mwedt @ gy
dt dy

S8i igualamos esta ecuacidn a cero nos encontramoes que

5F &F
(S5) ————dt + ——=—dy = O.
dt dy

Una ecuacién diferencial que tenga la forma de la ecuacidén
(5) se llama Ecuacién Diferencial Exacta, ya que su lado derecho
es exactamente el diferencial de la funcidén F = F(t, y).

Ahora, en general, si nos encontramaos con una ecuacidn de la
forma

(6) M(t, y)dt + N(t, y)dy = 0,

scoma sabemos si se trata de una ecuacidn diferencial exacta?.




De 1los cursos de calculo de varias variables sabemos que
dada una funcion de dos F = F(t, y), las derivadas cruzadas res-—
pecto a las dos variables t e y son iguales, indistintamente del

crden en gue se calculen, es decir

7 —————E ———— "

par lo tanto tenemos que si la ecuacidén (6) es una ecuacidén exac-—

ta, es de la forma de la ecuacidén (3) y asi

SF ' §F
Mit, y) = =——— y N(t, ¥y) & ———=,
dt dy

por lo tanto, aplicando (7) obtenemos,

&M &2 F &2F &N

———— D oo o e o v bt TR i ot e s S st H

Sy StSy Syst 5t

asi, para saber si (6) es una ecuacidén exacta lo que debemos

hacer es verificar si se cumple la condicidén

(8) ——— = e,

Observe que, puesto gqgue M y N son funciones de t e vy, la
ecuacién diferencial (6) serd una ecuacidn diferencial de primer
grado y primer orden. Por lo tanto puesto que la écuacién (6) es
la diferencial total de una funcidén F = F(t, y), podemos escribir
(&) de la forma

€9) dF(t, y?» = 0.

8i integramos (9) aobtenemos que la solucidn de la ecuacidn
(&) es de la forma F(t, y) = C, donde C es una constante. En 1lo
que queda de seccidn vamos a establecer un método que nos permita

encontrar la funcién F(t, y) para la ecuacidén Me=dt + N=dy = O.
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Para comenzar, sabemos que M = §F/8t, por lo que F serd

integral indeterminada de M respecto a t, asi

FCt, y) = JM(t, y)e=dt + @Cy).
Fuesto gque M es el resultado de la derivada parcial de
respecto a t, para encontrar F debemos integral parcialmente
respecto a t. El término @(y) aparece porque al derivar F resp
to a t, toda funcidn que dependa solamente de y se hace cero.
lo tanto, para hallar la solucién de la ecuacién diferencial
solo nos falta hallar @#(y).
Como N = §F/48y, tenemos que

SCIH(t, yr=dt)
NCEy ¥3 ® e mm i e + @7 (yd,
Sy

de donde

S(jﬂ(t, yi=dt? I
Bly) = gy o= N(t, y)=dy.

gy
Este procedimiento se explica mejor mediante un ejemplo.
EJEMPLO 3: Resolver la ecuacidn exacta ty2sdt + tZyedy = 0.
Hacemos M = ty2 y N = t2y, pero dM/&y = 2ty = &§N/&t, por
tanto la ecuacidn es exacta.

Aplicando el método sabemos que

Fet, y) = Im-dt = Ityﬂdt = Yt2y2 + @(y).

Ahora, N = §F/8y ==» N = t2y + @#'(y) ==> #'(y) = N - t2y

== @(y) = IN - t2ydy = Itiy - t2y dy = IO dy = C (constante).
For lo tanto la soclucidn general es

F(t, y) = 4t2yz + C.
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PROBLEMAS:
1.— Resolver las siquientes ecuaciones diferenciales exactas:
a) (2t - 3y)dt + (2y - 3t)dy b) yetdt + ebdy = 0, yco» = 5
c) (3y? + 10ty2)dt + (6ty - 2 + 10t2y)dy = O |
d) Zcos(2t — y)dt - cos(2t - yldy = 0, y(n/4) = 0
e) (4t3 - gty2)dt + (4y3 — Gtyddy = O
f) 2yﬂety2dt + Ztyetyzdy =0
Q) —y=dt/(t2+y2) + tedy/(t2+y2) = 0, y(1) = 1
h) te B2 Y%4¢ + ye“tz_yzdy = 0
i) [y/Ct — yrl2dt + Ct/Ct — y)lady = O
j) eY¥(tcos(ty) + sen(ty))=dy + yeYcos(ty)=dt = O
factores integrantes ’
En ccaciones se puede convertir una ecuacidn diferencial de
primer orden no exacta en una ecuacidén exacta multiplicando ambos
miembros de la igualdad por una funcidén particular. Esta funcidn
particular se denomina factor integrante.
EJEJMPLO: Considere la ecuacidén diferencial y2dt + tydy = 0. Esta
ecuacidn no es exacta porque si M = y2 y N = ty, tenemos que
dM/s/&y = 2y # SN/t = vy,
perc si multiplicamos dicha ecuacién por el términc t, obtenemos
tyz=dt + t2y=dy = O
que es la ecuacidn exacta que resolvimos en el ejemplo anterior.
Ecuaciones Diferenciales Lineales Homogéneas
Estas son ecuaciones de la forma

v # Pty o 0O,

For 1lo tanto podemos escribir que

dy/dt = —-P(t)y,
==3% dy/y = —-FP(t)e=dt
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== j(l/y)-dy = —jP(t)'dt

==> ln(y) = —Ip(t)-dt + C1.

Por lo tanto la solucién general es,

—IP(t)dt
y = C=e,
donde C = eCI, es una constante.
EJEMFLO 4: Resuelva la ecuacidn y’ + ty = 0.
y' + ty = 0 ==3> dy/y = —t=dt

== ln(y) = —-t2/2 + C1
==3> y = C,e—t2/2'

es la solucidn general.

Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden No Homogéneas

Son de la forma y' + P(ti)=y = Q(t). Esta ecuacidn puede

escribirse también de la forma

10) dy + [(P(ti)y — QC(t)1=dt = 0.

Para encontrar la solucidén general de esta ecuécién, trata—

remos de encontrar un factor integrante. Sea I(t) el factor inte-

grante de la ecuacidn (10) , entonces

£ 110 " ICtd)ndy + ICEI=[P(t)y — QCtr)I=dt = 0.

Fuesto que (11) es una ecuacidén exacta, hacemos

M= I(t) y N= I<¢t2=[PCt)Y — QCED)1].

El criterio de exactitud nos dice que §M/&t — N/&y = 0. For

lo tantao

I'(t) ~ PCL)»1(L),

que es una ecuacidn diferencial lineal homogénea de primer orden.

For lo tanto, el factor integrante es
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JR(t)dt
(12) Ame

donde A es una constante cualquiera. Como quiera que rnos sirve
cualquier solucidn particular de (12) como factor i1ntegrante
paodemos usar como tal a la expresidn
IP(t)dt

(133 e

Asi, considere la ecuacidén diferencial de primer orden 1li-
neal y no homogénea
dy + [P(t)y — R(t)1I=dt = O,
entonces multiplicando por el factor inFegrante aobtenemos

fF(t)dt jP(t)dt

(14) e dy + e [F(t)y = Q(E)I=dt = 0.

La ecuacidén (14) es exacta, por lo que solo tenemos que

aplicarle el procedimiento para resolver ecuaciones exactas.

f IP(t)dt IP(t)dt
FEt, -y = e dy + @(t) = ye + @(t)
esto implica que
IP(t)dt IP(t)dt
§F/&t = Flt)iye + @ri{t) = e [F(tdy — B(t2] = N
IP(t)dt
== @' (t) = —-e (BN D)

integrando obtenemos que
I fP(t)dt
==3 @(t) = —JB(t)=e dt
Asi, la solucidén general de la ecuacidén (10) es

IP(t)dt I IP(t)dt
- JBC(t)=@

C15) ve dt = A,
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donde A es una constante. Despejando y(t) de (13) obtenemos que
"IP(t)dt I fP(t)dt

(167 y(t)y = e (A + JR(t)=e dt).

La ecuacidén (16) nos da la solucidn general de (10) en
funcidén de t.

EJEMPLO 5: Resuelva la ecuacidn ty' - 2y = t2.

LLa ecuacién la podemos escribir como

C17) v = (Z2/tiy = ta J
P(tadt
Sea P(t) = -2/t y QL) = t, entonces sabemos que e es
un factor integrante. Fero, fP(t)dt = I(—Z/t)dt a -2Zlnitl). Por lo

tanto el factor integrante es [(t) = eln(1/7¢2) - 4 /g2, Multipli-
quemas (17) por 1/t2, entonces

(17823 — (2/t3)y = 1/t

18> ==3 (1/t2)dy — (2y/t3 + 1/t)dt = O.

La ecuaﬁidn (18) es exacta y aplicando el procedimiento para
resolver ecuaciones exactas visto anteriormente se verifica que

y = t2ln(t) + Ctz

es la solucidn general de la ecuacidn.

PROBLEMAS:

1.— Resuelva las siguientes ecuacicnes diferenciales de primer
orden:

a) y' + y/t =3t + 4 b) y'" + 2y/t = 3t + 1

£

¥ y?! = aVi= vy, yw(0) ‘= J/Z d) y' + 2y = sen t, y(w/2) = 2/5

e) y' -y = cos t, y(0) ‘4 ) y' +'2¢y = 26, y(0) = =}

i

a) (3y + sen 2ti)dt - dy Q h) L&y — 1)sen tldt = dy

i) (¢t - DDy’ +y =¢t2 - 1 J) y' + Sy = 9%

Ecuaciones de Bernoulli

La ecuacidn de Bernoulli es una ecuacidn diferencial de la




forma

diferencial lineal de primer orden no

¥t RCEyTe

> 19D

neal de primer orden y primer grado,
en los parrafos anteriores.

EJEMPLO &: Resuelva la ecuacidén y' +

2

mm)> —tz' + 2z =

C21 ) 1 tz!' - 27 =

que es la ecuacidn que aparece en el
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Si hacemos el cambio de variable
dz
(18> e = ] = mlwy
dt
i dz
==>»  eeeeese—e——— Wit B
¥ =0 dt
i dz
==  eeee——— - ————
1 - m dt

17> ¥y # RiEYy = T(E)y™.
Esta ecuacién tiene la virtud de que, mediante un  procedi-

miento relativamente simple, puede convertirse en uwuna ecuacidn

homogénea.

8i multiplicamos (17) por y ™, cbtenemos

= T(t).
‘z.:.yi”m, entonces
dy
S
dt
- dy
iy B
dt

+ R(t)=z = T(t)

2P LE) AL = adeRIEINZCE] = (1 = mysT ).

La ecuacidén (19) es una ecuacisn diferencial ordinaria 1i-

que ya aprendimos a resalver

(2/t)y = —ty?.

Esta es una ecuacidén de Bernoulli. Por lo tanto multiplica-—
mos ambos lados de la ecuacidn por y_z, resul tando
€20) y 2yt + (2/t)y” 1 = —¢.

Si multiplicamaos (20) por t y hacemos el cambioc de variable

z = y! entonces z' = -y 4y’ y nos queda

.._tz ’

tz,

ejempla S.




PROBLEMAS:

1.~ Resuelva las siquientes ecuaciones del tipo Bernoulli:

F) y' + 2ty = ty? b)) y' + y/t = ty?
) y' o+ y/t o= ty® d) y' -y = t9yl/3
e) yy' — 2yt = et

SECCION 3.2: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES CON
COEFICIENTES CONSTANTES
El Caso Homogéneo

Las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales homogéneas
con coeficientes constantes de orden n son aquellas que pueden
escribirse de la forma |
22) Co¥ * Cgy’ FiCo¥?! + e # cny(”) = 0,
donde c_, €y, Coyeeey €, SON nameros reales.

Observe que si hago y = ce'%, entonces

(23) gt w e CWE, gt kgL, 9 ¢ Tipr S

Si sustituimos (23) en (Z22) obtenemos que

cOCert + cerert + czrﬁcert + i.. + cnr"Cert = 0

= Cert(co T Ca0 & Coff + 5o @ cpr™ = 0

=» ce't* =0 & ¢

+C1‘l’ +C2\’2 + " .. +C !"n=0,

L n =

pera como ce'® = 0 para toda t, necesariamente debe suceder que
(24) Cp F C3F * Card + L. % ol =0,

La ecuacién (24) es conocida comd la ecuacidén caracteristica
de la ecuacién diferencial (22) y nos d& todas las posibles solu-
ciones de r para las que y = ce't es solucién de (22).

Las raices de la ecuacidn caracteristica (Z4) se llaman

raices caracteristicas pueden ser todas distintas, estar repeti-

das algunas de ellas o ser numeros comple jos. Analizaremos cada




asco por separado.
AS0 RAICES DIFERENTES. En este caso la ecuacidén caracteristica
iene n soluciones distintas ry, Yoyeeey ¥ For lo tanto para

cada r;

i tenemos que y; = c;e"t es solucién particular de (22),

i
donde C; es una constante. De esta manera la soclucidén general de
(22) es

rnt

y = Cierit + Czer%t W u_ B B "

n
EJEMFPLO 7: Resuelva la ecuacidn y’’'! + 2y'’' — y!' -2y = 0.
La ecuacién caracteristica de esta ecuacidén diferencial es
r3 4+ 2r2 — ¢y =2 = O3
las raices de esta ecuacidén son ry = 1,_r2 = -2 vy ré a =1, Por lo
tanto la solucidén general es
y = Ciet + Cze“2t + C3e"it.
Observe que para encontrar una solucidén particular, necesi-
tamos tres (3) condiciones iniciales.
CASQ RAICES REPETIDAS. Considere la ecuacidn diferencial
(Z3) VI o 2pt 0 yoE D
con condiciones iniciales y(0) = O, y(1) = 1. La ecuacidn carac—
teristica de (25) es
re = 2y )5 03
esta ecuacidén tiene una sola raiz caracteristica repetida: r = 1.
S§i aplicamos el mismo criteric que en el caso en que todas las
raices caracteristicas son distintas para hallar la solucidn
%

general, obtendriamos como solucidn: y = Cea”, Pera como tenemos

dos condiciones iniciales, sabemos entonces que

y(0) = 0 = (C Y y(1) = 1 = Cne,
par lo tanto tendriamos que C = 0O y que C = e_i, lo que nos da
una solucidn inconsistente y por lo tanta la solucidn y = ceet no




s la solucidédn general de la ecuacidn (25). Fara encontrar la
solucidén general tenemos entonces que hallar otros término gque
satisfaga (23) y que sea linealmente independiente de y = ceeb.
Una expresidén que satisface este'requisito es y = cetet. pPor
tanto podemos decir que la soclucidn general en este caso es
(26) y = Cyre® + Coeteb.

En general se puede probar que si una raiz caracteristica r
estd repetida m+1 (0O £ m < n) veces, entonces
y = Co-et W+ Ci-tet * easih Cm-tmet,
es una solucidn particular de (22).
FProbaremos este resultado para una ecuacidn de segundo or-
den. Considere la ecuacidn diferencial
C27) yEE gyt % by = 4.
Su ecuacidén caracteristica sera
r2 + ar + b = 0.
Coma hemos supuesta que existe una raiz repetida entonces,

sl r = ry es esa solucidén tenemos que

S r1)2 = r2 + ar + b = 0O
== & - 2r1r *yy e ¥¢ + ar + b = 0
(28) == & W egire ¥ bhE gt

Ahora, si y = Clert + Cztert, entonces

y' = e'%wcyr + C; + Cortd y
y'' = e'¥(cyrz + 2C,r + Corzt).
Sustituyendo en (27) y reordenando los términos obtenemos
e"trC ¢rz + ar + b) + tCo(r2 + ar + b) + Cp(2r + a)l = 0
pero r2 + ar + b = 0 ==» e"¥C,(2r + a)1 = 0. Ahora e't # 0 para

toda t y T, es un namerca arbitrario, por lo tanto Zr + a = 0, lao
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que implica que a = -2r, que es la igualdad (28). Esto demuestra
el teorema.

Observe que (26) gera solucién de (25 si y solo si la
solucién de la ecuacidén caracteristica esta repetido, rde forma
tal que a = —Zr.

EJEMFLD 8: Si y'' + 2y' +y = 0, entonces la ecuacién caracteris-—
tica serd v2 + 2r + 1 = 0 y las raiz caracteristica serd r = 1
(Gnica). Por lo tanto la solucidn general sera

y = Clet + Cltet

EJEMFLO 9: Si y"'' + 3y'’' —y = 0, entonces la ecuacién caracte-—

ristica sera 3 4+ 3r2z — 4 = 0. Las raices caracteristicas seran:
Py =g o = =2 *g % 1.
For lo tanto la solucidén general sera
y = cle—Zt 4 Clte"Zt R
CASO RAICES COMPLEJAS. El caso de raices caracteristicas comple—
jas nos interesara solo cuando las ecuacidén diferencial sea de 2°
ardén, pero antes de analizar el caso complejo demostraremos los
siguientes teoremas:
TEOREMA: Considere la ecuacidén diferencial
(29 oay?? + gy’ + vy = O. -

Gi las raices de la ecuacidn caracteristica de (23) son
complejos conjugados, de forma que vy = a + . g W E - ibj
entonces, la solucidén general de la ecuacidén (29) puede escribir-
se de la forma

y = eattclcos bt + C,isen btl,
donde C4 y Co son constantes cualesquiera.
prueba: La ecuacidn caracteristica de la ecuacidén (Z9) es

xr?2 4+ fir + v = 0

(&)
L




y 8us raices caracteristicas son de la forma
riy o = 4l-B £ (B2 - darv)%1,

For lo tanto para que fi y ro sean comple jos tiene que suce-
der que @2 - 4ar < O, por lo tanto ry y r5 son comple jos conjuga-
dos y pueden escribirse de la forma

ryy ro = 4= * ic4ar - p2)%1,

8i denctamos a = -4 y b = (dov - Bﬂ)a, entonces podemos

escribir las raices caracteristicas coma
Py = 4 % ib, ¥a = & - ib.

For lo tanto, la soclucidén general de la ecuacidn (29) es

i y = Cgel@ + Dt , o oa — ib)t
==3 y = eat(CBEjbt + Cye— 0%,
== y = e3¥[Cacisbt) + Cucisc-bt)2

N eattca(cos bt + isen bt) + Cy(cos bt - isen bt)l,

> y = e®¥[(Cy + Cydcos bt + (Cg — C4disen btl.
8i hacemos Cy = Cq + C4 ¥y Cyp = Cq ~ C4y entonces
me= y = e2t[c,cos bt + C,isen btl,
lo que demuestra el teorema.
XXXXXX
EJEMPLO: Si y’'' + y = 0, entonces la ecuacidén caracteristica es
rt 41 =20 .E=y> ry = i, ro = =i,

por lo tanto la solucidén general es

y = et

{Clcos t = Czsen tde
El Caso no Homogéneo
Estas son ecuaciones de la farma

yht o gyt b by s ROED

TEOREMA: Considere la ecuacidn diferencial




(30 v!?' +.gy!' *+ by ="R{L),
la solucidén general de la ecuacidn (30) es de la forma
Yo ¥u v ¥
donde y,, es la solucidén de la ecuacidn homogéenea
y'* + ay' + by = O,

Y ¥Yp &S5 una solucidn particular de (30).
Prueba Definamos el operador funcional

LEF) = fCEI?T + afl(t)’ + bf(Ly,
entonces L{f) = RE(t) seria la ecuacidédn diferencial (30).

El woaperador L(f) es un operador lineal. Fara probar esto
sola hay que ver que L(cyfy + cof5) = CJL(fl) + cyL(f5) . Veamos.
Licyfy + cofsd = (¢ fy + cafz)'" + alcyfy + cofad?

+ BIE, Ty #Eafal
o= (CyfgdT" + C(epfal'! + alcyfyd? + alcpfmrd)? + bCcyfyd + blcofyd
= € fy?? + cofs’? + ac ¥y47 + cofy’ + boyfy + beofs
moegfy?? + acyfy 4" + boyfy + cofs’’ + cpfs’ + boafs
= ¢ (fy?7 + afy? + bfy) + co(fy'' + afy’ + bfy)
= c4LCfy) + cyl(f5). 1o que prueba la linealidad de L(f).
Sean y; = f3(t), yo; = 5(2) don funciones cualesquiera que

sean scluciones de (30), entonces
‘ Llyg? = Lly2) = RC(E)
==> L(yy) - Lyg) = R(t) - R(t) = 0

==> L(y; - yp) = 0,

Ldy) = 0. Bea y, = ¥4 — ¥o. Puesto que (y; — y5) son soluciones

cualesquiera, entonces sea y; la solucién general de (30), entan-

ces tendriamos que y = y;; y sea y; una salucién particular
cualquiera yo = Yp- De esta manera tenemos que
55

y por lo tanto (y; - y5) es solucidn de la ecuacidon homagénea‘




Mg - i 4 Y * ¥ * Yoo
lo que demuestra el teorema.
XXXXXX

Del teorema anterior aprendimos que la solucidn general de
(30) es la suma de la solucidén general de la ecuacidn homogénea
L(f)- = O y una solucidn particular de L(f) = R(t). La solucidn
general de la ecuacién homogénea (y,) ya sabemos como hallarla.
Lo que no sabemos es como encontrar una salucidn particular, yp,
de (30). Existen varios métodos pero aqui solo estudiaremos el
método de los coeficientes indeterminados. Veamos en que consiste
dicho metodo:
Si y'" + ay' + by = R(t) es la ecﬁacidn diferencial gue qgueremos
resolver, seleccionamos una solucidn particular que sea “"similar"

a R(t)., Asi si

R(t) = Ct" seleccionamos Yp = @0 T a8 F v ¥ ant";
R(t) = Ce'% seleccionamos Yp = ae"t, y =i
R(t) = Ccos(ut) o Csen(at) seleccionamas Vg * Acas ot + Bsen at,

pero si un término de Yp coincide con un término de y,, entonces
multiplico Yp por la minima potencia de t que evita la duplica-
cién. Luego de encontrar el candidato a Yo lo sustituye en 1la
ecuacidén original y encuantro los coeficientes. Veamos alqunos
ejemplos que ilustren el metodo.

EJEMFLO: Resuelva la ecuacidén y'? -3y' + 2y = t2.,

La solucidén general de la ecuacidén homogénea es

yh = Clet & Czezt-
Como R(t) = t2, el candidato a solucidén particular es

Yp = ag + aqt + aot?,

56




por la tantao,
yp' s | + 23.21:, yp" = 2&2-
Sustituyendo en la ecuacidén original cbtenemos que

Za, - 3Cay + 2ayt) + 2(ag + agt + axt?) = g2

== a2t2 + (2a1 - 632)t + (Zao'— 3a1t + Zaz) = tt
/ 23.2 = 1
(31> ! 231 v Baz = 0

\ 2a5 - 3a; + Za;, = 0
La solucién del sistema de ecuaciones (31) es
an = 7/2, ay = 3/2, a, = 1/2,
por lo tanto la solucidn particular es
Yp = 7/2 + 3t/2 + t2/2,
y la solucidén general de la ecuacidén es
y = Cjeb + coe?t + 7/2 + 3t/2 + t2/2.
EJEMFLO: Resuelva la ecuacidén y'! — 2y’ = t + zeb,
La solucion de la ecuacidn homogénea es
Yl, = Cy + Cpe<t,
Ahora R(t) = t + ZEt, por lo que la eleccidén de Yp seria
yp = (A + Bt) + cet,
perc el teérminc constante A aparece repetide en y,, por tanta
multiplicao por £, y asi el candidato a solucidn particular se

convierte en

yp = (At + Bt2) + cet,

==> y,' = A + 2Bt + ce®, yp'' = 2B + cet.
Sustituyendo cbtenemas
(zB + ceb) - 2¢A + 2Bt +cety = t + zet

(2B -~ 2A) - 4Bt - Ca¥ = ¢ + 2@

i
]
W

LY

ZB - 2A =0; - 4B =1; - C = 2

i
L]




==3 A =R = -1/4, ¢ = -2

por lo tanto la soclucidn particular es
Yp = —(1 + t2/4 - zet
y la solucidn general es
y = C; + Coe?t —(1 + tr/74 - 2e%.
EJEMPLO: Resuelva la ecuacidn y''? +4y! = Steb.
La solucidén homogénea es

Vi = Gy -® Cocos 2t + Cogsen 2t,

perao R(t) = Stet, por lo tanto
yp = (A + Btret, yp' = (A + Btret + met,

P

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial obtenemas

Yp'' = (A + ptret + zBet, y_ 777 = (A + Btre® + 3Beb.

<A + Btret + 3Be? + 4¢A + Btret + 4me® = stet
==> (54 + 7Bret + sBte® = stet
==> SA + 7B = 0, SB = S,
a=> A =-7/5, B= |,
FPor lo tanto, Yp = -7et/5 + tet, y la solucidn general es
y = Cj + Cycos 2t + Cgsen 2t -7et/5 + tetb.
PROBLEMAS:

i.— Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

R) y't - 3y' + 2y = 3¢ bliy?t? — Byt <« Jy =4 *+ |

c) y't +y =t3; y(0) =1, y'(0) = O.

d) y'' + 4y = 4; y(0) = 1, y'(0) = 6.
8l yrt 4 2y’ = zeb £ .y't,. = Oy = Seat

g) y'' — 10y’ + 25y = 5 + Ge® h) 16y'' — By’ + y = 4(t + eb)
i) y?'?! + y?' = 2 sen t, y(O) = 0, y'(0) = -3

j) y't 4+ y?' -2y = 3 cos 2t, y(0) = ~1, y'(0) = 2




k) y'!' + 9y = sen 3t 1) y''' — 3y' + 2y = 2o 2t
m) y'' + 4y’ +5 y = sen t + cos t :

n) y'’" — y'’ = 42, y(0) =1, y'(0) =1, y'?(0) =1

o) y' — 4y = tet - te?t, y(oy» = 1/3.

SECCION 3.3: EL MODELO DE CRECIMIENTO DE HARROD-DOMAR
Cuando analizamos el modelo de Harrod-Domar en el capitulo

antericor, llegamos a la relacidn

i dI 1 _
(32> ey s i L

=3 dt \'
donde s es la propensidn al ahorro y v, las unidades de capital
necesarias para producir una unidad de producto, I la inversidn y
t el tiempo.

La ecuacidén (32) se puede expresar coma la ecuacién dife-

rencial lineal homogénea de primer arden:
(33> ITCE)Y — (s/VITC(E) = O, 1() = I,

Si resolvemos (32) como una ecuacidn diferencial tendr iamos

que la ecuacidn caracteristica es

(34) ¥y - s/v = 0

por lo que la raiz caracteristica es r = s/v y la solucién gene-
ral sera

(35) i<y = 1_a8t7Y,

que es la solucidn que habiamos obtenido anteriormente.
Versién Dindmica del Modelo de Harrod—Domar.

Hasta ahora hemos supuesto que, en el modelo de Harrod-—-Do-—
mar, la propensién al ahorro (s) y las unidades de capital nece-
sarias para praducir una unidad de producto (v) permanecen <Cons—

tantes, supuesto poco realista. ;Como se altera el modelo si sy




v varian en el tiempo, es decir que s = s(t) y v = v(%)? Esto

significaria que la ecuacidn (32) se transforma en
(36) et SSiind AR 1,

==> I' - (s(t)/v(t))s]l = O
z [s(t)/v(t)] dt
(37> ==3 [(t) = [_e

La salucidn (37) difiere de la solucidn (35) en el término
Iz [s¢t)/v(t?»] dt. La diferencia esta en que cuanda s/v varian en
el tiempo, el crecimiento de la inversidén también debe variar en
el tiempo.

SECCION 3.4: MODELO DE CRECIMIENTO DE SOLOW.

El modelo de Harrod-Domar supone una funcidn de produccidn
de coeficientes fijos, lo que no permite la sustitucidn del capi-—
tal por trabajo (o viceversal.

Suponga que puede haber sustitucidén de capital por trabajo y
que la funcidn de produccidn tiene rendimientos a escala constan—
tes, entonces es homogénea de arado uno; es decir, si @ = F(K, L)
es la funcién de produccién donde @ es el producto, K el capital

y L la cantidad de trabajo entonces para todo 7,

(387 Ferl, vl) = aF (K, L),

esto significa que si la cantidad de factores se duplica el pro-
ducto resultante también se duplicara.
En particular si « = 1/L entonces
q = /L = aF (K, L) = F(aK, aL) = F(K/L, 1) = f(k)
Asi, podemos escribir el producto per capita, q (= Q/L),

como una funcién del capital per capita, k (= K/L), por lo tanto
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(39) @y = L@k

Cuando un  trabajador aumenta su destreza, puede hacer el
trabajo de varios trabajadores principiantes; ésto puede inter-
pretarse como si una empresa contratara a mas de un trabajador.
Esto nos conduce a expandir, antes de continuar, la definicidén de
cantidad de trabajo, incluyendo en esta definicién, no solo el
numero de horas de trabajo sino también un elemento de mejora-
miento técnico.

Sea s la propensiédn al ahorrao, suponga que la mano de obre
crece a una tasa N y que T es el crecimiento de las unidades

"efectivas" de trabajo por persona. Suponga que hay pleno emplec

entonces

(40D ' = dK/dt = s=Q,
= e RET)E

(41) Lt = LCI =]

es decir que el crecimiento del capital es igual al ahorro (pleno
emplec de capital) y la fuerza de trabajo crece a una tasa de
N+r. Si sustituimos (39) y (41) en (40) obtenemos
(42) K' = mel_eeMTtugci),
for otra parte, k& = K/L, entonces
Ky = keby = k.LO.e(ﬁ+T)t

==> K’ = dK/sdt = L =e‘M T tak/dt + ken+raL neMTE

(43) s=> K’ = LeMMtur & kaptral ee(MTE,

N+t htenemos

igualando (42) y (43) y dividiendo por L e
(44) k?'+ k{N+r) = s@ck),
que nos representa, mediante una ecuacidn diferencial ordinaria

lineal de primer orden, un modelo del tomportamienta del capital

per capita a largo plazo. 51 por métodos econometricos podemos

61




GRAFICA 3.1.

— — — — — — — — — — —

GRAFICA 3.2.

Dx




estimar N+r, s y #k), obtendriamos una sclucidn concreta de (44).
Veamos que implicacién de politica tiene la ecuacidn (44).
Suponga que la produccidn tiene rendimientos marginales
decrecientes y que k' = 0, entonces la relacidén capital-trabajo
no wvaria en el tiempo y la relacidn capital—-trabajo permanecera

estable. Asi (N+1)k = s@(k). Por lo tanto k = k_, en la grafica

o
3.1. Este se dice que es el punto de equilibrio a largo plazo.
Suponga que por cualquier motive, k disminuye hasta k;, entonces
k! » 0, es decir la relacidn capital-trabajo de pleno emplen esta
creciendo. Esto sucede en este caso parque la cantidad de capital
estd crecientdo mas rdpido que la cantidad de trabajo, 1o que
hace gue aumente la praductividad del trabajo y el producto po-
tencial «crezca, por consiguiente hacia su equilibrio de largo
plazo. Contrariamente, si k > k, (k = kg por ejemplae), entonces
el capital estd creciendo mas lentamente que la fuerza de trabajo
lo que hace que disminuya k (k' < 0) y la productividad q, dismi-
nuyendo asi el producto potencial.

Suponga ahora que se trata de una economia muy pobre y que
la produccién tiene, por consiguiente, vrendimientos marginales
crecientes (grdfica 3.2.). 8i k < k,, entonces (N+v)k > s@(k) vy
el capital estar4 creciendo mas lento que la fuerza de trabajo,
lo que hace que disminuya k y por consiguiente la productividad y
el producto potencial y la economia tendera a autoempobrecerce.
En este caso sCuales serdn las soluciones de politica econdmica
que tienen los gobiernos? responda esta pregunta como ejercicia.
FROBLEMAS:

1.—- Demostrar que si el capital crece a una tasa €, la inversidn

neta debe crecer también a una tasa 6.




2.— Haga el andalisis de convergencia de la relacidn capital per

capita a largo plazo cuando la economia tiene rendimientos margi-

nales crecientes.

3.— En la pregunta anterior, si la economia cae en un procesa de
autoempobrecimiento, que opciones de politica puede tener el

gobierno.
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CAFPITULD 4

ECUACIONES EN DIFERENCIA FINITA

Frecuentemente en ecqnamia, las wvariables son funciones
discretas del tiempo, dada las dificultades que implicé realizar
mediciones continuas. Este capitulo lo dedicaremos a estudiar
variables discretas dependientes del tiempo, en el supuesto de
que cadea intervalo de tiempo es el mismo.

Sea x una variable econdémica cualquiera, si x;, es el valar
de x en el periodo t. Asi {x_,, Xy, Xgy «.. } es una sucesidn.

DEFINICION. Se llama Ecuacién en Diferencias Finitas a aquella

que expresa una relacidén entre la variable dependiente x en el
pericdo de tiempo t, con ella misma en ﬁtros pericados.

Si el tiempo t = 0 es el menor periodo de tiempo que aparece
en la ecuacidn, definimos como orden de una ecuacidén en diferen—
cias finitas el mayor periodo de tiempo que aparece en la ecua-
ciédn. Por ejemplo, la ecuacién en diferencias finités

Kgalh “F¥gag = g W
tiene orden 2.

DEFINICION. Una solucidén de la ecuacidn en diferencias finitas

f(x, t> = 0 es una funcidn x; = x(t) tal que cada valor de x
satisface la ecuacidén en cada periodo de tiempo.
SECCION 4.1: ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS DE N-ESIMO ORDEN,
LINEALES, HOMOGENEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES

Estas son ecuaciones de la forma:

(1) ap%Xi4n ¥ 8n-1%ten-1 ¥+ =o- * AXgyo + ayXeyq + agxe = O.
En el caso de las ecuaciones diferenciales lineales homogé-—
neas de coeficientes constantes, cuando teniamas un casa parecido

a éste, lo resolviamos haciendo la sustitucidn x = e, En el
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caso de las ecuaciones en diferencias finitas hacemas Xg. = 8%,
donde 3 es una constante. Asi

a Bt o« o pttY & e a8 5,85 w a8 e 0

Qt(anﬂ“ + an_lﬂn"l + e + an02 4 a1ﬂ1 + ag) = 0,
pera Como Bt # O para todo # # 0, entonces
(2) anB™ + a,_ 8" & L.. + a8 + a8l + a5 = 0.

La ecuacidn (2) se llama ecuacidn caracteristica de (1), sus
raices se llaman raices caracteristicas y, al igual que en el
caso de las ecuaciones diferenciales, pueden acurrvir tres situa-—
ciones: a) que todas las raices sean reales y distintas, b)) que
existan raices repetidas y, ¢) que existan raices complejas.

S5i todas las réices caracteristicas sean reales y distintas
entocnes hay n raices @y, Boy «a. 4 By ¥ la soclucidén general
vendra dada por
(3) %g o CLB2F # oo @ Y+ L ¢ 8amY Byt
EJEMPLO: Resuelva la ecQacién Xp4z — Ipey * 2% = 0.

l.a ecuacidn caracteristica de esta ecuacidn es

B = G e 2 = R
y las raices caracteristica son 3y = 1 y @5, = 2. Por lo tantp la
solucidn general es

—r . t e -t
Xt L 611 ¥ t.-22

It

Mg Gy Du®,

Fuesto que para conseguir una solucién particular, en el
caso anterior, se necesitan dos candicianes iniciales, si las
raices caracteristicas son iguales, es decir que @ = 3; = f3,, se
busca una solucidn particular que sea independiente de C-ﬁ. Esta

solucidén es C-t-ﬂt. La prueba de ésto es andlaoga al del caso de
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las ecuaciones diferenciales. Asi, la solucidén general de 1la
ecuacidan es:
x£ = Clﬂt + Crtﬂt.

8i la raiz se repitiera tres veces, la soluciéﬁ general

seria
xy = C48% + cotet + cot2pt

y asi sucesivamente.
EJEMPLO: Resuelva la ecuacidn Xggq — OSXpuo +8Bxi,y — 4¢ = 0.

La ecuacidén caracteristica es

3 - sp2 +8pl - 4 =0

I

==3 ( — 2)2(3 - 1) O,
par lo tanto la solucidn general es
Xy ® By2Y + CARF +.Ca.

Un caso de particular interés es aquel en que las raices
caracteristicas son nimeros complejos conjugados.

Considere wuna ecuacidén en diferencias finitas con raices
caracteristicas By ¥ B qué sean numeros comple jos conjugados,
entonces % es un numero complejo que no necesariamente es tiene
parte imaginaria, es decir, que puede ser que X, sea una funcidén
real. Veamos el siguiente teorema. ;
TEOREMA: Sea x4 = Clﬁlt + Czﬂzt la solucidén general de una ecua-
cidén en diferencias finitas, By y B85 numeros complejos conjugados
y Ly y Co nameros complejos conjugados también, entonces xg es
una solucidn real.

Prueba:

Suponga que las raices caracteristicas @3y y B5, son comple-—

Jjos conjugados entonces

61 = a + ib = PecigsO
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o o gy = FPacis(-9),
donde F = (a2 + b2)&, ® = arctg(b/a), y la sclucidén ageneral es
Lntances
x¢ = CyB,% + coB5t.
Suponga que Ly = m + in y que Cy = m = in, donde m y n son
nameros reales, entonces
cyB,% = cyePtaciscted y CoByt = CoePbecisc-to,

por lo tanto

PYrcC, + Colcas(te) + i(C; - Cylsen(te)]

e -

fl

==> xg = PPId;=cos(t®) + idyesen(te)l,
donde dy = Cy + Cs ¥ Cp = Cy = Ca.
Ahaora,
dy = € + Lo = m & In +'M ~ in = Zm Y
ids = JLC, - Cy) = ilm + in — m + in) = 2nit = —-2Zn,
por lo tanto
Xy = Plrzmecos(t®) — Znesen(te)]
es una solucidn real.
XXXXXXX
TEOREMA: Sea x; = Clﬁlt + 6252t la solucién general de una ecua-—
cién en diferencias finitas, By y f, numeros comple jos conjugados
Yy Cl y Cos nameros complejos conjugados también, entonces xg puede
escribirse de la forma
xy = AsPtecascte + B),
donde A, P, ®, B son nameros reales.

Prueba: Si Cy y T, son numeros comple jos conjugados entonces

0

Bk - in = kscis(RB)

Il

m= 16 k=cis(-R),

Can

a




donde k = (m2 + n2 )% y B = arctg(m/n).
En el teorema anterior probamos que

= Ptr2mecos(t®) — Znesen(te)1,

*%
donde m = kscosB y n = k=senB. For lo tanto
Xy = F(ZkecosBecos(t®) ~ ZkesenBssen(t€)]

==3 x, = PY2kelcosBecos(t@) - senB=sen(t6)]

==> x, = A=PYcoscte + B),
donde A = 2k, lo gue demuestra el teorema.

-
XXXXXXX

EJEMPLO: Si Xyp,o —2%g4q + 2%g = 0, entonces la ecuacidén caracte—

ristica es

B2 ~ 28 + 2= 0

y las raices caracteristicas son

B = 1 % 3y: By .1 ~ 3

==> @y = 2% %ciscm/a) y By = 28/ g (-n/4)

it

==> xy = 2°/2[C cos(wt/4) + iCysen(mt/4).

Interpretacién Geométrica de las Soluciones.
Vimos que si By y B, son las raices caracteristicas entonces
Ry = Glﬂit “" *:glf‘gtr

donde C,; y C, son nameros comple jos. ;Cual es el compcrtaﬁiento
geométrico de ¥ cuando t tiende a infinito?, ¢(Cual es su
trayectoria temporal? Fuesto que la grafica de x; predominara la
forma del sumando dominante entre Clﬂit y Ezszt, salo bastara con
estudiar el factor C-Gt para conocer la forma de xg. Considere
el caso cuando C > O y @ > 1, (Grafico 4.1.a.); en este caso X
es una funcidén crece en forma exponencial y x; diverge (tiende a

infinitao). En el grafico 4.1.b., consideramas © > O y 0 < @3 < 13

agqui % se convierte en una funcidén decreciente y <converge a
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clera.
En el grafico 4.1.c., tomames C > Oy O > @ > -1 en este
daso X4 converge a cerc pero ascilando alrrededor de el; pera si
C > Oy@B< -1, % tambien oscilara (grafico 4.1.d.) pero su
limite tiende a infinito por lo que diverge. |
Si B3 y B2 son comple jos conjugados y Ty y Co también son
comple jos conjugados, entonces xy = AsPteascte + B), donde A, F,
© y B son nameros reales y F > 0. Asi la trayectoria temporal de
¥y ©es una oscilacién que converge (graficao 4.1.e)'si Fo< 1 ¥
diverge si P > 1 (grafico 4.1.f). 8i P = 1, 1la trayectoria
temporal de xg sera un movimiento arménico simple (grafico
4.1.q91.
SECCION 4.2: ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS DE N-ESIMO ORDEN,
LINEALES, NO HOMOGENEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES
Estas son ecuaciones de la forma:
(4), apXten ¥ Ap-1Xgen—1 * e * AoXg4o ¥ AgXgey t ApXg * gctl.
Al igual que en el caso de las ecuaciones diferenciales se
puede probar que la solucién general de esta ecuacidn en
diferencias finitas es la suma de la solucién general de la
ecuaci én homogénea mas una solucidén particular:
solucién general = solucidén homogénea + solucidn particular.
Ya sabemos como hallar la sclucidén general de una ecuacidn
en diferencias homogénea. Veamos ahora coma encontrar la solucidn
particular. Para ello estudiaremos dos cascos por separados gue
son los que nos van a interesar.

CASO 1: Analizamos la ecuacidn xg,.y — Axg = B,

La ecuacién homogénea es Xg,q — A% = 0 y su ecuacidn




daracteristica es m — A = 0. Por lo tanto la raiz caracteristica
es A y la solucidn de Ié ecuacidén homogénea es x,, = c=at.

Para encontrar la solucidén particular X pademas uwtilizar
el método de los coeficientes indeterminados estudiado en el
rapitulo anterior. Para ello hacemos Xp = K, (K constante).

Si %

p es igual a una constante K, entonces x .4 = % = K,

por lo tanto tenemos que si A # 1, entonces
(50 K - AK = B == K = B/(1 — A).
Asi la solucidén general es

xy = C=A® + B/(1 - A).
Si A =1, la solucidén de lé ecuaci?n homogénea se convierte
en %, = C y el primer término de (5) queda indefinido y se nece-
sita otra sclucién particular. En este caso recurrimos al viejo
truco de hacer %y = Kt. Asi xg,.q = Ke(t+1). Por lo tanto tenemos
que

Ke(t+1) — A=K=t = R ==3 K = BR.
For lo tanto la solucidn general es
xg = C + Bt,

EJEMPLO: Resuelva la ecuacidn xg, 4 — Zxg = 3.
La ecuacién caracteristica es m - 2l = 0 con raiz
caracteristica 2 y la solucidn de la ecuacidén homogénea es X, =
cezt.
La solucién particular X0 sera Xp = K, (K constante). For lo
tanto x4 44 = % = K,

= K= 2K = 3 ==3 K = -3.

Xy = a2 e

Casa 2: En este caso estudiaremos ecuaciones de la forma
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(e) AoXpap * AyXgeq t A%y T g(ty.
Coma sabemos la solucién general es la suma de la solucidn
general de la ecuacidn hnmagénea y una solucién particular.La
solucién homogénea ya sabemos como hallarla y la solucidn parti-
crular podemos encontrarla por el metodo de los coeficientes
indeterminados.
EJEMFLD: Resuelva la ecuacidn
7> Xgaz — Hxgaq + Bxg = 5% 4+ 2t.
La solucidén general de la ecuacidn homogénea es

Xy, = Cy + Coed®,
La solucién particular para el término st es Xp = Cal Y
para 2t es x, = A, + Ajt. Ahora el teérmino constante A_ aparece
repetido en la solucién homogénea (Cy). For lo tanto la solucidn
particular para 2t es Xp = At + Ajt2. La solucién particular que

tamaremos es entonces la suma de las dos soluciones particulares:

t
xp = C=5% + At + Agte.
(8) ==> x5 gey = CSEF 4 A CEED) + A CEe1)2
==> x5 g+z = C"5FZ 4 AL (E42) + AjCteR)2.

Sustituyendo (8) en (7) y reagrupando se obtiene

A, - 4At + BoSY = Y 4 2¢
==> A, =0, -4A; =2, 8C =i,
==> A, =0, Ay =-1/2, C = 1/8.

Por lo tanto la solucidédn particular es

xp = —t2/2 + st/8

y la solucidn general




PROBLEMAS:

il.- Resuelva las siguientes ecuacicones en diferencia finita:

N Keey P Wy BT ) Xgyy < g = =1
) Xgeq - 5% = 3 3 ey = g w47
8) Xp4o — SXgaq + 6xg = 4° ) Xgpp + SXgey — 6xg = 2°
8) Xp4o = Bxgap * Ixg = 2% h) Xpsp — B%geg + Ixg = 3V

) Xgpp = BXgay * Iy = E2 ) Xpup + Sxgag * 6xy = €
kD) Xp4p T SXpag * Mg = 4t 1) Xpyn ® 4xt+1 + xg = 2t 4 g2
m) P X gy ™ 3Xe = 3 n) Hpeo = By = 4
i Y A o B Yl P) Xggo * BXpeq * o 11xg =t

SECCION 4.3: INTERDEPENDENCIA ENTRE EL ﬂULTIPLICADDR Y EL PRINCI-
PIO DEL ACELERADOR.

Existen numerosas aplicaciones de las ecuaciones en
diferencia finita a la economia. En este capitulo sola conside-
raremos una, la cual estad basada en un articulo de Paul A. Sa-
muelson intitulado “"Interactions Between The Multiplier Analisys
And The Principle of Aceleration", publicado en 1.939 en la
"Review of Economic Statistic®.

En el capitule antericor cuando estudiamos el modelo de cre-
cimiento de Solow, vimos que el producto potencial varia en el
tiempo a causa de mejoras tecnologicas, aumentos en la relacidn
capital/trabajo, etc. En esta seccidén veremos que, si el gasto
publice se mantiene constante, el nivel de producto no siempre
registra el mismo nivel que el producto potencial sino gque su
trayectoria temporal puede ir oscilando alrrededor de el, tal
como se observéd a lo largo del siglo pasado en los paises de
Europa y los Estados Unidos.

Considere una economia cervada. Sea Y el Ingreso Nacional, C
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gl gasto de Consumo Privado, I la Inversién Neta Frivada y G el
Gasto Publico, entonces sabemos de los cursos de macroeconomia

que en cualquier perioda t,

Sea « la propensién al consumo, entonces la funcidn de con-

Fumo en el tiempo t puede escribirse como

C10) Cig = C, + a¥e_y (0 < x < 1)
donde se considera que el consumo inducido depende del inareso

con un periodo de rezago.

For otra parte, el principic del acelerador establece que la

inversién debe ser praoporciconal al crecimiento del consumo para
satisfacer los reguerimientos de demanda. Asi

Iy = I, + BEC - Cg-q3 B > 0,

== I, = I, + BLaYg_ 4 - a¥y o, g >0
(11) ==7 Iy = I, + aBYe g — aBYy_ o, 8 0.

"Acelerador de la Inversidén®, I, la in-

AR se le llama el
versidén autdnoma y Gy = G, el gasto piblica f(constantel). Las

ecuaciones (9), (102 y (11) nos dan un sistema de ecuacicones

dindmico que nos permite describir la trayectoria tempaoral del

producto:
Yo = Cp # 1; + G,.

B+ Wfe.an -0 € a1y

il

Ct (s

Ig = Ig + aBYg_y — aBYg_ 2y
Sustituyendo (9) y (10) en (11) acbtenemos

Yt = ‘:0 + IIYt_l + Il’:l + l:KﬂYt___l = 'x[BYt_z # '30

Yt = 'th_l + '1!3Yt__1 s 'XﬂYt___z + ACl'

il
il
",
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donde A_ es el gasto auténomo (= C_ + I + G ). Supongamos que,

o
ppr comodidad, el gasto auténomo es igual a la unidad, A, =1 vy
qu las condiciones iniciales son Y, =0y Yy = 1, entonces sus-—

tituyendo y despejando obtenemos que

(12 Yo - @CI+@)Ye_y + aBYg > = 1, Yo =0, Yy =1,

ntonces la ecuacidén en diferencias (12) nos describe la trayec—

toria temporal del producto Yi, la cual podemos obtener explici-

tamente resolviendo la ecuacidén. Como sabemos su solucidn general
Fs la suma de la sclucidén general de la ecuacidén homogénea mas
una solucidn particular.

La ecuacién caracteristica de la ecuacidén homogénea (12) es

C13) rz2 — a(l+gly + o = O.

8i ry ¥y rp s0Nn las raices caracteristicas entonces,

Bl (1+@3) + [ox2 (14302 — 4xp1%3(14)

il

A

ro = W{a(l+@) — Qo2 (14812 — 4a@1%3,

observe que ry ¥ ro y que la solucién general de la ecuacidn
homogénea es

e t t
,Yt = Ai"l + Az\"fz ’
donde Ay Yy A; son constantes. Fuesto qque A es constante, la
solucidén particular es Yy = Cnp. Sustituyendo en (12) obtenemos

Cy — x(1+BICy + xBCy = 1
==> Cq = L/(1~x), B <. % 1,

y asi la solucidén general de (12) es

(15) Yo = Agry® ¢ Arst + 17—,

Observe que 1/(1-x) es la expresidén del multiplicador del
gasta autdénomo. La ecuacién (15) nos da la trayectoria temporal
del producto Yi, ahora lao que nos interesa es estudiar (13) para

averiguar que forma tiene esa trayectoria temporal.

76




Observe que

(17) Pyre = R

Por 1o tanto,
(1 — rl)tl = rz) i We £ rz) #* Ty¥s = 1 — a(l+3) + o
(18> may Al = )Y = sl W ] = o,

Puesto que 0 < x < 1, tenemos gque

€193 0K Gl k] e ey % 1.
Las raices caracteristicas ry, ro pueden ser ambas reales vy

distintas, reales e iguales o complejas. Examinamces cada caso

por separado.
CASO 1: RAICES REALES Y DIFERENTES.

Las raices seran reales y diferentes solo si x?2 (1+302

> dafd,

es decir si « > 4B/(1+@22,

FPuesto que «, # son ambas mayores que cero, «3 > 0, por lo
que ryro > 0, 8i ry, ro sON reales entonces ry y ro tienen ambas

el mismo signo, pero «x(1+@) > O implica que ry + r, > 0, por la

que ry Yy ro tienen que ser ambas mayores que cero. A pesar de gue

¥y y ro son ambas positivas, pueden presentarse cinco

combinaciones distintas:

i) 04 e S rq.<..1,
Cii)d 0% o € ¥y w1,
Liii2 QL Pl b % ¥y
(iv) LB Fe KT,y
(v) I Cvp € rys

Si sucede (i), tenemos que

0< ryryp <1 ==> 0 Coaf < 1, 0 < a < 13

a

LT




en este casa la trayectoria temporal convergera al punto de

equilibric de largo plaze Y = 1/(1-x) de manera no ascilante.

Esta situacidén se ubica en la zona A de la grafica 4.2.

Si sucede (ii), entonces de (18)

0 = (1 .= rl)(l - rz) = 1 - == o =1.

Esta posibilidad es imposible ya que la propensidn marginal

al consumo nunca es igual a uno.

Si sucede (iii), tenemos que 1 - ry < 0O, = X 0, por 1o

i; 1B

il

gue 1= rq)dl = vyl 1 — x € O, lo que implica que x >
cual es imposible.
Si sucede (iv), entonces 0 = (1 — ry)(1 - Pt ™ 1 = o, qua

implica que « = 1, lo cual es imposible.

FPor dltimo si sucede (v), entonces
Fara ¥ 4 L . I S TR ¢ (BE R i P T

contrariamente al subcasa (i), agui la trayectoria temporal sera

divergente, perc no tendrd oscilaciones. Esta situacidn se ubica

en la zona B de la grafica 4.2.
Observe entonces que de las cinco posibilidades solo dos, la

y la (v) se pueden dar en la realidad, y lo gque divide una

(i)
posibilidad de la otra es el hecho de que pertenezcan a una de
las das'éreas divididas por la curva «ff = 1.
CASO 2: RAICES REALES REPETIDAS. .

x2 (1+@322 = 4ofF, es decir

Este caso se darda si y solo si
= x(1+B)/2 > 0.

[N]

cuando x = 4B/(1+@3)2. De esta manera r = vy = r

En este caso solo se pueden presentar tres subcasos:

(i) [ o et N R
(vii) Ry
Cviii) o S (51
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8i sucede (vi), entonces

&

.

0 < ryro = r2 1 ==> a«f < 1, 0 < « < 1;

aqui la trayectoria temporal convergera al punta de equilibrio de

largo plazo Y = 1/(1-x) sin oscilaciones. Esta situacidn se ubica

en la zona C de la grafica 4.Z2.

8i sucede (vii) entonces 0 = (1 - r)2 =1 -« ==> o« = 1,

loa cual es imposible, y por dltimo si sucede (viii) entonces

-

rz > 1 == o > 1, 0 < a < 1;

y la trayectoria temporal sera divergente sin oscilaciones. Esta

iltima situaciédn se ubica en la zona D de la grafica 4.2.
Al igual que en el casc de raices reales y distintas, pueden

existir dos subcasaos posibles, (vi) y (viii), y lo que divide una

posibilidad de la otra es la curva o = 1.

CASO 3: RAICES COMPLEJAS.

8i ry y rp son raices complejas entonces son complejos con-

jugados y (x2(1+@)2 — 4af) < O, por lo que @ < 4g/(1+222, En este

la solucidn tendrd sentido econdmico si y salo si la solu-

caso
cién general es real. Analicemos entonces la solucidén general en
este caso. Para ello comenzamos por estudiar los coeficientes Ay

y A; de la solucién general Yy = Agry® + Agr b + 170100,

Dado que Y(0O) = 0 y Y(1) = 1, entonces

YCO) = Al #h A2 + 1/C(1~a) = 0Q(21)

YLL) = Agb g ® Agha * 1/81~x) = 13
por la que

Al = (\’2 - 0()'5!, Az = (x — rl)-G!,
i
dafida - ) =2 Seossasass i no es un numerao real.
(lmm)(rl—rz)
s




Puesto que o« < 48/(1+@3)2, ry = Ml (1+3) + Cox2 (14332 - 4&6]%}

= u{a(1+@) — a2 (1+B)2 — 4x@lt:.

- A
Sean a = 4%x(1+3) y b = 4Yl4x@ - a2(1+ﬂ)2]ﬁ, entonces
¥y =a % hd Y ro = & ~ bi.
Sea F = (az + b2 )" y @ = arcta(b/a), entaonces

Fris® = pel® y v, = Pcis(-6) = Pe”

It

&
y la scolucidén general sera
Y, = A;Pteit® 4+ A p¥e 1t 4 1/¢1-)
== AYt = Pt[(Al + As)ecos(t0) + (A - As)esen(te)] + 1/(1-a).
Ahora, Ap = {rg =~ )=l Yy Ap = (a = ry)=@, por lc tanto
C2Z1) Ay + Ay = B(ry — ry) es un niumero realj
= fQ(ry + vro — 20) = a - bhi + a + bi — Zx)
== A; — Ay = ZB(a - o).

Pero 07! = (1-e)(r;-r;) = 2ib(1-«), de aqui que

2348 = ) A
C22) ECHE = Mgl s W S e
2ib(1-x) bB(l — o)
que es un nuamera real. Por lo tanto, si llamamos d; = Ay + Ay Y
do = iCtAy - Az, entonces
(23) Yy = PPld ecos(t@) + dyssen(t@)] + 1/(1-a0)

es la solucidén general y es una funcién real. Fero habiamos visto

que (23) se puede escribir de la forma

(24) Yy » A=Ptacoscteo + BY + 14 C1=ax);

por lo que la convergencia de la trayectoria temporal del produc-

to Y(t), estard dada por la magnitud del radioc F. Asi Y(t) tendra

una trayectoria oscilatoria y convergente si 0 < F < 1, oscilato-

ria y divergente explosiva si P > 1 y una movimiento arménico

Estudiemos entonces la forma de P.

simple si F = 1.
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F = (a2 + b2)% ==> P2 = [ (1+@212 + [Y¥(4xE — x2 (1+{)2)]2
(25) ==) P = (ap)h.

Asi, en el caso complejo también aparecen tres subcasos:

Cixd Pl == ofg 1,

(%x) F =1 ==: of = 1,

(i) P > 1 ==3 af > 1.

En el caso (ix), la trayectoria temporal serd oscilatoria vy
convergente, en el caso (xX) serd un movimiento arménico simple vy
en el caso (xi) la trayectoria oscilatoria y explosiva. Estos
casos corresponden a las regiones E, F y G respectivamente de la
grafica 4.2. Los 11 subcascos posibles son representados en esta

ultima grafica.

FROEBLEMAS
1.—- Estudie la trayectoria temporal del producto en caso de que
el gasto autdnomo permanezca constante ( = 1) y de que la propen-—

sidén marginal al consumo y el acelerador de la inversidén sean

regspectivamente:

a) ¢« = 0,7; @B = 3,5 b) «x =0,85; @ = 1,5
c) x = 0,4; @@ = 0,9 d) @x = 0,2; = 2,5
2.~ ¢los resultados del analisis hechos en este capitulo varian

si el gasto autdnomo se toma con un valor distinto de uno?

o
B




CAPITULO S

ESTABILIDAD

En economia, la idea de equilibrio ha jugado un papel .muy
importante en su historia. Analicemos ciertas ideas éobre este
concepta.

Considere un péndulo como el que aparece en la grafica S.i1.
Tanto el punto A como el punto B se encuentran en equilibrio. 8i
ninguna fuerza se aplica a esos puntos, éstos permanecerdn en
equilibrioc. Observe que para que exista equilibrio la wvelocidad
en ese punto debe ser cero, de lo contrario estaria cambiando de
posicidén. Por lo tanto %x'(t) = 0. Por otra parte, puede ser que
pasado un instante de tiempo la velocidad aumente y habria asi un
cambiao de posicidn; esto indica que para que un punto sea de
equilibric la aceleracidn debe ser cera, es decir %'7(t) = 0.
Esto nos conduce a la siquiente definicidn.

DEFINICION: Se dice que un variable continua x estd en equilibrio

2l ot (t) = xTP(t) = 0.
La definicidén antericr se puede extender de la siguiente
formas

DEFINICION: Se dice que un variable continua ¥ tiene un valor de

equilibrio si M2ty = ... = x'1¢t) = x*(t) = 0.

For otra parte, si al punto A se le aplica una fuerza que lo
saque del equilibrio, entonces este commenzard a oscilar y, a
largo plazo, tenderd a regresar a su punto de partida. En este
casao decimos que el punto A es un punto de equilibrioc estable.
Sin embargo, si al punto B se le aplica una fuerza que lo saque
del equilibrio, éste no retornard jamas a su punta de origen. En

este caso se dice que el equilibrio es inestable. Esta reflexidn




nos conduce a la siguiente definicidn:

DEFINICION: Sea x. un valor de equilibrico de una variable conti-

o

nua x. Se dice que %X, es un punto de equilibric estable si

1im %X = %
t—-ro

o

SECCION S.1. ESTABILIDAD DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Considere la ecuacidn diferencial
£1) any(n) + ... agy'' + a;y’ + agy = O.

Suponga que esta ecuacidn describe el comportamiento de una
variable y, entonces los puntos de equilibrio de y serdn aquellos
para los que y" = ... = y'? = y' = 0. Esto quiere decir que el
punto de equilibrio de y es el punto y = 0.

For los capitulos anteriores sabemos que la soluciédn general
de (1) es y = Cl-er{t + cus * Cn-erﬁt, donde rl;...,rn son las
raices caracteristicas de (1), son numeras reales y todos distin—

tos. El punto y = 0 serd estable si y solo si y—-—*0 cuando t-—>o,

es decir

y esto sucedera si y solo si ry,...,r, son tocdos menores que

n
cerao. Este andlisis sigue siendo valido adn cuando existan raices
repetidas (sporque?).

8i las raices fueran complejas, entonces la solucidén es de
la forma:

y = eat(Clﬂcas bt + Cye*sen bt)

Honde rqy = a + jb, ro =.a - ib. En este caso lim y = 0 81 ¥y solo
t—>® 51 a < 0. Note que en cualquier caso, el problema de 1la

estabilidad de (1) se reduce a saber si la parte real de todas

g4
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las raices caracteristicas son menores que cero y la estabilidad
de la variable cuyo comportamiento es descrito por una ecuacidén
di ferencial lineal homogénea de coeficientes constantes se limita
al estudic de las sclucidnes de su ecuacidén caracteristica. Cuan-
do las ecuaciones caracteristicas son ecuaciones de 2° grado, no
existe ningun problema para conocer la estabilidad del sistema ya
que es facil hallar las raices de una ecuacidn de 2° grado. El
problema se presenta cuando tenemos ecuaciones caracteristicas de
arada mayor que dos, porque en estos casos puede resultar  muy
complicado hallar las raices. El teorema de Routh, si bién no nos
d4d un método para resolver ecuaciones, proporciona un instrumento
muy eficaz para saber si una ecuacidn tiene raices reales positi-
vas o no. La demostracidn de este teorema escapa de los alcances

He este libro por lo que nos conformaremos solamente con escribir

u enunciado.
1 Teorema de Routh.

EOREMA (ROUTH): Sea a_x"' + alxn—l P awe P B AR * B O siendo

(o} n

o <+ 0 entonces, las partes reales de las raices de f(x) son

megativas si y solo si o; > 0, para toda i £ n, donde

: 0'2 23
O a; aq
y asi sucesivamente.
El teorema de Routh nos brinda un instrumenta muy poderoso

fara estudiar la estabilidad de la ecuacidn (1) ya que si todos

llos determinantes ¢; son mayores que cero, entonces las raices

]

aracteristicas serdan todas negativas y el sistema serd estable.

EJEMFLO: Estudie la estabilidad de y'?'"+ 3y’'’+ 3y’ - 4y = 0.
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En este caso a_, = 1, a; = 3, a,; = 3, ag = 4.

oy = |ag] = |3 =3 >0
0~ = = = .13 > O
agn as 1 3
ai 33 as = -4 Q
0'3 = ao 62 aq_ = ) | 3 Q = 20
0 a; ag. O 3 -4

Como todos los o

i Son mayores que cera, las partes reales de

las raices caracteristicas son negativas y el sistema es estable.
EJEMPLO: Estudie la estabilidad de y'!''— 2y’’'— Sy' + 6y = Q.
En este caso a, = 1, a8y = -2, ax = -3, ag = 6.

0,

il
1
k2
il
|
P
Py

i * gl
como ¢4 es negativo, sabemos que existen al menos una raiz carac-
teristica con parte real no negativa y por la tanto el sistema es

inestable.

&
Si en vez de la ecuacidn (1) estudiamos la ecuacidén
(2) any(") + c.. agy'' + a;y' + agy = K,
donde K es una constante, el punto de equilibric serd y = K/ao,

que es la solucidn particular de la ecuacidn (2).

Fuesto que la sclucidén general de (2) es la suma de la solu-—
cidn homogenea mas la solucidn particular, entonces la trayecto—
ria de y a lo largo del tiempo es el punto de equilibric (la
Foluciﬁn particular) mas una desviacjdn del equilibrio (solucidén
homogeneal. Asi, para estudiar la estabilidad del sistema (2),
hbasta con estudiar la estabilidad de la ecuacidn homogénea, perao
2l punto de equilibric serd en este caso la solucién particular

de la ecuacidn.
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PROBLEMAS:

i.- Estudiar la estabilidad de las siguientes ecuaciones:

) et = tt -yt - Ry W O By yt2? & Jgt? = Jy = Gy =. O
Byt o @bt &Ryt e Dy ey gi yrtr = fByvs +_7yr= 8

B G rE. g Gyt =y & FY D Sei ¥l ae gt W W A0

D) y''? + 3y'! - 3y' + 4y = 4 M) pt7t = Qutt e gy e 2y &Y

k) -yt 2V OytE G Byl & Pyow | Pyt =0y & Jy b §y BG

SECCION S.2: ESTABILIDAD DE ECUACIONES EN DIFERENCIA FNIITA

La idea de estabilidad expresada para variables continuas se
puede adaptar perfectamente para variables discretas.

DEFINICION: Se dice que un variable discreta x; estda en equili-
Prio 81 %g = Xpoq ™ cas WAy = XKge En este caso se dice que X,

Fs un punto de equilibrio de x.

DEFINICION: Sea x, un punto de equilibrio de una variable discre-
ta %;. Se dice que x, es un punto de equilibric estable si

lim x = x
t—-ro

o

Considere la ecuacidén en diferencias

L) anyt+n o azyt+2 - alyt+1 + aoyt = Q.

Si esta ecuacién describe el comportamiento de la variable

&

Y¢r» entonces sus puntos de equilibrioc seran aguellos tales gue

Yeen = cvc Yg42 ™ Yooy T Ye 5K
bt K(an + aue a:z i al + 8.0) = O’
perc como a, + ... as + a; + ag no necesariamente es cero, K = 0

y el punto de equilibrioc es yg = O.

-

En los capitulos anteriores vimos que la solucidén general de

(3) es y = Cl-ﬁlt el T Cn-Bnt, donde BI,...,ﬁn son las raices

daracteristicas de (3), son numercs reales, distintos dos a dos.
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£l punto de equilibrio y = 0 sera estable si y solo si @ y——>

N
o

cuanda t—-—-*®, es decir

-

lim Cyepy¥ -+ (.. v+ ep b =0

t—>ao

81 y solo si 61,...,Bn'son todos menores que uno en valor absolu-
ta, es decir |51| o Sy ]ﬁn| < 1. Este andlisis sigue siendao
validao en caso de que existan raices repetidas (;porque?).

En el caso de raices complejas en la ecuacidn de 2° arden,
la solucidn es de la forma:

y = AsPtacoscot + B,

por lo tanto el sistema serda estable si |P| < 1, y el problema de
la estabilidad se limita a saber si el midulo de las raices ca-
racteristicas es menor que la unidad. Note que si las vraices

fdaracteristicas son reales su moduloc es igual al valor absalutao,

or lo que en cualquier caso el problema de la estabilidad se
imita a saber si el médulo de las raices caracteristicas es
encr que la unidad.

Al igual que en el caso de las ecuacicones diferenciales,
duando las ecuaciones caracteristicas son de 2° grado, el proble-
Ta de conocer la estabilidad del sistema es facil de resclver,
perac si la ecuacidén caracteristica es de grado mayor que dos,
puede resultar muy camplicado hallar las raices y resolver el
problema de estabilidad. El teorema de Schur proporciona un méto-—
do para determinar si los médulos de las raices caracteristicas
gon menores gque la unidad. La demastracidn de este teorema escapa
de laos alcances de este libro y sola escribiremos su enunciado.
El Teorema de Schur.

TEOREMA (SCHUR): Sea f(x) = ann e A ayz * an~1y1 i g
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siendo a_ > 0 entonces,

el modulo de las raices de f(x) son meno-—

el
res que uno si y solo si oy > 0, para toda 1 2 n, donde
F1. = | % &, | a9 0. a, a,
an agp | g = a; ap : 0 an
.;;q.'é':";é--;;--
Ao 4p : Q ag
ag 0 0O . a, Boif  Bpus
0 = ay a0 O : O an an—1
a, ay ag : 0 O By
-;;.-.6.-.6.-:.-;é.-él-.-.;é.-
An—-1 2n 0 : 8] ag ay
an-2 8n-1 A4 : O O ag

¥ asi sucesivamente.

El teorema de Schur es un instrumento muy poderoso para el

astudic de estabilidad de la ecuacidn (32, pués, si  todos los

determinantes ¢; son mayores que cerc, los médulos de las raices

caracteristicas seran todos mencores que uno v el sistema serd

estable.

EJEMPLO: Estudie la estabilidad de 3yg,- + 3ygyy — 4y = 0, apli-

clando el teorema de Schur.

En este caso a5 = 3, a; = 3, ay; = —4.
2 -4 3 0 .—4 3
Fl = ="'"7 < O -
-4 3 3 3 < O =4
0'22 I O I T I =_516<0
—d £ 3 3
3 =4 5 O 3
Como o0y y 05 son negativos, el modulo de al menas una raiz
et mayor que unco y por lo tanto el sistema no es estable. En este

U
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2 jemplo hubiera bastado con calcular ¢y, aunque calculamos ¢, por
razones de conveniencia didactica.

Si en vez de la ecuacidn (3) estudiamos la ecuacidn

g AYean * ses A2¥pep * Ag¥iey *Yag¥p = K

donde K es una constante, entonces el punto de equilibrio sera

y = K/Ca, + ... a5 +a; +ag) =0

gue es la sclucidén particular de la ecuacidn (4.

La solucién general de (4) es la suma de la solucién homoge-
nea y una solucidn particular, por lo que, al igual gque en caso
He las ecuaciones diferenciales, la trayectoria de y es el puntao
de equilibric (sclucidén particular) mas una desviacidn (sclucidn
1omogéneal, por lo que para estudiar la estabilidad de (4), basta
estudiar la estabilidad de la ecuacidén homogénea.

PROBLEMAS:

1.+ Estudiar la estabilidad de las siguientes ecuaciones:

2) Yiaz = 2¥442 * BYpag *t 4y = O

]

B Yeea ¥ Weeg Y Wy ~ By =0
€) Yeez ¥ PYeaz t Weey — 2yg = 3
8) Yeez — 2Ygaz * 3y = 2

@) Yiaa * Wpey tYg = 4

[V a3 ® Yeeo = 24y * ¥ = 10

8) Yooz * Weeo * Sy * Yy = 4
DE Yeu & Weap * Gy~ Tye *0

LY Yot 5 SVeap T Wpst F A = 4

§) Yeaa * Veep =~ et Yg = 6




CAFITULO &

SISTEMAS DE ECUACIONES SIMULTANEAS

Sabemos del capitulo dos que el problema de encontrar la
solucidn general de una ecuacidn diferencial ardinaria lineal de
roeficientes constantes

1) a_y‘™ + + a;y’ + ay = 0O

[ nY & 1Y oY

e reduce a encontrar las raices del polinomio caracteristico

(2) a B @ or, e ar + ag = O.

n (e

Lueqgo aprendimos, en el capitulo tres, a encontrar la solu-
gién de ecuacicones en diferencias lineaqles de coeficientes cons—
tantes, utilizando métaodos andlogos.

Muchos problemas econdmicos pueden modelarse uwtilizando
ecuaciones diferenciales o en diferencias uniecuacionales. 8Sin
embargo, la cada vez mayor interconexidén entre las variables
gcondmicas hace que estos modelo tengan aplicaciones muy limita-—
das. Una gran cantidad de problemas econdémicos interesantes pue—
den modelarse utilizando sistemas de ecuaciones diferenciales o
an diferencias. Inclusa, las ecuaciones diferenciales o en dife-
rencias de grado mayor que uno pueden convertirse en un sistema
de ecuaciones de primer grado y resclverlas como tales; un siste-
ma de éste tipo se llama "Sistema de Ecuaciones Simultaneas'". Por
tlanto el praoblema de encontrar la solucidén general de un sistema
dF ecuaciones simultaneas es mas general que &1 de encontrar la
solucidn de la ecuacidn coma (1) y de gran interés para el estu-
dio de la economia matematica. Fuesto que una ecuacidn  diferen-
cial o en diferencias de orden mayor que dos puede convertirse en
un sistema de ecuaciones simultaneas de primer orden, en este

capitulo sala trataremos con el estudio de dichos sistemas.

e
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SECCION 6.1: CONVERSION DE ECUACIONES EN SISTEMAS DE ECUACIONES
Fara aprender a transformar la ecuacidén diferencial (1) en
un sistema de ecuaciones simultdneas de primer orden, usaremos un
ejempla.

Considere la ecuacidn diferencial

€37 :, S G R 7 . Bl S O 1 AR R

51 establecemos la relacidn

cobtenemos que
yllev y!!:xilf
por 1o tanto (3) se convierte en
Y e Tl JN by e O yo= %t
Ahora tenemos una sistema de dos ecuaciones con dos incogni-—

tas, aungue una de las ecuacioneses de grado dos. Repetiendo la

pperacién anterior, hacemos z = y', z! = y'! entonces
x; = g =2 0

() y' =2 80
gt e PRk d o0y = O,

De esta manera hemos convertido una ecuacidn diferencial de
arden tres en un sisteme de tres ecuaciones diferenciales de
primer orden. La complicacidén gue surge ahora es que el sistema
de ecuaciones simultaneas (4), si bién contiene tres ecuaciones
di ferenciales de primer orden, éstas a su vez contienen tres
ipcognitas, por lo que los métodos vistos en los capitulos ante-—
riores no nos son de utilidad.

Observe que un sistema de ecuaciones diferenciales simulta—

n%as puede escribirse en forma matricial de la siguiente manera:




Ax’ + Bx = b,

donde A y B son matrices de orden (m x n), b es un vector columna
de (n %x 1) x es el vector qe las variables X3 ¥ x' es el vectar
de sus derivadas.

Un tratamiento andlogo al dado a las ecuaciones diferencia-

les lineales como (1) para convertirlas en sistemas de ecuaciones

imultaneas, es aplicable a las ecuaciones en diferencias del
ismo tipo. Considere la ecuacidn en diferencias
5) xt_‘_g + Sxt+-2 e 3Xt+1 e xt = 4

#stableciendo las relaciones

Xg+1 T Y Yeel T 2¢
#ntonces

Xt+1 T Yt
162 Yeer ™ %

Exay * By iy~ X =%

#Dn un sistema de ecuaciones en diferencias simultaneas.

Observe que en los sistemas de ecuaciones simultaneas (4) vy
(&), si bién ambos contienen solo ecuaciones diferenciales y  en
diferencias regpectivamente de primer orden, todas contienen mas
dF dos variables por loa que los métodos vistos en los capitulos
anteriores no funcionan para estos problemas.

Al igual que en el caso de los sistemas de ecuaciones
di ferenciales simultaneas, los sistema de ecuaciones en diferen—
cilas simultaneas puede escribirse en forma matricial de la si-
quiente manera:

AXg g + Bxy = b,

daonde A vy B son matrices de orden (m % n), b es un vector columna

de (n x 1) x es el vector de las variables x; y x' es el vector
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He sus derivadas.

FROBLEMAS:

1.- En cada caso, convierta la ecuacidn diferencial en un siste-—

a de ecuaciones simultaneas de primer orden:

Yoy'! 4 Jy? = g4y = Zganlt b) y'?' — 4y' = cos t

¢) y'!' + 3y + 2y = g2 d? Sy(iV) - Syt??! + y = et

@) y'" + 4y' — Sy = 0O fayrt - 4y? ; 2y = B8

Ze En rcada caso, convierta la ecuacidn en diferencias en un

4istema de ecuaciones simultdneas de primer orden:

al Yeio = ey ¥ Yy = 6 b 4yt+2 + BYeaqq ¥ Ye = 6

cll Yian * Yeay ¥ Py o d) 5Yt+2 i 4yt+1 + 7y = cos ¢
Y Mogw = Wean + Dy = 88 4% f) Yeeo * 24 — Syp = 3Lt

ECCION &.2: SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
Cuando resclvimos en el capitulo dos las ecuaciones diferen—
ciales lineales de coeficientes constantes vimos que la solucidn
general de @&stas consta de la suma de la solucidn de la ecuacidn
homogénea mas una solucidn particular. En esta seccidn  verremos
que la solucidén de los sistemas de ecuacicnes diferenciales si-
multaneas tienen un método de resolucidn analogo.

TEOREMA 1: Considere el sistema de ecuaciones diferenciales si-
mul taneas

(72 Ax' + Bx = b,

entonces la solucidn general de esta ecuacidn viene dada por 1la
suma de la solucidén general del sistema homogéneo Ax' + Bx = 0,
Xpy MAS una ecuacidén particular, %oy

Priueba: Sea L{x) = Ax' + Bx, un aoperador lineal, entonces tenemos




que L(x) = b es el sistema (7). Es facil verificar que L es 1li-

mn

eal (hagala!).

Suponga que Xy Yy X5 son soluciones de (7), entonces

L(x4) = L(xy) = b
==y Lixy) ~Lixs)d = b — b = O
== L(xl * Ked W Oy
y por lo tanto (xy - %x5) es solucidn del sistema L(x) = O.

Sea x, = Xy — %5, entonces x, es la sclucidén general de la
%cuacidn homogénea L(x) = 0. Fuesto que xy y X5, son soluciones
cualesquiera de (7), suponga que x = xy es la solucidén general de
(7) y que Xp = X2 s una solucidn parti?ular, entonces obtenemos

el resultado de nuestro teorema:

x=xh+xp.

XXXXX

Primero nos dedicaremos a resolver el problema de encontrar

1

t

C

t

% solucidn general del sistema homogénea Ax' + Bx = 0.
Sea x = aemt, donde a es un vector columna de (m x 1), en-
gnces x’ = mae™ y tenemos que

8) mAae™ + Bae™ = 0 ==> (mA + B)a = O.

Puesto que a en (8) debe de ser una solucidén distinta de 1la
riivial, tenemas que

det (mA + B) = 0.

Las soluciones de m nos daran los datos suficientes para

encontrar la solucidén dela ecuacidn homogenea. Si A es la matriz

I

dentidad, entonces m representa los autovalores de B.

Fara encontrar la solucidén particular podemos utilizar el

métodos de los coeficientes indeterminados que vimos en los capi-

t

ulos anteriores.
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¥

[lustremos todo ésto mediante un e jemplo. Considere el sig—-

tema de ecuaciones diferenciales

Y 28 - Py & Xom {0

9)
e VA
El sistema (3) puede escribirse en forma matricial asi:
o | i 1 I : Y 5 1 N
1 2 y'! =2 1 Y 10
C10) + =
1. ~4 %" ) S | X S
S1 hacemos y = mert, % = nert, entonces tenemos que
: m i 1 m O
ra't & a't =
1.=1 n 1 =3 n 0

por lo tanto

-
M
|
P
=
|
[e]

(11> .

Fuesto que m y n son los coeficientes de x e y, deben ser

distintos de cero, por lo tanto debe suceder que

r—2 2r+i1 E
det =

O.
, ' ¥ i |
Esto sera verdad si y sola si vr2 - 1 = 0. Por lo tanto r
tiene valores ry = 1, ro = -1 y las soluciones generales de la

ecuacidn haomogeéenea es

(12) y = miet + mze“t; ¥ = niet + nze"t.
La solucidn particular puedo hallarla mediante el método de

los coeficientes indeterminados. Segiun esto encuentro un candida-




to a salucidén particular, en este caso tomo una constante

En este caso, las derivadas son y' = %' = 0, por lo tanto la

ecuacidn (10) se caonvierte en

13> =

L 4

La solucidédn de (13) es (a, b) = (-15, —-Z20) y por lo tanto la

solucidn general es

C14) y = mlet + mze—t ) o | % = niet + nze_t i B

SECCION 6.3: SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIA

Los sistemas de ecuaciones en diferencia simultaneas tienen

un método de resclucidn analogo al de los sistemas de ecuaciones

diferenciales simultdnecs. Ilustraremos ésto mediante un ejemplo.

Encontraremos la solucidn del sistema homogéneo y luego le

sumaremcs una solucidn particular. Considere el sistema de ecua-

ciaones en diferencia.

yt"‘l + Xt+1 e 7yt + Ext = 8

L13)
Y+t ~ ¥g+1 * Yg T % = S
El sistema (15) puede escribirse como: E
(16D ¥ =
1 -1 :"'t+1 1 =1 Xt S
51 hacemaos ¥ = mrt, Rgp = nrt, entonces tenemas que
) IR | m =l 2 [ m 0
e A _ ol
L. = n i =1 n O

Dividiendo por r® y sacando (m, n?) de factor comin aobtenemos
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C1E) r o+ =
1 .=1 1=} n Q
Fuesta que m y n son los coeficientes de X © Y¢, deben ser
distintos de cero, por lo tanto debe suceder que
Y7 2
det = 0.
il =p=l
Esta sera verdad si y solo si 3r + 4 = O, Paor lo tanto v
tiene valores repetidos ¥y ¥y & <4/3 ¥ las solucicones generales
de la ecuacidn homogénea es
ST:=3) = m -4/ + m (- t p="ny (—a/Dt (-4/3>%
: Ye= My m-(~-4/3) "3 Xg="ny(-4/3 + ng FACD
Usanado el método de los ceoeficientes indeterminados, pode-
mos encontrar la soclucidén particular. Encuentro un candidato a

solcuidn particular, en este caso tomo una constante

Yg = a, Xy = b,
abtenienda que
1 1 a 7 SR a a8
19 * =
1 =1 b 1 =1 b s
= 3 a 8
(20) == =
2= b S

resaolviendo este sistema de ecuaciones encontramos gue

a = -31/6, b = -23/3

y la salucidn general es

ye= my=4/32% + moc-ast - 31/6;
(21)

xg= ng -4/ + n2c~4/3pﬁ - 2373

o
o




FPROBLEMAS:

Fara cada uno de los ejercicios de la seccidén 6.1,

resuelva la
ecuacidn

como un sistema de ecuaciones simulténeas.

SECCION 6.4: EL MODELO-INSUMO PRODUCTO DE LEONTIEF

El modelo insumo—-producto de Leontief trata de determinar el

nivel de produccidén que debe alcanzar cada industria de la eco-—
nomia para que se satisfaga la demanda total de cada producta.

Comencemaos el andlisis adoptandc haciendo las siguientes

hipétesis: 1) cada industria produce una mercancia homogenea;

2)
cada industria utiliza una relacidén fija de insumc para obtener
una unidad de producto; 3) Existen rendimientos constantes a
escala vy 4) no existen excesos de dema#da. Si denotamos por aj j
es la cantidad fija del i-—-ésimo insumo necesario

para producir
j—ésimoc producto y si los precios son

podemos medir aj j en bol ivares,

una unidad del

conocidos,

de manera que se necesitan aj j
bolivares del i—ésimo insumo para praducir una unidad del j—ésimo
producto. E1 término aj j se denomina coeficiente de insumo. B5i
suponemos que los precios de todos los productos es

la wunidad,
entonces aj j representa la porcidén de i—ésimo bién gue utiliza el

Jj—ésimo producto.

En una economia con n industrias podemos agrupar a los

oeficientes de insuma de tada la economia en una matriz

A= Ca;;l, i,j € {1,..,n.

En todas las economias, ademds de las n  industria existen
ectores, tales como las familias, que realizan una demanda pero
gue no necesitan comprar ningdn insumo.

Este tipo de demanda

la
1l amaremos demanda Ffinal y laos insumos utilizados, tales como la
mana de abra, se llaman insuwmo primario. Un modelo con estas
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caracteristicas se dice que es un modelo abierto.

En los modelos abiertos, la suma de los coeficientes de
insumo de cada columna de la matriz A debe ser menor que el

precio del producto ya que en éstos no se incluyen los costos

de
los insumos primarios. De manera que si esta suma es mayor que el
precia, entonces el costo unitaric del producto es mayor que

el
precio del mercado vy,

por lo tanto, no se justifica, econdmica—
mente, su produccidén.

Denctemos por d; la demanda final de i-ésimo bien y por

la produccidén total de la i—ésima industria, entonces si X = [x;1

i
y D = {d; 1 son vaectores de orden (nxl1),- X representa el vector de

produccién de la economia, tanto de bienes finales como de insu-

mos, ¥y D representa el vector de la demanda final de la economia,

por los tanto AX

representa la porcién del producto total que

se
utiliza en la

praduccidén de otros bienes de la economia. Si
suponemos que no existen excesos de demanda, entonces AX + D mide
la produccién de la economia, es decir

AX + D = X,

X - AX =D
== (I - AYX = D,
== TX = D.

A la metriz T se denomina matriz tecnaldégica.

Si queremos
eterminar el nivel de produccidn de la economia,

entonces pode-
s despejar X y asi,

X =T 1ip = ¢1 - Ay~ 1lp.

Andlisis Dinamico Insumo—Producto. El analisis realizado hasta
alHora no toma en consideracidn los prablemas

del tiempo. Si
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tomamos alguna consideraciones adicionales, podemos darle al

analisis insumo—producto un caracter dindmico que nos permita,

mediante la resolucidn de un sistema de ecuaciones en diferencias

o diferenciales como los ya vistos, conocer la trayectoria tempo-

ral del producto y la estabilidad del equilibriao.

Suponga que existe un desfase en la produccidén de manera tal

que. el nivel de produccidn en el pericodo t+1 es determinado  por

la demanda total en el periocdo anterior, t, entonces
22) == Xt+1 = Axt = Dt'
De modo que (22) es un sistema de ecuaciones en diferencias

que mediante un enfoque de insumo—-producto de Leontief nos da a

su vez la trayectoria temporal del producto y la estabilidad del

sistema.

El sistema determinado por la ecuacidn (22) también puede

surgir de un supuesto distinto; (AXy + D) es el vector de

demanda de la econonia y X, es el vector de la oferta, de

modo
que
(232 (AXe + D) = X = Xpoq — Xg
s el exceso de demanda de la economia y serd incrementoc en el

roducto por ajuste para el siquiente periodo. Observe gque (23)

uede obtenerse de (22) restando Xt en cada lado de la ecuacidén.

El enfoque expresado mediante la ecuacidén (23) puede expre-—

sarse en términos continuos uwtilizando derivadas en  lugar de

diferencias. Asi,
XPLE) = ARLEY + D ~ X(ED
=== LXV 4 L1 AYX = D

Observe gue la estabilidad del equilibric en todaos los casos

,...
-I
k)




esta dado por la forma de las raices caracteristicas.

FROBLEMAS:

1 I -
3/10 4/10 et /10
1.~ Suponga que A =

4 son- la matriz
3/10  2/10 2et/10

de los coeficientes de insumo y el vector de demanda final

res—
pectivamente.

Suponga que el ajuste en la produccidén es continua

y retrasado. Encontrar la trayectoria temporal del producto.

Z.- Fesuelva el problema 1 en el casoc en que el

ajuste en la
produccidn es discreto.

3.~ En un mercado con n mercancias, todas las funciones de

demanda, oferta y excesos de demanda (Qdi' i ¥ E;

= Bgj - Qg
para i = 1,..,n), pueden ser consideradas como funciones de los n
precios Fy,...,F,, en el supuesto de que éstas saon

funciones
lineales,

tenemos que

El. =a10+a11F"1+a12F"2+... +ainF"n; i =1,---'ﬂ-
En notacidn matricial tenemos que

E = a + AF.

a) jCuales de estos cuatra Gltimos simbolos son escalares

y
uales son sus respectivas dimensiones?
)  Suponga gue todos los precios son funciones del timepo y que
Rilat. = aE; (1=

$1E4 l,000,nd. sCual es la interpretacidn econdmica

e este dltimo conjunto de ecuaciones?

Escribir el sistema de ecuaciones diferenciales

que muestra
que P’

es una funcidén lineal de los n precios.

Fealizar el mismo andlisis de los puntas b) y c) en

caso de
que el ajuste sea discreto.
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La tabla 7.1 muestra el andlisis de sensitividad

del lado
derecho para todas las restricciones.

Observe que las restriccio—
nes (3)

y (4) tiene "infinita" como cota superior. Esto es debido
a su caracter de recursos abundantes,

mientras que las

restric—
ciones (1) y (2) son acotadas tanto superior

coma inferiaormente,
esto también es debido a su caracter de recurso escaso.

La pregunta 3) es la referente a que si tengo la opcidn

de
escoger cual

recursco aumentar, ¢Cual recurso incrementar?. La

respuesta de esta pregunta se conoce con el nombre de "precio

de
saombra".

Fara ello resclverla tomamos el incremento

maximao
sobre

que
el valor de la funcidédn objetivo produce el aumento

en la
disponibilidad del recursa y la dividimos entre el maximo

incre—
mentoa

permitido premitido del recurso que se analiza. Esto nos
dara la rigueza adicional de incrementar el recurso escasc en una

unidad. Por ejemplo en el recurso (2) seria:

inc. max. sobre la funcidédn aobjetivo = 5,323
inc. max. permitido = 1 (7

il -

riqueza por unidad adicional de recurso 2 = 5,33/71 = 5, 35.

El an&lisis de riqueza por unidad se resume en la tabla 7.Z.

TABLA 7.2.
MAXIMO CAMEBIO EN RIQUEZA
ESTRICCION CAMBIO EN V RESTRICCION UNITARIA
1) 0,33 1 0,33
€2 9,33 Bl 1,53
3> Q =3 O
€3 0 -0, 66 0

E1l dltimo andlisis

de sensitividad trata de responder la
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pregunta jCuanto pueden cambiar los coeficientes de la funcidén
objetivos sin que cambie la sclucidn 4ptima? y sCuanto puede un
coeficiente cambiar sin revertir su status de abundante o esca-
so?. Variaciones en los coeficientes cambian la pendiente de 1la
funcidn objetiva (grafica 7.4). El coeficiente del cemento para
exteriores (c,) puede variar hasta que la pendiente alcance a la

pendiente de la restriccidén (1) o (Z). Fuesto que la pendiente de

la restriccidn (1) es 1/2 y el coeficiente c; = 2 entonces hace-
mos c /2 = 1/2, por 1o que el minimo valar de c, es 1. Andlcga-
mente hallamos el maximo valor de ¢, igualando ce/2 a la pendien-—
te de (2), asi cg /2 = Z. por lo que el maximo valor de c, es 4.

Asi, el rango de c, para que el punto dptimo permanezca

invariante es 1 < cg < 4. Analogamente si calculamos este rango

para ¢; nos queda que 1,3 < c; < E.

PROBLEMAS:
e Una compafia de productos electrénicos fabrica dos modelos
de radios en dos lineas de produccidn diferentes. La capacidad

diaria de la primera linea es de 60 radiocs y el de la segunda, 78
adios. Cada unidad del primer modelo usa 10 piezas de cierto
omponente electrénico mientras que cada unidad del segundo mode—
o requiere 8 piezas del mismo componente. La disponibilidad
axima diaria del componente especial es de BOO piezas. El bene—
icio por unidad de los modelos 1| y 2 es de Bs. 30 y Bs. 20 res—

pectivamente. Determine la produccién diaria 4dptima para cada

modelo y haga el correspondiente andlisis de sensitividad.

ZJ- Una compafiia puede publicitar sus productos mediante el uso

del la radio local y las estaciones de TV. 5Su presupuesto de pu-—
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blicidad es de Bs. 50.000 mensual. Cada minuto de propaganda
radio cuesta Bs. 50 y el de TV, Hs. 1000. La compafia le gustaria
usar la radio al menos dos veces mas que la TV. La experiencia
pasada muestra que cada minuto de propaganda de TV

veces mas ventas que cada minuto de praopaganda de radio. Determi-—

ne la colocacién d4dptima del presupuesto mensual de propaganda

radico y TV y haga el c

correspondiente andlisis de sensitividad.

= Dos productos son fabricados mediante un procedimiento de
uso secuencial de tres maguinas distintas. El tiempo de uso de
cada

magquina es limitado a 10 horas diarias. El primer producto
requiere un tiempo de produccién en la primera, segunda y tercera
magquinas de 10, 6 y B minutos respectivamente y su beneficia es

de Bs. 2, mientras que el tiempo de produccidn del segundo

pro-
ducto es de &, 20 y 15 minutas respectivamente y produce un
beneficio de Bs. 3. Encuentre la combinacidén de produccidn

4d4ptima de los dos productos y haga el correspondiente analisis de
ensitividad.

.~ Una compafia fabrica dos productos A y B. El1 volumen de venta

el producto A es al menos el 604 del total de las ventas. Ambos
productos usan la misma materia prima, cuya disponibilidad diaria
de 100 kg. Los productos A y B usan este material a una tasa
ZKg v 4 Kg. por unidad respectivamente. El precio de venta de
s dos productos es de HBs.20 y Bs.40 por unidad. Determine la
asignacién dptima de disponibilidad de materia prima para ambos
productos y haga el correspondiente andlisis de sensitividad.
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Una compafia prduce dos tipos de sombreros. Cada sombrero

primer tipo requiere dos veces mas tiempo de trabajo que el

del segundo tipo. 81 todos las sombreros que se produjeran fueran
del segundo tipo, la compafia puede producir un total de 500
sombreros diarios. El mercado limita las ventas diarias a 150 vy
200 sombreros  del primero y segundo tipos respectivamente. EIl
benpeficia

para un sombrero del primer tipo es de Bs.8 y del se-
gundc tipo Bs.5. Determine el numeo de sombreros que debe produ-
cir la empresa para maximizar su beneficio y haga el correspon—
diente analisis de sensitividad.

o= Un empresariao tiene la opcidn de invertir su dinero en

dos
planes.

El plan A garantiza que cada bolivar invertido ganara 70

céntimos por afo y el plan B garantiza que cada bolivar invertido

ganard bs. 2 por dos afos.

En el plan B solo se permiten

inver—
siones por periodos de dos afos.

Como el empresarico deberd inver—

tir bs. 100.000 para maximizar sus ganancias en tres afros. Haga
el correspondiente andlisis de sensitividad.

.~ Cuatro productos son procesados sucesivamente en dos magui-
as. El tiempo de produccidn por hora por unidad es tabulado en

1 siguiente cuadro:

TIEMFDO FOR UNIDAD (HRES.)

ACQUINA FRODUCTO 1 FPRODUCTO 2 FRODUCTO 3 FPRODUCTO <

Z 3 4 z

El costo total de

producir una unidad de cada producto esta
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basadao directamente sabre el tiempo de maquina. Asuma que el

casta por hora por magquina es de Bs.10 y Bs.15

respectivamente.

El total de horas presupuestadas para todos los productos en las
maquinas 1 y 2 es de S00 y 380. 8i el precio unitarico para los
productos 1, 2, 3 y 4 es de bs. 65, 70, 35 y 43, cuales deberan

ser los niveles de produccicon que maximicen el beneficico y haga

el correspondiente andlisis de sensitividad.

8.~ Una féabrica produce tres modelos (I,

I1 v III) de un cierto
producto. Ella usa dos tipos de materias primas (A y B), de los

cuales 4000 y 6000 unidades son disponibles, respectivamente. EIl

requisito de materia prima por unidad de los tres modelos esta

dado por la siguiente tabla:

REQUISITOS FPOR UNIDAD DE MODELO
MATERIA FRIMA I

5 4 I11
1) 2 3 o
B 4 L 7
El

tiempo de trabajo para cada unidad

cel modela I es dos

veces mas que el de II y tres veces mas que el de II1I.

La fuerza

e trabajo total puede producir el equivalente a

1500 unidades

el modelo I. Un muestrec del mercado indica gue la demanda mini-

a para los modelos es de 200, 200 y 150 unidades

respectivamen—
e. Sin embargo, la propofciﬁn del nimero de unidades producidas
s de 3:2:5. Asuma que el beneficic por unidad de los modelos I,

I yv 1III es de Bs. 30, 20 y 50 respectivamente. Determine el

niimera  de unidades de cada producto que maximiza el beneficio.

Haga el correspondiente andlisis de sensitividad.
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Y Considere el problema de asignar tres tipos de avianes

cuatro rutas. La tabla de abajo da los datos pertinentes:

TIFO DE CAFPACIDAD NUMERO DE NUMERO DE RUTAS
AVIONES (FASAJERDS) AVIONES 1 z 3 4

1 S0 i 3 s 2 1

2 30 8 4 3 3 2

3 20 10 S = < =
Namera diarioc de pasajeros 100 200 90 120

Los costos de operacidén asociados estan dados abajo:
COSTO DE OFERACION FOR VIAJE

PARA CADA TIFO DE RUTA.

TIFOD DE AVION i 2 3 4
1 1000 1100 1200 1500
2 800 200 1000 1000
3 - B00 800 800 00

COSTO FENADO
FOR CLIENTE PERDIDO 40 S0 45 70
Distribuya los aviones con el objeto de maximizar los benefic

haga el correspondiente andlisis de sensitividad.

O0.— Das aleaciones son hechas de cuatro diferentes metales

) & 111 y IV, de acuerdo a las siguientes especificaciones:

a

ios

L

la

leacidn A tiene a lo suma B0%Z de I y 304 de II y como minimo S0%

e IV,mientras que la aleacién B contiene entre 407 y 604 de

al menos 30% de III yv a lo sumo 704 de IV.

II,

Los cuatro metales son extraidos de tres diferentes minera-
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CANTIDAD COMFONENTES FRECIO

MINERAL MAXIMACTNS) I 11 ITI IV OTROS Bs/ton.
1 1000 20 10 30 30 10 30
2 2000 10 20 30 30 10 40
3 3000 S 3 70 20 O o0

Asuma que el precio de venta de las aleaciones A y B son  de
Bs. 200 y Bs. 300 por toneladas respectivamente. Formule el pro-
blema coma un modelo FPL, resulevalo y haga el correspondiente

anadlisis de sensitividad.

11.~ Un apostador realiza un juego en el que requiere colocar su
dinero entre cuatro posibles elecciones. El juego tiene tres
posibles resultados. La siguiente tabla da las correspondientes
ganancias (pérdidas) por bolivar depositado en cada una de las
cuatro posibles elecciones para los tres posibles resultados.

GANANCIA FOR BOLIVAR DEFOSITADO EN CADA ELECCION

RESULTADO 1 2 3 4
1 —3 & i 15
z b= 3 9 ‘4 i
3 3 =4 10 =4

Asuma que el apostador tiene un total de Bs. 500, con los
cuales el puede jugar solamente una vez. El resultado exacto del
Juego no es conacido a priori y para enfrentar esta incertidumbre
el jugador decide hacer la colacacidn que maximizaria las minimas
ganancias. Formule el prablema como un modelo FL y haga el co-

rrespondiente andlisis de sensitividad.
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2Z.— Un molina agricola produce alimento para vacas, ovejas vy
pollos. Esto se hace mezclando los siguientes ingredientes prin-
cipales: Maiz, piedra caliza, frijol de soya y comida de pescado.
Estas ingredientes contienen los siguientes nutrientes: vitami-
nas, proteinas, calcio y grasa cruda. A continuacidn se resume el

contenida de los nutrientes en cada kg. de los ingredientes:

NUTRIENTE
INGREDIENTE VITAMINAS FROTEINA CALCIOD GRASA CRUDA
Maiz 8 10 6‘ 8
Fiedra Caliza & o 10 &
Frijol de Soya 10 12 (= &
Comida de Fescado 4 8 — & 9

Se hace un pedido al molino para que produzca 10, €& y 8
toneladas métricas de alimentos para vacas, ovejas y pollos res-—
pectivamente. Debido a la escacez de los ingredientes solo se
dispone de una cantidad limitada de ellos, a saber, & ton. de
maiz, 10 ton. de piedra caliza, 4 ton. de frijol de soya y S ton.
de comida de pescado. El precic por kilogramo por ingrediente es
de Bolivafes 20; 12, 24 y 1Z respectivamente. A continuacidn se
resumen las unidades minima y maxima que se permiten de los dis-
tintos nutrientes por cada kilogramo de alimento para vacas,

ove jas y pallos.

NUTRIENTE
FRODUCTO VITAMINAS FROTE INA CALCIO . ERASA CRUDA
talimentos para)l
min max min max min max min max
vacas 6 @ & o ¥ @ < 8
ave jas & ® & @ & @ e &
pollas < & & © (=) @ < &
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Encuentre la mezcla alimenticia de farma tal que el casto

sea minimo y haga el corrvespondiente andlisis de sensitividad.

13.- El personal técnica de un haspital desea elaborar un sistema
computarizado para planear mendes. Fara empezar, deciden planear
el mend del almuerzao. El mend se divide en tres grandes catego—
rias: vegetales, carne y postre. Se desea incluir en el mena al
menos el equivalente a una porcién de cada categoria. A continua-
cién se resume el costo por racién de algunos articulos sugeri-
dos, asi como su contenido en carbohidratos, vitaminas, proteinas

Yy Qrasas. 2
CARBOHIDRATOS VITAMINAS FROTEINAS GRASA COSTO DE

RACION
VEGETALES
Chicharos 1 3 1 O 10
Ejotes . 1 S 2 0 12
Cluimbobdé 1 5 1 O i3
Maiz 2 & 1 2 9
Macarrones 5 Z 1 i 10
Arroz 3 1 1 1 b 4
CARNES i
FPollao z 1 3 1 &0
Res 3 8 9 P 120
Fescado 3 & & 1 80
FOSTRES
Nar an ja 1 3 i Q 28
Manzana 1 2 Q O 42
Fudin i (#] O Q 15
Gelatina 1 0 O O 12




Supongase que los requerimietnos minimos de comida de carbo-
hidratos, vitaminas, proteinas y grasas son 5, 10, 10 y 12 res-
pectivamente. Formule el problema como un modelo PL. Resuelvalo y

haga el correspondiente andlisis de sensitividad.

14.- Una compafia desea planificar la produccidn de dos de sus
articulos que tienen demanda de temporada en un periodo de 12
meses. La demanda mensual del articule 1 es de 100.000 unidades
durante los meses de octubre, noviembre y'diciembrg; de 10.000
unidades durante los meses de enenro, febrero, marzo y abril; vy
de 50.000 unidades durante los meses de octubre a febreroc y de
15.000 durante los meses restantes. Supongase que el coasta  por
unidad para producir los articulos 1 y 2 es de B.s S0 y Bs. 80
respectivamente, siempre y cuando se fabriquen antes de junio.
Después de junio, los costos por unidad se reducen a 45 y 70
debido a la instalaciéﬁ de un mejor sistema de fabricacidn. E1
namero total de unidades de los articulos 1 y 2 que pueden fabri-
carse durante cualquier mes particular no pusede ser mayor de

3

120.000. Ademas, cada unidad del articula 1 ocupa 2 m“ cubicos de

almacén y cada unidad del articulo Z ocupa 4 m=. Suponga que el
espacioc de almacen disponible es de 150.000 me y que el costo de
arrendamiento por m® es de bs. 10. Formule el problema de planea-
cidn de produccidédn de tal manera que la produccidn totaI- y los

costos de inventario sean minimos. Fesuelvalo y haga el corres-—

pondiente analisis de sensitividad.

15.- Alfredo tiene Bs. 2.200 para invertir durante los siguientes




S afnos. Al principic de cada arno puede invertir su dinero en
depésitos a plazo fijo de 1 o 2 afos. El banco paga el 8% de
interés en depdésitos a plazo fio de un afo y el 1774 (total) en
depésitos a plazo fijo a dos afios. Ademds, al principio del se-
gundo afo, la compafia URDIS C.A. ofrecera certificados a tres
afos. Estos certificados tendrdan una ganancia total del 27%4. 8i
Al fredo reinvierte su dinerao disponible cada afo, formule un
praograma lineal que le muestre como maximizar su ganancia total

al final del quinto afo. Resuelvalo y haga el carrespondiente

andlisis de sensitividad.

L~ hinda refineria puede comprar dos tipos de petrdédleo: crudo
ligero y crudo pesado. El costa por barril de estos tipos de
petrélec es de Bs. 11 y Bs. 9 respectivamente. De cada tipo de
petrélec se producen por barril las siguientes cantidades de

gasaolina, kerosene y combustible para reactores.

GASOL INA KEROSENE COMBUSTIBLE
FARA REACTORES
Crudo Ligera O, 4 Q.2 0,30
Crudo Pesadao 0,32 0,4 0,2

Observe que durante el proceso de refinamiento se piuerden
el 5% y el 8% del crudo respectivamente. La refineria tiene un
contrato para entregar un millén de berriles de gasclina, 400,000
barriles de kerosene y 25.000 barriles de combustible para reac-—
tores. Formular como un programa lineal el praoblema de encontrar
el numero de barriles de cada tipo de petréleo crudo que satisfa-
cen la demanda y que minimizan el casto total. Resuelvalo y  haga

el correspondiente andlisis de sensitividad.




17.- Una compafiia produce un ensamblado que consiste de un basti-

daor, una barra y un cojinete. La compafia fabrica las barras vy

los bastidores pero tiene que comprar los cojinetes a otro fabri-—

cante. UCada barra debe procesarse en una maquina de forja, un

torno y un esmeril. Estas operaciones requieren de 0,3 horas, 0,2

horas vy 0,3 horas por barra, respectivamente. Cada bastidor re-—

quiere de 0,8 horas de trabajo de for ja, 0,1 en el taladreoc, 0,3

en la fresadora v 0,9 en el esmeril. La comparia tiene S tornos
¥ ; ¥

10 esmeriles, 20 magquinas de for ja, 3 taladros y €& fresadoras.

Supéngase gque cada maquina opera un maximo de Z.400 haras por

afo. Formular como un programa lineal el problema de encontrar el

nuamero maximo de componentes ensamblados que se pueden producir.

Resuelvala y haga el correspondiente andlisis de sensitividad.

L

18.—- Una compafiia fabricante de aparatos de televisidn tiene que

decidir entre el ndmero de televisores a color y en blanco vy

negro que debe producir. Una investigacidén del mercadc indica gque

se pueden vender a los mas 1000 unidades a color y 4000 unidades

en blanco y negro. El namero maximo de horas—hombre disponibili-

bles es de 30.000 por mes. Un televisor a color fequiere de 20

horas hombre y uno en blanco y negro requiere de 15 horas hombre.

La ganancia por unidad de los televisores a color y en blanco vy

negra es de bs. 60 y 30 respectivamente. Se desea encontrar el
numerca de unidades de cada tipo de televisor que la comparnia debe

producivy para maximizar su ganancia. Haga el correspondiente

analisis de sensitividad.
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1i9.— Un barrio de 10 acres en Caracas se va a demoler y &l Conce-
jo Municipal debe decidir sobre el nuevo plan de desarrollo. Se
van a considerar dos proyectos habitacionales: viviendas a bajo
costo y viviendas a medio costo. Se pueden construir de 20 a 15
unidades por acre, de estos dos tipos de vivienda respectivamen-—
te. Las costos por unidad de vivienda a bajo y medico costo son de
Bs. S00.000 y 1.000.000. Los limites superior e inferior estable-
cidos por el municipio sobre el ndmera de viviendas de bajo costo
son 60 y 100, y el de medioc costo debe estar entre 30 y 70. El
mercado potencial combinado maximo para las viviendas se estima
que es de 150 (que es menor que la suma-de los limites individua-
les debido al traslape entre los dos mercados). Se desea que la
hipoteca total comprometida al nueve plan de desarrollo no exceda
a Bs. 100 millones. Finalmente, el asesor qE la abra sugirid que
el nuamero de viviendas de bajo costo sea al menos 50 unidades
mayor gque la mitad del niamerc de viviendas a medioc costo. Eesuel-

va el problema de maximizar el numero de viviendas que debenm

construirse y haga el correspondiente andlisis de sensitividad.

20.— Un gerente de produccidn estd planeando la programacidn  de
tres productos en cuatro maquinas. Cada producto se puede manu-—
facturar. en cada una de las maquinas. A continuacidn se resumen

los costos de proaduccidédn por unidad (en Bs.).

MARU INA
FRODUCTO 1 2 < 4
1 s 4 3 4
z & 7 4 &
3 12 10 8 11
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En seguida se resume el tiempo (en horas) requerido para

producir cada unidad de producto en cada una de las maguinas:

MAQU INA
PRODUCTO 1 2 3 4
1 0.3 0.5 0,2 0.2
z 0.2 0.3 . 2 .25
3 0.8 0.6 0.6 0.5

Supongase que se requiren 4000, 5000 y 3000 unidades de los
productos, y que las horas masquina dispanibles son 1500, 1200,
1500 y 2000 respectivamente. Formular el problema como un modelo
PL. Resuelvalo y haga el correspondiente analisis de sensitivi-
dad.

SECCION 7.2: EL PROBLEMA DUAL.

El madelo FL consta de una funcidn abjetiva y un conjuﬁto de
raestricciones las cuales canstan de las restricciones de no nega-
tividad y las demas restriccicnes. Existe un forma particular de
escribir el problema FL gue llamaremas "forma candnica". Un mode-
la PL en forma candnica es aguel gque tiene la siguiente farma:s
(6) Mininimizar cCy %Xy + CoXg + w.. + Cpox

sujetc a: Aj 1%y * ajoX¥s +t ..+ oayx 2 B i 2 3,cenyhs

Demostraremos ahora gue todo prablema FL puede escribirse en
forma canénica. Fara esto analizaremos separadamente las partes

del modelao FPL.

Funcién Objetivo: Un modelao PL puede tener un aobjetiva de maximi-

racidn o minimizacidén. Si el problema es de minimizacidn, enton-—

ces la funcidn abjetivo ya estd escrita en forma candnica, pero




si el problema es de maximizacidén, podemos convertirla en forma
canédnica minimizando el negative de la funcidn aobjetivao ariginal,
es decir, si la funcidn objetivo es
Maximizar <Cyxy + CoXp + ... + Coxg
podemos convertir ésto en un problema de minimizacidn tomando
coma funcidn abjetiva
Mininimizar — Cy%Xy — CoXp — «a. — €X

b Lo ker
PG

A"

restricciones: Las restricciones de un modelo FL pueden tener una

de las siguientes formas:

a) Ay%g * SpaXp * eee T oBpply & By
b2 ajq%qg t ajo%Xo * ... * a}nxn £ by
cd ajq%y t ajoxz *t ...+ A%, = b
d) Ki Z 10

e) K 2

f) %: sin restricciones.

8i la restriccién tiene la forma a), ya esta escrita en
forma candnica. Si la restriccidn tiene la forma b)), podemos
escribirla en forma candnica multiplicando toda la desiguealdad

por -1, aobteniendo

s T . at = e * b
allxl 3127.-2 - w alnxn & blu
Si la restriccidn estad escrita en la forma c?, 1la podemos

escribiv en forma candnica escribiendo las siguientes dos res-—

tricciones

x
Iv
o

- " e o o e .
311?1 a Az + a

Y.
1L

Y
)
-
= |

Tt N e 5 4 < i w
aj1%1 ajp%z + * ajn%n = by

[N

Si la restriccidn estd escrita en la faorma d), esta es 1la
restriccidn de no negatividad y por lo tanto ya estda escrita  en

forma candnica, perco si estd escrita enla forma e), podemos es—




cribirla en la forma d) definiendo una nueva variable
Yqe B R NS
de esta forma la restriccidn e) se convierte en

yl X e
For Ultimo, si la restriccidén estd escrita en la farma f2,

definimos dos nuevas variables: la parte positiva de %;, la cual

+

denctaremos x; vy la parte negativa de x;, la cual denotaremos

> S

e + _ - g +
de forma que x; = X%; %j » donde xjy

2 0y x3 2 O.

par Xi

EJEMFLO: Escribir es siquiente madelo FL en forma candnicas

max. Zx — 2y

Gels 3% ¥ 2y L B Cal
=

(b

ax = 3y =74 (c)
% £ 03 y sin restricciones.
Fuesto gque el problema es de maximizacidén, redefino la fun—
cién abjetivo de la sngiente manera:
i = 2% F 2y,
La restriccidn (a) la reescribimos de la siguiente manera:
Jx= a2y 2.8

La restriccién (b)) ya estd escrita en la forma deseada. La

restriccidn (c) la convertimos en dos restricciones de la si—
guiente manera:

DX = 3v

Iv

4
= AN b ENe e BRo

For dltimo, tenemos que x 2 0 y la variable "y" na tiene

réstricciones. Por lo tanto, hacemos %y = - x, ¥y 2y =Yy, po

loa tantao




Xy 2 O, $ox 9, ¥ 2B,

Sustituyendo estas dltimas en las restricciones anteriores
abtenemos el modela PL en forma candnicas:s
+ —

€72 minimizar - 2x4 + 2y - 2y

sujeto az:

I
$u

.'41 2. 6
y* 2 0
s R 6]

l Problema Dual: Para todao problema FL existe otro problema  FL,

el cual llamaremos "el problema dual®, al cual esta intimamente
relacionado. Fuesto que todo FL puede escribirselen forma candni-—
ca, nos contentaremos con describirv un método para hallar el
problema dual .a un modelo FPL escrito en forma candnica. Considere
el siguiente modelo FL:
(B Mininimizar cCy %y + CoXo + ... + Cx,
su jeto a: aj %Xy ¥ @jo%Xs * c.. * @y %X, 2 by, i=1,...,m.
Xg 2 0y %32 O, coey X5 2 0.
Defino el prablema dual del modelo FL como
(9) Maximizar bijyy + boys + ... + by,
sueto a: ay iy + az ¥z e f AnjiYm 2 by J lyuenyhia
Y1 2 0y ¥2 2 0y wouy ¥ 2 0.
Al problema (8) lao llamaremos "primal". For ejemplo, el dual

del praoblema lineal (7) es el siguiente:

Maximizar Byy — 6y + 4y — 4y,




su jeta a:

Byy + 3y, + O9y3 — Sygq 2 — 2
- 25 =Dy 3ya + 3yy 2 2z

Syy + 2y, + 3yz -~ yq &2 -~ 2

yy 2 0

yo 2 0

ya £ 0

yq % O.

Faor dltimo veremos un teorema muy importante sobre dualidad.

TEOREMA DE DUALIDAD: Si uno de los problemas tiene solucidn dpti-—

ma, entonces ambos praoblemas tienen scoluciones 4Gptimas y los dos

valores objetivos édptimos son iguales.
La demostracidén de éste teorema no es sencilla por lo que la

abviaremos. Sin embargo, el lector interesado puede remitirse a

Bazaraa, M.y Jarvis, J. en "Programacidén Linear y lujo en Fedes".

Este teorema nos sera de gran utilidad para probar un teorema

importante scobre teoria de juegos en el siguiente capitulo.

FROBLEMAS:

: el En cada uno de los problemas de la seccién 7.1., encontrar

el praoblema dual, resclverlo y comprobar el teorema de dualidad.




CAPITULD 8
TEORIA DE JUEGOS
SECCION 8.1: DEFINICIONES
Cuandc dos jugadores se enfrentan en un juego particular, el
b jetive de rcada una es ganar el juego cbteniendo para si el
me jor resultado posible. Existen gran cantidad y variedad de
juegos, tales como el ajedrez, el damind, los dados o el. bridge.
Tados estos juegos tienen la siguiente caracteristica: cada uno
ronsta de un numero finito de reglas y procedimientos para  ju-

gar. Esto dltimo nos conduce a una definicidén natural de juego.

DEFINICION: Un juego es un conjunto de reglas y procedimientos
donde participan dos o ma&s jugadores con el objetivo de aobtener
cada uno para si el mayor beneficio.

Usualmente, cuando un ciudadano normal piensa en un juegao,
piensa en una diversién. Ahora, dada esta definicidn de juega,
podemos también interpretar como un juego cosas que no  sen tan
divertidas como el control de un mercado por parte de dos duopo-—
listas o duopsonistas o un conflicto bélico en el Golfa Fersico.
Ejemplos de este tipc de juegos los veremos mas adelante.

Segun la definicién que acabamos de dar, un juego puede
implicar confrontacidn entre jugadores y ésto es lo que sucede en
gran cantidad de ellos. Sin embargo, ésto no elimina la posibili-
dad de establecer alianzas coyunturales entre jugadores para
maximizar beneficios. For ejemplo, en el caso del ducpolic, puede
suceder que un acuerdo entre los ducpolistas le conduzca a  cada
uno de ellos a abtener me jores beneficios que en caso de confraon—
tacién. En este capitulo nos interesaremos solo por lo juegos de

confrontacidén.




cportunidad de ganar el titulo, mientras se encuentra en su lecho
He enfermo escribe una carta a los Arbitros explicando su ausen-—
cia, a la vez que le envia un voluminagso paquete en el que espe-—
cifica cual seria su movimiento en cada jugada posible.  Suponga
asimismo gque al segundo jugador también se lesiona y hace exacta-—
mente lo mismo. El &rbitro entonces puede, con los dos paquetes
en la mano, realizar la partida exactamente de la misma forma
como si la realizaran los dos jugadores personalmente obteniendo
el mismo resultado. De esta manera el juego se realiza obteniendao
determinado resultado. Cuando cada jugador hace su paguete, esta
escribienda todas las estrategias posibles, y éstas, por muy
numerosas gue sean son un numero finito. 51 a cada una de estas
estrategias la llamamos jugada, podemos ver que un juego finito
la podemos convertir en un juego de una jugada.

Los jueqos pueden variar también de acuerdo a la cantidad de
informacidn existente. Por ejemplo en el ajedrez, cada jugador
sabe las jugadas previas del otra, mientras gue en los dadaos no.
En el dominé, existe un factor de azar cuando se reparten las
piedras, pera una vez hecho ésto el azar desaparece. En  todo
casa, nos interesaremos en aquellos juegos con una sola jugada en
los que las decisiones de los jugadores se realizan de manera
simul tanea.

Otra clasificacidn de las juegos es el ndmero de  jugadores.
Existen Jjuegos con dos jugadores o mas de dos  jugadores. Agqui
solo nos interesaremos por juegos finitos con dos jugadores,
aunque comentaremos algunas caracteristicas de otros tipas de
Juegos.

Existen cierto tipo de juegos en los que la confrontacidn




lleva a situaciones en las que la ganancia de uno de los jugado-
res es la pérdida de todos los demas. Esto nos conduce a realizar
la siquiente definicidn.

DEFINICION. Un juego es de suma-cero si la suma de la ganancia de

todos los jugadores es cerao, es decir, los beneficios (positivos)

de todos los jugadores ganadores es igual a la pérdida (positiva)

de todos los jugadores que perdieran.

Es indudable que todos los juegos de suma—cerc  son juegos
de confrontacidn.

Aquellos juegos en los que ésto no sucede se dicen que son
juegos de no suma-cero. Un tipo particular de juegos que nos
interesaran son los juegos de suma constante. Estos son aquellos
en los que la suma de la ganancia de todos los jugadores es  una
constante particular. Indudablemente gue los juegos de suma-cero
son una caso particular de los juegos de suma-canstante; aunque
los demas juegos de suma constante son jueqos de no suma-—-cero.

En conclusidn, en este capitulo nos interesaremos par  las
juegos de estrategia finitos con dos jugadores de suma—constante.
SECCION 8.2: JUEGOS CON PUNTOS DE SILLA

Analicemos un juego particular entre dos apostadores I y 11.
Cada apostador posee dos cartas: una de corazén y una de trebol,
y gque cada unco debe sacar una carta. 5i las dos cartas que apare-
cen son de corazén II le paga bs. 8 mil a I; si las dos cartas
son de trébol 1 le paga bs. 8 mil a II; si I saca caorazén y II
trébol, II le paga bs. S mil a I y, por dltimo, si I saca trebol
y I1I corazén, I le paga bs. S mil a I1. El problema que se pre-

senta es cual estrategia debe utilizar un jugador particular.

-y
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resclver este juego construiremos la siguiente matriz:

Para
11
1 Z
5 1
1 8 3
(1 I

z =5 =8

Si llamamos "1" a la estrategia de sacar un caorazdén y "2"  a

la estrategia de sacar un trébol, tenemss gue el elemento (1,10

de la matriz (1) nos dice que I1 le paga bs. 8 mil a I si ambos

sacan la cara con el carazdn. El elemento (2,2) dice que 1 le

paga a II bs. 8 mil si ambos juegan trébol (II le paga — 8 mil a

I) y asi sucesivamente. La matriz (1) se llama la matriz de

beneficios para el jugador I. Esta matriz es usualmente 1llamada

también "matriz de pagos" o "matriz de ganancias".

Evidentemente que este es un juego de suma-cerc y una

caracteristica de éstos juegos es que la solucidn del juego no

depende exclusivamente de un jugador sinc que también depende del

otro jugador. Agui nos interesaremos por encontrar la estrategia

4ptima para el jugador I. Para ello suponga que el jugador 11 es

un Jjugador excelente, es decir, que para cada estrategia de I, II

usard  su mejor estrategia. Si esto es asi, Si I juega saca un

corazdn (estrategia 1), entonces Il sacard un treébol (estrategia

2), que es la que le produce a II una minima pérdida de 5. For el

contrariao, si I saca trébaol (estrategia 2), entonces I1 sacard un

corazén (estrategia 1) donde su minima peérdida es -8; entonces

uno deberd escoger entre dos posibles resultados: S y —-8. Eviden—

temente que de sus dos posibles resultados tomara aguel que le de

le

el mayor beneficio, en este caso jugara la estrategia 1 que

Una estrategia de este tipo se

proporciona una ganancia de 5.




conoce con el nombre de "MAXIMIN", porgque escoge el maximo entre

llos beneficios minimos esperados para cada estrategia posible.

0

i aj j es el elemento de la fila i y la columna j de la matriz
(1), entonces I escogerd al maximin {ai,j}'

For otra parte, si el jugador II supone que I también es un
jugador excelente y por lo tanto siempre escogerda su mejor juga-
Ha, actuard de la misma manera que I. En este casc, puesto que
(1) es una matriz de beneficios para I, es una matriz de pérdidas
para II y por lo tanto Il escogerd la estrategia que haga
minimice el beneficio de I, es deciv, escogerd el minimo entre
las maximas pérdidas esperadas para cada estrategia posible. La
estrategia del' jugador II se conoce con €l nombre de "MINIMAX" vy
el jugador II escogera al minimax {ai,j}'

Analizando el problema con mayor detalle, se cbserva que I

escoge como estrategia el maximo entre los minimos de cada fila y

1l escoge el minimo entre los maximos de cada columna.

| minimos
: 2 de fila
i 8 i 5
2) I
g -5 -8 ] -8
maximos 8 5

de columna
De (2) se observa que los minimos de fila I escoge el maxi-
mz, e85 decir

maximin a;

i,j = max £ 9 %8 2 & 0% g o

'a'_.

por lo tanto I escoge la estrategia 1.

Por otra parte, de los maximos de columna 11 escoge el

minimo, es decir




minimax a;

io§ = ain- s 8, 9 2 = g= ajq . =

gy 2
y| el jugador II escoge la estrategia 2.
Fuesto que 1 escoge la estrategia 1 y 11 escoge la estrate-—
gia 2, el valor del juego serd 5, es decir que II le bagaré a I
bs. S5.000. Si el juego se repite, cada jugador volvera a esco-
gerla misma estrategia, ya que el juego ha dado el resultado que
rada jugador espera. FPuesto que I y I siempre utilizaran la
#isma estrategia, se dice que utilizan "estrategias puras”.
Observe que en este jueqgo

maximin {ai,j} = minimax {ai,j} -y = s

Veremos mas adelante que no todos los juegos tienen esta

[N

caracteristica. Esto nos conduce a la siguiente definicidn.
DEFINICION: Sea A un matriz de beneficios para un juego con  dos
personas de suma-cerc. Una elemento de A, a3, jr tal que
maximin A = minimax A a; 4

v
se llama "punto de ensilladura" o "punta de silla”.
Una variedad de los juegos de suma—cero que pueden resol-
verse de la misma manera son los juegos de suma constante. Veamos

un ejemplo.

EJEMFLO 1: Suponga que en un mercado popular existen solo vende-

dares, A y B, que venden pantalones, por simplicidad suponga que
cada pantaldén tiene el mismo precic. Supongan que el Concejo
Municipal le da a cada vendedor dos opcicones para ubicar  su
tienda. Le infaorman al vendedor A gue se puede ubicar su tienda
en la acera norte o en la acera sur y al vendedor B que la puede
ubicar en la acera este o en la ceste. Un muestrec socbre el
mercado indica que en cada jornada se venden quinientos pantalo-

nes y que los compradores buscan una tienda o la otra dependiendo




de la ubicacién de éstas, sequin la siguiente matriz de beneficios

para el vendedor A:

B
este oeste
narte 200 150
[ 3D A
sSur S00 o | 8

Como se puede observar, lo gque deja de vender I, la vendera
I1I, por 1lo tanto, para cada combinaciédn de estrategia, 1o que
de ja de vender A, lo venderd B, y el beneficic de B serd el com—

plemento de la venta de A sobre los 500 pantalones, es decir:

A
este oeste
noarte 300 350
(4) B
sur =200 250

como puede observarse, la suma de los beneficios de ambos siempre
resultard en 3500 pantalones. Este tipo de juegos se llama  Jjuegos
de suma—constante.

Fuesto gque A venderd& mas mientras B venda menos, =ste es un
juego de confrontacidén en el gque A tratara de maximizar sus ven-

tas a costa de B. £l vendedor A tratard de maximizar sus ventas,
ccurriendo que, lo que el deje de vender lo vendera B. Por otra
parte, el vendedor B hara lo mismo y la maximizacidén de las ven-—

tas de B serd la minimizacién de las ganancias de A. La solucidn
de este juego es, por lo tanta, analoga a la solucidn de un juego
de suma-cera. Si suponemos gque los dos jugadores manejan la misma
informacidn, entonces A usara la estrategia del maximin vy B la

del minimax, entonces




minimos
este oeste de fila
r it 3 i
norte 300 350 300
(=D A
sur 200 250 200
maximos 300 2350
de columna
Como puede observar el lector,
aximin A = max { 300, 200 > = 300 = min { 300, 350 J = minimax B

or lo que el juego tiene un punto de silla cuando el vendedor A
se ubica al norte y el vendedor B se ubica al este. El valor del
juego es, en este caso, 300.

Veamos ahora el siguiente e jemplo:-
EJEMFPLO Z: Considere un juego entre dos jugadores de suma—cero en

el que la matriz de beneficio es la siguiente:

3 |
1 & 3 <
1 r Q b 1 54
(6 1
= 3 1 = 10
3 — 4 =1 &
L ,

En este caso observe que el jugador II nunca jugard la _es-—
trategia 44, ya que en cualquier caso si juega la estrategia 3
tendrd menores pérdidas. En este caso diremos que la estrategia 3
domina a la estrategia 4. De la misma forma, la estrategia 1
domina la estrategia 3 del jugador II. Por otra parte la estrate-
gia 1 del jugador I domina a la estrategia 3 ya que en cualquier
caso I gana mas jugando 1 gque jugando 3.

Fuesto que I nunca jugara 3 y 1I nunca jugarda 3 y 4, porque

son  estrategia  dominadas, podemos eliminarlas de la matriz de




alterar el wvalor del juego. De esta manera la

eneficios sin

de beneficio se convierte en

— o

atriz
i
minimos
1 2 de fila
1 O b Q
L ! §
Z o i 1
maximos 2 =

de columna

Si intentamos soclucionar este juego, observamos que si I usa

el maximin yv II el minimax como estrategia, entonces

= 1 2 =0# 3 =min { 3, 4 7 = minimax A.

maximin A = max { O,
For 1o tanto este juego no posee un punto de silla, ya que

los dos jugadores no han alcanzado los resultados esperados. Este

tipo de juegos los analizaremos en la prdéxima seccidn.

SECCION 8.3: JUEGOS SIN PUNTOS DE SILLA O CON ESTRATEGIAS MIXTAS

Cansidere el juego cuya matriz de pagos es la matriz (77, la

cual reescribimos a continuacidn:

II
minimos
1 2 de fila
 § 0 9 0
82 I
2 3 1 1

n

maximos 3
de columna

Como observamos en la seccidn anterior, si I usa el maximin

como estrategia vy II usa el minimax, entonces [ escogera la es-—

trategia 2 y Il escogerd la estrategia 1. El jugador 1 espera

ganar 1 y el jugador II espera perder 3, pero el valor del juego
es 3, por lo gue II acierta y I predijo mal el resultado.

51 el juego se repite, el jugador I valvera a escoger la




%strategia 2, ya que no puede aumentar sus beneficios, pero el
Jjugador 11 na, ya que ochservara, puesto que I escoge la estrate-—

gia 2, si él escoge la estrétegia 2 reducird sus pérdidas a 1,por
lo que cambia de estrateqgia y el resultado del juego sera 1.

Si el juego se repite por tercera vez, II repetird la es-—

trategia =2 la cual le dio buenos resultados, pera I pensara que
=i II juega la estrategia 2 y si el cambia de estrategia y juega
la estrategia 1, ganard 5 en vez de ganar 1, por lo que cambia de
estrateqgia.

Como puede observarse, este juego no tiene como solucidn una
estrategia pura, por lo que los jugadores deberadn combinar

estrategia para maximizar sus ganancias. Suponga que el juego se

repite muchas veces, entonces cada jugador puede combinar sus

estrategias aleatoriamente de forma gue sus beneficios al final

sean maximas. Una estrategia de este tipo se dice que es una
"Estrategia mixta".

Suponga que el jugador 1 tiene m estrategia, que el jugador

II tiene n estrategias, que

11
51 ‘52 . wae Sn
- :
| Ri1f Mo eve gy
¥ an A-m e ws An
z 71 Fags
€9) 1 - s 7
l"m ami amssaswas amn

es la matriz de beneficios del jugador I y que éste decide jugar

su i-ésima estrategia con una prababilidad r entonces el juga-

58
dor I puede pensar de la siguiente manera: si el jugador 11

escoge siempre su j-esima estrategia, entonces el valor esperado




¢

i

e las beneficios de 1 sera

SHRRE L B R Ml F
Fuesto gque 11 siempre escogerda su mejor estrategia, 1 sabe
ue Il escogerd la estrategia que haaga gue EJ sea minima  y el
resultado del juego sera
V =min {Ey, Es, ... , E_ J.
con-—

Asi, el problema del jugador 1 consiste en escoger el

Jjunto de probabilidades { ry, Yo, «.. ¥ ¥ que maximicen el valor
de V.
Si

For otra parte, el jugador II tienmne un problema similar.

para cada jugada escoge una estrategia j con probabilidad S Y si

I escoge siempre la i-ésima estrategia, la pérdida esperada sera

-+ S

Vi W BBy St + sau n®in-
Fuesto que 1 escogerd la estrategia que haga que F; maximo,
el resultado del juego serd pérdida para II de
W= max {Fq, Fg, ... , Fp2
wesy Bn

y el problema de Il es escoger las combinaciones sy, So,

que hagan que W sea minimo. Veremos que ambos juegos pueden re-—

solverse utilizando la programacién lineal como herramienta.

La Soclucién del Juegao para el Jugador I. Como habiamos antes

observada, el objetivo del jugador 1 es escoger el conjunto de

probabilidades { ry, ro, ... ¥ > gue maximicen el valor de V.

For lo tanto podemos escribir la funcidn objetive para el jugadar

I como

102 pRaxs B ® NV Ougy S Oura + e * O*rm-
Como los r; son probabilidades, tenemos gue una restriccidn

natural es que
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+ Feo = 14

o ey
1’1+Y“__ m

las probabilidades son todas mayores o

For otra parte,

lquales a cera, por lo tanto otra restriccidn es

> 0
'I"m =z W

>

(12) ¥y 20, r5 20, «as
altimo, existe la restriccidén de que cada Ej debe ser

Far

%ayor o igual a V, es decir

€13) Ej = ry1d43 + Yoagn; R "mimj ~ V 2 Qs J = 1auls
(13) nos dan el modela de

Las ecuacicones (10, (112, (12) vy

programacidn lineal que buscamos:

G =V + Cl'Yl + 0'\'-;. + e * O'I’m

(14) max.

sujeta a:

Fp * ¥n® qo ¥ ¥, = 1
E} = rlaiJ = r‘«za‘:J . Eee rmam'j - Y 2 O, J i (VRS .
Y'l L 0, 1"2 Z 0, “-mw oy 'I"m z Q.

El Froblema del jugadaor

La Solucién del Juego para el Jugador 11.
1l consiste en minimizar W. Por lo tanto su funcidn objetivo es

C18) min. P = W + Ossy + O=s, + ... + Onsp.
Las restricciocnes para el problema del jugador II son simi-
ia probabi-

lares que las del jugador I. Su objetivo es encontrar

lidades sy, S5, ..., S, tales que W sea minima. Como las 5{ =Suly}
probabilidades entonces
(16) 51+52+---+$m=1
es una restriccidn del problema.

Ademas, por ser probabilidades tenemos que
C1L7) sy 2 0, 5520, ... , 8, 2 0.

FPor dltimo, cada F; debe ser menor o igual a W, es decir
C 18D Fl = Slaii i ‘5:_.;312 + giea R snain = W £ O . LRk Lo T

dan el modelo de

Las ecuacicnes (13, (1&), (17) y (18) nas
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rogramacidn

EJEMPLD 3:

lineal que optimiza la estrategia de

19) min. F = W + Oss; + O%s, + ... + O=s,
su jeta a:
1 + S5 * .. 5, = 1
Sq8j1 * Spajo * ... + Sp@;, ~ WS 0, i = 1l..m.
sy 2 0, 85 2 0, ... , S £
Como  puede cbservarse, las modelos de programacidén  lineal
(14) y (19) son duales entre si, por lo que G = F y V = W.

Considere la matriz de beneficios del ejemplo Z:

II

C20) I
1

73}

Sean ry y ro las estrategia mixtas para el jugador 1 y 53 VY

s- son las estrategias mixtas para el jugador II, entonces el

problema de optimizar la estrategia mixta para el jugador I es
e max. G = V + Oery + Oor,

su jeta a:

Y'l 20, r‘:_-__.?:O.
La solucién de este programa lineal es ry = 0,25, ro = 0,795

vV = 1,75. Por tanto, la estrategia mixta dptima para el jugador

4
I, que le garantiza un maximo beneficio es jugar la estrategia
pura 1 <con probabilidad 0,25 y la estrategia mixta 2 «con

obtendra un beneficio esperado

probabilidad ©0,75. 51 hace éstao,

e, 7.




For atra parte, el jugador II podrd encontrar su estrategia

+ixta 4ptima resclviendo el siguiente programa lineal:
(22) min., P = W + O=sy + Oes,

sujeta a:

51 + & = 1

":_'51 + 35-"_. - W £ 0O
.

4y + 85 — W £ O

51 2 O, 5:2 Z )

El resultado es s; = 0428, S ® 0,70 ¥y W = 1,75, 1o que

indica que la estrategia mixta 4ptima para el jugador II consiste

en Jjugar la estrategia pura 1 con probabilidad 0,25 vy la

estrategia pura 2 con probabilidad 0,75. La minima pérdida

esperada serda de 1,75. Como puede el lector observar, V = W =

1,75. Esta soclucidén es el valor del juego.

SECCION 8.4: COMENTARIOS FINALES

£l andlisis hecho hasta ahora se limita a los juegos entre

dos persconas de suma constante. Sin embargo, existen una gran

variedad de juegos de agran interés que no son de suma constante y

que incluyen a mads de dos personas. Por ejemplo, en el problema

del duopolio, si existen tres jugadores, en vez de una guerra

entre los tres puede ser mas conveniente la formacidn de coali-

cicnes entre dos de ellos para enfrentar al tercero en vez de una

guerra entre tres. Este tipo de situaciones no se presentan en

los juegos de dos personas. For otra parte, si los juegos na san

de suma cero o de suma canstante, puede darse el casc de que 1o

mas conveniente sea la coalicidn, si de esa forma ambos ganan mas

que si se produce un enfrentamiento. El tratamiento de estos
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fipos de juegos escapan de los alcances de este curso y su
tratamiento no resulta sencillo en lo absocluta, por 1o que a los
lectares interesados los remitimos a la bibliografia existente.
Como un  ejempla final de juegos de no  suma-constante,
prondremos un famoso juego conacido con el nombre del dilema
Hel prisionerc: Suponga que dos prisioneros que cometieron el
misma delito son llevados ante el juez y éste les brinda una
cportunidad, les dice que si ambos confiesan la verdad, cada uno
cumplird 20 afos de condena y si ambos dicen una mentira cada uno
cumplird& una pena de 10 afos, pero si unco de ellos dice la verdad
y el otro no, el que dijo la verdad saldréd en libertad mientras
que el otro cumplird una pena de 10 afos. Es evidente que éste no
es un juego de suma constante para ninguno de los prisioneros.
FROEBLEMAS:

En cada uno de los casos : encuentre las
estrategias d4ptimas para los jugadores y el valor del juego:

1.— Considere un juego de una jugada en la cual A pide 1, 2 o 3,
y B selecciona una carta entre los cuatro ases de la baraja,

enumerados de la siguiente forma: 1, pique; 2, corazones; 3,

diamantes; 4, tréboles; se define la matriz de beneficios de 1la

siguiente forma:

rt) 2 = | 3 |
A = 2 3  § Z
3 B 0 -4
L -
2.— Suponga que dos personas deciden jugar el conocido juego  de

"pares o nones". El jugador gana si es pares y pierde si es no-

nes. Los pagos se efectdan de la siguiente manera: 2l ganador
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decibira del perdedor la suma de los dedos de los jugadores.
$uponga que el juego se realizarda cien veces.

B.- Considere un mercado con ducpalio. La empresa 1 puede eleqgir
%ntre producir 100 o 200 unidades del producto y la empresa E
tiene el mismo dilema. Las ganancias obtenidas por las dos em-—

presas siempre son de cien mil bolivares. Las ganancias obtenidas

por la empresa 1 vienen dadas por la siguiente matriz de pagos:

11
30 S0
|
80 20

Encuentre la estrategia éptima para ambos jugadores.

4.— Supongamos que el mercado potencial para dos duopolistas que
tienen que decidir donde colocar sus oficinas de venta, esta
constituido por consumidores distribuidos uni formemente a los
largo. de una carretera trarcada en linea recta. La demanda es
completamente ineldstica y los consumidores ivan a comprar a la
oficina de ventas mas cercana. Supongamos que la carretera tiene
cuatro millas y que cada empresa tiene cinco estrategias posi-
bles: puede colocarse en uno de los dos extremos, o en la milla
1, oenel 2, o en la 3. Supongamos que los beneficios son  sus
respectivas participacién en el mercado. a) Es este un Jjuego de
suma—-cera? b) :Cuales son las estrategias dptimas para los duopo-
listas?

5,.— Considere uwuna empresa cuya preccupacidén principal es su
posicién en el mercado, medida por su participacidn en el mismo.
El instrumento que se considera para influir su participacidn en

el mercado es el importe del presupuesta de publicidad, gue puede
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ser pequeno, mediano o grande y las consecuencias de las diversas
decisiones posibles dependen de la publicidad de las demas
empresas las cuales pueden también ser pequencs, medianoc o gran-—
de, segin la siguiente matriz de pagos:

peq. med. ara.

- .
peqg. 73 &3 &0

I med. 85 75 70
gra. 0 a0 W i

iCual debera ser la politica publicitaria de la empresa?.

&.— La empresa de Castillo & Heredia fabrica un amplificador que
tiene una fidelidad extraordinaria por encima de los 10 mil «ci-

clos, que depende fundamentalmente de uwun pequefco condensador
inaccesible. Esto le cuesta a Castillo % Heredia normalmente SO
bol ivares, pero si tienen que sustituir uno defectuoso, el caosto
asciende a bs. 500.

Naturalmente esta empresa tiene varias alternativas: conoce
un procedimiento de prueba que le descubre un defecto tres veces
de cada cuatro y cuyo costo es de bs. 50. Conoce otra que tiene
una seguridad absoluta y de costo despreciable, peroc que 9 de
cada 10 veces termina con la rotura de los condensadores buenos.
Y puede comprar un condensador de calidad supericr a un precic de
bs. 200 de completa garantia, comprometiéndose el fabricante de
dicho condensador a reemplazar el gue resulte defectuoso y cargar
con los gastos de su sustitucidn. ;Que estrategia debe escoger la
compania’?

P La empresa A se estad defendiendo contra los propdédsitos  de

arruinarla que tiene la empresa H. La empresa A tiene la eleccidn
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de subir los precios, dejarlos como estdn o bajarlos. La empresa
E tiene las tres mismas opciones. Las ventas brutas de la empresa

A en el -caso de cada uno de las casos aparecen en la tabla si-

guiente:
E
aum. ConNs. dism.
r i i S
Aum. 90 100 110
A CONS. 110 300 90
dism. 120 100 80

iComo deberian obrar ambas empresas?

8.— Das compafias fabricantes de automdviles, A y H, prevén que
tendran gue fusiocnarse en uno o dos afros. Los directores de ambas
empresas perciben que su preacupacidén a corto plazo es prepararse
para las negociaciones alcanzando unos beneficios por accidn 1o
mas favorable posibles en comparacidn con la otra empresa. Asd,
obtenido dividiendo los beneficios por accidn de A sobre los de B
y los directores de H quieren hacer lo contrario. Las estrategias
posibles para cada empresa consisten en fabricar automdviles de 4
modelos distintos, variando éstos en su potencia y las consecuen-—
cias sobre el cociente descrito se da en la siguiente tabla:

Fotencia de autos de B

Fotencia de autos de A 230 273 300 325
250 ! 0.6 0.4 .3 0.8 |
275 0.9 0.6 0.4 QL7
300 0.8 .38 4 Q.6 0.4
325 L6 0.4 DS 0.6
= Considere el Jjuego de Morra de dos dedos. Cada jugador




muestra 1 o 2 dedos y simultaneamente adivina el namero de dedos
de su aponente. El jugador que adivine correctamente cobra al
otro la suma total de dedos mostrados por los dos jugadores, sino
adivina no gana nada. Fesuelva el juego para ambos jugadores.

10 Suponga que en la guerra del Golfo Pérsico el Gral. Perry
de las fuerza de EUA y el Gral. Kaufaty de las fuerzas de Irak
estan tratando de tomar dos localizaciones estratégicas. El

numera de regimientos disponibles para el Gral. Ferry y el Gral.

Kaufaty son 38 y 2 respectivamente. Ambos distribuirdn sus regi-

mientas entre las dos localizaciones. Dado ny y ng, el namero  de
regimientos asignados por FPerry a las localizaciones 1| y 2 res—

pectivamente. También, sean m; y m; las respectivas localizacio-

nes de Kaufaty. El pago de Ferry es computado como sigue. 5i ny >
my, Perry recibe my + 1 y si no *> mg, recibe mg + 1. Por el con-

traric, si ny < my pierde ny + 1 y si n, < my pierde m, + 2. 6i
el ndamero de regimientas son igquales cada uno aobtiene cero.
Fesuelva el praoblema.

11.- Dos companias, A y B, promueven dos productos gque compiten
entre si. Cada producto cantrola el 504 del mercado, pero a causa
de recientes modificaciones en 155 dos productos las companias
estadn preparando lanzar nuevas campafas publicitarias. 5i ninguna
compafiia hace publicidad, el mercado quedard como estd. 5in em—

bargo, si una compania lanza una campafa publicitaria, la otra

compafia perderd un porcentaje proporcional de sus compradores.

Un sondea del mercado dice que el 504 de los compradores poten-—
ciales son alcanzados por la TV, 304 por el periddico y Z0%4  por
la radio. Cual sera la estrategia publicitaria de cada empresa?
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S Un inversionista dispone de bs. 10 millones para invertir
anunalmente y pide consejo a su corrvedor de bolsa. E1 agente le
presenta la tabla de abajo, dandole los rendimientos probables de
tres clases de inversiones en tres climas politicos posibles,

pera sin sugerirle alguna decisidn. ;lual debera ser la inver-—

sidn?
tensidn
gquerra internac. paz
bonos ] 29.000 30.000 32.000 |
Ind. Militar 180. 000 0. 000 —20.000
Emp. mercantiles L 20.000 70.000 120,000 J

13.— En cada juego, elimine las estrategias dominadas y resuelva

el juego de la manera mas corta e interprete sus resultados:

a) = b bl - -
15 10 Q = 3 14 8 12
e 14 18 9 p S 14 )
i S 14 20 i 153 10 Q
L 4 - J
€) d) .
10 40 150 90 8 & Z 8
iz’ 12 3 8 a 9 5 L
b = | o
L. o
el 'I e
1 = & = A 3
& a8 3 & e 4
a’ h)
[ b S e ] [ e | o & 8 ]
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CAPITULO 9

FEOGRAMACION NO LINEAL

SECCION 9.1. OPTIMIZACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

DEFINICION: Un maximo local, ?0 € IR", de una funcidén real z =

f(%) definida sobre IR", es aquel que para tado entorno lo
suficientemente pequefc A de %, se tiene que

iR, & ) 5 fix 05

analogamente, se dice que es un minimo Si f(?a + hy £ f(x.

S8i en lugar de algun entorno lo suficientemente pequefo,

f(x) £ f(X,) para todo %X, € D, donde D es el dominic de f,

es un maximo global. Analogamente se define un

Considere la funcidén

¥ w f iKYy B o= Uny, Xugssan %) € IR,

para que la funcién tenga un maximo en Eo, entonces el diferen-—

cial de la funcién en %, es cero, es decir que dz = df (X,) = O.

Si denoctamos por dX = (dxy, d¥gy..., dx ), el diferencial
del vector X y par Ui = (§f/8X{y..., §f/8%,) al gradiente de f,

entonces tenemos que

dz = QUf-dxt = o,

es una condicidn necesaria para gue exista un maximo o un minimo.
5in embargo, sabemos que puede ocurrir que dz = O pero que el

hunto donde se cumpla esta condicidn no sea un maximo o un mini-—

a. Esto nos induce a realizar la siguiente definicidn.
EFINICION: Sea z = f(%) una funcidn real definida sobre IRM. Se
ntiende por un punto critico agquel en el gque dz = O.

Es evidente que todo punto maximo o minimo s un punto




critico pero gque la contrario nao es necesariamente cierto.
tenemos entonces que en los puntos criticos
dz = Of-ax® = 0
€1) ==3> Uf = 0,
puesto que d¥X es distonto de cero. Asi, la condicién (1) es una
condicidn necesaria para la existencia de un maximo o un minimo.
Ahara, (1) implica que
5f/5x1 = 0, §f/8%y = 0y .., &§f/&x, = 0.
FROBLEMAS:
1.— En cada uno de los siquientes ejercicios, encontrar los
puntos criticos:
(a) 2 ='%2 + %y '+ 2yt + 3 kB) o= =%k %y — yE + Zx o+ ¥y
2.— Sea z = ax? +by? + ¢, considere los puntos criticos en cada
unc de los sigquientes casos:
ca) ax0, b> 0Oj; (b)) a<0, b<0 (c) a y b opuestos en signo.
SECCION 9.2: OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE IGUALDAD.

En la secidn anterior consideramcs el problema de encontrar
los puntos maximos (minimos) de la funcidn z = f(X) a lo largo
del tado el dominico de la funcidén. En esta seccidn consideraremos
el problema de encontrar el maximo (minimos) de la funcidn sujeto

a una restriccidn de igualdad, es decir hallar

il

max. (min) =z fi{x)
sujeto a a(x» = b,
donde el vector g contiene al conjunto de restricciones.
En este caso, el problema consiste en encontrar los puntos

criticas gue cumplan con las restricciones de igualdad.

Un meétodo para resalver éste problema es el de los multipli-




cacdores de Lagrange. Este consiste en redefinir la funcidn
cbjetivo e introducir unas variables adicionales, 7;, llamadas
“multiplicadores de Lagrange" y luego resolver el problema sn
restricciones. De esta manera se define la funcidn
) L = f() - (@& - BF,
donde ¥ = (7T, Topeeay TRl

5i resolvemos el problema de encontrar los puntos criticos
de (2), tenemos que VL = U, por lo tanto

§f/8%x; — vij-8a/8%; =0, 1 Ay e et

-

(3)
g(x» - b6 = 0.

La segunda de las condicicnes (3) garantiza que la solucién
cumple con la restricciones.

FROBLEMAS:

1.— Encuentre los puntos criticos de la funcidn z = x2 + yZ + 22
sujeto a la restriccidn 4x + y?2 + 2z - 14 = O,

SECCION 9.2: OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD.

En esta seccidn veremaos que el método lagrangeans explicado
en la seccién anterior puede ser extendido a restricciones de
desigualdad.

Considere el problema

%)

max. Z

vl .

U=}

S.a.
Las condiciones de nonegatividad pueden incluirse dentro de
las condiciones g(x) 2 0, como -x 2z O.
La restriccidn de desigualdad puede ser convertida en ecua-—
ciones mediante la utilizacién de variables de hdlgura con valao-
res no negativos. 8i denotamos las variables de haolaura por

B = (84, Bpjeney 8g)
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y denotamos

-2 "
8 = (8, S&y..., S

z)

n
el problema de optimizacidn se convierte en

max. z = ftx)

= -2 -
(x) + 5 = 0,

lﬂ]

S.a.
y podemos escribiv una funcidn lagrangeana

max. L = f(%) - ¥Lg(x) + & 1.

2

Camo s = U tenemos gue cada variable de holgura es posi-

tiva, por lo tanto §L/&s; £ 0, y G¢(x) £ O. Por otra parte

SLidg » -~ 7; ==m) = @, '% 0 para todo i € {1,...,n}.

i
== Ty 2 0
For lo que

(4) ' 25

es una ccndicidn necesaria para un maximo de la funcidn L.

Tomando derivadas parciales de L. respecto a X, 8 y 7T,

abtiene

(5 SL/SX = V(fx) — ¥0g(x) = O;

(6l dL/8s; = -27v;8; = 0, s TR [JEEERNER
72 SL/&r = —(g(X) + 82) = 0O,

De la ecuacidén (&) tenemos que si vy » @, entonces si

ésto gquiere decir que el recurso i—ésimo es escaso. For

parte, si s

$ > 0 entonces 13 = 0O yv el recursa No s escasd.

el valor de T3 nos dA un criterioc para conocer la escacez

recurso.

For altimo, de (7) obtenemos

(8 ~ql%) = g2
39D == at%y 20
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y de las ecuacidnes (&)

Sustituyendo (8) en (9) y multiplicandoe por -1 obtenemos
CEl) T4+0; Ik = 0,
El andlisis expuesto nos conduce a las Condiciones Necesa—

rias de Kubn—-Tucker, las cuales escribimos en el siguiente teo-

]

v emas:
TEOREMA: Son condiciones necesarias para un punto critico X vy
T, llamadas condiciones necesarias de Kuhn-Tucker, las siguien-

tes:

gi¥i % 0,

Se puede comprobar que las condicicones de Fuhn-Tucker ex-—
puestas en el teorema anﬁeriar son también condiciones necesa-—
rias =i se satisfacen Eiertas condiciones adicionales sabre
concavidad y convexidad. ~
TEOREMA: Las condiciones necesarias de Kunh-Tucker son también
condiciones suficientes en el caso de un problema de maximiza-
cién si la funcién objetivo es wuna funcidn concava y el espacio
de soluciones es un conjunto convexo. En el problema de minimiza-—
cidén también las condiciones necesarias de Kuhn—-Tucker son condi-
ciones suficientes si la funcidn abjetivo es una funcidn convexa
y &l espacic de solucidn es un conjunto convexa.

EJEMFLO: Considere el prablema
max. & # yZ * p2

Bl Xt Yy = 8 20




AR o
Z % O.

l.as condiciones de Kuhn-Tucker

son las siguientes:

Tiy Taoy Yay Tar Tg 00 r E
= .4 0
1 © -1
(:ZK' :y, 22y (Ti, 'l'-;__;, TB, '\'4' '\'5) i | Q 1
0 =1 0
Gl 1 =1
Feidx % y « 5y » Q
'l";;:(x Aeg o= Y =90 "
Tall “x) =0
Ty~ ) =0
T (- z3 = 0.
w2 G v -2 Oy 2 2.0
La solucidén as x = 1, Yy = &, 272 3 Ty = T4 = 95 = 0 Ty 5
—2, T4 = —4. Como la funcidn f es concava'y el espacio de salu-
ciones es un conjunto convexo, el punto critica es un maximo

global restringido.

FROBLEMAS:

1.— Pruebe que las condicicones necesarias

problema de minimizacidn son

de Kuhn—-Tucker para un

¥ £ 0O
Uidy) = #dgiv) ]
'I_igi (% = 0.
gtx) 1 00
2.~ SBuponga gque la ecuacidn lagrangeana hubiera sido  formulada
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Como

max. L = f(%) — ¥Lg(x) + 5 1;
iomo altera este cambio las condiciones necesarias
Tucker?
3.~ Escriba las condiciones necesarias de Kuhn—Tucker

siguientes problemas:

al max. x5 — yz + xz<
S.a. X + y2 * g B3
Sx< — y2 I g ¢
%Xy ¥z X 0L
bl max. x4 + yz + Oxyz
Sude x2 o y'2 + z3 £ 10
x3 + yZ + 4z% : 20
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