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INTRODUCCION ,===

Actualmente, el tratamiento vectorial de la geometrfa
analftica,diferencial,de la mechnica,de la hidrodin&mica y de la e-
lectrodinfmica,es pricticamente un procedimiento estandar,

El uso de los vectores no sdlo simplifica y condensa
la exposicién, sino que adem&s,hace los conceptos matem&ticos y
fisicos més tangibles y fhciles de captar.

Los productos escalares y vectoriales de Gibbs, tan
fntimamente ligados a todas las cuestiones de perpendicularidad vy
paralelismoy permiten escribir cémodamente 1las ecuaciones de rec-
tas y planos y resolver cualquier problema de distancias de la ma-
nera més natural,

En 1788 Lagrange publicé la obra Mécanique Analytique,
que mostrS la gran flexibilidad y la tremenda potencia que se alcan
za al usar métodos analiticos en el desarrollo de la Mechnica.Pero
fue en el siglo XIX con el desarrollo de la teorfa de los cuaternio
nes, de Willian Rowan Hamilton,que se Somprendieron muchos aspectos
del Algebra y de la Ffsica.Correspondid a J.W. Gibbs Y O.Heaviside
el gran trabajo de relacionar y unir el anflisis de los cuatérnio—
nes con la Geometrfa Cartesiana para dar lugar al ALGEBRA VECTORI AL

El objetivo del presente trabajo, es doble.En primer
lugar se analizarén dos de los espacios vectoriales més précticos
como son el de los segmentos orientados Y el de las ternas ordena-
das en un sistema cartesiano.En el segundo capitulo se verin las
aplicaciones a la geometrfa analitica del esnacio, donde podremos

detallar la simplicidad de la misma al usar m&todos vectoriales.

Existen tres métodos esencialmente diferentes de es-
tudiar el Algebra Vectorial:Geométricamente,Analiticamente y Axio-
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miticamente,

En la introduccibn geométrica, los vectores se repre
sentan por segmentos de recta orientados.Las operaciones de suma
resta y producto por esclares se definen y desarrollan por mé&todos
geomé&tricos.

En la introduccién analitica, los vectores se expre-
san mediante nfimeros llamados componentes,Las propiedades y las o-

peraciones se deducen de sus correspondientes numéricas.

: La introduccidn axioméitica, es independiente de sus
aplicaciones Yy se les asigna un conjunto de axiomas.Tal sistema
recibe el nombre de Espacio Vectorial.

El estudio del Algebra Vectorial axiom&ticamente es
la ideal pues describe a los vectores independientemente de los sig
temas de coordenadas y de cualquier representaciém geom&trica.Pero
suc estudio, traspasa los objetivos del presente trabajo, ya que
el mismo est& destinado a los estudiantes del tercer semestre en
la materia de An&lisis de la UCAB, de acuerdo con los programas Vi

gentes.El Algebra Vectorial axiométicamente se analiza en el Anfli
sig: IV.

Por tanto se definiri Espacio Vectorial y posterior
mente se probarf que los segmentos orientados y las ternas ordena-
das unidos de las operacidnes de suma y producto por escalares, sa
tisfacen-las condiciones de Espacio Vectorial.

Es evidente que cada vez que podamos dar una demos-
tracidn en forma sintética, es decir ihdependientemente'de la re-

presentacién por sus componentes, asi lo harcmos.

R. Escolar.
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CAPITULO L Los espacios vectoriales
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ALGEBRA V:CTORIAL
£SPACIO VECTORIAL DE LOS SEGMENTOS
ORIZNTADOS.

INDEPENDENCIA LINEAL BASES,
ANGULO ENTRE VECTORES

EL ZSPACIO VECTORIAL JE LAS THRNAS
ORDEIADAS,

PRODUCTO ESCALAR O INTERIOR,
PRODUCTO VECTORTIAL.

PRODUCTCS TRIPLES.

1.- ALGEBRA VECTORIAL

Definicién :

Un espacio vectorial V, en un campo escalar K, est&

formado por un conjunto de elementos llamados vectores que satis-

facen las siguientes propiedades:

Al- Dos vectores u,v determinan una suma finica udv

A2- La adicidn de vectores es
(s v -dw
A3~ La adicidén de vectores es

U+ Y =7

asociativa
udt (v 4+ w
conmutativa

u

AL~ Existe un vector nulo 0 tal que

0O 4u=ut4

O =2

A5- Todo vector admite un negativo(inverso aditivo) tal que
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o

u & 2 =0
(se representa el inverso éditivo de u como z = -u)
Ml- Un vector u en V y un escalar a en K determinan un producto
au finico en V
M2- La multiplicacibén por escalar es asociqtiva
( ab ) u =& (bu)
M3- La multiplicacidn por escalar es distributiva de las dos ma-
nheras
a(u $ v) = au ¢ av (2 +# b) u = au + bu
Mi- Tl elemento unitario n del campo (que llamaremos 1) tiene la
proniedad
o T DR
Ys de notar que V es cerrado con respecto a la suma y

la multiplicacibn por escalares.

2-. EL ESPACIO VECTORIAL DE LOS SECMENTOS ORIENTADOS
2.1 Vectores.
Definicién: Llamaremos vector'?,a todo segmento orientado.il pri-
mero de los puntos se llama origen y el %egundo extremo. del vector,

En todo vector distinguiremos tres elementosf

a) La direccibdn, que viene representada por la relta que contiene
al vector.
b) Fl sentido, que est& dado por la orientacién sobre la recta.

c) E1 mbédulo del vector, que es la longitud del sefmento que lo
define. _—

.——’/’—-"?*

e - 0
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Si 59es un vector de origen O y extremo P , entonces representare-
mos el médulo del vector ¥ = OP como

mdd ?:I?I = lﬁ?l
Yy seré siempre una cantidad positiva.

Cuando ek médulo es O entonces, se habla de vector
nulo, aunque propiamente dicho, tal vector no existe por carecer
de direccibén y de sentido.Se conviene, entonces, en defimir al
vector nulo como el vector de médulo O,

2.2 Igualdad de vectores.
Defimicibn : Dos vectores ,@ y v_’, se dicen iguales si tienen el

mismo mbédulo, la misma direcciédn y sentido.

54

o v

Se escribe W = Ve

De esta manera todos los vectores iguales pueden tras-
ladarse de forma tal que tengan el mismokorigen 0.
Observacifn : Algunos autores llaman a estos vectores equipolentes
correspondiendo la definicidn anterior a la igualdad entre vecto-
res libres,

Nosotros trabajaremos en todo momento con vectores 1li-
bres, luego no haremos diferencia entre vectores equipolentes y .
vectores libres iguales.

0. P
= 0;F,
coindidentes.Encontrar la condicibén necesaria para que los vectores

: oo R
Ejemplo 1 : Sea v = 0P y 4 » dos vectores iguales, pero no

01P Y OPl sean perpendiculares.
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SOLUCION :

o Para que OPl sea perpendicular a 013 y debe cumplirse
Pa
que el culdrilétero de vértices OPP.0O

g
sea un rombo.
: Es decir OP. serf i P
Or (N s decir , Sera perpen cular a 0l
; —_—
m!ﬁﬁ&:loolx

2.3 Suma y resta de vectores

Definicidn de suma : Llamaremos suma geom&trica de dos vectores
- it : "
uyvVvaun vector w, tal que tenga por origen y extremo respecti-

s i — e
vamente el extremo de la poligonal obtenida con U y v, cuando es-

t&n colocados en forma consecutiva,

Observacidn:

a) Aplicando la defimicifn podemos deducir immediatamente las pro-

piedades A1,A2,A3,AL,A5 de los espacios vectoriales

Tl.-l'?)-':?l-)
'1'1'4-?:—5' & -V’= -ﬁ

Aqui probaremos A3, quedando al lector las demfs propiedades como

ejercicio,
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b) La suma de vectores concuerda con la ley del paralelogramo,.La
decir si se construye un paralelogramo con los vectores sumandos
como lados, entonces el vector suma coincide con una de las dia-

gonales del paralelogramo,

o v
RZ+V F e
i /_R
> =~

Definicién de resta: Dados dos vectores?fy';9se define resta de

- — - - — e R o
u con v, y lo denotamos u - v, a un vector w, tal que u=w ¢ Vv

Observacidén:

a) Es de notar que la resta de vectores es equivalente a sumar

el vector minuendo conm el opuesto del sustraendo, asi:

—; —p: -
Vet s n ¥ (J?S ;?
S

—
v

=
<{

b) La resta de dos vectores, siguiendo la ley del paralelogramo,
coincide, al igual que la suma, con una de las diagonales del

varalelogramo.

\J
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Como se puede observar el vector u - vV es el vector

o -2 : 1
que va desde el extremo de v7 al extremo de u cuando coinciden los

orfgenes de G?y 59

Ejemplo 2: ¢Qué condicidn deben reunir ﬁby 39, vara que 174+ A

sea igual a IET 4 IFT

SOLUCION : 5

a) Como en todo triéngulo , la longitud de uno de sus lados es
menor que la suma de los otros dos, entonces E?y'?v deben ser
tales que ﬁ?&-gfcoincida con ba direccibn de ﬁ?y ?2 es decir
deben tener E?y';Pla misma direcciém. Pero no es suficiente, pues
ademfs para que el mbdulo de la suma sea igual a la suma de los
mbédulos, siendo el mbédulo una cantidad positiva, es necesario que
el sentido de Wy V coincidan.

Es decir | @ 4 V1 = 11 +7Ivl si siendo U y ¥ no nulos
la direcibn de ﬁ’y el sentido coinciden con la direccibébn y senti-
do de ;t
b) si E’ o ¥ coinciden con el vector nulo, entonces la igualdad

es evidente.

2.4 Producto de vectores por escalares.

5 . e 2
Defincifn: Sea v un vector y a un escalar pertecneciente a R.
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Se define av a un vector u , tal que
-ta¥Vi= 12119 s €s decir valor absocluto de a por mddulo
—
de v,
=3 -
- Direccibn de av?, coincidente con la direccibn de v
: - - : - :
- El sentido de av es el de v, si a?0, y serf el de -v , si
a <o
Observacidn:
a) En la practica, el decir que dos vectores son paralelos es e-
¢ : E - -2
quivalente a escribir la ecuacibn vectorial av = u
b) Es evidente que esta definicién permite comprobar las pronieda-
des ML,M2,M3 y M4 de los esn»acios vectoriales, es decir
a? = E> de V
- -
(ab)v = a(bv )
- -~ - =
sTe W = oot v (2 s b)T=av s vy
- =

G R

Como en el caso de la suma probaremos M3, dejando las otras propié

dades para que las pruebe el lector. ,//\D .

R

Ejercicio 3: Demuestre M3,

SOLUCION

Sean E’y ? dos vectores del
espacio vectorial V y a un

escalar de R,Por el extremo

de a('t?-l- VP), tracemos una

-7 v g
recta paralela a v hasta que
A e

: = : ST = — o
se intercevte con la direccibdn de u , E1 vector AD = b U por ser
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paralelo a U y fﬁ?: c?’, por ser 5§7paralelo a VZ cumpliéndose

de esta manera que a(¥ 4 V) = bu 4 cv’

Los trifngulos ABC y ADE , resultan ser semejantes por

tener sus tres &ngulos iguales, luego

1XB1 _ 130} _ 1
1201  1DEY | A%t

: P »
weaar 1% xR 2T
b B e VI la(® +9)1
—p =i
0 131 IV I+ W

151101 ISV 12l 1@ 47
Y por cancelatividad

“1bl = lel 1 al

Siendo el sentido de los vectores resultantes del mismo sentido o

de sentido contrario que el de sus respectivos originales,

Por comsiguiente

¥ sustituyendo en
v) tenemos que

2.5 Vector unitario

Definicién: Llamaremos vector unitario Uz> de un vector ?? al vet
tor de la misma direccién y sentido de ;? pero de mbdulo la uni-
dad.

=
Veamos como se consigge el unitario de un vector v :

-

- U7 =a¥ ya»0 por tener ¥y U la misma direccién y sentido

->
- lU;?I =a lv ]l y como 104 = 1 , entonces
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Por 1o tanto

Hasta aqui hemos porbado QUe el conjunto de los segmen-
tos orientados junto con las operaciones suma y producto por esca-
lares definidos, constituyen un espacio vectorial.a continuacidn
desarrollaremos algunos ejemplos de aplicacién a la demostracidn
de teoremas geométricos y posteriormerte, pronondremos unos ejer-

clejios.

Ejemvlc 3: Sean OA y OF vectores de posicién de Wy V. Un punto R
divide al vector ﬁen la relacién m es a n. Encontrar

el vector de pesicién de R,aﬁz en funcibdn de m,n,ﬁ’y v.

SOLUCION :

—>
1ARL m
I REI #
S R .
ﬁ:%R> ()1:i’='\7d’--fi'_Bp
R o S = LB ¢ ®)
AB = RB ¢4 HRB = RB = Osea
; el
BB < B i _ n(v - u)
~ mén ki nita Y en conclusién,
. omv nu
ey +n
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Ejemplo 4 : Demuestre que las diagonales de un naralelogramo se

cortan en su punto medio,

SOLUCION:

Sean ABCD los vértices de un parale-

logramo.Sean u = AB ¥y v = BC.
A0 =m AC com AC = u ¢ v

OB=nDB conDB =1 -

<l

Sumando las dos igualdades tenemos:
- A0 + OB = m AC 4 n OBE.
Pero A0 4+ OB = u luego agruvando tenemos : -
(lemenR)u=(m-n)¥
Yy como W y v no son paralelos, entomces
le-em-n=0
m-n=0
En comclusiém m = n = 3 , es decir O es punto medio de las diago-

nales AC y BD,
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EJERCICIOS ,==-
; - -
Probar que si m y n son dos escalares, tales que mu 4 nv = 0
entonces ¥y ¥ son paralelos.
- e -
Sean u y v dos vectores no paralelos, tales que

el abr-E¥YCs (ndn)V

W
Faxla-a) 0 blion-ns1)%

hallar m y n tales que ?: 3?

Sean 63,63,58'vectores de posicidén de E:E’y'QiaQué condiciones

- =D
deben cumplir u, vy E?para que 0,A,B y C sean vértices de un

paralelogramo? .

=2 e B
Sil?#?l:l?-v1606mo son entre sf uy v ?
En un paralelogramo ABCD, E y F son los puntos medios de BC y

CD respectivamente,Demuestre que AF y AE trisectan la diagonal
DB.
Pruébese que AF y AE, del ejercicio anterior, quedan a su vegz

divididos en la razén 2 por la diagonal DB,

A - _ - e
. Demuestre que 51'ﬁ;v Yy w son vectores no paralelos del mismo

plano, tales que au + bv 4 cw = 0, entonces a=b=c=0,
Sea ABC un trif&ngulo y'M y N puntos medios de BC y AB respecti-
vamente.Témese R en AM y T en CN, tales que
14R1 _ 3 =
i = T
Sean E’: Kg y ﬁ}= KE.

: - =3
Exprésense en funcidn de u y v los vectores:

BX , B , AN, af , iX , BR , CN, CT , TF.
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11,

12,

siendo p = a ¢

B 12
Sean ABCD vértices de un cuadrilétero y P,Q,R y S los puntos
medios de AB, BC , CD y DA.Demuéstrese vectorialmente gue PQRS
es un paralelogramo.
Demuéstrese gue las medianas de un trifngulo se cortan en un
punto que se encuentrz a los dos tercios de la distancia del
vértice a la base.
Sea O un punto del plano del triéngulo ABC. Si P,Q y R son los
puntos medios de AB, BC y CA, demostrar que
OF 488 + OF =GR + OB + OC
Demuestre que el incentro I de un trifngulo ABC esth dado por.
la relacibn
0f =2 (ao0k+b0OB4+coC)
b

&

o 9|+

Y a,b ¥y ¢ las longitudes de los lados.
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3.~ INDEPENDZNCIA LINEZAL BASLS
Definicibén: Dados n vectores l,Va,...,gz del espacio vectorial V
se dicen linealmente denendientes, si existen n escalares al,aa,...
a, en R, no todos nulos tales que

Ly
aFJ,azvaJ,...J,anvn:o

Observacién : Si los vectores no son linealmente dependientes, se

dicen linealmente indewendientes.

Defimicidén: Un conjunto de vectores linealmente independientes que
engendren un espacio vectorial se llama base para ese espacio.

: i T = : - =2
Ejemplo5 : Si u y v son dos vectores colineales, éntonces u y v son

linealmente dependientes,

SOLUCION

$1 Wy ¥V son colineales , entonces existe a tal que
— -
o= ay ¥ por lo tanto
— — ]
mu4+nv =0 implica que
-
m W4+ n(au) = 0 es decir
(m i a:) ? = @&
lo cual es cierto solamente cuando
m ¥ na = 0

(o} :—-—E
g a

¥ per consiguiente'G?y ;ason linealmente dependientes.,

Ejemolo 6 :8i u y ;bsen dos vectores no colineales, entonces todo
vector W del mismo plano, es combinacién lineal de Ty
F? por lo tanto o yng’forman base de los vectores del

rlano que los contine,
SCLUCION :
= . ; -
Para que ﬁ’sea linealmente dependiente de ﬁ)y v, deben

haber eucalaxes a,b o e dlstlntos de O para los cuales se cumpla

que a T+b YV ‘¢ w?z £

—_
Por el extremo de w, tal como se sefiala

en la figura, tracemos dos rectas, t y s,
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paralelas a U y v respectivamen-
te.Estas dos rectas se cortarén
con las direcciones de Tl’y ?,pues
t no es paralela a ?y s no lo
es a -L.I’.Designemos por Py R los
puntos de corte,

=D - >
De esta manera AR = mu y Alg=nv

luego ?:mu-l-nv.

Sustituyendo en la ecuacién al 4+ bV 4+ cw = O tenemos
aT+bvec(nuéndD)=0

0 lo que es equivalente a
(a + cm) T+ (b $ cn) ?:?

Y como u y Vv son linealmente independientes, entonces

adcm=0
bdecn=0
por lo que
a = -cml_k L’“y b = -cn
¥ en consecuencia '?es liﬁealmente dependiente de —ﬁby -v-?
Por otra parte -:"es cualquier vector del plano que contiene a—t?y
P, ast que 't?y ¥ son a la vez generadores de todos los vectores

de dicho plano y constitujren base.
4.~ ANGULO ENTRE DOS VECTORES

' - i
Definitién: Llamaremos &ngulo entre dos vectores u = OA y Y= Og

al &ngulo Boa que forman las direcciones que los contienen.

Observacién:

a) E1 valor del &ngulo entre doaAvectores estar8 comprendido en-
tre O ¥y

()

-y D
b) Si U,V y w son tres vectores no coplanares y mutuamente perpen-

diculares, formardn una ¥se del espacio tridimensional.Esta base re-
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cibe el nombre de ortogonal.Si ademas u,v y w son vectores unita-

riog la base se denomina "o r t onrn o r m a 1N
5.- HL ESPACIO VECTORIAL DE LAS T:ERNAS ORDENADAS

5. Componentes de un vector,

Consideremos un sistema de coordenadas cartesinas or-
togonales (x,y,z) con origen O.,Orientemos el sistema de tal manera
que si el eje X girara hacia el eje Y, un tornillo derecho que es-
tuviera fijo al sistema, avanzaria en la direccién positiva del e-

je 2.E1 sistema asf formado se dice sistema derecho.

Z
b 3
\-
~
= ~
b TN
Z - Z \\ =
2 i 5 ~
~
% B
l\\ ?
i I
~
. |
2 |
1 Z5

3 - 3 —)

Definicién : Se llaman componentes de un vector u, resmecto del
. ; s NI :

sistema (0;x,y,z) a las proyecciones de u sobre los ejes,osea a
los nlmeros

a = — a = = -
LN TN v vy ~h
Observacibn :
a) Como nuestro trabajo se realizar& con vectores libres, entonces

—
al vector AB y a todos sus iguales los sustituiremos por su clase
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de equivalencia, que serf un vector de origen O ¥y extremo (aﬂ,aj,a
S &=

b) Si sobre los ejes X,Y,Z tomamos

una base ortonormal, que represen- B
I
taremos por los vectores i , j , k i "

respectivamente,entonces tenemos

otra nueva forma de designar al vet

-p
tor u en funcidn de ellos.Asi:

5

Un

== A
u=a I &a ﬁ +a, R
2 9
Los esclares al,a2 y a3 se dicen
componentes de U y representamos

y denotamos a E’: (al’aZ’aB) .

.az

5.2 Igualdad de vectores.
Definicidn : Dos vectores U = (al,aa,as) y V= (b b b ) son igua-
les si sus componentes respectivas son iguales.
Observacibn :

—
La ecuacidn vectorial U = ¥ tiene el mismo significado que la ter-
na de ecuaciones a, = bl ; a, = b2 ~ a3 = b3
5.3 Suma y resta de vectores.

== (Db

Definicibn : Llamaremos suma de 1 (al,aa,a ) com v ~ 1’b2’b3)

al vector B 4 v = (al + bl » 3, $ 02 s 8z + b ), cuyas componentes
son la suma de las componentes r95pect1vas de cada vector.

Observacibn :
—_> —

a) El vector nulo O tiene sus componentes todas 0= (0,0,0)

p9-¥a 8

Queda como ejercicio para el lector el demostrar las pron led“cﬁs

Al, A2,A3,A4, A5 de los espacios vectoriales,

b) E1 vector opuesto de e (al,aa,a ) seré berg =(=-a

¢) La resta por componentes se define como la suma del vector mi-
nuendo con el opuesto del sustraendo.

Bk W = ¢ a; - bl’aa'ba’a3'b3)

)
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5.4 “roducto por escalares.

Definiciébn : Si ¥ :(aj,aa,as) es un vector y m un escalar pertene-
4 e =¥

ciente a los nlimeros reales,llamaremos vector mu , al vector de com

ponentes (mal,mae,maB), donde las componentes se obtienen al multi-

: =
plicar cada componente de U por el escalar m.

Observacibn:
a) E1 unitario de un vector ¥ = (al,aa,aj) estarl dado por la ex-
presibn : _ a, a, 3

BW={w " )
¢{sabrfa dar una justificacidn?.
b) Es fhcil observar que la multiplicacidn por escalares satisfa-
ce las proviedades M1,M2,M3 y M4 de los eéspaclios vectoriales,por
consigulente las ternas ordenadas asociadas a las oneraciones de
suma y producto por escalares definidés, constituyen un espacio

vectorial.

: - - o
Ejemplo 7 : Sean w=E  1.2.1) ,_v)z ( 8,1,1) ¥ W= CRsdsl ) ¥
Z.—.ai?-l-b?-l-c;,
;) Halle las componentes de E>.

b) Halle a,b,c no todos nulos, tales que E?: o

SOLUCION :
— - =
2) & 4=z (aua.a) bv¥v = (0,b0) & W= (2¢,8.0)
luego

-—>
t=(a$2c, atbtec albdy e)

_> —
b) z° serfé el vector 0) sb6lo cusndo todas sus comnonentes sean ce-
ro.Ss

Por consiguiente de a) vodemos deducir que

a4+ 2c =20
a4+ b+c=0
a+bic=0

Evidentemente que una de las solucicnes es la trivial, es decir
&a=b=202=0

Pero ademés al resolver el sistema obtenenos
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be-%a

c = --}a
Es decir E?: 5’ si b=c=- } a para cualquier a en R
Una solucibn particular seré

= ( 2,-1,+1)

LPor qué hay m&s de una solucidn?.

18
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EJERCICIOS ,===-

13. Demuestre que el mbdulo de #P_ (al,aa,a3) viene dado por la

expresidén | v § = al2 + aa2 + a32

: - -
14, Sea v = (1,2,3) y u = (=1,1,2)
a) Encuentre w tal que w= 37V 4 v
b) Encuentre W tal que E:G°y'??resulten linealmente independien
tes.
— —2 —_
15, Sean u =_(1,1,1) , v = (=2,1,4) ¥y w= (0,2,3)
a) Pruébese que Tz',?,';vp forman una base de R

— -
b) Exprese a todos los vectores z de B3, en funcidn de'ﬁi;iw .

—_
16. Si ¥ = (al, 2,a. § - v = (bl’ 2,b )y w= (cl,ca,c3) son vecto=-
res de VB’ demostrar que son linealmente independientes si y

s6lo si
a, a, a3
bl ba, 'b3 =0
oo O

17. Sean 'qu ¥y W vectores linealmente independientes de V
a) T+7 S AW, s '?,ason linealmente :Lndepend:x.entes?
b) U -’?’, ??J-??, fig »¢ son vectores linealmente indepen-
dientes?,

18, Sean W= (1;2,-1) 5 v = (’,1,1) y ¥= (-2,3,1) , encuentre
TY ;1?-1?; s %'?' ; 2( % E’& . V- 2™

19. Sea T (-1,2,4).Encuentre los cosenos de los &ngulos formados
por Wy los ejes coordenados.

20. Hallar las componentes del vector de mfdulo 2 situado en el
plano XZ que forma un &ngulo de 60° comn el eje Z.

2l. Demuestre que la condicidn necesaria ¥ suficiente para que dos
vectores sean paralelos, es que sus componentes sean proporcio
nales.
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22. Demuestre que el Angulootentre dos vectores
-5
U = (al,aa,a3) y V= (bl’bZ’b3) viene dado por

'a'.lbl + aabzf-l- a3b3

kal: I+t

cos.ol =

19
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6.= PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

6.1 Defincién: Llamaremos producto escalar de dos vectores @ y ?,
Y lo denotaremos por '1!.?, al escalar que se obtiene al multiplicar
los mbdulos de ambos vectores por el cosemo del &ngulo que forman

.

<4

o G
= lul 1vl cos @
Propiedades:

Para todos los vectores %,7,7 de V) ¥ todo escalar a

de R, se cumple que
= A o

El u.v = Wl
E2 u.(v +7W) = ﬁf?-& ?.;)

E3 a('ﬁ' ) = (ad).v

E4 T.T>0 si '11' £T

E5 =0 si =
Probaremos aqui las propiedades E4 y E5, quedando E1,E2 y B3 como
‘“ejercicio para el lector.

Ejemplo 8 : Dado el vector'ﬁ pruébese que u.u>0 si —L?';é-b’ y

sin_-g

«U=0

SOLUCION

Por la definicién sabemos que

T.T= 1 1?1 cos 0
pues todo vector forma un angulo de 0° consigo mismo.
por lo tanto :

T = ITl't2 Yy como

ITI> 0 siempre que ?;E ? o es 0 si —IT=—E).
entonces queda probado que

B B0 M ?1;4-6

T.q=0 si'ﬂga

Observacibén:

a) En el ejemplo 8 comprobamos gue ?.ﬁ:ll—?la, por lo que podrfamos

definir mbédulo de un vector ":L? como

T,
1T =/ u.u
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b) De la defincibén de producto escalar podemos inferir que el &ngu-

- -
lo entre dos vectores u y v puede expresarse como

-a >

cos @ = 4

lquI"U?'U?

s e .
c) Dos vectores u y v serén ortogonales s1 u.v = 0, ya que el &ngu-
lo entre ellos es 90°, pero si u.v = 0 no necesariamente son orto=-
gonales, pues T o v pueden ser el vector nulo.

d) Para los vectores unitarios i,j,k se cumple :

- g-£=5\.3\=g.ﬁ=l
o €05=3‘0€=5’:-ﬁ=€.’i‘:3\.2:2.?:0

6.2 Producto escalar de dos vectores expresados por sus componentes
- —
Sean u = (al,aa,as) y Vv = (bi’ba’bB)

l 1 5 a2b2 i a b )

nos hemos basado en las siguientes propiedades

E2 del producto escalar y apartado d de las observaciones.
Observacidn:

a) Si denotamos pore ,_/3 yx a los &ngulos formados por un vector
—

Q =(a1,a2,a3) ¥ los vectores £,§,%, tendremos:

& *5
COR gf = =—————.  ————
doms W
“'1'1'
COSﬁ = 1 —[ﬁ-

pr
e TR s R &
llamados cosenos directores del vector??

B)E1l vector unitario de un vecto:~TﬂIﬁr'estaré formado por los cose-
nos directores de U.Asf :
a a a
e 1
Uﬁv—‘(ﬁ-l- > TH TT}['_I ) = (cosd, cosfs 5 cosr)
¢) para todo vector T se cumple gue cosao( 4 cosajs - cosar= L
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d) El médulo de un vector u = (al,a' ,a3) podremos expresarlo,de

2
acuerdo con la observacibn a) del apartado 6.1,como

- 2 2 2
lul '\Al -i-aa -lv-a.3

-
Ejemplo 9 : Dados dos vectores ] y v de Vn’ entonces se cumple que
AT LIV, (Esta desigualdad, recibe el nombre de
desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ), Demulstrese.

SOLUCION -
- - 3 >
- Si uov son el vector nulo, la igualdad es evidente
- Sean? Y v no nulos,y m un escalar cualquiera.

Entonces

> > - > >

(u -nnr)‘2 (u -mv),(u - mv) =

s = 2>
= Ul - 2m U.¥ +m Y.V

= >
o (u - mv)E-;,O para todo m en R
Por lo tanto

e -~ e~

Uu,u = 2m u.?.-l- m2 v.v >0 -

Sy

Hagamos m = %‘%; Y sustituyamos,

s (TN°, ADHl=>

Ueu = 2 & IS .Y . O

7 =W >
¥.v)

Multiplicando por ?.? implica que

ol 2
(u u)(v.v) - (u.V) >0
Por lo tanto
A = -
o) (7.7) > (Z.9)°
— L —
u,v ‘é tul vl

6.3 Desigualdad triangular o de MINKOWSKI

. -
Si Wy ¥ son dos vectores de Vn » entonces se cumple

que o SRS = &
v+ viIi<SIul + 1Vl

Su demostracién queda como ejercicio para el lector.
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-3
6.4 Proyeccién de un vector u sobre otro vector v.

Definicifn; Llamaremos proyeccidn de un vector'a sobre otro'; -
lo denotaremos como Proy?-:, al vector ie la iireccién de '\? que
tiene por médulo el producto escalar de u con v dividido por el
médulo de V.

La proyeccibn de un vector sobre

otro viene siendo una interesan-
u te interpretacién geomé&trica del
Py producto escalar,

Es de notar que I =f?lcoss

Prr:;:;rv u v l Pro y‘ar-"ﬁ

Para terminar esta seccién haremos unos ejemplos de aplicacién a
la geometrfa y a la trigonometrfa, con el fin de que podamos dar=-
nos cuenta de la gran aplicabilidad del producto escalar.

Ejemplo 10 : Demuestre que Cos ( x -y ) = Cos x Cos Yy 4 Sen x Sen y

Y
Solucibn :
- —n
Sea I0Al = 10B1 =1,
—_
Entonces OA = Cosy ¢ 4§ Sen Yy ?
- -~ A
OB = Cosx 1 4 Sen x
De donde se deduce que
o 0

—
OA.OB = Cos y Cos x + Sen y Sen x X

- —p .
Pero OA.OB = 10Al 10Bl Cos (x - y) . Luego, sustituyendo queda que

Cos (x - y) = Cos x Cos y 4 Sen x Sen ¥y
Podemos darnos cuenta que Ya podemos dar inicio a la formulacifn

trigonométrica completa.

NOTA: En adelante los vectores i,j,k los pondremos sin sombrilla.
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~- - - =1
Ejemplo 11 : Sean l u + vl =z=m , t Ul =uyl vw li?
>
Hallar el mbdulo de U menos v, | 1 - V 1
SOLUCION :
— - == - - - - - =
IE'+ vla = (0 & v)elu & v) = lul2 + 2u,v + lvla
> £ £ > = -
lu - vla = (37- v).(u $ v) = fﬁla - 2u,V $ lvl2

Restando miembro a miembro las dos igualdades tenemos :

B - — —
lu + vla + lu - vla =2 lul2 + 21 vla

En conclusién

e —2
- > \/ 2 u + 2 v
Iu - vl = -

¢Qué relacidn deben cumplir u,v y m para que el problema tenga so-
lucién?.

: > > - > = >
Ejemplo 12 : Si u ¢ v 4'3 =0 Yy jul =35, Il = 5, Iwl = 7 , encon-
-
trar el &ngulo §entre u y v

SOLUCION -
e e
- W.= u &'v o e
> a- >
(=w). (-W) T d2orsry

Por 1o tanto

=& ¢ pwt® = P2 ~ fvrd )

Y entonces

SRS

Sustituyendo valores tenemos :
_ 1 49 -9 = 25 _
COSQ—'E' 15 "i'

Por lo que

= 60° (interprete geomé&tricamente el problema)
. %

Ejemplo 13 : Demuestre que'el &ngulo inscrito en una semicircunfe-
rencia es recto,

Solucidn :

Sean A,B extremos de un difmetro de una circunferencia
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Sea p un punto de la circunferencia
El vector AP

—

PB = 0B - OP
- > - > ~m -
AP,PB =(OP - 0A)4(OB - OP)

=3 e
Como OB = - OA, tenemos
- - == — - %
AP.PB =(OP ¢ OB),(0B - OP) =
—_
. B B .
o 4 o

¥Ya que 10Bl = l35l =R 0 ==
Como ninguno de los veczgres son nulos, entonces AP es ortogonal
a ﬁﬁ ¥y el angulo entre AP y BP es recto.

é
Vb

Conclusién todo &ngulo APB inscrito en una semicircunferen
cia es recto. :
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EJERCICIOS ,wmm

2%, Bean W= (55:2) 1 Bwlogd by wa o2t )

24,

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.
32.

33

3b.

Encontrar:

> > > E - > > = =

By -t Inl : (20 & 3?).w ; I1v - wl ; u.w ; Angulo entre los
- > - S

vectores v Tusy

Demuestre el teorema de los cosenos,empleando mé&todos vectoria-
les. &

= g
Descomponer un vector dado u en suma de otros dos t-r,y wy, taleso
=
que Y sea paralelo al vector dado ﬁay ;rperpendicular a'ELSe

pide solucidn geométrica y vectorial,

> > >3 33 >3
Se sabe que lul = Ivl = le =1 , encontrar u.vév.wiw.u

Demostrar la propiedad distributiva del producto escalar.
> s = :
Si lul = uy Ivl = v, probar que el vector w que satisface la

ecuacidn >

>
R o, [ A
< u +

-
w

&
tiene direcciénm la de la bisectriz del Angulo formado por uyv

Encuentre un vector unitario perpendicular a los vectores
e ->
u = (8,2,"1) Jy v = (3""_1,'3).

Pruebe la identidad RSP a =
> >
u.v =+ (lu ¢ . lul2 - lv!e)

Demuestre que las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Demuestre que las alturas de un tridngulo se cortan en un pun-
to.

Demuestre que las tres bisectrices de un tri&ngulo se cortan en
un punto,

A partir de la desigualdad de Schwarz, demuéstrese que para to-
das las f y g, se cumple que

b {0 1 b
(Sa £(x) g0 ax )% (. (20022 1(f, (ex)ax)
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7 .- PRODUCTO VECTORIAL

7.1 Supongamos un sistema derecho, de acuerdo con la definmici8n da-
e ens 9,1
Defimicién : Llamaremos producto vectorial o externo de dos vecto-

s -> 2 B L
res Uy v al vector w que satisface las siguientes condiciones :

> > > 3 S
- Iwl = lul Ivl Sen & siendo @ el &ngulo entre u y v
- La direccidn de'; es perpendicular al plano definido por

- =¥
By Vv
> - P =3
- El1 sentido de w es tal que u,v y-w formen un sistema derecho.

: Y e
Denotaremos el producto vectorial de u con v asi

- B = i
uUuxvs=w

Propiedades :
e Y
Para todos los vectores u,v,w de Vn Y todo escalar a
de R,se cumple que

> B A
Pl BEXV s -~¥XYU
-y = > > > B e
P2 ux(veéw=uxviIuzxw
- . o >
PP a(uxe)= (a'ﬁ ) xvVv s
- > -+
Ph STx w1 = tRiC twt> - (0¥)° Identidad de Legrange
- 5 > = ;
P5 uxv=0siysblo si uyv son linealmente dependientes

Al igual que en el producko escalar demostraremos las propiedades
P4 y P5, dejando las otras como ejercicio,

Ejemplo 14: Demuestre P4 y PS .
Demostracién de P4 ,
SOLUCIDN

1 T x v 2 = w2 avi? - ()
De acuerdo a la defimicién

> > >

| 3'x v l2 = lul2 lvl2 seneo siendo ® el &ngulo entre
2y 7

e V1" = Bt IS (1 ~ 08”8 ) =

2
2 ad

t° V1S - 11212 cos2e =
2

Iu
l""
131° 2 - (D3
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Demostracibén de P5 *
-3
Txv=0 &= T = a¥ cona en R
B

Si u o v son el vector nulo la identidad es evidente,

-Sean"ﬂ y?no nulos :

-
S:L "X v = ? s entonces

- g 2
Txv 1 =0 s s decir

l"t IE Sen & =

>
Y como u y v son no nulos, entonces

Sen®=0 y por lo tanto 8=0 0@ =T

-)
N entonces-?z' ¥ v son dependientes, por lo que existe a en R

tal que
- -
=Y
> > .
- S81L u=av, entonces
uxv=_(aw) xv=a(vxxv) =0 por ser | % x v 1 0

En conclusién :
> > > > >
Uuxv=0 siysblosiuyv sonlinealmente

dependientes,

Observacién :

a) Para cada par de vectores se cumple que
- > >
taluxve)s=
- > >
v.(uxv):

b) Para los vectores i,j,k se cumple que
Izl sl sky
i1xi=-]xiak
Jxk=s-kxi=i

| ool B T 4

1
Sy

7.2 E1 producto vectorial de dos vectores por las componentes

> -
£ Sean;u = (al, 2,a )y vs= ( 2,b3) ; el producto vegc
tor:.al d; u con v seri :

(uxv) (ail-aajla}k)x(bll-baaq-bk)

= (a b3 as 2)i - (alb3 ) + (alb a, l)k =

e
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B x-: =(a2b3 -a3b2 . aBbl -alb5 . alb2 - aabl)

Hemos aplicado sucesivamente distributividad del producto vectorial
asociatividad de la suma de vectores y la observaciém b) del apar-
tado 7.1

Observac16n : E1 producto vectorial de dos vectores ;3 (a 3)
y v(bl,ba,b ), puede expresarse mediante el desarrollo del deter-
minante siguiente :

i 3

- —

uxv..al a2 33
w ik s

Pruébense las propiedadas Pl a P5 con las propiedades de los deter-

minantes.

7.3 Interpretacién geom&trica del mbdulo dgl producto vectorial,
e -

©
>
Sean OA y OB vectores de posicidén de dos vectores u y
>
v respectivamente,Entonces

« S - - 7
Il uxvwvl = tul Ivl sen

2 > >
siendo el &ngulo entre u y v e e
Sean OABC vértices de un paralelogramo de lados 'u A e
El &rea de OABC viene expresado por

—=
A =1 OBI 1AHI

—> = =g >
pero 10B1 =1vl Y 14H1I = jul sen
luego " A=I0 IVi sen =1 U xT1

Ejemplo 15 : Demuestre el teorema de los senos.

SOLUCION :

> > - S > -
Sean u v y w tres vectores tales que u + v ¢+ w 0
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1 271 =12Vl =1t VT

(Justifique lo anterior)

Sean o ’_ﬁ ’ X los angulos entre 2
los vectores, tal como se sefialan

en 1la figura, A Y

Entonces :
1T sen (- f3) = :‘x’r‘n‘v':memrr-r) = 1WA sen( ¥ -o )
Es decir :

1 sen/!: 1wt senx ¥y ﬁr’lsen'/l = W send,

por lo tanto

ok . I

senr Traemek o senp

Ejemplo 16 : Dados los vectores '1?:(1,2,3) y ?:(-2,3,-2).Encontrar
las componentes de un vector W, perpendicular al pla-
no definido por 'l?y ‘*?.

SOLUCION

Como el sentido del vector respuesta del producto vecto=-
rial, es perpendicular a cada uno de los vectores que se
multiplican, entonces bastari multiplicar vectorialmente
Ty ¥ para obtener el vector pedido.

i j k
V=Tl T 23 Lam 33 6ha (=134=4,7)
D

Ejemplo 17:Demostrar que si ?;é Oy ?x‘v’: Tx ?y Tﬁ?: Tf;?f

entonces ? - 'E?

SOLUCION :

De ¥xV =10 x W se deduce que Tx (v -W =0
por lo que ¥ -TWes paralelo a To ?- ?:?

De W.V = ¥ .W se deduce que (¥ - W) = 0 .
por lo que ¥ - Wes perpendicular a T o ;’- T1'|?= 3)

il e
Por 1o tanto ?- w’: 0 Yy ¥ = ?:
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35.

36-

37.

28.

39.

Ejercicios ===

-2
Qué condiciones deben cumplir los vectores -u’,v

(E’x?) xW=Tx (Tx W

pp
w

y para que

Sean @ y ¥ dos vectores de T.i'3 Y linealmente independientes y

w= (¥ xd) - V. Demuestre que Tes perpendicular a V 4+ w

Tres vértices de un paralelogramo son los puntos A(1,0,1),
B(-1,1,1) y €(2,-1,2).Halle todos los puntos D que pueden ser
cuarto vértice Yy calcule el &rea de esta familia de paralelo-

gramos.

Demostrar que | T x V1 = I 1M1, si y s6lo si @y ? son or-

togonales.

Si 'l?y ¥ son linealmente independientes, entonces
) W4  ~ - ?y x ?son linealmente independientes.
b) Ti'-l-'?, T?-I-(E’x?) y ¥+ (@x7) son linealmente indepen-

dientes.

c)':i’, '?y (P+¥) x (P-7) son linealmente independientes,

Si P4 7P+ W=10, pruebe que
Tx 7P+ Px P+ wx=3Tx7
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8.=- PRODUCTOS TRIPLES
8.1 Producto triple escalar o producto mixto.

Los productos escalar y vectorial pueden combinarse pa-
ra dar origen a un nuevo producto, llamado producto triple escalar
o mixto.

Definicién : Llamaremos producto mixto de fres vectores,U,v y W ,

al escalaruque resulta de multiplicar escalarmente uno de los vec-

tores por el producto vectorial de los otros dos.Lo denotamos asf:
a=T. (Tx7)

Observacidn :

Como W (¥ x W) solamente tiene sentido si se realiza
primero el producto vectorial, entomces no es necesario escribir el
paréntesis, es decir :

T. (TxW) = 5w
Propiedades :
Dados tres vectores W,7,w de Vs se cumple que

L ¥T.VvXW=-V.0x%

T2 T e EN =P eI R =Tl xV
Demostracibn de TI1 :

Sabemos que ke - 'uax'?= 0

luego (T+NAP+T) x 7= 0

Por loque (T 4+ N ATxW+Tx 7 )=
(T+ DT + (T+D.(FxD =
T 2xzW+ V. x4+, TxT+ 7. TR
Y TxT4sT . T2P=0 :
Concluyendo : ke 4T S o E x W (1)
¢Sabria decir qué propiedades hemos aplicado en forma conmsecutiva?.
Demostracién de T2 :

E’. ?x e AP -, Tv’x?’ por Pl de 7.1 (2)
?.?x?:-?.?xi’ Pot TL y P1 (3)

De. €1) , (2) ¥ (3) obtenemos :

- -2 — - "D =5 =3
R R A T e e S
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Observacibn : ‘
Como podemos inferir de T2 la permutacidn ciclica de
los tres vectores, no altera el producto triple.Por consiguiente
> >
el producto triple de‘ﬁ,v ¥ w lo _escribiremos asi :
: A - e g o
Ue EX-W= U Vv w|lsin indicar el punto del
producto escalar ni la x del producto vectorial, ya que no hay am-
bigledades, pues sélo depende del orden de los vectores.
8.2 E1 producto triple escalar por las gomponentes de los vectores
S T = ( Yol ¥ = (b b b ) et (€8 s0.)
ean u = al’aa’aj" L& ¢ Sl ot Yy w= 1222%5
Entonces

> > >
q.(vxw)

(al’aa’aS)'(bl’ba’b5)X(c1’°2’03) =
(al,aa,aB).(b2c3-b302,bBci~b1c3?hlc2-c2b1)
8y (Dy¢5-B3€5 )-8, (b e5-be, Jdag(b, e -c b,

ay a, a5
= b1 ; ba b3
c ¢, c3

donde hemos aplicado respectivamente , defimicién de producta vec-
torial, definicién de producto escalar y desarrollo de determinan-

te de orden tres por sus menores complementarios de una fila.

8.2 Interpretacién geométrica del triple producto escalar.

- Construyamos con los vecto-
uxv

res U Vy Wde origen comfin

un paralelepipedo.Calculemoé
oo su volumen,La altura ,h, del
h=17%1( paralelepipedo viene repre-
sentada por la proyeccidn

de uno de los vectores sobre

la perpendicular comfin a los
otros dos. h = IWl cosf
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El &rea de 12 base A de acuerdo con la interpretacibn geométrica
del producto vectorial es A = 1 U x ¥ I

Entonces el volumen V del paralelepipedo ser& :

W=l h

IT x V1 IProy=-wl
o =
Y axv
-
lu x vl 1wl cos ;Z’ =

= = il
(REX ¥

con Oé_ﬁgg

I~

Es decir, el volumen del paralélepfpedo formado con
4,V Y w es equivalente al producto triple escalar , siempre que
ﬂ'se encuentre entre 0° y 90°; en caso de que ﬁ se encuentre en
el intervalo de 90° a 180° , su valor serfa opuesto al del volumen
Por filtimo si ¢ es 90° entonces el paralelepipedo degenera y el vo-

lumen es 0.

Ejemplo 18 :Dados tres vectores Tf,'?y W . Demuestre que son lineal-

: > ¢ (e aa
mente independientes si y s8lo si u.vw = 0

SOLUCION :

- Si T?,?y v son dependientes.

n — £ -3 —
8.z y W son dependientes, entonces v x w>= 0>

=
Y por lo tanto Ti'.?xw =0
> =
Si v y w son independientes,entonces auw + bY 4+ ciw = 0 con
e
a, b o ¢ distintos de 0, ya que u, v)y ?son dependientes y por

lo tanto U es conbinacibn de vV y A

Sea ?:d?&e?

e " =
multipliquemos ambos miembros escalarmente por v x w
- — - - -3
B e VER= (V) YETH (D). T 27=
> > - 5 >
=dV,. VvVXWH+CW,.VXWS=
oy 2 - -
= dVXV.W+CVXW.wWw=
e - — o
=dv>xv.w-l-cv.wxw=0
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Si uno de ellos es el vector nulo, la igualdad es evidente y

serfan linealmente dependientes.

e o > . oy
En caso contrario o Y v X w son perpendiculares o X wes
. - - — I -—
Et Si ocurre que v x w es O entonces f)y W son dependientes y
por lo tanto W, vV y W también lo som . (Esto lo debid demostrar

usted en el ejercicio 39 de la seccién anterior)

- — -_ = D -
Supongamos que v:’y w"’son independientes, entonces v’, w>y Nix w>
L. también son independientes, por lo tanto forman base de V3 y en-

gendrarén a U que es un vector de V3 .
Es decir :

e é?'+ T c(?ax ;3

Multiplicando escalarmente por Vxw a la identidad anterior ten-

dremos =
?.?x?:a?.?x?&b?.?x?4c(ﬁﬁ.?x?
> =» -

¥ como _u.vxw:O

entonces ¢ =0 (explique la razén)

y por tanto

g P+ b ’w‘7, es decir 't-'f,?y W son linealmente de=-

pendientes.

8.3 E1 triple producto vectorial

Definicién : Llamaremos triple producto vectorial de tres vectores

%,vy W, al doble producte vectorial de (Wx7¥) x W

Observacibn : :

a) Es evidente que en el triple producto vectorial el paréntesis es

fundamental pues ¢l resultado es un vector y por lo general seran

distintos.

b) E1 triple producto vectorial (ﬁ>x ¥ xw= (ﬁ}.'ﬁ)? - (Tf’.ﬁ)?

Daremos algunos lineamientos para demostrar lo anterior.

El vector (Tx?) xWes perpendicular a T x v

por lo tanto es coplanal con? ¥y _v’y entonces podemos escribir
(TxPHD xF=ad+b ¥
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pero (W x V) x W es también perpendicular a 71?:: entonces
- -
a E-?-‘- b 7,.?= O
de donde se deduce que a y b deben ser de la forma

- -2 = 7.
&8 ==8B Y .¥W ¥ b=mu,w

donde m es un parfmetro arbitrario.

- -

Luego (UxNxF =m (WY - (Towu
Para calcular m hagamos lo siguiente :

seai=ai ,V=bishb ?=c1+caj+ck

5 1 2J ’ 1 3

Sustituyendo y despejando m de la identidad, llegamos a la conclu-

sibn de que m = 1
Por lo tanto
(Tx V) x 7= (T.WP-(F. T
Observacién :
Si nos detemos un poco a observar la identidad podemos

dar una regla que nos permita recordarla ficilmente,

Es asf : El vector que est& colocado en el centro ?z por el pro-
ducto escalar de los otros dos vectores , Uy W . Menos
el otro vector del paréntesis ,u, por el producto esca-
lar de los otros dos vectores restantes , v y .,

Esta férmula tiene gran aplicacién en el andlisis vectorial Y en el

desarrollo de otros productos mas complicados.

. e 2 = BT S e B R K
Ejemplo 19 :Demuestre que (¥ x ¥) x (Wx2) = |2 v ij ﬁ’—[ﬁ v w_lz
SOLUCION :
(Tx Vx(#&2) = ((x7).2) ¥ - (TN T =
- v ez,
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Ejercicios , =-=
4L1. Demuestre que
Tx¥ . (FxD = @wFD - (COED
L2, Demuestre que
T x (¥ x :ﬁ + ¥V x (iPxfﬁ) +wx (Tx ?) a5
43, Demuestre que

e e e e S -

—_ — ~

4L, Demuestre que si u,;:w’y Z son coplanariog,entonces
(TxV) x (FxD =0
(Es cierto el reciproco?.

-

45, Sean 1 = £5,0.13) 2. ¢ = (%5,.-2.0) ¥ 7= (=4,1,x)
B

Determine el valor de x para que u,v'y'ﬁ?sean linealmente depem

dientes.

- - ]
46. Si -J,?y w forman una base de V_, ¥y Z = au4+4+bviecw, demues

N
n

tre que

Bz .. Esd 277
ot o g ; "EVvY ¢ vV

47. Pruebe que 4

- % [u“"x ('u’x?)_l - 1W%(Fx o)

— iz (Tx1ys Jx(xPD skx(xk)=2T1
L&, Sean E;F:;’y all + by 4 cW vectores de origen 0 y no coplana< -

rios. Pruebe que la condicién para que los extremos de U,V,w ¥

all + b¥ CW, estén en el mismo plano es que a + b 4 ¢ = 1

49.Demuestre que la condicibn necesaria y suficiente para que
Tx (Vw =(x7V) xwaes que (0x®) x V=0
50. Demuestre vectorialmente la férmula de Herdn para el &rea de um
tridngulo de lados u,v y w

A=\jp(p-a)(p-v)(p-w)
donde p =% (u+v 4w
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..'.-2 —

SUGERENCIA : B ¢ T+%=0 vyl =1 s+ T1°s 207

-
u
51. Dos bases ﬁi ’ ?1,%; y ﬁ; ’ V; ’ EZ , se 'dicen reciprocas

si cumplen con las nueve condiciones siguientes :

-‘%'?2=;:i°_"?2=ﬁi‘;§
B sR =T T,V W =¥ Ay=0
Pruébese que las bases ﬁi ’ VZ ,'ﬁz ¥ su reciproca EZ,;Z ;Z es-
tan relacionadas por las ecuaciones
i -2 =3 7 e
‘fz=;§>—x:>ﬁ:; Vo ?§=i§%h:
" M b e o i o 3

52. Partiendo de la definicibn de producto triple escalar por de-

terminantes,pruébense las propiedades Tl y T2.

53, Resolver la ecuacién vectorial
?X?: ;;

donde'ﬁ)y ?Pson vectores dados.

NOTA : Al final del trabajo se encuentran otra serie de ejercicios
a manera de misceléneas, tomados de los eximenes parciales

finales y de reparacidn,
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CAPITULC 2
GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

-

EL PUNTO

LA RECTA

EL PLANO

RELACIONES PUNTO-RECTA y PUNTO-PLANO
RELACION RECTA-RECTA

RELACION RECTA PLANO

RELACION PLANO-PLANO

SUPERFICIES CUADRICAS

RS I S U S

l.- EL PUNTO
l.1Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio tridimensio-
nal.

El espacio tridimensional, puede ser dividido en ocho
parfes mediante tres planosmutuamente perpendiculares que se inter
ceptan en un punto 0 denominado origen del sistema coordenado rec-
tangular, :

Las rectas de interseccifn las denominaremos ejes coor
denados y los denotaremos por ejes X,Y,Z,Sobre los ejes ¥ tomando

como referencia el origen 0 convendremos en asignar sentido a los

mismos de tal forma que determinen un sistema derecho.
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Cada una de las ocho partes determinadas,recibe el nom—
bre de octante,siendo el primer octante el formado por las partes po

sitivas de los ejes coordenados.

Los planos los designaremos por dos letras que soh las
de los eJes que lo forman.Asf, llamaremos plano XY,XZ,YZ a los deter
minados por los ejes X e Y; Xy 2; Yy 2 resnectlvamente.

Convendremos en llamar 1,3,k a los tres vectores unita-
rios que formen un sistema derecho coincidente con el sistema descri
to anteriormente,

Definicidém : Llamaremos coordenadas rectangulares de un punto P en
el espacio tridimensional a las componentes del vector OB en la base
?,?;R.Denotarenos por la terna ordenada (x,y,z) a las coordenadas
rectangulares de P,

Observacibn:
-Cuando nos refiramos a las coordenadas de un punto P lo designare-
mos por P (x,y,z) ¥ cuando gqueramos referirnos al vector OP, lo de-

signaremos como Fa (x,¥52), que denota las componentes del vector
oP. .

Construido el espacio tridimensional, nos ocuparemos
de los elementos que forman parte de &1 en los siguientes apartados.
1.2 Distancia entrd dos puntos

Definicién : Dados dos puntos P (xl,y o Pa(xa,ya,z ) 11amaremos
distancia PlP2 y al mbdulo del vectar P %

Pelx, o ¥ yZ: )

; d(P;P,) = 1P P?t it !

Si desarrollamos por sus componentes el

médulo del vector PlPZ obtenemos :

PP, =-32 “?; =(%35¥5525) =(x),),2))=
=(x2-xl,y2-y1,za-zl).
IP]_FEI = '(xa-xl % 4 (ya-yl)a + (za—zl)'2 X
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1.3 Razbén de divisidén de un segmento en una razém—dada

Definicién: Decimos que un punto P (x,y,z) divide a un segmento P.P

3 e
de componentes (xl,yl,zl) y (xe,ya,za) s €n una razén r, si
Iplpl
— = r.
D
1P Pt

El problema fue resuelto en el ejempio 3 del apartado 2.2, pig 9

Z| g

El problema se reduce a calcular

fP

e las componentes del vector de po-
sicién P,
Segflin se demostré

_> _.__7
s, EOT, & 0P

7/ oP = 1

Trabajando con componentes tendre
X : o WOSS
o (xz,yE’za) " (ﬁ’ylﬂzl) =
l+r 3

r

&

(x:},i)

1
= ( rx, + X, Ty, + Yy T2 + zl)

Y por igualdad de vectores

- rx, + X, : ry, + ¥y
: T ier sl o
e rz2 & 2
el T

Ejemplo 20 Determinar la ecuacibn del lugar geométrico de los pun-
tos P(x,y,2) tales que su distancia al punto Pl(S,o,-l)
es igual a su distancia a P,(-2,1,-3).

SOLUCION .

—
PPl =1 P ?Zl

7 >y - 3 H‘
P Pl 5 Pl = Pl P2 . Pl P2
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(x =320 bl 41w G$ 2V & (2102 4 (2 £.3)°

es decir :

5x =y $2z2=-2=0

¢podria decir qué representa geométricamente la ecuacién obtenida?.

2.- LA RECTA

2.1 Definicifn :Sean Pl(xl,yl,zl) y Pz(xa,ya,za) dos puntos de una
£

recta 1. Llamamos recta al lugar geomé-

trico de los puntos P(x,y,z) tales que

glP = © P1P2 .

Siendo t un escalar cualquiers de R.

Esta es la llamada ecuacidn vectorial

de la recta.

2.2 Ecuaciones paramétricas y forma simé
trica de la recta. $ R :
De la ecuacibén vectorial de 1 : PP =t P_.P
se tiene que :°
—_— =
P P2 = BZ
—>
_ PP=(x-x ,3-%52-2)
Sustituyendo queda :
igualando las componentes vectoriales tenemos :

=
=Py = (xmx) 5 Y-V 5 2,-2;) = (4,B,0)

X =x + At
Yy = Y + Bt
z2 =32 + Ct

Estas tres ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones paramétricas
de la recta 1.
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Observaciéﬁ :

El vector E;%Z = (A,B,C) se le 1llama vector director, porque indi-
ca la direccidn de todos los vectores PlP de la recta.A las compo-
nentes de del vector director (A4,B,C) se las llama también nfmeros
directores de 1.

De las ecuaciones paramétricas de la recta, si 4,B,C
son distintos de O, podemos obtener otras ecuaciones, llamadas si-
métricas.Basta para ello despejar el parfmetro de cada ecuacién e
igualar los resultados:

de > sde— Xy +4 t A

Observacibn :

Es fécil darse cuenta que se pueden escribir las ecuaciones para-
métricas y sim8tricas de la recta, con tan solo conocer un vector
director de 1 y un punto de 1, sin necesidad de escribir su ecua-
cién vectorial.

Ejemplo 21 Sea 1 la recta que contiene a los puntos P1(1,2,3) y
Pa(-3,2,-1). Halle unas ecuaciones paramétricas y simé-
tricas de 1.

LUCION :
SO 0 s N
Un vector director de 1 es : v = P1P2 = (=4,0,=4) o bien

Luego las ecuaciones paramétricas de 1 son :

a2 l'F L
y=2
o=kt

Las ecuaciones sim&tricas de 1 son :
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¢Cémo es esta recta con respecto al plano xz?
2.3 Angulo entre dos rectas
Definicibén :LLamamos angulo entre dos rectas 1. ¥ 12, a cualquie-

5 I
Z = ra de los dos éngulog)qugaforman sus
e !‘ vectores directores v, ¥ v
/ cosg_ vl > 2
an—t 2 lv;lfv;l
al N\ ‘r—F"”—a Por componentes tendremos :

K&; Y i (4 ,B,C1)e(A,,B,,C,)

# % = s Sl il . Ser Shdiles Saglee 3

: -> -
Siendo v, = (Al’Bl’cl) T ¥, o (AE’BZ’CE)

Ejemplo 22, Encontrar los cosenos de los &ngulos =X, @,B/que forma
la recta 1 con los ejes de coordenadas,siendo v=(2,1,2)
el vector director de 1l.

SOLUCION :
e .u

Como el unitario de v U;>= (cosod 4 cosG?, cos&’)

Entonces :

cos<x &:;%—
cos G =i—%—'
cos f =_—%—

Ejemplo 23 Encuentre las ecuaciones param&tricas de la recta que

sea perpendicular a la recta 1. de ecuacidnes

E= 3  Exe'l- 5=y
AR R - 3

¥y a la recta 1, de ecuaciones x = t, y = =2t 4+ 1, z=t+ 3

1

¥y que pase por el punto Py (=1,2,3)
SOLUCION :

La recta 1 buscada debe ser perpendicular a 11 4 12,

= ——
luego su vector director v seri perpendicular a vy y_?é.

De acuerdo con la definicién de producto vectorial
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- > =N
T vl x va
— >
Como v, = (2,-2,2) o bien :} = 11y1;1)
y 72 = (1,"2’1)
entonces

-
¥ s= (1}-1’1) X (1,-2’1) = (1,0,-1)
Por consiguiente las ecuaciones paramétricas de 1 son :

. X==1 &1

y=2

zZ =3 =t
BC-ELPLANO

Sabemos por geometrfa elemental que una direccién per-
pendicular a un plamo y un punto del mismo, definen en forma unfvo-
ca al plano.Partiremos de este postulado para defimir la ecuaci8n
vectorial del plano,

3+1 Definiciém : Sea N = (4,B,C) un vector perpendicular a un pla-

nof{) y Pl(xl,yl,zl) un punto de€) .Llamaremos plano al lugar geométri
co de los puntos P(x,y,z) tales que

: Pl . Eb= 0
Esta es la ecuacibn vectorial del plano
3.2 Forma general de la ecuacién del plano
éea E?; (A,B,C) un vector normal
afly Pl(xl,yl,zl)-gy punto del pla
no.Entonces ﬁzﬁ'. N=0, es equi-
valente a (x - xl,y-yl,z-zl).(A,B,C)=
= 0.Es decir

e

Ax+By+4Cz - (AxliBy14Czl)=0

Y llamando a (Ax1+By1+Czl)= =D
tendremos que :

Ax4+By+Cz4D=0, es la ecuaciédn general de uniplano,
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3.3 Ecuacifn general de un plano definido por tres puntos no coli-

neales,

Sean Pl(xl,yl,zl) 3 Pa(xa,ya,za) y PE(XB’YB’ZB) tres
puntos no colineales.La ecuacibén del plano_f) que los contine se re-
duce a calcular un vector 3?perpendicular a dos de los vectores
determinados por Pl’Pa’P3 y después proceder como en 3,2

Asf :

—
qga ®PiPe= B L)
—> >

P,P . N & (2)
Sustituyendo (1) en (2) tenemos : -
e —?? o
PlP . (P1 > X P1P3) = 0
que es un triple producto escalar

luego :

1]
o

.fL.:[:EG?? Erir ir:: t]

i 5
(Sabrfa dar una justificacién ?

Se deja al lector que complete el punto 3.3 escribiendo la ecuacidn
obtenida por medio de las componentes, y asf obtener la ecuacidn
general del plano.

Ejemplo 24 Discutir la ecuacifn general del plano.
SOLUCION :
Seafl: Ax 4+ By 4 Cz $ D =0

Analicemos la ecuacién cuando A{gzc o D son O

l. Si uno de los componeg}es de N es O
Sea A = 0, 1la normal N es de la forma (0,B,C) contenida en el
plano YZ, por consiguiente S serd perpendicular al plano Y2
y como consecuencia paralelo al eje Y.

2. S1 dos de los componentes de ¥ 50249
Sean A y B iguales a 0. La normal N es de la forma (0,0,C) que
estd contenido en el eje Z, por consiguienteSL ser& perpendicu-
lar al eje Z y como consecuencia paralelo al plano -XY,.

3« Si Des O

Entonces el planaf) carece de t&rmino independiente y por consi-
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guiente contine al origen.

Resumiando
A,B,C,D Y ECUACION DE S2 OBSERVACIONES
A=0 (0,B,C) By4Cz4D=0 . Paralelo al eje x
Perpendicular al plano YZ
B=0 (4,0,C) Ax4Cz4D=0 Paralelo al eje Y
Perpendicular al plano XZ
C=0 (A,B,0) Ax4By4D=0 Paralelo al eje Z
Perpendicular al pamo XY
D=0 (4,B,C) Ax4By+4Cz=0 Contiene al origen
A=0,B=0 (0,0,C) Cz4+D=20 Paralelo al plano XY
; Perpendicular al eje 2
A=0,C=0 (0,B,0) By + D =0  Paralelo al plano XZ
Perpendicular al eje Y
B=0,C=0 (4,0,0) Ax $ D=0 Paralelo al plano Y2

Perpendicular al eje X
Si adem&s en alguno de los casos anterirores D ea O entonces ademés
El plano resultante o contine a los ejes o es alguno de los planos
coordenados.
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Sh.

55.

Ejercicios ¢ ==--
Probar que los puntos A(4,0,1) B(5,1,3) C(3,2,5) y D(2,1,3)
son vértices de un paralelogramo, Hallar las ecuaciones de las
rectas que contienen a los lados en forma paramétrica y simé-
trica,
Determinar el f&ngulo que forman los lados del paralelogramo
Calcular el plano que contine al paralelogramo

Una recta 1 contiene a los puntos A(1,4,1) y B(3,5,-2).Halle
las coordenadas del punto P que tiene como ordenada -2.
iCufles son las coordenadas del punto de 1 que est4 en el plano

~ XXT.

56.

5?.

58.

59.

60.

61.

62.

Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto A(3,5,-2) ¥
es perpendicular al eje X.

Si Los coeficientes de x,¥,z gon diferentes de O y el plano no
contiene al origen, encontrar una expresién que permita encon-
trar el volumen del tetraedro formado por los planos coordena-
dos ¥y el plano dado.

Hallar la ecuacifn del plano que pasa por el punto A{k,-2,4) ¥
es perpendicular a la recta que contiene a los puntos B¢2,1,9)
¥y €(5,6,2)

Encuentre en forma de determinante la ecuacién del plano que
contiene tres puntos.

Encuentre la condicibén necesaria y suficiente para que cuatro
puntos estén contenidos en el mismo plano en dos formas :
vectorialmente y analfticamente,

Una recta que pasa por (-3,5,6) y por (8,9,8) ,determima con
los planos coordenados tres segmentos,encuentre los puntos ex-
tremos de cada segmento y su longitud. i

El vector director de una recta forma con los ejes de coordena-
das &X' = 45° ,é = 60°, si la recta pasa por el punto (4y=1,4)
hallar su ecuaciébn,
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4o~ RELACIONES PUNTO-RECTA y PUNTO-PLANO

L.l Relacién Punto-recta
Dados una recta 1 y un punto P, se pueden presentar una
de estas dos alternativas: o P pertenece a L, o P no pertenece a 1
Si P pertenece a 1, entonces P satisface a 1.
Es decir : Sea Pl(xl,yl,zl) un punto de 1 y v = (A,B,C) su vector
director; P pertenecerf a 1 si
—> -

: —
PlP T =0

Trabajando con componentes tenemos :

(x-zl E ] Yvyl ’ Z"zl) X (A,B,C) = O

$ 0 3 k

X=X

1 y-yl z-zl 0
A B C

¥y aplicando propiedades de los determinantes se concluye que

o ke oy . K
B2l & - o i
A B i A B o

Justifique geomé&tricamente lo anterior.

Si el punto P no pertenece a 1, entonces se encuentra a una distan-
cia d de 1.
La distancia de P a 1 vendri dada P

por la ecuacién :

>
. Ly lPlerl

G =
(EL) = T oaF,

->
Siendo Pl un punto de 1 y v su

vector director.

—>_>
Justifiquemos la ecuaciédn : lPlP x vl es num&ricamente igual al &rea

. — =
del paralelogramo construido con los vectores PlP y é>(Ver capfitulo
1, apartado 7.3)
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~
Ivl es equivalente a la longitud de la base. Por lo tanto d, que es

la distancia de P a 1 es la altura del paralelogramo.

Ejemplo 25 Una recta‘i'contiene al punto Pl(l,Z,S) y es paralela

. al vector v =(1,-2,2) y sea Q(3,3,,1) un punto del espa=
cio. Demuestre que hay un punto P de 1, tal que 153& es
minima.Encuentre las coordenadas de P Y pruebe que a; es
ortogonal a 1.

SOLUCION -
a) P es cualquier punto de 1, luego
——
PlP = t:?
es decir
— - g >
P::Pl'l-tv
— o - > -
Por otra parte 1QPE = | Pl +$tva-Q1l =

E (1,2,3) # (t,=2t,2t) = (3,3,51)1 =
f b2 oLt 25281 s

= \/(t-a)g $ (1 $2t)° & 4(14t)° =

- Vot2 s 8t s g
- a 1951
Para que | QP | sea mfnimo, debe cumplirse que —EEQ—— sea Q.
—
Como d1QP1 _ £
€ VT 58t ¢ 9

— &
Se tiene que IQPl es minimo para t = - 3

Por lo tanto las coordenadas de P son :

& 26 19
P( 9 ? 2}! 9 )
b) Para comprobar que QP es ortogonal a 1, tendremos

- >
que QP ., v = 0
- >
2? 5 Y%:%a
P.v - Q.¥ =
= (—éi ’ 28;_&,_1%_)'(1’-2’2) "’(3,3)1)'(1"-2’2)

O. Luego Qp es ortogonal a 1.
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4,2 Relacidn Punto-plano

L — >
Un punto P pertenece a un plangf} si RPl « N =0, sien-

do P1 un punto deSZ y N la normal del plano.En caso contrario di-
remos que P no pertenece a SL

Si P(x,¥,2z) no pertenece a2, entonces podemos encontrar
la distancia d, de P a SL

i:a Pl(xl,yl,zl) un punto de_ Ry~

N(A,B,C) la normal de <2
d = | Proy7P,P I
P (justifique la ecuacién)
Si desarrollamos la ecuacidn vec-
. - P; 5 torial empleando componentes, ten
n -
; e ggﬁgos -
e t,plp o NI -
eELCIT |

l(x-xl),(y--y]_),(Z-zl). -(4,B,C)t

Va2 3 823 2
d Ax + By $ Cz - (Axl,+'Byl + Czl) !

VO

Pero Axi e Byl 4 Cz1 = =D
Por lo tanto :

P 1 Ax $ By $ Cz $ D 1|

Vas 4 8% 4 @

Observacibn :

- S5i el punto en cuestibn es el origen, entonces
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Ejemplo 26 Pruebe que €l lugar geométrico de los puntos del espacio
que equidistan de 2 : 6x - 7y 4 62 - 22 = 0 y de 2x $ 6y - 3z ==14

son dos planos; y encontrar sus ecuaciones .

SOLUCION :

Y2y = Ype)
luego

1 6x = 7y & 62z - 22 1 _ 1 2x & 6y -3z 4 1.4}
iz e -7

Es decir :
64 x $17 y $92 =0

20 x =115y 475 z - 308 = 0
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63.

6l

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

724

73

4.

Ejercicios o ====

Hallar la ecuacifn del plano que pasa por (2,3,-2) y tiene co-
mo normal N = (3,-2,5)

Determinar la ecuacidn del plano que contiane a los puntos
£ (1,3,1) 3 Bl2,5,7) ¥ CLE,5,=2)

Determinar la ecuacidén del plano paralelo a 3x42y-5z + 6 = 0O
que pasa por el origen,

Determinar la longitud de los segmentos que el plano
X -2y - 3z 4+ 12 = O determina con los ejes de coordenadas.

Calcule el volumen del tetraedro formado por los planos coor-
denados y el plano del ejercicio anterior.En dos formas.

Determine la ecuacién del plano que pasa por (3,-2,7) y deter-
mine con los ejes de coordenadas, segmentos de igual longitud.

-Eglle la ecuacibn general del plano que tiene como normal

N=(A,B,C) y se encuentra a d unidades del origen.

Hallar la gsyacién de la recta que pasa por A(3,2,-5) ¥y es
paralela a v= (1,-3,5).

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
‘(5,"2’7) Y 3(3’4’9) ']

Hallar la altura del trié&ngulo de vértices A(3,6,4), B(2,1,5) ¥y
C(4,9,-3).Determine la ecuacién del plano que lo contiene.

Hallar las condiciones vectoriales necesarias para que una rec-
ta : a) sea paralela a un plano coordenado

b) pase por el origen

c) sea paralela a los ejes coordenados

d) sea un eje coordenado

Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son

A(1,1,1) B(0,0,2) €(0,3,0) y D(4,0,0) ,
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5.=- RELACION RECTA-RECTA

Dos rectas 11 y l2 pueden ocupar tres posiciones re=-
lativas en el espacio :

- 1l y 12 tienen un punto en comfin, es decir se cortan

- 11 ¥ 1a tienen dos puntos en com@in y entonces serfn
coincidentes
- l1 y 12 no tienen ningin punto en comfin y por lo tan-

to ll es paralela a 1, o bien se cruzan,

&
5.1 Rectas coincidentes y paralelas

Dados dos rectas‘ll y 12 cuyos vectores directores son
respectivamente ?; s 4 ?3 entonces, 11 y 12 son paralelas si

i = _ .=
vi=m v}
si ademés para Py de 11 y P, de 1, se cumple que

— — —
Plﬁ; = a Vl =b v2
entonces las rectas son coincidentes.

Si escribimos las ecuaciones de las rectas en su forma simétrica
tendremos :

[ T = = —
& %y 4
o x-x, ¥-3, z2-3%
Tyl sl
2 X B, c

¥y asumiendo que ll es paralela a 12 , entonces

(Al,Bl,Cl) = m(AZ’BZ’CE)
Es decir Al B C

En este caso podemos decir que exisbe distancia d de 11 a 12
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Veamos como calculamos d.

e - —_
Sean 1l Yy l2 dos rectas paralelas definidas por Pl,vl Yy PZ’ v

respectivamente.‘
Calcular la distancia de 11 a 12 es equivalente a calcu=-
lar la distancia de P, a 1,, y este problema se resolvié en el apar-

tado 4.1 del presente capitulo.

Ejemplo 27 Sean 1, ¢+ X ~1 _ 3 =g SR Ben T
' . gt ey LR B e e

Pruebe que l1 y l2 son paralelas y calcule la distancia
entre ellas.

SOLUCION : =
i —>
V] = (2,1,-2) v, = (=6,-3,6)
- =
: vy XV, = (0,0,0,)
Es decir que :
—

—_—
v, =m Vv, ¥y por lo tanto 1, es paralela a 1,

Para calcular la distancia de ll.a 12, tomemos puntos de 11 . l2

(1,0, 3) 32(0’3,-1)1 . 2—(-1,3"‘14')

IP P.xV 1

Su WEEENT roon.7) -
L >
Wsaals? -
- 2

5.2 Rectas que se cortan,

Si dos rectas se cortan, lo hacen en un punto, por lo
que debe cumplirse que 3; X FZ £ 0.

En este caso l1 Yy 12 forman un plano y
por tanto para cualquier par de puntos

Pl de 11 b § P§ de l el triple producto
escalar [Pl > 2]

Pues al formar 1l y 12 un plano ?Z y'?g
serén una base y P1P2 es combinacidén lineal de v1 y Fg.

SaSEiae B S et L P S SR, Al DS i e A e S S
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Pasemos a calcular las coordenadas del punto P de corte entre 1l Y
12.

Para ello resolveremos la ecuacibn formada por el sistema

P
Ped b T

Y hY
Pl et v

Es decir :

P1+t171=P2+t2_?é

—_— —_—
Yy multiplicando vectorialmente por P, x v, tenemos :

2 i 1
> = = o o o
Bl % '11 o \_va P2 ‘1] :
de donde :
s
2 [ e ]
¥ sustituyendo : s
2 2 I —
P = PZ + v v2
Er: e )

Ejemplo 28 Hallar la ecuacidn de la recta 1, paralela al vector

7= (1,-1,3), ¥y que contenga al Hunto de interseccibn de
las rectas

x=1 & 3t X= 5 & 8
1y = =5 & 2t 159
w24t

SOLUCION :
Sea P el punto de 1 comfin con L, vyl

2
Entonces
P = Pl + t vl = P2 + s v2 -
=(L+3t, -5%2t, 24 t) = (3 &8, =2-5, 3)
Es decir 1 438 =3 &8

-5 $+ 2t = =2-s
EEE oo
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Resolviendo el sistema obtenemcs que t = 1

Por lo tanto las ecuaciones paramétricas de 1 son :

X = L4
Yy ==3-rT
Z =5 & 5

Dos rectas que se cortan, también determinan un ﬁar de
&ngulos suplementarios.

Calcular el &ngulo entre dos rectas, es equivalente a
calcular el &ingulo entre sus vectores directores, problema que ya
hemos resuelto.En conclusibén : si es el &ngulo entre 1l Yy 12

entonces ;9 ;9
conpg=s -1 "2
l?ill?%l

5.3 Rectas que se cruzan,

Sean 11 y l2 dos rectas que se cruzan, En este caso ll

y l2 no determinan ninglin plano, luego si Pl pertenece a 1 a

G
£ & 2
12, siendo v; h VZ los vectores directores respectivos, entonces
El triple producto escalar de ?D,E* YP P, no es 0.Es decir :

3 G g

PP, 7 V.| 460

[ et SR 2

Uno de los problemas mis interesantes que surge es el de calcular
la distancia entre dos rectas gue se cmuzan,

Para calcular la distancia d entre 11 b g 12, tendremos

1

en cuenta que exite una perpendicu-
lar copflin, siendo la longitud del

segmento de perpendicular la distan

cia d entre las rectas.

Por tanto bastar& con proyectar

P cualquier vector 5;;2 sobre la per.
{1 pendicular comfin y determinar su

médulo.

Ast d = | Proy 5_321
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donde P P es el vector formado con un punto P

1P5 PRk l“de 11 y P2 de l2
y N es el vector perpendicular comfin, N = v, X vz
Por lo tanto :
> ——> -
PP (B v vél
d==8Proy_ 12 L= |v .
v XV, 1 g

Observaciones :
a) Si detallamos la solucidn podremos caer en cuenta que d viene

representando 1a altura del paralelepipedo formado con los vecfores

P1P2 ’

b) Es cierto que dos rectas que se cruzan no determinan un &ngulo
propiamente dicho, sin embargo se habla del &ngulo que forman; se
define &ngulo entre dos rectas que se cruzan como el &ngulo que
forman sus vectores difectores.Por tanto el problema es equivalen-
te al de dos rectas que se cortan.

Ejemplo 29 Sean 1, : —= £ 3. TEL . Rel

: A 5 2
oy > -3 z + 2
A 3 2
L -1
Determinar las coordenadas de los puntos de cruce Ple2

de ll Yy 12, calcular también la distancia entre ellas y
el &ngulo que forman.
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SOLUCION :
0P, = OB, + PP
P et -
- L‘ 7 ?; 5 VZ
B = G g
PaP1 = llxval
_—
Por tanto OP. = OB, + d ?i 2
L or tanto g 2 * T?IE§ZT_
Y 0P = (4t-3,5t-7,2t43)
552 = (bs=k4,-543,-5-2)
0 T e
vl X Va = ("-},5,2) X (4,-1,-1) = ("3312"2A)
L3 x T, = \/9 $ 144 & 576 = 27
Sustituyendo en_aiz tenemos :
(48-3,56-7,2643) = (Bs-4,-543,-5-2) +—5(-3,12,-21)

e igualando componentes queda :
d

4t = 3 = 45 - 4 - g 7 36t - 36s + d = -9
5t - %= g b3 +J{§1;}45t +98 = 4d-= 90
D % m D —§9=?;at $98 & 8d = =45
Es decir que d = -9 ; el s =]
En conclusién : ;
-
P, (1,-2,5) P, (0,2,-3) vy d(llla) =ldl = 9

Para calcular el &ngulo entre las rectas nos apoyamos en sus vec-
tores directores,

-—
By ¥ N
Ivl’ xval

=>
(43592)0(49"1,'1) =

Cos e 27

6= Arc Cos%r

16mSud

27

L
3
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6.- RELACION RECTA-PLANO
Dados un vnlanofly una recta 1, entre ellos pueden darse
las siguientes posiciones relativas :
- 1 no tiene ningflin punto comfin conf2, y entonces elzplano y la.rec-
ta son paralelos
- 1 tiene un punto comfin conf2, y entonces 1 penetra en L%

- 1 tiene dos puntos en comfin conn, y entonces 1 esti contenida
en Sl ,

- —
Sea P = $ t v la ecuacidn de una recta 1

>

} y P.
Un puntoPdelestars en el plano , si ¥ sélo si:

FsePH Tua
: S == -

Es decir : S G N>= d - Po =

=%

= d la ecuacibn de un plano

Si 1 es paralela a , entonces
- -7
v’. N=20
Y puede ocmrrir que, obien
- -
en cuyo caso t pertenece a R, mejor dicho es R y por tanto 1 esth
contenida en ST

-
o bien ¥ 5:.N £0
y en este caso no exite t y por tanto 1 es paralela a £1
Si 1 no es paralela, ni estf contenida enn, entonces ¥ . N no es 0

= /
Y podremds encontrar ugbt q§>R

d"’P.
o o
¥ el punto de interseccién P vendri dado por la expresién
= e gl o
P=PpPot 2l *

Ay
-

Observacién :
Por componentes bastari sustituir Ias ecuaciones paramétricas de
la recta en la ecuacidén del plano y resolver la ecuacién resultante,

pudiendo dar lugar a una, infinitas o ninguna solucidn.
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Queda para el lector el hacer en forma de ejercicio lo expresado
en la observacidn.
Ejemplo 30 Sea el planoJL: 2x $ 3y - 2 = 7 = 0 ¥ la recta
= 21
l{y=-t 4+1 encontrar el punto de interseccibén de 1
£ = 36813
con el plano 4L,

SOLUCION :
El punto P de 1 que satisface tambi&n al plano debe ser
tal que ?. N=4d

Por tanto

(2e 81 Lo b B ALY e 1) =7

Resolviendo queda que t = = %

Asi pues, P (-2, % e %)

Si la recta 1 y el planoflson paralelos, entonces pode-
P mos hablar de distancia d entre
o

el plano y la recta,

d Este problema lo resolvimos en

L.2 de este mismo capftulo, pues

L__’_J se reduce a calcular la distancia

(/) d de un punto de 1 afl, es decir:
= 5F
d(1,!1) =l Proyﬁ_i g F =
& 1 N1
SR
{_ 1 D - PON 1
o= ‘NI 1

Si la recta 1 y el planofltienen punto en comfin, enton-
ces podemos encontrar el &ngulo® entrefly 1 . El &ngulo@entre 1 y
£l es el complemento del &ngulo formado por el vector deirector v
de 1 y el vector normal ﬁ>ﬂ plano f1L,
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Luggg_

cos § =Sen (L _p) =1 N xvl

Ejemplo 31 Una particula se mueve a partir del punto P(15,-22,10)
¥y se mueve con velocidad costanteVl3 » en qué direccidn
debe moverse para alcanzar el plano x 4 10y + 4z = - 15

en un tiempo minimo y cuénto tiempo tarda en alcanzarlo.
SOLUCION -
Para alcanzar al plano en tiempo mfnimo deberf volar en
la direccidn perpendicular al plano, por tanto. :
-
v = (1,10,4)
El tiempo necesario para alcanzarlo estar& dado por la
relacién

ot
]

5 donde d representa la distancia de P a
¥ v 1la velocidad.

g 115-22 810415}
V23

et oo
39 E3
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7.- RELACION PLANO-PLANO

Si tenemos dos planos ,entre ellos se pueden presentar
las siguientes posiciones relativas :
= Que sean paralelos los plamos & y />
- que tengan una recta en comf@in

= que sean coincidentes, encuyo caso son el mismo plano y no los tra-

taremos como si fuera un caso distinto.

7.1 Planos que tienen una recta en comfin,
Si dos planos tienen una recta en comlin, entonces
la ecuacidn de la recta vendri dada por el sistema de ecuaciones

¥ 4

15
1" -2 -—7
= NZ = d2

Y pasando a componentds tendremos :

0

) Alx - Bly + Clz 2 D1

Aax + Bay + Caz + D2 =0

- —=>
siendo respectivamente N1= (AI’AZ’AB) 3 Ny = (Aa,Ba,ca)

El &ngulo que forman dos planos que tengan una recta en comfin es
el mismo &ngulo que forman sus normales, por tanto si Oes el &ngulo
formado por d.yj3, tendremos :

—_— D

Nl o N2

cos f= F—=~
: lNlllNal

Observaciones :
a) Normalmente se define © como el menor de los dos &ngulos que far-
man los dos planos, en cuyo caso tomaremos el valor absoluto de la

ecuacidn anterior.

b) Si dos planos o ¥ f* determinan una recta 1, entonces hay una fa-
milia de planos que contiene a 1,
Sean :
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e
it B = By
- -_—>
J% g = NE = D2
la ecuacién de la familia de planos que contimne a 1 estarf dado

por la combinacidén lineal de ambas ecuaciones, asf :

_—> > -~ —=>

P Nl - Dl + t(P. Na - DE) =0
con t en R,
Es decir P (Nl -t Na) = Dl - 5

BEn forma general:

Ax $ By 4 Cz + D % t(Alx + By +Ciz 4 Dl) =0

; 5
Ejemplo 32 Hallar las eeuaciones paramétricas de la recta
. ) 3x $ Ly - 5z = 2
X+ 3y 4 62 =<5
SOLUCION :

Resolviendo el sistema para x e y en funcién de z

% 38 2 + 5z 4
-5 -6z 3 39
. o = 2;26
3 L 5
1 -
3 ooy Bj
5 E.meS 23 2 41
Yy = ‘=" 5
3 #’
1 3
Entonces : S x__g_ y#%
P
Es decir
g X = ég $+ 39 ¢t
¥ _-l% <23t
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7.2 Planos parzlelos.

Dos planos & yJ@ que no tengan punto en comfin se dicen

paralelos.Si f? . ﬁi = D1 y 5?. N; = D2 son laﬁq:cuaigon?f,de
los planos ci'yJG » entonces se debe cumplir que N, x N, =0
}‘: ~ - También podremos encontrar la dis-
/7////// /; - , tancia d que media entre ambos pla-
£ nos.El problema de calcular la dis-
4 tancia entre & yﬁ , se reduce a
S calcular la distancia de un punto
P?.L—E Pl de X al planoﬁ sproblema que .

ya resolvimos en 4.2 del capftulo 2
Segflin P1 y P2 dos puntos de los pla-

nos 9( yL/S respectivamente.

P.P | P1P> - N5
dy = ProyN; i g i§21

Si empleamos componentes, tendremos que si P, es (xi’yl’zl) ¥
Pa(xé,ja,za) la distancia d vendri expresada por la ecuacidn :

i | A% 4By 4 Cyzy 4 D,f

& 2 2
Aa f B L—Ca

-

Observacién ;

- Un problema interesante surge, ///////’ Pa 1///25/
sl se quiere calcular la ecuacidn /4
de un plano K paralelo a uno dado //
j@ Yy a d unidades de distancia del /////// /f J p‘ A/ji//7
primero.Veamos como se resuelve : L/ o

&

Si ol viene dado por la ecuaciénlq
-2 > .

P.N, = ; » entonces P :“‘—“' o
— > e
P2 = Pl + 4 Nl
s lﬁit

Por lo tanto :
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— —_—

PZP 5 Nl = 0

=2 -2 cen

(P -PZ) . N =0

i —_— -_

Poilew B B
M P
»Epndy ¥ s e B
L e
S i a

En conclusién :
—2) = —
| 2 N1= Dl $4 d1 N1 1
Y —_— - —_
P le D1 - d 1 Nl |

Si empleamos componentes, tendremos. :

.

2 2 2
Alx + Bly - Clz = D1 +d . Al + Bl v C1

Apx 4+ Byy C, z

[}
o
]
oy
Hv
+
Hho
+-
Q
=
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Ejercicios . ====-

75. Sean los planos d:.3x - 5y $ pz - 3 =0
Yp:.ex+py-3241=0
Determine el valor de p para el cual ambos planos resultan ser para-

lelos.En caso:de que no exista p, justifique la respuesta.

76. Determine p y q para que los planos :
2X =¥ 4+ 32 -1=0
X+pYy-z4+3=20
x4+7y-6z4q=0
a) tengan un punto en comfin
b) contengan la misma recta

c) determinen tres rectas paralelas.

77. Determinense las condiciones necesarias y suficientes para que
tres planos
a) sean paralelos .
b) tengan una recta en comfin
c) tengan un punto en comfin
d) determinen tres rectas paralelas
Nota : Se piden condiciones vectoriales.
78. Hallar la ecuacidn de la recta perpendicular a la recta
X+ I =5z241 a0
15{ax $ 3 cBa¥5=0
pase por el punto P (0,1,0) y diste 5 unidades de 1.

79. Halle la ecuacibn de la recta paralela a
3 + 2y - z2 =4 3
1:{X + 5y + 2z = =3
Y pase por el punto del eje z mhs cercano a 1.

80. Halle la ecuacibn de los planos bisectores del par de planos
6x + 3y - 2z = 0
x4+2y 4+ 6z-~-12=0
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8l. Halle la ecuacidn del plano paralelo a la recta
X &y =32%1=0
1{5}{-3‘4—2-2:0
a) que pase por el origen
b) que sea paralelo al eje X
c) que determine sobre el eje y un segmento de longitud 4
d) determine con los planos coordenados un tetraedra de volumen

4/15

82. Un cuadrado tiene como coordenadas de dos vértices consecutivos
los puntos A(1,1,1) , B{3,5,7) y estd contenido en el plano
11x -y = 32 = 7.
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CAPITULO B

4+ SUPERFICIES

+ SUPERFICIES CUADRICAS

4+ SUPERFICIES ESFERICAS

4+ SUPERFICIES CILINDRICAS

l.- SUPERFICIES
En el estudio posterior de las funciones de varias va-
riables y en integracibn mltiple se usan con mucha frecuencia, su-
perficies que por su sencillez, son muy fitiles a la hora de ejempli
ficar,
En este apartado haremos un estudio répido de las super
ficies cuidricas, esféricas y cilfndricas.
Definicién :
Llamaremos susperficie al conjunto de puntos del espa=-
cio, tales que satisfacen una ecuacibn de la forma f(x,¥,z)= O
De entre todas las superficies las més sencillas desw=
pués de los planos son las ecuaciones de segundo orden, llamadas
superficies culdricas.Su ecuacibn general es de la forma
Ax® $ By® 4 C2® 4 Dxy $ Exz + Fyz $ Gx + By & Iz $ K = 0
donde uno:de entre los coeficientes A,B,C,D,E y F es diferente de 0
Como la ecuacifén tiene diez coeficientes y podemos divi-
dirla por uno de ellos, no nulo, quedan nueve independientes.Son,
pues, necesarias nueve condiciones para determinar una cufdrica.
Cabe, sin embargo, que por nueve puntos dados pasen dos
cuaddricas, si por nueve puntos pasan dos cufdricas f = O Y8 =0,
también pasan las-infinitas cufidricas del haz f - A g = 0, para
cualquier_],, pues se satisfacen para las soluciones comunes a am-
bas.

Ejemplo ‘33 Hallar la cufdrica que por las secciones producidas por

la culdrica f = x2 - 2y2 - za - X 42y = 0 con los pla-

nos XZ e YX y que adems contenga al punto (1,1,2).
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SOLUCION

Consideremos la familia f -;{yz = 0 que representa
un haz de culdricas que contienen los puntos comunes a
f yalosplanos y =0 ¥y z = 0. Bastara pues determinar
la que contiene al punto (1,1,2)
Sustituyendo en la familia y despe jando A,, obtenemos :

A f&l;%;él = 4

Por tanto la ecuacién de la culidrica es :
B ef . S o b O

Observacibn :

- Se puede notar que la interseccibn .de la ecuacién general de las
cuéddricas con un plano cualquiera determina con ella una curva cd-
nica o una forma limite de una seccién.

Al igual que en las cénicas, mediante transformaciones

convenientes de rotacién y traslaciones,la ecuacifn anterior se pue

de convertir en :

Px° 4+ Qv° 4 RzZ = §

o Px° 4 qQy° = Rz

2

que se denominan respectivamente, cufdricas con centro Y culdricas
sin centro, ya que las primeras tienen al origen de coordenadas co-
mo centro de simetrfa. Es decir f(x,y,z) = f(=%,=y,-2)

2.~ SUPERFICIES ESFERICAS

Definicibn :

Se define superficie esférica,s, al lugar geom&trico
de los puntos P(x,y¥,z) tales que su distancia a un punto fijo,lla

mado centro, P (x Yy ,z ) ©s una constante, llamada radio, r.
B - e

Asf pues la ecuacidn vectorial de s es
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—>
s : |1 PPOI2 - r=

Yy empleando componentes, tendremos : ;
: 2 2 2 2

s : (x - Xl ok (y - T Els - z,) =r

siendo Po(xo,yo,zo) el centro de la esfera y r el radio.

S1 el centro es el origen de coordenadas se reduce a

x° & y2 & 2° = x® » qQue es una cufdrica con centro,

Ejemplo 34. Hallar la ecuacidn de la superficie esférica que pasa
por la circunferencia de interseccién de las esferas
8, 3 x2 4+ ya 4 z2 -2X = 4y - 4 =0 b 4
Yo S g ity
85 : X +y Lz +4x-82-5=0
que ademés pase por el punto (1,2,0)

SOLUCIDN
La superficie s buscada pertenece a la familia de esfe-
ras que contienen el mismo circulo de interseccidn.
Por tanto
s . seri de la forma S, 431.32 =0 con &k =

Entonces :

8 : x2 +-y2 4722 - 2X - 4y - L4 & (x2 + ya + z2+ 4x - 8z - 5)=0

y como s contiene al punto (1,2,0), entonces sustituyendo en s obte
nemos :

5ok

Por tanto s es :
13%° 4 13y° 4 132° & 28x - 24y - 722 - 61 = 0

3.= SUPERFICIES CILINDRICAS

De entre todas las superficies que estamos estudiando,
sin duda ninguna que la de mayor aplicabilidad posterior serf la
superficie cilfindrica.

Definicidn :
Llamamos superficie cilfndrica al lugar geométrico de

los puntos P(x,¥,2z) pertenecientes a un conjunto de rectas que tie-
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nen la misma direccidén y pasan por una curva dada.Las rectas para-

lelas se denominan generatrices y la curva directriz,

Ejemplo 35 Hallar la ecuacidén de la superficie cilfndrica que tiene
como directriz la curva 3x2 +2y =5 yz=0y sus gene=-
: -2
ratrices son paralelas al vector v = (1,3,4)
" SOLUCION
Las generatrices son de la forma
X = xo + t
Fe3 ¥t
2z zZ, + 4t

donde (1,2,3) es el vector director de la recta y (xo,yo,zo) es un

]

punto de la misma, por conveniencia tomaremos el punto de tal .forma
que satisfaga a la directriz.
Entonces :

como z =0 , t = 2z/4
5 S
Y por tanto xo = X L
e
e yo-y L‘,

Como (xo,yo,zo) pertenece a la directriz, entonces se satisface la
ecuacidén y por tanto tenemos que 1la superficie es:

3x-B2s2 (-2 =5

Yy desarrollando queda :

L8 xa 4 BZE,L 32 y - 48 z = 80

De entre todas las superficies cilfndricas haremos especial mencién
de las superficies cilindricas rectas, denominindose asf aquellas
superficies cilindricas tales que sus generatrices son perpendicu-
lares al plano que contiene a la directriz.

Suponiendo que la directriz est& contenida en uno de
los planos coordenados,como por ejemplo en el plano Xy, entonces

su ecuacibn es de la forma f(x,y) =0 , z = O ¥y su directriz ser&
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el versor k .Por tanto la ecuacidén de la superficie es :
>

= —] = t
X y yo z Zy -
Como z, 0 , entonces ==
Quedando como ecuacién de la superficie

2= B 2ixy) 0 para todo t en R

es decir
£f(x,y)

I
o

Observacidn :

a) Toda ecuacibn en dos variables, representa una superficie cilin-
drica recta.

Es bastante comflin el confundir curvas en el plano com superficies
cilindricas.Es necesario darse cuenta que las curvas necesitan en
el espacio por lo menos un par de ecuaciones analfticas para poder
definirse, mientras que una ecuacién en las variables x,¥,z es una
superficie.

b) Es de tal importancia la superficie cilfndrica recta, que poste-
riormente,en el tema de integracién mfiltiple,a menudo recurrimos pa=
ra calcular el dominio de integracién determinado por la intersec—
cidén de dos o més superficies,a una combinacidn lineal de las super=-
ficies consideradas, de tal forma que la superficie resultante ca-
rezca de una de las variables.De esta manera se obtiene una super-
ficie cilindrica recta cuya ecuacién en el plano de las variables
que intervienen es la frontera del dominio.

Ejemplo 36 Sean Sy * xa E ya - Lz 4 4z2 - 5x 4 6y =8

Yy s, : xa - 5x 4 622 - 2y = 6 , dos superficies que
se intersectan segfin una curva C.Determinar la ecuacidn

de la curva C' de proyeccién de C en el plano YZ,

SOLUCION :

Bastaré eliminar la variable x del par de ecuaciones da

das y el problema estari resuelto.
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Restando S2 de Sq obtenemos : .
2 2
S, = 8 1Y $+ 8y - 227 =z -2 =0
Completando cuadrados queda :
(7 & 4) =205 4+ 1% & 16

que es una superficie cilindrica recta hiperbdlica.

La curva C' estari dada por el sistema

oI EBE -2z e ® =16
X=O.

L.- SUPERFICIES CUADRICAS

En el presente apartado, esbozaremos las culdricas y estudiaremos

con algfin detalle una cufdrica con centro y otra sin centro.

Para mayor detalle se recomienda consultar la obra del mismo autor
*CUADRICAS Y CONICAS,UN TRATAMIENTO ALG..BRAICO' Caracas 1981,marzo

4,1 Culdricas con centro.

Son de la forma sz £ Qyz -L—Rz2 = S que se pueden re-

ducir a los cuatro grupos siguientes :

) 2 2
_EE : _IE + -EE = 1 elipsoide
a b ¢
2 2 2
2.4 L . -Z  _ 1 hiperboloide de una hoja
2 2 2
a b c
- 2. .2
e o e 52y hiperboloide de dos hojas
2 2 2
a b c
2 2 2
e ?2 - ya_ 22 =1 ggédrica imaginaria.
a b e

Si dos de los paréimetros, a,b o ¢ son iguales recibe el nombre de
cuédrica con centro de revolucién.
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Hagamos un an&lisis un poco més detallado del hiperboloide de una
hoja . .
- Ecuacibn :
2 2 2
oy I 2
2 b2 -ca

La interseccién con planos de

la forma z = z0 son las curvas

; > + z 5= 1l siendo

que son elipses semejantes pa-
ra todo valor de z.La menor de

las elipses se produce en z,=0

Y se denomina garganta del hi-
perboloide

& Las intersecciones con los
planos paralelos a XZ e YZ son hipérbolas de la forma

xe : Z2 3702 2
= > "T a5 =L e p= Lo—w—<L]
P a p-c b

y2 z2 xo2 g

M0 e = con q = 1 = - l
q b qc a

Cuando y = b o x = a se consiguen las asintotas.

R\
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4.2 Culdricas sin centro.

Son de la forma sz +-Q¥2.

Reduciéfdose a dos tipos :

xz 2
s ya = C z para
a b
boloide eliptico
Fd 2
- 5= ¢ z para
a b

boloide hiperb8lico.

Al igual que en las cuédri
cas con centro haremos el
estudio del paraboloide e-

1i{ptico.

Rz

77
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Ecuacibn :
2 2
X L—L—-—cz
2 2
a b

Si ¢70 , entonces el paraboloide se encuentra totalmente por en-
cima del plano XY,

Sus intersecciones con planos z = 2, son elipses semejantes de la

forma :
2 2

x 5 I3 L]
-I»—L——l con k_\/cz
aeka baka ¥

determinando para k = O el vértice del paraboloide.
Las intersecciones con planos paralelos a los planos XZ e YZ son
ecuaciones de la forma :

x2 = CZ - p2 con p2'= g
a b
2
2 X
-XE_ = CZ - q2 con q2 = g
= e e 1) a

siendo paribolas.

s —-] — . Paraboloide hiperbélico.

e ——

Ejemplo 37 Encontrar la ecuacidn del paraboloide de revolucién del
que se sabe que para una altura 'a' el radio de la secs
cibn es '2a’,

SOLUCION -

La ubicacidén la haremos de tal forma que su vértice coin-

7cida con el origen de coordenadas y su eje con el eje Z,

s & 2
Por tanto su ecuaciédn es x & ya =en

Y como para z = a,x2$ ya = 4a2 s entonces ¢ = La,

Por tanto la ecuacidn es : xa i ya = g 2,
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Ejercicios o+ ===--

83, Hallar la ecuacibén de la superficie esférica que contenga a las
circunferencias :
{xz +y° = 25 {xe + 2% =16
J = ¥ = L5
84. En un paraboloide de revolucidn, se sabe que el radio de una

seccibén es 1 y que 6 unidades por encima de esta seccibn el ra-
dio es 2.Determinar la ecuacibén del paraboloide.

85. Hallar el centro y el radio de la superficie esférica
A b —Bxibyr-12 41220
Halle la ecuacidn del circulo méximo.

 86. Halle la ecuacién general de una superficie cénica.Despuds, cal
cule la ecuacifn de la esfera tangente interiormente al comno
0x" % 93" = 3= - 36x = 727 + 12z & 144 = 0

que sea a la vez tangente al plano z = 1.

87. Hallar la ecuacién del plano que determina sobre los ejes coor-
denados del primer octante segmentos de igual longitud, si ade-
mis se sabe, que contiene al punto P de la esfera

(=B $ (62 & (5~ 31" =25
mis préximo al plano 3x - 4z 4 19 = O

88. Hallar la ecuacidén de la esfera que tiene su centro en el pun-

to medio del segmento perpendicular comfitn a las rectas :

e Rl X 5 S
D = Q=7 2
y x =6t +9
| y =2t e
| z ==t $ 2

89. Hallar la ecuacibn de la superficie esférica que tenga a

%€ 598 5 2% = 6
LS by - 10% 2y = 4z & 14 50

como circunferencia m&xima.
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90, Encuentre la ecuacibn de un paraboloide de revolucidn que tenga
su vértice en (0,2a,0) y contenga a la circunferencia
2 2 2
X k7 =4
c |
y = a/2
91, Encontrar la ecuacidn de la esfera tangente al plano

2x - 3y 4 z - 5 =0 en el punto (1,-1,0) y pase por el punto
(2,2,10).

92. Demuestre que x2

+ y2 4 5z2 + 2%z + 4yz - 4 = O es la ecuacibn
de una superficie cilindrica.
Halle las ecuaciones de su directriz y de sus generatrices.
93, Hallar la ecuacibén de los planos tangentes a la esfera
Xyt 2 -y $5=20

desde el punto (1,2,4).

94. Obtener, e identificar la ecuacibén del lugar geométrico de los
puntos P, tales que su distancia al eje X es el quintuplo de su
distancia al punto (-2,0,4).

95. Un cono de altura 4 y radio 3, tiene su vértice en el eje Z ¥y
su base en el plano Xy.Obtenga las ecuaciones generales del
cono Yy de las esferas inscrita y circunscrita,
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Como conclusidén del presente trabajo, se proponen una serie de
ejercicios sacados de los ex&menes parciales que el autor ha rea-
lizado a lo largo de su experiencia impartiendo la asignatura de
Anflisis III en la Facultad de Ingenieria de 1a UCAB y de CAlculo
III en la UNIMET,

GLOSARIO DE EJERCICIOS ,====-—

— !
l.- Sean u y Fados vectores unitarios y 8el &ngulo entre ellos.
Demostrar que

11T -71 =1 Sen 8/21

—P-i?-.-)

q 3 -
2.- U,V,W,z son Vvectores de Vn y cumplen con la condicidnes
T.7¥=0p
—i —

V.w:h

- P =D
uxz=2~0¢

e - - -
Exprese a z en funcifn de W,v,W,p,h

3.= Demostrar vectorialmente que en todo paralelogramo la suma de
los cuadrados de las longitudes de las diagonales es igual a la

suma de los cuadrados de sus lados.

4.- Demostrar que si un tetraedro tiene dos pares de aristas opues-
tas perpendiculares, entonces el tercer par de aristas también
son perpendiculares, entre si.

5.- Resolver la ecuacidn vectorial:

Ve W e

fxa’:b

o ] —_ - =
6.- Para quf posicidn relativa de u,v,w se cumple que :
-3 =P, =T -, = =P _ - =>
(v.v)w = u(v.w) con u,v,w no nulos.
L i

-
-2 u(u,v

7.- Demuestre que 5’: u - o es perpendicular a ﬁi
u

-

8.~ Use el triple producto escalar, para calcular,iz Si se sabe gue

Sy p - =» i . 5 - - == i 15eed
X es perpendicular a u y v y satisface la condicibén x.w = m,
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- =D -
Q.- Sean W Yy ?'dos vectores de V3 no paralelos.Si u.v = 2 , 1ui =1
— ~ -
v I;I =L ¥ w=2(0 x é) - 37
-
. Calcular 7. (T+W

10.- Encontrar todos los escalares t pertenecientes a R para los

cuales los vectores (1,t,1);(t,1,0) y (0,1,t) sean linealmente
dependientes.

- — o - =
1l.- Demostrar que si u es perpendicular a v, entonces lﬁ&alevlul
para todo a perteneciente a R.

12,~- Sea O un punto fijo de un plano y P y Q variables, en el mis-
mo plano que O.Se sabe que 15§l = By Iﬁal =il
a) Hallar el lugar geométrico de Q, si P y Q varian en el plano,
b) Hallar el lugar geoméirico de Q, si P varia en el plano y Q
en el espacio.

S ~= i .
15.,- Los vectores u,v,w y z satisfacen las relaciones
o d - - —-> - - - -2
XY =wXx& i ¥ X N VNE T

: -> - - —> z
Demostrar que los vectores u -z ¥y Vv - w son colineales.

—_ e

-
14,- Si GZV,W Yy Z son no colineales,iqué significa geométricamente
— e - - —_
que (Uxv) x(wx z) = 0.
15.- Resolver la ecuacidn vectorial

—> - —> - =
X X u=vVvdonde uy v son vectores dados.

l6.- Establezca las condiciones necesarias y suficientes para que
dos rectas
a) sean paralelas
b) Se corten
c) se crucen

d) coincidan.

17.- Sean 2 2x =y +$22~-3=0 ¥y f3:3x4+$2y=-6z-1=0,
Encuentre la ecuacién de un plano Y aque divida al &ngulo forma-
do por o y‘/i en dos 4ngulos iguales.




UCAB 83

18.- Un vértice A de un tri&ngulo—equilftero se encuentra en el pun
to P de la recta [2x - ¥ - z = 14 més cercano de la recta
‘{x-2y4z=l6

1 Los otros dos vértices B y C se encuentran en
By i m Sy .

la.Determine las coordenadas de los vértices.

19.- Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta
{hx -2y -z 4 3 =
2x - y+2z=-2=0 si su distancia a (1,0,2) es 1.

20.- Hallar la ecuacidén de la recta ll que forma un &ngulo de 60°

con larectal : x = 3 = 14;-2 = ; Yy se cruza con 1 en el
punto (- 2,0,1) y adem&s se encuentra a 5 unidades de distancia

de 1, siendo ademés paralela al plano - 2 x4+ z 46 2 = 0.

2l.- E1 vértice de un trifdngulo equildtero esth en el punto A(O,E,-é)
¥y su lado opuesto , estl sobre la recta, (7x - 11y + z = 10 = O
: {?x +3¥ -2 - 6=
1) Encuentre la ecuacidn del plano que contiene a 1
2) Halle las coordenadas de los otros dos vértices
3) Calcule el &rea del trifngulo.

224~ La recta 1 (x =22 =3 =0
Yy -~323 =0 intersecta al planowx43y-z+4-0.
Encontrar el punto P de 1ntersecci6n ¥ la ecuacién de la recta

de o que pasa por P y es perpendicular a 1,

23.- Demostrar vectorialmente que el punto de interseccibn de la

-> -> - - =7 ;
recta x = X, + vV tconel plano U, X = b es

- X')-!-b-u.x _V?
e o vi

2h.- Hallar las ecuaciones de los planos que pasan por el punto
P(4,3,2) y que intersectan en los ejes de coordenadas segmen-
tos de igual longitud y diferente de O.
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Xl F42_ =5

25.- Demostrar que las rectas 11: R e £ g v
x =35t &7
Lz y=2t &2 estfn en un plano, y halle su ecuacibn,
z = =2t 41

26.- Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que es paralela
a los planos 3x412y-3z=5=0 ; 3x-4y49zF7=0 y se corta com las
rectas X b 08 Zoe. ¥ bl . 23-—%X F&+1 _ £-—2

TN LR Gl o R

27.- Encontrar la distancia entre las rectas 1,2 d4€ contiene a los
puntos A(-2,0,-3), B(1,-2,1) y la recta 12 que contine a los

punfbs C(—a, -13/5:26/5) X D(16/5"13/5’0)-

28.- Encontrar la ecuacidn de la recta que contiene el punto P(3,6,4)

intersecta al eje Z y es paralela al plano x - 3y % 5z - 6 = 0.

29.- Hallar la ecuacibn del plano paralelo a la recta

{x + y422=0
Yy -4z =1 a 3 unidades de distancia de 1 y que contenga
al punto P(2,5,1).

30,- Dada la recta ﬁux -y -4z -6=0
x-l»y-Sz-l-l:O.
Determine la ecuacidn de una recta 1, si se sabe que, es para-

1
lela al plano XY, se intersecta perpendicularmente con 1 y se

encuentra a 5 unidades de distancia de la recta x-1 V2 27z=1
e S onl R

3l.- Hallar la ecuacibén de la recta que pasa por el punto (3,-2,-4)
es-paralela al plano 3x-y-3z-7=0 y se corta con la recta

X=2 Y&4 z-1
oo R ORISR

32.- Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto ‘P
de coordenadas (=44=5,3) y se corta con las rectas :

¥l &5 2 -x ’ X 2.~ ¥ i e |

- - - Z
L T -2 % / 2 - 2 B 5
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33.- Encuentre la ecuacibén de la recta que pasa por el punto P y se
corta con las rectas :

—_— — - - —_— -
X = ul + t vl Yy g u2 + s va

(Se pide expresibn vectorial).

34,- Dadas las rectas‘Q 2x 4+ 4y - 52 =6 = 0
'"lx -2y 4+2-2=0 7y la recta

; e m L~ 2 =4 - 7,
Hallar los punto P1 de 11 ps P2 de l2 entre los cuales la dis-
tancia de 1, a 1, es minima.

1 2

35,- La esfera x° L'ya s z°

$ 2x - 4y - 20 = 0, esté inscrita en
un segmento de paraboloide vertical de altura 15.:Cuil es la e-

cuacibén de la superficie del paraboloide?.

36.- Identifique las siguientes superficies :

a) x2 - 2y2 4 322 =6 e) x2 - y2 --22 =0
b) x° + Ya - z2 = - £) 12 + Ya_? 9
c) xa 4 y2 3 z2 = L4 g) xa - z2 =0
d) 4x° & 33° = z B x° & 4z &7 = 4
37.- Sea la cufdrica con centro :
xa 2 ; ZE
> i qy = > ="1T ¢con & b & 0O
~ g b b A b
: Identifique la gufdrica si
a) ry- 02 b) - b2< r<-c:‘2 c) -a2< r<-b2

38.~ Sea la cufidrica sin centro

2 2
3 J

a2 + r bZ +r

X

=cz +r

Determine el campo de existencia de r y después identifique las

cuédricas resultantes para los distintos valores obtenidoéq




